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ENUMERACIJA RACIONALNIH STEVIL
IZTOK BANIC in JANEZ ZEROVNIK

Fakulteta za strojnistvo
Univerza v Mariboru

Math. Subj. Class. (2000): 11B75

Predstavljena je metoda za enumeracijo racionalnih Stevil brez ponavljanja.

ENUMERATING THE RATIONALS

A method for enumerating the rationals without duplications based on the Calkin-
Wilf tree is outlined.

1. Uvod

Vsak student matematike ve, da je mnoZica racionalnih Stevil §tevno ne-
skoné¢na. Dokaz gre obi¢ajno tako, da dokazemo obstoj surjektivne preslikave
iz naravnih Stevil v pozitivna racionalna Stevila. Ker so naravna Stevila pod-
mnozica racionalnih, sklepamo, da sta mnoZici enako mo¢ni. Malo drugade
reCeno, v tabeli

171 1/2—1/3 1/47 1/5

%

217212 2/3 2/4 2/5
3/1‘/3/2 3/3 3/4 3/5

|
4t 40 43 44 45

51 52 5/3 5/4 5/5

Slika 1. Sprehod po diagonalah

ohranimo za vsako racionalno $tevilo samo okrajSani ulomek, vse preostale
(nepokrajSane ulomke) zbriSemo, in ¢e se sprehodimo po diagonalah, kot je
prikazano na sliki 1, dobimo vsa pozitivna racionalna Stevila Q1 v zapo-
redju [4].

Trditev lahko dokaZemo Se na mnogo drugih nacinov, na primer tako, da
pozitivno racionalno $tevilo g zapiemo z okrajSanim ulomkom r/s. Stevili r

Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 2 33



Iztok Banié in Janez Zerovnik

in s je mogoce enoli¢no zapisati z razcepom na prafaktorje:

a1 ,.a2

T =1P1 Py "p?ia

b1 b b;
S = q11q22 ...qj]_

Definirajmo funkcijo K: Q" — N s predpisom

K(r/s) =pi®ps™ - ploigii g3t gt
Preprost razmislek pove, da je K bijektivna funkcija.

V prispevku si bomo podrobneje ogledali Se en nacin konstrukcije bijek-
tivne preslikave iz naravnih Stevil v pozitivna racionalna $tevila [1], ki nam
omogoca tudi sorazmerno preprosto racunanje bijektivne preslikave Q7 — N
in njene inverzne preslikave N — Q™.

2. Calkin-Wilfovo drevo

Zaporedje (torej preslikavo N — Q™) dobimo tako, da po vrsticah naste-
jemo oznake vozliS¢ dvojiskega drevesa s korenom. (Privzemamo, da bralec
pozna pojem dvojiskega drevesa [3].) Oznacevanje vozlis¢ drevesa je defini-
rano z dvema praviloma;:

° % je oznaka korena drevesa;

e vozlis€e z oznako % ima dva sinova, levi ima oznako 715> desni pa ima

oznako ’"T"'S
Drevesu pravimo Calkin-Wilfovo drevo (slika 2). Ni tezko videti, da velja:

e Vse oznake so okrajSani ulomki (Stevec in imenovalec vsake oznake sta
si tuji Stevili).

Dokaz. Koren drevesa je okrajSani ulomek. Denimo, da je v neki vrstici
7/s neokrajsani ulomek, v vseh vigjih vrsticah pa so ulomki okrajsani.
Ce je r/s levi sin, potem je njegov o¢e ulomek 7/(s — r), ki tudi ni
okrajSani ulomek in se nahaja v vrstici vi§je, kar je protislovje s pred-
postavko, da je ulomek r/s najvigji tak ulomek. V primeru, da je r/s
desni sin, je njegov ole ulomek (r — s)/s, ki tudi ni okrajSani ulomek,
kar vodi v protislovje kot v prej$njem primeru. m

e Vsak okrajSan ulomek se pojavi kot oznaka enega od vozlisc.
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1/1

N A

1/3

A AN /\

1/4 4/3 3/5 512 2/5 5/3 3/4 41

Slika 2. Zacletni del Calkin-Wilfovega drevesa

Dokaz. Stevilo 1 se pojavi na korenu drevesa. Predpostavimo, da je
okraj$ani ulomek r/s med ulomki, ki se ne pojavijo na drevesu, eden
tistih z najmanjgim imenovalcem in med vsemi takimi tisti z najmanjSim
Stevcem. Denimo, da je r > s. Potem na drevesu ni niti ulomka (r—s)/s,
saj bi bil v nasprotnem primeru /s eden izmed njegovih sinov. Ker ima
ulomek (r — s)/s manjsi §tevec kot ulomek r/s, to ni mogoce. Denimo,
da je r < 5. V tem primeru na drevesu tudi ni ulomka /(s — ), saj
bi v nasprotnem primeru ulomek r/s bil eden izmed njegovih sinov.
Vendar pa ima ulomek /(s — r) manji imenovalec od ulomka r/s, kar
je v protislovju s predpostavko. Torej je r = s = 1, kar je protislovje s
predpostavko, da se ulomek r/s ne pojavi na drevesu. m

e Nobena oznaka se ne ponovi.

Dokaz. Ocitno se $tevilo 1 pojavi samo v korenu drevesa. Naj bo med
vsemi ulomki, ki se pojavijo na drevesu ve¢ kot enkrat, ulomek r/s
tisti z najmanjSim imenovalcem in med vsemi temi naj ima najmanjsi
stevec. Ce je r < s, potem je 7/s levi sin dveh razli¢nih ocetov, ki imata
oba obliko /(s — r), kar je v protislovju s predpostavko, da je ulomek
r/s tisti z najmanj§im imenovalcem, ki se pojavi na drevesu veckrat.
Ce je 7 > s, potem je ulomek r/s sin razlicnih oCetov, ki imata oba
obliko (r —s)/r, kar je protislovje s predpostavko, da je ulomek r/s tisti
z najmanj$im imenovalcem in med vsemi temi z najmanjsim Stevcem.
Potem pajer=s=1m
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Torej

Trditev 1. Vsako pozitivno racionalno Stevilo se na Calkin- Wilfovem dre-
vesu pojavi natanko enkrat.

Ce oznake v drevesu preberemo po nivojih od zgoraj navzdol in znotraj
vrstic od leve proti desni, dobimo zaporedje

Na prvi pogled je zaporedje precej ,neurejeno®, vendar to nikakor ni res, kot
bomo videli v nadaljevanju.

3. Enumeracija racionalnih stevil

Pokazali bomo, da se da zaporedje vseh racionalnih $tevil zapisati v obliki

fln—=1)

gn="——~——, n=12,3,...,
" f(n)

kjer g, oznacuje ulomek, ki se na opisanem drevesu nahaja na n-tem mestu.
Mesta na risbi dvojiskega drevesa oznaéimo tako, kot kaZze slika 3.

1=[1],
e
o
2=[10]2 3=[11]2
/\ /
v/ N o/ N

20 G AN
4=[100],  5=[101], 6=[110], 7=[111],

Slika 3. Oznake mest dvojiskega drevesa
Zaporedje f(n) ima naslednji pomen [1]. Oznadimo z b(n) stevilo zapi-
sov naravnega Stevila n v obliki vsote potenc Stevila 2, kjer je vsaka potenca
labko uporabljena kve&jemu dvakrat (na primer, 5 = 22 420 = 21 4 21 4 20,

36 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 2



Enumeracija racionalnih Stevil

zato je b(5) = 2). Takim zapisom §tevila n pravimo hiperbinarni zapisi te-
vila n. Torej b(n) oznatuje Stevilo hiperbinarnih zapisov naravnega Stevila n.
Naj bo b(0) = 1.1

Trditev 2. Za vse n =0,1,2,3,... velja f(n) = b(n).
Dokaz. ZapiSimo neki ulomek na drevesu kot

f(n)
fln+1)"

Sinova vozlis¢a na mestu ¢ sta na mestih 2i in 2i + 1 (slika 3). Sledi, da sta
pripadajoca sinova izbranega ulomka

f@2n+1) i f(2n+2)
f@n+2) - f2n+3)"

S pogojem f(0) =1 je rekurzija
f@n+1)=f(n),

f@n+2)=f(n)+ f(n+1)
(n=0,1,2,...) natanko dolo¢ena. Dokazimo, da za vse n = 0,1,2,... velja

f(n) = b(n). ,

Ker je b(0) = 1, za n = 0 enakost f(n) = b(n) velja. Denimo, da enakost
velja za vsa naravna Stevila, ki so manj8a ali enaka 2n. Vsak hiperbinarni
zapis §tevila 2n 4 1 vsebuje Stevilo 1:

on 4+ 1 =2km y okm-1 L .. 4 ok 4 1

Na obeh straneh odstejemo 1, delimo z 2 in dobimo hiperbinarni zapis Ste-
vila n. Sklepamo lahko tudi v obratni smeri: ¢e hiperbinarni zapis Stevila n
pomnozimo z 2 in priStejemo 1, dobimo hiperbinarni zapis stevila 2n + 1.
Torej je stevilo hiperbinarnih zapisov Stevila 2n + 1 natanko toliko, kot je
hiperbinarnih zapisov $tevila n. Drugae zapisano, b(2n + 1) = b(n). Ste-
vilo 2n + 2 ima lahko v hiperbinarnem zapisu bodisi natanko dve 1 bodisi
nobene 1. Ce se v hiperbinarnem zapisu $tevila 2n 4+ 2 pojavita dve enici,
ju izbrisemo, delimo z 2 in dobimo neki hiperbinarni zapis Stevila n. Ce pa
hiperbinarni zapis Stevila 2n+2 nima enic, dobimo z deljenjem z 2 neki hiper-
binarni zapis §tevila n+1. Seveda lahko ravnamo enako tudi v obratni smeri,
zato je Stevilo vseh hiperbinarnih zapisov §tevila 2n + 2 enako vsoti Stevil
hiperbinarnih zapisov §tevil n in n+ 1. Torej je b(2n +2) = b(n+1) + b(n).
Ker b in f ustrezata isti rekurziji, smo dokazali, da je za vsa nenegativna
cela stevila f(n) =b(n). =

!Tu smo zaradi enostavnosti Stevilo 0 Steli k naravnim Stevilom. Bolj natan¢no bi bilo
govoriti o nenegativnih celih Stevilih.
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Ulomek g, na n-tem mestu Calkin-Wilfovega drevesa torej lahko dobimo
tako, da izra¢unamo Stevili hiperbinarnih zapisov b(n — 1) in b(n) naravnih
Stevil n — 1 in n,

b(n—1)
Gn =~ -
b(n)

4. Algoritmi

Za konec si bomo zastavili Se dve vpraSanji s preprostima odgovoroma.
Najprej pa se spomnimo na zvezo med dvojiskim zapisom §tevila in njegovim
polozajem v dvojiskem drevesu. Zapi§imo

n=1-2%4a5 1 281 4ap - 2224+ .. 4a;-2' +0a0-2°, a;€{0,1}.

O¢itno je k nivo, na katerem se pojavi n, in k = |logy(n)|. Zaporedno
mesto §tevila n v k-tem nivoju (k = 0,1,2,...) je n mod 2¥. Dvojiski zapis
Stevila n skriva tudi pot po drevesu od korena do pravega mesta. Po vrsti
beremo Stevke ax—1, ax—2, ..., a1, ag in v primeru, da je a; = 0, zavijemo
v levo poddrevo, Ce je a; = 1, pa v desno poddrevo. Na primer, oglejmo si,
kateri ulomek je na trinajstem mestu. Zapisimo 13 v dvojiskem sistemu:

13=1-22+1-224+0-21 +1-20

Oglejmo si zaporedje nicel in enic: ag = 1, a; =0, ap = 1. Na prvem mestu
imamo 1, zato se od korena drevesa pomaknemo v desno poddrevo. Sledi
ji 0, zato se tokrat pomaknemo v levo poddrevo. Na koncu se pomaknemo
v desno, saj nicli sledi Se enica. S postopkom smo koncali. Na trinajstem
mestu v Calkin-Wilfovem drevesu najdemo ulomek 5/3. Glej sliko 4.

Zdaj pa vpraSanji:

e Kako izra¢unamo n-ti ¢len zaporedja?

Odgovor. Zapisemo n v dvojiskem sistemu. Za¢nemo z ulomkom 5

r=s=1 Zai=k—1,k—2,...,2,1,0 ponavljamo: Ce jea; =0,
potem s :=1r + s, sicer, e jea; =1, par:=r+s. Zadnja r in s nam
povesta, da je na n-tem mestu v zaporedju ulomek . =

e Kako racionalnemu $tevilu ¢ = % poiS¢emo mesto v zaporedju?

Odgovor. Naj bo ¢ = %, kjer je ulomek okrajSan. Dvojiski zapis Ste-
vila n, ki pove mesto v zaporedju, lahko izracunamo takole: Najpre;
postavimo ¢ := 0, Stevec §tevila Stevk v zapisu. Ce je r = s, potem
ap := 1. (Ker je ulomek okrajSan, vemo, da je r = s = 1.) Dokler sta
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1/1
“1”

1/2 2/1

“0”

1/3 32 2/3 3/1

“1”

1/4 4/3 3/5 52 2/5 5/3 3/4 4/1
13=1101],

Slika 4. Pot do trinajstega ulomka na Calkin-Wilfovem drevesu

7 in s razli¢ni $tevili, ravnamo takole. Ce je r > s, potem r :=r — s in
a; = 1, sicer postavimo s := s —r in a; := 0. In ne pozabimo na Stevec,
1 := i+ 1. Nazadnje dodamo Se a; = 1.

Postopek se ocitno prej ali slej ustavi,
n=a;-24ai_1-2" +--+a; -2 +a-2°

je mesto racionalnega stevila ¢ = £ v drevesu in v zaporedju. =

Oba odgovora bi lahko skoraj dobesedno prepisali v kratka racunalniska
programa v postopkovnem jeziku, kot so na primer pascal, C, fortran ali
basic. Pravilnosti postopkov ni tezko preveriti in jo prepus¢amo bralcu.
Malo bolj zapleten je videti zapis v jezikih za funkcijsko programiranje [2].
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INTERVJU

RUDOLF MOGE, POSLANEC V DRZAVNEM ZBORU RS

Rudolf Moge je bil rojen 20. marca 1944
v Mariboru. Osnovno $olo je koncéal v Mari-
boru in Solanje nadaljeval na navti¢nem od-
delku Srednje pomorske Sole v Piranu, ka-
sneje pa koncal univerzitetni §tudij matema-
tike in fizike na Fakulteti za naravoslovje =
in tehnologijo v Ljubljani. Zaposlen je bil |
kot profesor in vi§ji predavatelj matematike,
nato pa ravnatelj gimnazije v Mariboru in |
podpredsednik IzvrSnega sveta mesta Mari-
bor. Cetrti zaporedni mandat je poslanec v
drzavnem zboru. V tem ¢asu je bil avtor ali
soavtor Stevilnih zakonov s podrocja izobra-
Zevanja, Sporta, kulture in zdravstva. Bil je
pobudnik zakona o spremembah in dopolni-
tvah zakona o visokem Solstvu in eden od
zaCetnikov Solske reforme. Pravijo mu tudi oce Solskega tolarja. V tem
Casu je bil podpredsednik Strokovnega sveta RS za vzgojo in izobraZevanje
in predsednik preiskovalne komisije DZ. Trenutno je predsednik odbora za
visoko Solstvo, znanost in tehnoloki razvoj ter ¢lan mandatno-volilne ko-
misije, komisije za nadzor obves¢evalnih in varnostnih sluzb in predsednik
Statisticnega sveta Republike Slovenije. Je tudi prejemnik zlatega znaka
Univerze v Mariboru in priznanja Osvobodilne fronte slovenskega naroda,
spominskega znaka Pekre 91, priznanja Primus ravnateljev Slovenije, pri-
znanja Zveze gorskih vodnikov Slovenije ter priznanja veé srednjih %ol za
njihove izgradnje.

Gospod Moge, nam za zacetek poveste na kratko, kako je tekla va3a zivljenj-
ska pot?

Obiskoval sem klasi¢no gimnazijo, ker pa se je s Solsko reformo 1958 klasi¢na
gimnazija ukinila in smo dobili 8-letno osnovno Solo, sem se zaradi tezkih
socialnih razmer doma takoj vpisal na Srednjo pomorsko Solo v Piranu, smer
navtika, kjer sem se zelo zgodaj srecal z matematiko. Na smeri navtika smo
imeli ve¢ matematike kot gimnazijci. Obravnavali smo tudi sferno geome-
trijo, sferno trigonometrijo, imeli smo astronomijo. Matematika mi je bila
tako ljuba, da sem sodeloval z Matemati¢no fizikalnim listom v Zagrebu,
dobil tudi njihovo nagrado. Mladostna vedoZeljnost in matematika me tako
nista postavili na komandni most kake ladje, ampak sta me pripeljali do
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studija matematike v Ljubljani. Tam sem najprej koncal prvo stopnjo, tudi
zato, ker nisem imel dovolj sredstev za preZivljanje in sem si z igranjem v
razliénih ansamblih zasluzil celo ve&, kot bi mi takrat lahko prinesla kaka
zelo solidna Stipendija. Tako mi je glasba pomagala ustvariti razmeroma
razkosno Studentsko Zivljenje. Potem sem po sluZenju v vojski nadaljeval
studij in koncal tudi drugo stopnjo. Po kon¢anem Studiju sem se zaposlil na
Prvi gimnaziji v Mariboru. Kmalu potem, ko sem opravil strokovni izpit,
sem zalel uvajati oddelke z intenzivno matematiko, ki sem jih uspesno vodil.
To so opazili na Tehnigki fakulteti in so me kmalu povabili v svoje vrste.
Zacel sem delo na strojnistvu, kjer sem nasledil matematiko prof. Bezjaka.
Kot srednjesolski profesor brez magisterija in doktorata sem zato zelo veliko
delal. V Celju sem predaval 60 Studentom ob delu, v Mariboru 200 Stu-
dentom strojnistva in pa 120 Studentom tekstila. V istem ¢asu sem vpisal
tudi magisterij v Zagrebu. Vsega dela pa nisem zmogel, saj je bilo treba za
vso populacijo §tudentov opraviti letno Se po dva izpita, iz matematike 1 in
matematike 2. Hkrati so mi v takratnem casu Titove Jugoslavije nalozili,
da sem vodil koordinacijo sindikatov mariborske univerze. Spoznal sem, da
s takimi obremenitvami ne bom prigel dale¢ in sem se vrnil v srednjo Solo,
kjer sem nastopil delo kot ravnatelj Prve gimnazije in se zelo angaziral za to,
da bi v okviru prenov usmerjenega izobrazevanja le dobili nazaj gimnazije in
maturo. Prizadeval sem si tudi za to, da bi se zacel gmotni polozaj delavcev
v izobraZevanju spreminjati. Leta 1990 sem bil izvoljen v skups¢ino repu-
blike Slovenije in od takrat naprej sem delo nadaljeval bolj po politi¢ni poti.
Ko sem bil ge ravnatelj, me je obiskal Tone Rous, predsednik izvrinega sveta
mestne obé&ine Maribor, in me povabil v ekipo izvrinega sveta. Maribor je
bil takrat v veliki krizi, vsa velika podjetja so propadala in imeli smo Strajke.
Bil sem podpredsednik izvrSnega sveta za druzbene dejavnosti. To pomeni,
da sem pokrival vso problematiko od Solstva, zdravstva, kulture, raziskova-
nja itd. Hkrati so me mladinci predlagali v takratni zbor zdruzenega dela,
kamor sem bil v drugem krogu tudi izvoljen. Tako sem bil med delegati, ki
smo pisali rojstni list nove drzave, v kateri sedaj Zivimo. Takrat nismo bili
profesionalci. Veliko sem se vozil v Ljubljano in nazaj. V prvem dvoletnem
mandatu sem $tel in sem se 197-krat peljal v Ljubljano in 197-krat nazaj
v Maribor. Takrat je bila cesta Se precej nefunkcionalna v primerjavi z da-
nasnjo. Potem sem dokaj dobro delal v tem zboru in zato so me mladinci,
takrat Ze preimenovani v Liberalno stranko, ponovno predlagali za njihovega
kandidata na naslednjih volitvah v Drzavni zbor Republike Slovenije. To se
je nato zgodilo trikrat zapored, na volitvah sem vedno uspel, tako da sem
sedaj eden izmed poslancev z najdalj§im mandatom v drzavnem zboru.

Ce pogledate nazaj, kaj $tejete za svoj najvedji uspeh?
Prvi¢, zelo vesel in ponosen sem, da sem Studiral matematiko, ker sem s

tem pridobil poseben nadin misljenja, od potrebne organiziranosti in pri-
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dnosti, da se §tudij sploh dokonca, do tega, da je matematika ena izmed
najpopolnejsih svetovnih religij, ki jo s pridom uporabljajo na vseh koncih
zemeljske oble in vanjo tudi verjamejo. Vse temelji na izhodi¢nih osnovnih
pojmih, na aksiomih, nekaksnih temeljnih vrednotah in se iz njih izpelje vse
drugo. Razumevanje aksiomatske zgradbe mi je pri politicnem delu izjemno
pomagalo. Pri politi¢nem delu je namre¢ nadvse pomembno, da je ¢lovek
hitrih odlo¢itev, seveda pravilnih, ki slonijo na trdnih izhodig¢ih. Nepravilni
sklepi te v politiki, tako kot v matematiki, hitro pogubijo. V bistvu gre v
drzavnem zboru prav za to, da se poskusa ustvarjati zakone, ki so konsisten-
tni in izvedljivi v praksi. Dejansko seveda ni lahko, a prav zato si poslanci
prizadevamo, da bi zakoni dosegli oba cilja. Pri zakonodaji je tudi izjemno
pomembno to, da je mo¢ predvideti finan¢ne in vse druge posledice sprejetja,
zakona. Iz sprejete zakonodaje sledi poraba druzbenega denarja in pridemo
do proracuna, ki je kot preizkus, ali je zakonodaja, vsaj kar se ti¢e financ,
postavljena na pravilnih izhodis¢ih. Tisti, ki so se vse Zivljenje §tevilk in
matematike ogibali v velikem loku, tezko manevrirajo znotraj nacelnih po-
litiénih Zelja, dejanskih postavk prora¢una in realnih moZnosti. Meni sta
znanje matematike in nacin razmisljanja pri politicnem delu prisla izjemno
prav in res nikoli nisem obZzaloval, da sem $tudiral matematiko, pa Ceprav
sem z vstopom v politi¢no Zivljenje na videz zapustil profesionalno pot, za
katero sem se Solal. PridruZzujem se tudi mnenju nekaterih mojih prijateljev,
da sem s svojim konsistentnim matemati¢nim razmisljanjem, lahko redem
kar z uporabo matematike, v politiki mogoce naredil veliko ve¢ dobrega, kot
bi z nadaljnjim reSevanjem ,matemati¢nih problemov*. Ponosen sem na to,
da smo prav matematiki bili tisti, ki smo vsaj nekoliko spremenili razmi-
Sljanje, kaj pomeni izobrazevanje v Sloveniji. Nacelno se je vedno, tudi v
Jugoslaviji, govorilo o tem, kako je znanje pomembno in kako nas bo znanje
refilo iz problemov, a v dejanskih situacijah, ko se je govorilo o proracunu,
je bila situacija povsem drugacna. Najve¢ denarja je $lo za vojsko, podro-
¢je izobraZevanja pa je ostalo na obrobju le z vzdrZevanjem najnujnejSega.
Investicij v Solstvu prakti¢no ni bilo in tudi vrednotenje pedagoskega dela
je postalo tako nizko, da so bili u¢itelji med najslabse placanimi. Sam sem
kot ucitelj to izkusil na lastni kozi. Imel sem kolege, ki so zaceli studirati
matematiko skupaj z mano, a ker jim $tudij ni Sel, so ga opustili in presedlali
na primer na tekstil. Ko so koncali, sem jaz Ze pouceval na gimnaziji, oni so
se pa zaposlili v mariborski tekstilni industriji in brez pretiravanja, z vsemi
dodatki so imeli trikrat veéjo placo kot jaz. Naj dodam, da $tudija nikakor
nista bila primerljiva. Zavedam se, da smo bili za drzavo potrebni oboji, pa
vendar so bile med nami pomembne razlike.

Ob postavljanju nove slovenske drzave mi je ob pripravi zakona o te-
meljnih razvojnih programih v obrambi, po katerem naj bi za nakup oroZja
porabili 100 milijard, uspelo plasirati idejo, da bo nasa varnost ogroZena, ¢e
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PARLAMENT
DIXIE BAND
01. KAJ T1JE DEKLICA 3.57
narodna / arr. Jani Golob
02, BASIN STREET BLUES 2.5%

Spencer Williams / are, Paol Severson
05, DO YOU KNOW WHAT [1 MEANS TO MISS NEW ORLEANS 3.42
Lowis Alter / arr. Paul Suverson

04. ZREJLO JE Z1TO 5.28
narodna / arv. Jani Golob
05. TIN ROOF BLUES 3.05
Nese Orieans Rhythm Kings / arr. Paul Severson
06, MOJE DEKLE JE SE MLADO 334
narodna/arm Joni Golok
7. WABASH BLUES 3.02
Dave Ringle, Fred Meinken / arr. Leroy Holmes
08. SNOC PA DAV " JE SLANCA PALA 3.35
naredna/arr. Jani Golob
09, JUST A CLOSER WALK WITH THEE 427 e
© raska duhovna / arn Paul Severson *
10, WHEN THE SAINTS 4.35 P ARL AMENT *
Lrnska dubovna *

DIXIE BAND

Naslovnica zgoitenke Parlament Dizie Banda, ki ga vodi g. Moge (na sliki spredaj v
sredini). Zgoi¢enko je mogoCe kupiti pri Zvezi drustev za cerebralno paralizo Slovenije
— Sondéek, kateri je tudi namenjen izkupic¢ek prodaje. Parlament Dirie Band (poznan
tudi pod imenom Mogetov ansambel) je igral v Evropskem parlamentu v Strasbourgu ob
slovestnosti sprejema Slovenije v EU.

bomo imeli samo oroZje, ne bomo pa imeli izobrazenih ljudi. Takrat sva sku-
paj s Slavkom Gabrom, ministrom za Solstvo, izdelala naért, kako bi del tega
denarja porabili za izobrazevalne namene. Uspelo nam je pridobiti javnost
in tudi v drzavnem zboru dovolj ljudi, da smo od pogace teh 100 milijard pri-
dobili 27 milijard za podrogje izobraZevanja. Ta denar smo potem porabili
za najnujnejSe investicije, za uéenje tujih jezikov, za prehrano in u¢benike so-
cialno §ibkih ucencev in za racunalni§ko opismenjevanje. Tako je nastal prvi
Solski tolar. Zaradi tega se je tudi v izobrazevanju zacel velik premik. Takra-
tni minister Gaber v vladi in jaz v drzavnem zboru sva se moc¢no trudila, da
bi se zboljsala zavest o pomenu izobraZevanja, o katerem se je potem vse vec¢
govorilo in delalo. To je pozneje omogo¢ilo tudi razmeroma tekoco in hitro
sprejemanje najnujnejSe Solske zakonodaje in med tranzicijskimi drZavami
smo se najhitreje prilagodili novim razmeram. Leta 1991, po osamosvoji-
tvi, je imelo 9.8 % ljudi ve¢ kot srednjeSolsko izobrazbo. Danes je takih Ze
14 %, cilj pa so evropski standardi tistih razvitih drzav EU, katerih pov-
precje je 20 % ljudi s kon¢ano terciarno izobrazbo. Ne gre samo za Stevilo
izobraZenih, gre predvsem za vrednotenje izobrazevanja, ki bo Sele posle-
di¢no poskrbelo tudi za vedjo kakovost. Tudi tako imenovani Solski tolar,
ki mi ga je uspelo spraviti skozi vse procedure drzavnega zbora, je pomagal
premakniti razmigljanje ljudi o pomenu izobraZzevanja. Prvemu Solskemu to-
larju je sledil 8e drugi, to so vlaganja v obsegu 36 milijard tolarjev, ki so
bila spodbujena z ugodnimi krediti Sveta Evrope za socialni razvoj. Svet
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Evrope ima vlaganja v Solstvo za najprimernejsi nacin reSevanja socialnih
problemov drZav v tranziciji. V okviru tretjega Solskega tolarja, ki se izvaja
sedaj, pa je predvidenih celo 167 milijard iz prorac¢una. V teh okvirih smo
podrocja investiranja Se razsirili in sedaj obsegajo 350 do 400 obnovljenih
ali na novo zgrajenih fol. V teh §tevilkah je vkljucena tudi investicija nove
stavbe Oddelka za matematiko Fakultete za matematiko in fiziko Univerze
v Ljubljani. Tako so se splosni pogoji v Solstvu precej spremenili. No, saj se
je spremenilo tudi Stevilo Solajo¢ih se ljudi. V tem Casu je na primer Stevilo
Studentov naraslo od 30-40 na prek 80 tisoé.

Naj Se povem, da sem vodil parlamentarni odbor za kulturo, $olstvo, mla-
dino, znanost in Sport v prejdnjih mandatih, sedaj pa vodim odbor za visoko
Solstvo, znanost in tehnoloski razvoj. Pri vsej Solski zakonodaji in e po-
sebej pri zakonu o maturi, kjer so se bili tezki boji o tem, kateri predmeti
bodo obvezni, sem dodobra spoznal, koliko ljudi je po mojem mnenju zaradi
travm, ki so jih imeli, mogoce tudi zaradi nekakovostnih udéiteljev, mo¢no
nasprotovalo matematiki kot obveznemu predmetu pri maturi. Z velikimi in
zdruZenimi napori vseh nas, tudi univerz in Dru$tva matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije, nam je uspelo ohraniti matematiko kot pomemben
in obvezen predmet. V¢asih je bilo kaj odvisno tudi od nakljuéij. Ce bi bil
na klju¢nem mestu v parlamentu nekdo z neustreznim poznavanjem mate-
matike, bi se bila lahko zadeva zasukala precej drugace, in to v veliko gkodo
nacionalnemu interesu. Ponosen sem tudi, da sem avtor in soavtor veé¢ kot
dvajset zakonov. Tudi zakon o spremembah in dopolnitvah zakona o viso-
kem Solstvu je pomemben dosezek, ki odpira nas visokogolski prostor. Sedaj
imamo Ze tri univerze, imamo tudl druge privatne izobraZevalne institucije.
Ce je to dobro, ne vem, a vsekakor to delno osvetljuje temeljna vprasanja
kakovosti in namonalmh interesov.

Imamo veliko ve¢ izobraZenih ljudi, vedno ve¢ mladih obiskuje $ole, a kako bi
odgovorili tistim, ki pravijo, da funkcionalna pismenost, da kvaliteta Solanja
v resnici pada?

Na zadevo moramo gledati globalno. Meni je neko€¢ profesor Plemelj dejal,
da je obvladal vso matematiko in fiziko do leta 1910, kasneje pa je dodal,
da je celo na svojem podrocju obvlada le 8e deléek. Smo generacija, ki je
izpostavljena eksploziji znanja. Ogromno ga je in Solski sistem naj predvsem
usposablja cloveka, da se pozneje znajde. Problemi se tako hitro menjajo,
da je nemogoce izobrazevati za 20 ali 30 let vnaprej. Zato je potrebno le ¢im
SirSe osnovno znanje, poglobljeno in ozko usmerjanje pa se za¢ne Sele mnogo
pozneje. NaS razvoj prica o tem, da so se ljudje dobro znasli, da so torej
primerno izobraZeni. Seveda je res, da lahko manjse $tevilo ljudi izobrazite
povsem drugace kot celotno populacijo, kar je postalo nuja. Ohranjanje
iste kakovosti izobrazevanja na vse vedji populaciji je iluzija. Sedaj se paé¢
kakovost razdeli, nekje bo vedja, drugje manjsa. Ponekod po svetu se Sole
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in univerze Ze dolgo razvriajo in razporejajo glede na kakovost. Podobno
postaja tudi pri nas in dobro se ve, katera Sola je kakovostna in katera ne.
Se bolj natanéno, vse bolje se ve, na kateri Soli je kateri profesor dober in
kateri ne. Pri tem pa ni vse 0dv1sn0 od 8ole in uciteljev, Stejejo tudi ucenci,
ki pridejo na doloceno $olo. Taksno je pa¢ zivljenje. Celovito sliko naih
,samostojnih Solskih reform“ bomo dobili Sele, ko bomo lahko ocenjevali
obnaganje univerzitetnih diplomantov 10-15 let po diplomi, in sicer tistih,
ki so izobraZevanje ,,po novem* zaceli v vrtcu. Glede na danasnje stanje je Se
prezgodaj govoriti o funkcionalni pismenosti. Gotovo so razmere drugacne,
kot so bile pred leti.

Kaksen pomen imajo delavnost, disciplina in samodisciplina v izobrazevanju
in kako pomembne so za razvoj ¢loveka nasploh?

(Nasmeh.) Ce odgovorim osebno, je bilo v moji mladosti potrebno nepri-
merno manj samodiscipline kot sedaj, saj pac¢ ni bilo izbire. Takrat je disci-
plino in samodisciplino diktiral eksistenéni minimum, Zivljenje samo. Studij
matematike in fizike seveda zahteva disciplino, a zivljenje je bilo povsem raz-
licno. Bilo je ve¢ prostega ¢asa in manj izbire. Tudi z leti je manj svobode
in vet obveznosti, to pa zahteva vecjo samodisciplino, da se lahko clovek
odloca in izbira. To je zelo pomembno. Clovek potrebuje samodisciplino, da
neguje telo in duha, sicer zelo hitro ostari. Meni je bil nekaksen vzor Leon
Stukelj; s katerim sem se velikokrat pogovarjal. On je vsako jutro redno
telovadil vsaj pol ure. Tudi jaz vsako jutro telovadim, zvecer pa posvetim
nekaj Casa glasbi. Igram klarinet, s tem razgibam duha in deset prstov,
treba je Steti, prebirati note. Glasba je slisna matematika in pomaga uriti
obe strani moZzganov, kar je zelo pomembno, in ob uspehu ¢lovek doZzivlja
tudi prijetne ob&utke, kar je nujno za vitalnost. Glasba in matematika sta
si podobni tudi v tem, da ni mogoce v treh mesecih postati glasbenik, kot
ni mogoce s trimese¢nim teCajem postati matematik.

Naj 3ola tudi vzgaja ali samo izobrazuje?

To je veéna dilema. Pred ¢asom sem imel srecanje ob 30. obletnici svojih
maturantov. To je primerna distanca, da ¢lovek pogleda na to, kar je delal.
Mnenja mojih takratnih dijakov, sedaj ve¢ kot odraslih ljudi, je bilo enako
temu, kar je profesor Stalec, ki nas je ucil didaktiko matematike, vedno
govoril. Namre¢, da je tvoje delo: dobro strokovno delo, poStenje, pravi¢nost
in da je tvoj zgled najboljsa vzgoja, ki jo lahko ucitelj daje. Vzgoja zaradi
vzgoje se nikoli ni dobro obnesla. Ce ucitelj s svojim zZivljenjem zares sledi
splosno sprejetim idealom in s svojimi dijaki dela in Zivi na Soli, potem je
preplet vzgoje in stroke tako mocan, da je pogosto nemogoce lo¢iti, ali neko
dejanje sodi k vzgoji ali k izobraZzevanju in je ta delitev popolnoma umetna.
Vzgaja se predvsem z zgledom, ne samo z besedami. Verjamem, da nasi
ucitelji uspesno prepletajo oboje, vzgojo in izobraZevanje.

Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 2 45



Intervju

Kaj v tem kontekstu pomeni uéiteljeva avtoriteta?

Brez avtoritete ni mogoce uciti. Avtoriteta, pridobljena na podlagi strahu,
je najslabSa, saj dusi ustvarjalnost in vzbuja nelagodje. Prava avtoriteta
temelji na preprostih receh, na pravi¢nosti, doslednosti, natan¢nosti, stro-
kovnosti. Zdi se mi, in z veseljem ponavljam mnenja svojih dijakov, da mi
je, ko sem bil ucitelj, to nekako uspelo. Bil sem pravicen do vseh, vsako uro
sem toc¢no hodil v razred, dosledno smo obdelali vso snov, posteno sem jih
ocenjeval. Pravzaprav pri takem delu avtoriteta pride sama po sebi. Izjemno
pomembno je tudi, da zna ucitelj snov dobro podajati in pri matematiki ge
posebej, da je dobro razlozena, da dijaki snov res razumejo. Avtoriteta, ki
pride iz tega, je po mojem mnenju tista, ki Steje. S slabim delom ucitelja pri
razlagi v ¢asu srednje ole se dijaku lahko zgodi, da izgubi vse moZnosti za
kakovostni naravosloven razvoj. Lahko se celo zatre interes in radovednost.

Kako sta povezani logika in ustvarjalnost? Nekateri celo trdijo, da sta si v
nasprotju.

Ta dva pojma je nemogoce strogo lo¢iti. Z matematiko, ki je zgrajena de-
duktivno, je logika nelo¢ljivo povezana. U¢iti matematiko samo z ustvarjal-
nostjo, ne pelje nikamor. In tudi samo z logiko ne bo ni¢, kajti matematika,
je kraljica znanosti in podrocje ¢loveskega udejstvovanja, kjer hodita logika
in ustvarjalnost z roko v roki. Nafin poucevanja, kjer se pove en primer
kvadratne enacbe, potem pa ,pet kil nalog®, da se recept tako strenira, da
ga lahko ponovi§ v spanju, gotovo ni zelo ustvarjalen, a meni se zdi tudi
popolnoma nelogi¢en. Zelo sem hvaleZen tistim profesorjem, ki so opravljali
pionirsko delo in udili matematiko drugace. Predvsem imam v mislih poleg
vzornega profesorja Ivana Vidava tudi profesorja Krizani¢a in Stalca ki sta
v tistem Casu tudi s svojimi ucbeniki in z izrazitimi poudarki na razume-
vanju poucevanje matematike postavila v drugacne okvire. Dijaki, ki so se
matematike ucili tako, je niso sovrazili in tudi pri nadaljnjem $tudiju niso
imeli nobenih tezav.

V %oli danes zelo narai¢a formalizem. Kaj menite o tem?

Vse je odvisno od $ole in od ljudi. Podajanje nekih splognih ocen je odveé.
Veliko formalizma izhaja iz tega, ker se izobraZzevanje zakljuCuje z nacional-
nimi preizkusi znanja. UCitelj je v precepu. Ne ocenjuje se samo ucencevega
uspeha, ampak se posredno e bolj ocenjuje ucitelja. Tak ucitelj ima nad
sabo damoklejev me¢, ki ga sili v to, da poskuSa ucencem dati &im veg,
predvsem s ciljem, da bodo kar najbolj uspesni na nacionalnih preizkusih
znanja. In tu se izpuS€ajo vsebine in razumevanja, ki niso direktno prever-
ljiva na preizkusih znanja, in uéni program se lahko formalizira do te mere,
da postane Studij sam sebi namen. Edini cilj postane uspesnost na maturi,
ne pa da se razvija razumevanje in vsesplogna osebnost skozi proces izo-
braZevanja. To je seveda zelo odvisno od uéitelja in poucevanje nikakor ni
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formalen, ampak je izmed vseh najbolj umetniski poklic. Tu je kombiniranje
formalnega znanja z vsem drugim ustvarjalnim in ¢loveskim izjemno tezko.
Utitelj tu potrebuje ve¢ umetniskega obcutka kot kipar, ki postavi kak kip.
Ucitelj oblikuje zivega ¢loveka, kar je veliko bolj zahteven in subtilen pro-
ces. Utitelj po duhovni plati ¢loveka izgrajuje in vse to se vidi v njegovem
obnaSanju, govorjenju in v njegovih idejah. Kako oblikovati mladega clo-
veka v vsestransko osebnost, to je umetnost. Umetnost, ki je ni mogoce
formalizirati.

Kako v moderni 3oli lo¢iti med pozitivnimi vrednotami individualnega in
uni¢ujoéim egoizmom? Individualnost po eni strani spodbuja ustvarjalnost,
po drugi strani pa tudi vase zagledanost.

Ne vem. (Nasmeh.) Vprasanje vrednot je bilo vedno tezko. Kar so bile
pozitivne vrednote za ene, na primer v nacizmu, so bile zelo negativne za
tiste na drugi strani. Grob odgovor bi bil, da smo narejeni tako, da jemo
drug drugega. Jemo biolosko Zivo hrano. Ali na vrtu odreZzem solato, ki
si ne more ni¢ pomagati, ali ubijem Zzival in jo pojem. V tem boju za
obstanek je s trzno ekonomijo prisla tudi neka tekmovalnost. Danes je za
zajetno mnozico ljudi vet vreden tisti, ki je dosegel kak uspeh, pa ceprav
na skodo drugih, kot pa nekdo, ki res zivi tako, da je vzor in da bi se
po njem lahko ravnali. Problem in izziv je, kako tekmovalnost usmeriti v
pozitiven razvoj ¢loveka. Sam sem v svojem uciteljskem delu tekmovalnost
skugal spodbujati in usmerjati predvsem tako, da ni bila §kodljiva za druge.
Pogosto to pomeni, da mora biti tekmovanje z drugimi tudi tekmovanje s
samim sabo. Na primer, uporabljal sem model, da kdor je pri meni pisal
$olsko nalogo odli¢no, povsem brez napake, je dobil odli¢no oceno s pohvalo.
To je pomenilo, da sem mu poleg odli¢ne ocene za Solsko nalogo vpisal
tudi ustno oceno odli¢no, in tak uéenec za tisto obdobje ni bil ve¢ obvezan
prihajati na ure matematike. Povem vam, ti ucenci so pogosto dobili tako
voljo, da se je njihovo delo konéalo s studijem matematike. In Se vec, mnogi
so razvili velik interes in vloZili veliko dela v to, da bi pozneje tudi sami uspeli
na izobrazevalnem podrodju kot uditelji in so postali tudi zgled za druge. To
je tista prava, pozitivna tekmovalnost, od katere smo vsi pridobili.

Vetina dana$njih uéiteljev bi tak odnos pozdravila, a hkrati dodala, da je
danes to zaradi $olskega formalizma povsem nemogoce.

Veste, to je spet odvisno od uéitelja. Saj zakonodaja tudi takrat tako ,eno-
stavnega odpus¢anja dijakov od pouka“ ni dovoljevala. Jaz sem si preprosto
vzel toliksno uéiteljsko avtonomijo, da sem naredil, kar sem imel za pravilno.
Povem vam, da so bili primeri dijakov, ki so na tak na¢in dobili odli¢ne ocene
v dveh obdobjih in sem jim odliéno oceno zakljucil Ze dva ali tri mesece
pred koncem Sole. Rekel sem jim, da jim ni treba ve¢ hoditi v Solo, in tisti
so potem hodili, se ucili z najve¢jim veseljem ter pomagali soSolcem. Niti
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enega primera ni bilo, da bi se tak dijak potem obnagal neodgovorno. Mladi
si Zelijo tekmovalnosti, a postaviti jo moramo na take temelje, da ¢loveku
samemu najvec prinese, hkrati pa tudi drugim z zgledom daje vzor in jih
potegne za seboj. Temeljna je seveda avtonomija uditelja. Utitelja ne sme
biti strah, mora si upati, mora imeti ali si vzeti dovolj svobode. Spomnim se,
tudi v tistih ¢asih smo bili formalno omejeni, na primer kam in kako smemo
dijake odpeljati na razne izlete. Jaz sem to zavestno kril, ne zato, da bi
krsil pravila, ampak zato, ker je moja situacija in uciteljska odgovornost to
od mene zahtevala. Pogosto sem dijake odpeljal v hribe, tudi na zahtev-
nejse plezalne ture, in povem vam, da je bilo tlsto zaupanje in tudl veceri

vvvvv

vvvvv

saj nismo zaspali do dveh, treh zjutraj ... ampak o vsem smo se na dolglh
pohodih neprimerno lazje pogovarjali in o dijakih sem izvedel marsikaj, kar
v $oli nikoli ne bi. Spoznal in bolje razumel sem mnoge njihove socialne in
druZinske probleme in nae formalno delo v %oli je bilo zaradi tega samo 3e
veliko boljse.

O ¢em, po vaSem mnenju, sanjajo mladi, o ¢em vi?

Mladi sanjajo o sreci, o uspehu. Sanjajo o tem, kakino bo njihovo Zivljenje v
svetu ekonomije in pricakujejo, da se bodo izpolnila vsa njihova pri¢akovanja.
Moje sanje in Zelje (nasmeh) so druga¢ne. Sluzbeno je to moj zadnji mandat
poslanca, pleSem zadnji tango. V Zivljenju sem imel sreto veliko videti,
prepotovati mnoge kraje sveta. Zelim si, dolgega potovanja, ko bi v enem
dolgem zamahu prepotoval svet in &e enkrat videl vsa Cudesa tega lepega
sveta. Sanjam o tem, kako se bom sprostil, se posvetil konjickom. Zelim si
tudi osveZiti svoje znanje matematike in sem si e priskrbel nekaj knjig, ki jih
bom prebiral v prostih uricah (nasmeh). In nazadnje si zelim zdrav umreti.
Ja, tofno to. Si predstavljate, kaksna muka za ¢loveka in okolico je dolgo,
bolehno in sitno umiranje. Mislim, da je to tudi odgovornost ¢loveka, da se
trudi za svoje zdravje, da ostane zdrav, veder in ¢il do svojega konca. Kaj je
lepSega za Cloveka, ki je prepri¢an, da je bilo njegovo Zivljenjsko poslanstvo
izpolnjeno, kot to, da gre zveter spat z nasmehom, zjutraj pa ga ni vec ...
(nasmeh).

Gospod Moge, hvala za pogovor.

Pogovor je pripravil Damjan Kobal

Intervju je nastal poleti 2006.
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KNJIGE ZA POPESTRITEV POUKA MATEMATIKE

Na izobraZevalni smeri magistrskega Studija na Oddelku za matematiko
FMF vsako tretje leto poteka predmet Sodobne metode poucevanja matema-
tike. Prvi semester predmet vodi Zlatan Magajna, ki je v letu 2004/2005
predaval Teorije u¢enja matematike. V zacetku drugega semestra Vladimir
Batagelj slusatelje vpelje v uporabo sodobnih racunalnigkih tehnologij pri
pouku matematike. Podpisani pa profesorjem matematike pomagam odkri-
vati primere uporabe matematike v najrazlicnejsih situacijah. V ta namen
zbiram zanimivo matemati¢no literaturo, iz katere sluSatelji potem izbirajo
snov za seminarje. Na ta nacin bodo, upam, bolje pripravljeni na neogibna
vpraSanja tipa: Cemu je potrebna matematika, ki se je u¢imo? Morda bodo
nasli tudi idejo, kako popestriti pouk ali zaposliti najboljse dijake. Predsta-
vil bom knjige, za katere so se odlo¢ili sluSatelji sami in iz njih pripravili
vetinoma zelo privla¢ne nastope.

Environmental Mathematics in the
Classroom [1] vsebuje 14 prispevkov; vec
jih ima dva avtorja, eden celo tri. Vsi obrav-
navajo realisti¢ne ali nekoliko poenostavljene
realne okoljske probleme. Uporabljena ma-
tematika je elementarna, veckrat na srednje-
Solskem nivoju. Vrednost prispevkov je v po- " Classroom
stavitvi dobrih matemati¢nih modelov, kar
zahteva veliko izkuSenj in tehni¢nega zna-
nja z obravnavanega podroc¢ja. Prispevke
se splata prebrati Zze zaradi podrobnih teh-
ni¢nih opisov problemov. V statistiki o ve-
¢jih tankerskih nesre¢ah zvemo, da je Se pred
kratkim vsako leto v Sredozemlje steklo se-
demnajstkrat toliko nafte kot pri udaru ve-
likanskega tankerja Exxon Valdez v podvodno skalo na Aljaski. Imamo
prispevek iz genetike o belih bizonih, se pravi pogostosti albinizma, in vec¢
prispevkov o dinamiki populacij. Obravnavani so: Sirjenje gripe, aidsa, za-
strupitve s svincem. Zvemo za metodo ocenjevanja ekonomske vrednosti
naravnih lepot. Ljudje od blizu in dale¢ hodijo gledat take kraje, kar seveda
ni zastonj. Ocenimo lahko celo, koliko ve¢ od dejanskih stroskov izleta bi
bili pripravljeni placati za ogled. (V kotickih Slovenije, kjer za dostop v ne-

Environmental
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okrnjeno naravo zarafunavajo vstopnino, so to ze prelili v prakso.) Eno po-
glavje je nastalo na podlagi vpraSanj iz industrije, konkretno transportnega
podjetja, ki je hotelo formulo za izratun ostankov goriva v podzemeljskih
cisternah na podlagi izmerjene visine goriva. Problem je enako aktualen kot
pred tremi stoletji in pol, ko se je z ostanki vina v sodih ukvarjal Kepler.
Zdaj je seveda pomembno, da to lahko izracuna voznik tovornjaka—cisterne
na mestu samem, ne da bi se preve¢ zmotil. Napacna ocena namre¢ lahko
pomeni izlitje goriva. Veé prispevkov je podprla National Science Founda-
tion.

Knjiga Applications of Calculus [2] je
zbornik, ki vsebuje 18 prispevkov, v kate- HPPUEATIONS BF CRICOLOS
rih je predstavljena uporaba nekoliko zah- '
tevnejSe matematike: Analize I in II na uni-
verzitetnem nivoju. Obravnavani so: Po-
ravnava sporov, mavrica, iskanje zvez med
podatki, optimizacija shranjevanja in pre-
nosa informacij, Newtonova metoda in frak-
tali, starost Zemlje, padanje deznih kapljic,
merjenje volilne moci, amplitudna modula-
cija, prostornine in hiperprostornine. Znanje
Analize II zahtevajo prispevki: Zanesljivost
in stroSki garancij, ¢akalne vrste, robotska
roka v ravnini, epidemija aidsa, hitro sorti-
ranje, optimizacija razdelitve vode turbinam v hidroelektrarni, delnigke na-
lozbe. Zvemo tudi, kako sta v zatetku Sestdesetih let francoska inZenirja
Pierre Bézier v tovarni Renault in Paul de Casteljau v podjetju Citroén ne-
odvisno nasla metodo konstruiranja in podajanja gladkih krivulj z majhnim
Stevilom podatkov. Metoda je bila za marsikaj dosti boljsa od Lagrange-
eve interpolacije. Sprva so bili njuni rezultati tovarniska skrivnost. Ker je
Bézier rezultate prvi smel objaviti, se zdaj krivulje imenujejo po njem. Do
podobnih rezultatov so prisli tudi matematiki v Boeingu in v amerigki av-
tomobilski industriji; vse sta motivirala novo razvita racunalnisko podprto
projektiranje in izdelava (CAD/CAM).

Avtorji zbornika so se potrudili, da je matemati¢ni del zanimiv in dosto-
pen Sirokemu krogu bralcev, tako da pri¢akujejo le minimalno znanje fizike,
biologije itd. Zelo dobri so tehni¢ni komentarji in seznami dodatne literature.

KnjigaxVictorja J. Katza, A History of Mathematics, An Intro-
duction [3] ima skoraj 900 strani. Obravnava matemati¢na odkritja od
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pradavnine naprej, deloma vkljucuje tudi dvajseto stoletje.
Na zaletku recimo zvemo, da so Kitajci Ze pred dva do tri tiso¢ leti
reSevali probleme, kot je:

Cena orala dobre zemlje je 300 zlatnikov. Cena 7 oralov slabe zemlje
je 500 zlatnikov. Nekdo je kupil 100 oralov za 10000 zlatnikov;
koliko dobre in koliko slabe zemlje je kupil?

Preberemo lahko, kdaj so iznasli vektorje in da so malo pred tem fiziki
namesto njih uporabljali kvaternione. Zvemo, da je avtor Alice v éudezni
dezeli Charles Dodgson (bolj znan kot Lewis Carroll) okrog leta 1867 prvi
dokonéno formuliral in dokazal izrek o resljivosti sistema linearnih ena&b.
Pojem ranga pa je vpeljal Sele Georg Frobenius leta 1879.

Konec vsakega poglavja imamo vaje, med katerimi so mnoge povsem
matemati¢ne. Nekatere od teh vaj so vzete iz starih besedil, deloma imajo
tudi resitve. Trditve v tekstu so podprte s citiranjem literature. Med bese-
dilom imamo Zivljenjepise slavnih matema-

tikov in matematicark in opise pomembnih b o

del. Ti vlozki so tiskani na sivi podlagi,
tako da jih laZe najdemo (in nekoliko teze
beremo). Knjiga je napisana sistemati¢no in
privlaéno.

Od podobnih knjig v slovens¢ini je stan-
dardno delo Struikova Kratka zgodovina
matematike [4], Zal razprodana. Spo-
mnimo se Se na zanimivo delo Franceta Kri-
zani¢a: Nihalo, prostor, delci [5]. Pred
nekaj leti smo dobili slovenski prevod pri-
vlagnih francoskih knjig Michela Guillemota
in dr.: Zgodovina matematike, zgodbe
o problemih [6, 7]. Ce si zelite vet, je Ka-
tzeva knjiga dobra referenca.

Geometrijo z zgodovino povezuje tudi knjiga Johna L. Heilbrona, Ge-
ometry civilized, History, Culture, and Technique [8]. Knjigo je
financirala ameriska National Science Foundation z namenom vpeljati veé
zgodovine v znanost (in ve¢ znanosti v zgodovino). Prvih petdeset strani
avtor zgovorno, humorno in s Stevilnimi anekdotami opisuje zgodovino po-
uCevanja geometrije, povezano z zgodovino geometrije same. Nadaljevanje
knjige naj bi bil (nenavaden) u&benik ravninske geometrije, v katerem se
avtor stalno vraCa v zgodovino, predvsem k Evklidu. Nenavaden je zato,
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ker besedilo tece kot jara kaca, ni¢ ni podé¢rtano ali v okvirc¢ku, mnogo vaj
ima resitve takoj za besedilom. Ima pa knjiga zelo dobro stvarno kazalo,
tako da laZe ugotovimo, na kaj se avtor sklicuje pri dokazovanju. Beseda av-
torju teCe z izredno lahkoto, a vseeno natan¢no (opazil sem le en spodrsljaj
na strani 66). Knjiga ima kopico slikovnega materiala, predvsem zelo lepe
grafike in ¢udovite islamske vzorce. (No, nekaj starih fotografij, preslikanih
iz drugih knjig, je bolj skromne kakovosti.) Posebno poglavje je posveceno
gotskim oknom: natan¢nim in pribliznim konstrukcijam srednjeveskih arhi-
tektov in kamnosekov. Obravnavani so tudi indijski vedski oltarji, ovali, ...
Mnogo nalog je iz angleskega letnega almanaha Ladies diary. Ta je zadel
izhajati leta 1704 in je celo stoletje prinasal poleg ugank in pesmi tudi netri-
vialne matemati¢ne probleme. Bralke in bralci so jih resevali in regitve tudi
objavljali. Ze leta 1817 so bila vsa matemati¢na vpraSanja iz Ladies Diary
in njihovi originalni odgovori zbrani v §tirih knjigah. Poglejmo si vpraganje
iz leta 1738. V tistih Casih so daljSe razdalje merili z napetimi verigami;
dolzina verige pa je bila o€itno standardizirana in tako dolzinska mera:

Vrt v obliki romba ima stranico dolgo 8,75 verige. V ta romb je
vertan kvadrat s stranico 6 verig. Doloci povrsino vrta.
(Odgovor: 73,5 verige na kvadrat.)

Se vpraSanje iz leta 1757:

Ce sta v Stirikotniku vsoti kvadratov nasprotnih stranic enaki, po-
kaZi, da se diagonali sekata pravokotno.

'V anglosaskem svetu je tradicija objavljanja matemati¢nih ugank in pro-
blemov v mnoZi¢nih medijih e Ziva. Konec knjige obravnava elementaren,
a moc¢no netrivialen geometrijski problem, ki je bil objavljen v ¢asopisu Wa-
shington Post leta 1995.

Knjigo bi morda lahko uporabljali kot u¢benik za odrasle, predvsem pa
je zanimiva dopolnitev k tecaju ravninske geometrije ali elementarne ma-
tematike. Na koncu e presenecenje: avtor knjige je po stroki zgodovinar,
specializiran za zgodovino matematike in fizike. Je tudi zasluZni profesor in
nekdanji prorektor Kalifornijske univerze v Berkeleyu. To deloma pojasni
avtorjevo besedno kulturo. Knjiga je posreéen primer interakcije humani-
stike in matematike.

Naslov knjige Olega A. Ivanova: Easy as w7 An Introduction to
Higher Mathematics [9] je besedna igra: Preberemo ga namre¢ enako kot
pogovorno zvezo easy as pie, ki pomeni szredno enostavno. Gre za prevod
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ruskega besedila [10], ki je iz8lo v Sankt Peterburgu leta 1995. Nastalo je
na podlagi predavanj za bodoc¢e profesorje matematike. Namen je bil po-
vezati elementarno in viSjo matematiko. Imamo deset razdelkov z naslovi:
Indukcija, Kombinatorika, Geometri¢ne transformacije, Neenakosti, Mno-
7ice, Enac¢be in polinomi, Grafi, Nalelo predal¢nika, Kvaternioni, Odvod,
Osnove analize. Vsako poglavje se zalne z elementarnimi problemi. Nacelo
predalénika (Dirichletov princip) pravi: ¢e imamo n + 1 predmetov v n pre-
dalih, obstaja predal, v katerem sta vsaj dva predmeta. Druga naloga v tem
razdelku je:

2. Posodo ¢rmne barve zlijemo na veliko
ravno belo ploskev. PokaZi, da obstajata na
ploskvi vsaj dve tocki, oddaljeni natanko en
meter, ki sta obe beli ali obe ¢rni. EA‘Y M ’Tr? :

Od tod pa se problemi stopnjujejo: ;

8. Pokazi, da obstaja tako naravno Ste- e
vilo n, da se desetiski zapis §tevila 29" konca
z 001. '

9. Pokazi, da obstaja Fibonaccijevo Ste- iz
vilo, deljivo s 1000. AN INTRODIKTION TO

Sledijo mo&no neelementarne stvari: ro- HIGHER MATHEMATICS
tacija enotske kroznice za iracionalen veckra-
tnik Stevila 7, Liouvillov izrek o sistemu di-
ferencialnih enacb prvega reda, lema Minko-
wskega, vsote dveh in §tirih kvadratov na- @ swios-
ravnih §tevil. To je torej vsebina poglavja
Nagelo predalcnika.

Marsikaj v knjigi naj bi bralec dokazal sam, dani so dobri namigi. Seveda
so vkljucene tudi vaje. Knjiga ima mnogo elegantnih matemati¢nih izpeljav
in pri¢a o avtorjevem velikem znanju in matemati¢ni kulturi peterburske
Sole. Ker vsako poglavje hitro pripelje do teZje matematike in branje zahteva
kar nekaj truda, sem bil prijetno presenecen, da si je ve¢ Studentov izbralo
prav to knjigo in pripravilo zanimive nastope. Vsekakor niso prej prebrali
recenzij [11] v Zentralblatt MATH, v katerih se porocevalec razburja nad
zavajajoc¢im naslovom originalne izdaje. Za prvi del angleskega naslova pa
trdi, da je Cisti nesmisel. Pravi Se:

1+2+3 = [ 1

... avtor nadrobno razlaga le trivialnosti, teZje stvari pa vseskozi
prepusca bralcu kot vaje. Verjetno bo ta zbirka ,matematicnih drob-
tinic“ zanimiva in poucna le za matematike z velikim znanjem. Ni-
kakor pa ni, kot trdi avtor v uvodu, primerna za 3iroko publiko bo-
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docih uciteljev matematike, ki si Zelijo obogatiti znanje elementarne
matematike.

(Recenzije v Mathematical Reviews in v EMS Newsletter so bile bolj ugo-
dne.)

Vec sluSateljev si je sprva izbralo knjigo T. G. Feemana: Portraits
of the Earth, A Mathematician Looks at Maps [12], nato pa so si
premislili. Knjiga se ukvarja z zgodovino zemljevidov, z lastnostmi raznih
projekcij (ohranjanje kotov, razdalj, ploicin), na koncu celo z zemljevidi
rotacijskih ploskev. Avtor je ocitno Zzelel, da bi bila knjiga dostopna &m
SirSemu krogu bralcev. Tako lahko tudi nematematik marsikaj prebere brez
posebnega truda. Po drugi strani pa to pomeni, da knjiga ne ustreza povsem
podobi obi¢ajnega matemati¢nega uc¢benika. V poglavju o sfernih trikotnikih
denimo avtor najprej ,eksperimentalno® najde zvezo med plogéino in vsoto
kotov trikotnika iz tabele s petimi posebnimi primeri. Nato sledi Se zaresna
izpeljava, pri kateri pa mora bralec dologene stvari premisliti sam. Ceprav
lahko iz tega poglavja zvemo veliko koristnega in je marsikaj lepo napisano,
bi si Zelel, da bi bil nemajhen prostor, zapravljen za podrobno opisovanje
»eksperimenta’, porabljen za podrobnej$o matemati¢no razlago.
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Wolfgang Christian, Mario Belloni, SaSa Divjak: FIZIKA S FIZ-
LETI: INTERAKTIVNE PREDSTAVITVE IN RAZISKAVE ZA
UVOD V FIZIKO, Zavod RS za Solstvo, Ministrstvo za Solstvo in
§port, Ljubljana 2006, 266 strani.

Trije priznani stebri pouka fizike na vseh

stopnjah so dobra predavanja, ki vkljucujejo Fizika s fizleti
demonstracijske poskuse, samostojno rese- R A
vanje fizikalnih nalog in praktikum, pri ka- e s s
terem dijaki sami delajo fizikalne poskuse in "i‘
analizirajo njihove rezultate. V naSem $ol-

stvu je prvi steber (vedinoma) trden, drugi
iz razli¢nih razlogov nekoliko zanemarjen,
tretji, Ce Ze obstaja, pa Sibak. éeprav oseb-
nih izkuSenj s pravimi metri, urami ali volt-
metri najbrz ni¢ ne more povsem nadome-
stiti, so v zadnjih letih razvili priro¢na pro-
gramska rac¢unalnisSka orodja, ki omogocajo
vsaj simulacije razli¢nih fizikalnih poskusov
in njihovo analizo. Tisti, ki jih uporablja,
z njimi lahko znatno ojac¢i drugi in tretji steber pouka. Prav temu je na-
menjena knjiga (z zgostenko) Fizika s fizleti, interaktivne predstavitve in
raziskave za uvod v fiziko avtorjev Wolfganga Christiana, Maria Bellonija in
Sage Divjaka, ki sta jo s finan¢no podporo ES letos izdala in zalozila Zavod
RS za Solstvo ter Ministrstvo za Solstvo in Sport Republike Slovenije.

Kaj so fizleti? To so Java apleti (jabolka), ki so prirejeni za pouk fizike.
Vaje in reSevanje nalog v knjigi torej temeljijo na animacijah, ki delujejo na
podlagi Java apletov. Pri Fiziki s fizleti gre pravzaprav za tri vrste nalog.
Fizikalni koncepti so v njej predstavljeni v tako imenovanih predstavitvah,
pri katerih uéenci s komunikacijo s fizleti pridejo do odgovorov na zastavljena
vpraSanja. Raziskave ponujajo namige in strategije za reSevanje problemov
in razumevanje fizikalnih konceptov. Problemi pa so interaktivne verzije vaj,
ki so primerne tudi za domace naloge.

Vsebina Fizike s fizleti je po obSirnem uvodu, ki pojasnjuje uporabo zgo-
S¢enke in druge tehni¢ne podrobnosti, razdeljena na 7 bolj ali manj tradicio-
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nalnih delov: mehaniko, tekocine, nihanja in valovanja, termodinamiko, ele-
ktromagnetizem, vezja in optiko, skupaj na 39 poglavij. V vsakem poglavju
je od 4 do 16 (v povpre&ju nekako 10) predstavitev, raziskav in problemov
razlicne tezavnostne stopnje. Nekateri fizleti so povsem elementarni, drugi
pa gotovo presegajo u¢no snov, ki se obi¢ajno obravnava v srednjih Solah.
Vendar je to knjigi le v prid. Ker uporaba teh fizletov tehni¢no prav ni¢
ne presega znanja, ki je potrebno pri preprostejsih primerih, radovednemu
dijaku omogoca, da konstruktivno pogleda prek roba srednjeSolske uéenosti.

Kako delujejo fizleti, si bezno oglejmo na primeru raziskave 3.5 iz 1. dela
(Mehanika), 2. poglavja (Kinematika v dveh dimenzijah): poSevni met iz-
strelka. Izstrelek starta ob ¢asu t = 0,0 s, zadetno hitrost, kot izstrelitve in
visino izstrelis¢a pa lahko nastavimo. Animacija prikazuje poloZaje izstrelka
ob razli¢énih ¢asih, ki so prikazani na zaslonu. Prvi sklop vprasanj je obica-
jen: pri kaksnem kotu je pri dani zadetni hitrosti domet najve&ji, pri kaksni
hitrosti in danem kotu izstrelek zadene cilj, ali ga zadene tudi pri kaksnem
drugacnem kotu izstrelitve, kaksna je splosna povezava med zaetnim ko-
tom in zaletno hitrostjo. S ponavljanjem izstrelitve virtualnega izstrelka na
vpraSanja ni tezko odgovoriti in odgovori najbrz tudi nikogar ne presenetijo.
Drugi sklop vpradanj se tice izstrelka, ki ga izstrelimo 10 m nad vi$ino tarce.
Tudi tukaj nanje s poskuSanjem ni tezko odgovoriti, vsaj odgovor, da domet
ni najvedji pri kotu izstrelitve 45° temve& pri priblizno 5° manj$em kotu, pa
gotovo marsikoga, preseneti. Se veé, Ce je s srednjeSolsko matematiko na prvi
sklop vprasanj fizleta §e mogoce odgovoriti, pa to pri vpraSanju najveéjega
dometa izstrelka pri dani zacetni viSini in hitrosti prav gotovo ne gre. Pri
tretjem sklopu, ko je viSina izstrelitve —10 m, gre za podobna vpraSanja.

Knjiga in zgoscenka Fizika s fizleti je rezultat nekajletnega projekta, pri
katerem je sodelovalo veliko ustanov (to je amerigkih in evropskih univerz)
ter posameznikov. Med njimi so bili tudi stevilni studenti, ki problematiko
ulenja fizike gotovo Se ob¢utijo na ,lastni koZi“ in je zato njihov prispevek
znatno pripomogel k splosni razumljivosti nalog v knjigi. Podobno je pri
prevajanju knjige in fizletov v slovenséino sodelovala sorazmerno velika sku-
pina strokovnjakov. Skupino prevajalcev in prirejevalcev je vodil prof. Sasa
Divjak s Fakultete za racunalnistvo in informatiko Univerze v Ljubljani, ki
je sodeloval Ze pri uresnifevanju prvotnega projekta, in je soavtor knjige. Fi-
zika s fizleti je tako sijajen nov uéni pripomocek, ki lahko predstavlja znatno
obogatitev in popestritev pouka fizike pri nas. Gotovo bo med uporabniki
na obeh straneh katedra dobila veliko uporabnikov in ob&udovalcev. Ce Ze
zaradi Cesa drugega ne, pa vsaj zato, ker je igranje s fizleti zabavno.

Radko Osredkar
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VESTI

NUMERICNA MATEMATIKA
NA ODDELKU ZA MATEMATIKO FMF

1. Uvod

Uradni zaetek numeri¢ne matematike na Oddelku za matematiko Fa-
kultete za matematiko in fiziko (FMF) sega v Solsko leto 1961/62. Pred
tem je bil Studij matematike od ustanovitve Univerze v Ljubljani enoten,
danes bi mu rekli pedagoska matematika s fiziko. Diplomanti, ki jih je bilo
po osvoboditvi priblizno 10 na leto, so praviloma postali srednjesolski pro-
fesorji. Ceprav so bile potrebe po uciteljih matematike in fizike velike, se
je za ta Studij odloc¢alo Cedalje manj maturantov. Tako je prislo do ab-
solutnega minimuma, ko so se v Solskem letu 1959/60 v drugi letnik lahko
vpisale le §tiri slusateljice. Tedaj je pokojni profesor Krizani¢ predlagal usta-
novitev nove Studijske smeri — tehnisko matematiko. Ideja je bila privzeta
od fizikov, ki so Ze nekaj let prej ustanovili tehnigko fiziko in na ta $tudij
privabili mnoge nadarjene abituriente gimnazij, med njimi tudi take, ki so
imeli raj§i matematiko, a niso Zeleli postati ucitelji. Tako se je po usta-
novitvi tehniske matematike v Solskem letu 1961/62 v prvi in drugi letnik
vpisalo prvih 6 Studentov. V drugem letniku sta bila to JoZe Vrabec in
Marija Vencelj, v prvem pa FEgon Zakraj$ek, Bostjan Rode, Anton Primozi¢
in Edvard Ko8njek. Prvih 5 je tudi diplomiralo in postali so prvi inZenirji
matematike. Prve slusatelje smo povabili osebno na osnovi njihovih uspe-
hov na matemati¢nih tekmovanjih, pozneje pa se je priliv sluSateljev na novi
smeri pocasi, a vztrajno vecal. Studijski program nove smeri je vseboval
poleg najpomembnejsih matemati¢nih predmetov obstojece pedagoske ma-
tematike in nekaterih ,tehni¢nih* predmetov kot glavna nova matematicna
predmeta Numeri¢no analizo I in Numeri¢no analizo I1.

2. Predavanja in vaje

Prvi predavatelj Numeri¢ne analize I je bil profesor France Krizanié.
Predaval je za oba prva letnika skupaj. V istem Solskem letu 1961/62 sem
kot asistent odSel na strokovno izpopolnjevanje v Kopenhagen kot Stipen-
dist UNESCO. Tam sem §tudiral numeri¢ne metode in se seznanil z danskim
ra¢unalnikom GEAR. Po vrnitvi sem postal predavatelj in prevzel od pro-
fesorja KriZani¢a oba numeri¢na predmeta. V zaetku smo pod njegovim
vplivom uporabljali rusko literaturo, ki je bila bolj teoreti¢no naravnana.
V njej so bili nekateri napa¢ni prakti¢ni nasveti. Nagtejmo le nekaj najbolj
ocitnih. Nasvet je bil, da dobimo reSitev splosnega nesingularnega realnega
sistema linearnih ena¢b tako, da sistem pomnoZimo s transponirano matriko
in uporabimo Gauss-Seidlovo iteracijo, ki konvergira za vsako pozitivno de-
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finitno matriko. Ni bilo opombe, da v praksi ta iteracija sicer konvergira,
a praviloma strahotno pocasi. Poleg tega pa se obcutljivost sistema lahko
moc¢no poveca (kvadrira). Drugi primer je metoda Choleskega, ki je idealna
za pozitivno definitne sisteme. Razlaga metode pa je predpostavljala le si-
metrijo matrike in ni bilo omenjeno, da je za nedefinitne matrike metoda
numeri¢no nestabilna. Kot zadnji primer omenimo ratunanje lastnih vre-
dnosti matrik kot nicel karakteristicnega polinoma. Takrat je bilo Ze znano,
da so ni¢le polinomov lahko izredno obcutljive za napake v koeficientih.
Po nadaljnjih izpopolnjevanjih v Veliki Britaniji sem si pridobil ve¢ prak-
tiénih izkuSenj in pri predavanjih pricel uporabljati zahodno literaturo. Do
leta 1995 sem predaval numeri¢no matematiko pod raznimi imeni in za razne
smeri $tudija matematike (uporabno, teoreti¢no in pedagosko): Numeri¢na
analiza, Numeri¢ne metode, Numeri¢na matematika, Numeri¢na linearna
algebra. Leta 1982 je polovico predmeta pod imenom Numeri¢na analiza
prevzel profesor Jernej Kozak, ki ta predmet vodi Se danes. Numeri¢no ma-
tematiko za vigjeSolski (pozneje visokogolski) studij uporabne matematike je
prevzel vi§ji predavatelj Andrej Kmet. Leta 1995 je moj predmet Numeri¢na,
linearna algebra prevzel profesor Egon Zakrajsek. Po njegovi smrti leta 2002
pa sedaj ta predmet vodi docent Bor Plestenjak, ki predava tudi Numeri¢ne
metode za pedagoge.

Vsi omenjeni predavatelji numeri¢nih predmetov so sodelovali tudi na
drugih fakultetah ljubljanske univerze: Fakulteti za gradbenistvo in geode-
zijo (FGG), Fakulteti za racunalnistvo in informatiko (FRI), Fakulteti za
sport (FS) in drugih univerzah (Maribor, Zagreb), predvsem pri podiplom-
skih tecajih.

Bistveni del vseh numeri¢nih predmetov so bile vaje, kjer smo utrje-
vali teorijo, in rac¢unski praktikum, kjer smo-preizkusali numeri¢ne metode.
Sprva smo v praktikumu uporabljali namizne mehanske (mlincke) in elek-
tri¢ne racunske stroje (Nisa, Olivetti, Contex, Facit), nato pa elektronske
kalkulatorje (Digitron, Hewlett-Packard). Tako so §tudenti dobivali obéutek
za numeric¢no racunanje in za vpliv napak, tudi zaokrozitvenih. Kot demon-
stratorji in asistenti so se v praktikumu zvrstili Joze Vrabec, Marija Vencelj,
Egon ZakrajSek, Andrej Kmet, Jernej Kozak, Marko Petkovsek, Bor Ple-
stenjak, Emil Zagar, Gasper Jakli¢ in Marjeta Krajnc. Od leta 1964 dalje
smo pri predmetu Programiranje uporabljali tudi ra¢unalnike (ZUSE Z-23,
IBM 1130, CDC 3300 CYBER), sedaj predvsem PC-je. Spoznavali smo pro-
gramske jezike tipa assembler (Freiburgki kod), razne autokode, ALGOL,
FORTRAN, PASCAL, sedaj pa v glavnem MATHEMATICO in MATLAB.

3. Racéunski center

V zaletni dobi racunalnistva pri nas, ko smo dobili prvi rac¢unalnik
ZUSE Z-23, smo vodili programerske tetaje skoraj za vse naravoslovne (fi-
ziko, kemijo) in tehnigke smeri (elektrotehniko, strojnistvo in gradbenistvo).
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V racunskem centru, ki je bil ustanovljen leta 1962 pri Institutu za matema-
tiko, fiziko in mehaniko (IMFM) in je deloval do leta 1971, smo si pri prak-
ti¢nem delu za raziskovalce zgoraj omenjenih smeri, ekonomijo, statistiko in
industrijo, sami nabirali izku$nje in §irili ra¢unalnisko kulturo. Od drugih
panog, katerih probleme smo pomagali reSevati z -racunalnikom, nastejmo
le nekatere: metalne konstrukcije, turbine, telefonske centrale, agronomija,
arhitektura, geodezija, analiza cestnih, vodovodnih, toplovodnih, plinskih
omreZij in kanalizacija.

Predstojniki racunskega centra so bili pokojna Alojzij Vadnal in Tomi-
slav Skubic, Zvonimir Bohte, Anton Suhadolc in kot zadnji pokojni Egon
Zakrajsek. Racunski center je imel do 10 rednih in do 11 honorarnih sode-
lavcev, med katerimi so mnogi postali fakultetni sodelavci in ucitelji (Joze
Vrabec, Marija Vencelj, Egon Zakrajsek, Jernej Kozak, Andrej Kmet, Iztok
Kovaci¢, Zdene Breska in Josip Globevnik).

Programska oprema racunalnika ZUSE Z-23 je bila za danaSnje pojme
zelo skromna in celo neuporabna. Kot primer omenimo reSevanje sistemov
linearnih enacb, kjer se je program zacel s pogojem: Ce je prvi diagonalni ele-
ment matrike enak ni¢, potem je matrika singularna. O kakSnem pivotiranju
ni bilo ne duha ne sluha. Zato smo kmalu zacutili potrebo po izpopolnje-
vanju knjiznice podprogramov, in tako je nastala prva raziskovalna naloga s
tega podrodja: Studij numericnih metod in izdelava podprogramov za racu-
nalnik ZUSE Z-23. Za to delo, ki ga je izdelala skupina Studentov matema-
tike pod mentorstvom Z. Bohteta, je bila podeljena skupinska PreSernova
nagrada za Studente.

4. Mentorstva in raziskovalno delo

Najprej si oglejmo pregled mentorstev na podro¢ju numeri¢ne matema-
tike do danes. Tu so naStete naloge za diplome prve in druge stopnje, magi-
steriji in doktorati. Iz preglednice je razvidno njihovo Stevilo pri posameznih
mentorjih.

MENTORSTVA

[ mentor [ diplome | magisteriji | doktorati |
Bohte 87 11 6
Kozak 100 8 2
Zakrajsek 21 1 1
Kmet 56
Plestenjak 11 1

| Skupaj | 275 | 21 | 9 |

Pri pregledu raziskovalnega dela na podro¢ju numeri¢ne analize se ome-
jimo na najpomembnej$a podpodrocja in probleme, s katerimi so se ukvarjali
posamezni ucitelji.
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e Zvonimir Bohte — numeri¢na linearna algebra (inverzni problem lastnih
-vrednosti matrik, dvoparametri¢ni problem lastnih vrednosti matrik, ra-
¢unanje odvoda determinante) in analiza zaokrozitvenih napak (pri Ga-
ussovi metodi za pasovne, diagonalno dominantne in pozitivno definitne
matrike, aposteriorne ocene za problem lastnih vrednosti matrik).

e Jernej Kozak — interpolacija in aproksimacija funkcij (zlepki v eni in
ve€ dimenzijah, aproksimacije, ki ohranjajo obliko), CAGD (geometrijska
interpolacija krivulj in ploskev s polinomi in zlepki). ,

e Egon ZakrajSek — numeri¢na linearna algebra (problem lastnih vrednosti),
navadne diferencialne enatbe (robni problemi), matemati¢no modeliranje.

e Bor Plestenjak — numeri¢na linearna algebra (vefparametri¢ni problemi
lastnih vrednosti, Toeplitzeve matrike), teorija grafov.

e Emil Zagar — interpolacija in aproksimacija krivulj (geometrijska inter-
polacija s polinomi in zlepki v ve¢ dimenzijah).

o Gasper Jakli¢ — prostori zlepkov v ve¢ dimenzijah, geometrijska interpo-
lacija krivulj.

Posebej je treba omeniti Kozakovo skupino (Emil Zagar, Gasper Jakli¢, Mar-
jeta Krajnc), ki se uspesno ukvarja z zelo tezko problematiko geometrijske
interpolacije krivulj in ploskev. Prva dva iz te skupine sta Ze doktorirala,
tretja pa je tik pred tem. Zelo uspesen je tudi Bor Plestenjak, ki objavlja
na dveh podroéjih: numeri¢ni analizi in teoriji grafov. Pred dvema letoma
je dobil za svojo disertacijo drugo nagrado na izredno uglednem Househol-
derjevem simpoziju.

Pomembno za razvoj numeri¢ne analize pri nas je dejstvo, da sta se
nosilca raziskav Z. Bohte in J. Kozak pravocasno izpopolnjevala v tujini:
Z. Bohte pri J. H. Wilkinsonu v Veliki Britaniji in J. Kozak pri C. de Booru
v ZDA. Pri tem sta vsak po svoje prenesla pridobljeno znanje k nam.

Ceprav objavljeni rezultati skupine niso tako $tevilni, kot so sedaj na
nekaterih drugih podroéjih matematike pri nas, pa je pomembnost nekaterih
rezultatov glede na njihovo tezavnost znatna. V preglednici podajmo stevilo
posameznih publikacij in njihovo citiranost po danasnjih merilih.

PUBLIKACLJE
| raziskovalec | knjige | ¢lanki | citati |
Bohte 5 56 41
Kozak 3 45 25
Zakrajsek 25 47 30
Kmet 18 2
Plestenjak 11 7
Zagar 5
Jakli¢ 3
[ Skupaj [ 33 [ 185 [ 105 |
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5. Seminar za numeri¢no analizo in tuji gosti

Ustaljen nadin raziskovalnega dela v matematiki so seminarji, kjer raz-
iskovalci porocajo o svojem trenutnem delu in tako Ze v zgodnji fazi omo-
gocajo kriti¢no presojo morebitnega mentorja in kolegov. Seminar za nu-
meri¢no analizo deluje samostojno od leta 1982. Takrat se je na dva dela
razdelil prejsnji seminar za numeri¢no analizo in ra¢unalnistvo. Do leta 1990
ga je vodil Z. Bohte, od tedaj dalje pa J. Kozak. Seminar se med Solskim
letom redno sestaja enkrat na teden za 1 ali 2 Solski uri. Na njem kandi-
dati porocajo o magistrskih in doktorskih delih, o trenutnem raziskovalnem
delu v obliki osnutkov ¢lankov, €lani seminarja pa tudi porocajo o svojih
udelezbah na znanstvenih srecanjih in o pomembnih novostih, objavljenih
v znanstvenih ¢lankih in monografijah. Povprefno Stevilo udeleZencev je
okrog 10. V zadnjih letih je opazen porast zanimanja za to podrocje med
mladimi matematiki.

V seminarju obc¢asno nastopajo tudi tuji gosti, med katerimi je bilo ne-
kaj zelo uglednih. NaStejmo le najpomembnejSe z navedbo njihove domo-
vine: M. Clark, K. Redish, G. Hayes, M. Cox, L. Fox (Velika Britanija),
K. Veseli¢, H. Neunzert (Nemcija), V. V. Bobkov (Belorusija), S. P. Ngrsett
(Norveska), A. Bellen (Italija), Yu. Yu. Feng (LR Kitajska), K. Burrage (Av-
stralija), M. Hochstenbach (Nizozemska), M. Rogina, A. Mikeli¢ (Hrvagka),

D. Herceg, G. Milovanovié, N. Klem (Srbija in Crna gora).

6. Sklep

Glede na razvoj numeri¢ne matematike pri nas lahko po dobrih §tiri-
desetih letih trdimo, da ta disciplina ne bo zamrla. Izreden napredek v
zmogljivosti ra¢unalnikov in razvoj programske opreme Se ne pomenita, da
spadajo klasi¢ne numeri¢ne metode le e v zgodovino. Pomenita le, da je
treba poucevanje numeri¢ne matematike dvigniti na ustrezno visjo raven.
V zacetni dobi smo se ukvarjali z vpraSanji aritmetike v premi¢ni vejici, z
racunanjem vrednosti elementarnih funkcij, z reSevanjem sistemov linearnih
enacb, z racunanjem lastnih vrednosti matrik in podobnim. Zdaj je veCina
teh problemov resena npr. v jezikih MATHEMATICA in MATLAB, pa 8e
mnogo, mnogo ve¢. Obstajajo ukazi za reSevanje posplosenih in polinomskih
problemov lastnih vrednosti, za reSevanje sistemov navadnih (in posebej to-
gih) diferencialnih enacb, parcialnih diferencialnih enacb itd. Kljub temu pa
se vedno odpirajo nova vprasanja, ki kli¢ejo po nadaljnjih raziskavah. Res
pa je, da postajajo problemi vse tezji in teZji in da njihovo reSevanje zahteva
Gedalje veé predznanja. In to ne samo numeri¢nega predznanja, ampak tudi
predznanja iz sorodnih in niti ne tako bliznjih podrocij, kot so: geometrija,
topologija, algebra, teorija grafov, da o analizi niti ne govorimo. Porok za
napredek moderne numeri¢ne analize pri nas je Kozakova skupina mladih
numerikov, ki se zdaj preteZzno ukvarja z geometrijsko interpolacijo, ki ima
zelo Siroko uporabo. Omeniti moramo uspesno raziskovalno delo Bora Ple-
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stenjaka na podro¢ju numeri¢ne linearne algebre in Bojana Orla, ki dela na
FRI in se ukvarja z modernim reSevanjem navadnih diferencialnih enacb.

Ceprav je namen tega ¢lanka podati kratko poroéilo o razvoju numeri¢ne
matematike na Oddelku za matematiko FMF, je prav, da omenimo tudi, da
se z njo ukvarja redno ali vsaj ob&asno %e nekaj matematikov, ki poucujejo
na drugih fakultetah ljubljanske univerze. Nekateri ucitelji matematlke SO
vgradili posamezne numeri¢ne metode v svoje programe (npr. G. Tomsi& na
Fakulteti za elektrotehniko (FE), nekateri imajo poseben predmet (B. Orel
na FRI in J. Petrisi¢ na Fakulteti za strojni$tvo), nekateri pa se ukvarjajo s
podrodji, ki so blizu numeri¢ni matematiki (P. Petek na Pedagogki fakulteti,
T. Slivnik na FE, R. Flajs na FGG, DuSanka Janezi¢ na Kemijskem ingi-
tutu). Nekateri med njimi (G. Tomsi¢, B. Orel in J. Petrigi¢) so napisali tudi
ustrezne ucbenike. Kot zanimivost naj omenim, da ima celo M. Omladic,
ki je zelo uspeSen raziskovalec na podroc¢ju linearne algebre in funkcionalne
analize, objavljen ¢lanek v pomembni numeriéni reviji.

Zvonimir Bohte

DOHODNINA 2007

V skladu z Uredbo o namenitvi dela dohodnine za donacije sta obe dru-
Stvi DMFA Slovenije in DMFA-zaloZni§tvo upravifeni do donacije (Uradni
list RS §t. 30, 3. 4. 2007, stran 4058). Davéni zavezanci, ki bi DMFA Slovenije
zeleli namen1t1 do 0,5 % dohodnine za leto 2007, naj ¢ ob pr13av1 dohodnine za
preteklo leto navedejo davéno Stevilko 259947 51 Ce ob pI‘lJ&Vl dohodnine
za leto 2006 tega niste navedli in bi Zeleli v prihodnje del svoje dohodnine
nameniti DMFA Slovenije, lahko svojo odlocitev sporodite ustrezni davéni
izpostavi kadarkoli do konca leta 2007.

Ce pa se odlo¢ite podpreti DMFA—zaloZnistvo, vpisite davéno Stevilko
85070343. Zbrani prispevki se bodo porabili za sofinanciranje revije Presek,
ene klju¢nih revij za popularizacijo nasih podro¢ij med mladino.

OBVESTILO

V Obzorniku za matematiko in fiziko 49 (2002) 2, str. 62-63, in na
domaci strani DMFA http://www.dmfa.si/ je objavljen Pravilnik o pode-
ljevanju drustvenih priznanj.

Vabimo vas, da pisne predloge (z utemeljitvami) za leto$nja priznanja
posljete do 30. septembra 2007 na naslov: DMFA Slovenije, Komisija za
pedagosko dejavnost, Jadranska ulica 19, 1000 Ljubljana.

Predsednik DMFA Slovenije:
Milan Hladnik
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TRINAJSTO MEDNARODNO TEKMOVANJE
STUDENTOV MATEMATIKE

Med 20. in 26. julijem 2006 je v Odesi v Ukrajini potekalo trinajsto
mednarodno tekmovanje Studentov matematike. Ljubljansko univerzo so
zastopali Aleksandra Franc, Mario Siki¢ in Klemen Sivic iz Cetrtega ter Janez
Ster iz tretjega letnika.

Tokrat so najmocnejSe univerze pripeljale bolj Stevilne ekipe (najvecja
ekipa je Stela 11 Studentov), kar je posredno pomenilo, da so Studenti iz
srednje uspesnih univerz dosegli slabsa mesta. Kljub temu so nasi Studenti
osvojili drugo nagrado (Klemen Sivic), tretjo nagrado (Janez Ster) in dve
pohvali (Aleksandra Franc, Mario Siki¢). V neuradnem rangiranju univerz
je naSa ekipa dosegla 23. mesto med 43 ekipami.

Ocenjevanje izdelkov na tem tekmovanju je obi¢ajno dolgotrajen proces,
kar po drugi strani Studentom omogoca medsebojno druzenje ter spozna-
vanje lokalne kulture. Objekti, v katerih so Studenti bivali in tekmovali,
so bili le nekaj metrov od obale érnega morja, kar je dalo tekmovanju pri-
dih osnovnogolske kolonije (to je tudi osnovno poslanstvo kompleksa, kjer
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je potekalo tekmovanje). Tako so se §tudenti lahko osveZili v morju ali pa
preizkusili v raznih $portih (odbojka, kartanje). Cas je bil tudi za sklepanje
novih poznanstev.

V u 2007 bo po dolgih sedmih letih tekmovanje spet organizirano v
Evropski uniji; po Ukrajini (2006), Bolgariji (2005), Makedoniji (2004), Ro-
muniji (2003), Poljski (2002), Ceski (2001) in Veliki Britaniji (2000) je letos
na vrsti ... Bolgarija!

Dva dneva so Studentje vsak dan po pet ur resevali Sest nalog. Naloge so
razporejene tako, da je vsak dan prva lahka in bi jo morali reiti res skoraj
vsi, naslednje tri naj bi bile srednje teZzavnosti, zadnji dve pa sta po navadi
zelo tezki. Oglejmo si nekaj nalog skupaj z njihovimi resitvami. Naloge so
oznacene po dnevih in zaporednih Stevilih. Tako je I.1. prva naloga prvega
dne (in spada med lahke), II.2. je druga naloga drugega dne in je malce
teZja, I.6. pa je zadnja naloga prvega dne in se je izkazala za izredno tezko.

I.1. Naj bo f:R — R. Dokazi ali ovrzi naslednje trditve:

(a) Ce je f zvezna in je zaloga vrednosti f enaka R, je f monotona.
(b) Ce je f monotona in je zaloga vrednosti f enaka R, je f zvezna.

¢) Ce je f monotona in zvezna, je zaloga vrednosti f enaka R.
&

Resitev. Po kratkem premisleku in kaksni skici lahko pridemo do naslednjih ugoto-
vitev. Trditvi (a) in (c) se nam ne zdita pravilni, trditev (b) bi verjetno drzala. Za
tocki (a) in (c) torej poskusimo najti protiprimer. Za (a) iS¢emo zvezno funkcijo z
zalogo vrednosti enako R, ki ni monotona. Dobra je recimo funkcija f(z) = 22 — z.
Za (c) lahko vzamemo kar f(z) = 0 (&e bi zahtevali strogo monotonost, je proti-
primer f(z) = e*).

Tocko (b) bomo dokazali tako, da bomo ugotovili, da je vrednost funkcije v
vsaki tocki enaka levi in desni limiti v tej tocki. Ker je funkcija monotona, za vsak
xo obstajata leva in desna limita, a = zli/m flz)inb= li\m f(x). Ce je recimo

o T N\To

a < b, potem je zaloga vrednosti funkcije f vsebovana v (—o0,a]U{f(zo)} U[b, 00)
in ne more biti enaka R. Sledi, da sta leva in desna limita v vsaki to¢ki =y enaki
(ter tudi enaki vrednosti funkcije v tej tocki), zato je funkcija zvezna.

I1.2. Poisci vse funkcije f:R — R, za katere velja, da je za a < b slika
intervala [a, b] (torej f([a,b])) zaprt interval dolZine b — a.

Resitev. Najprej lahko opazimo, da funkcija f(z) = = zadoSc¢a pogoju, ter prav
tako f(z) = —z. Ce poljubni funkciji, ki zados¢a trditvi, pristejemo konstanto,
tako dobljena funkcija tudi zados¢a trditvi. Tako smo nagli dve druzini funkeij, ki
zado3cajo trditvi: f(z) =z + cin f(z) = —z + c. Naj se e tako trudimo, kaksne
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druge funkcije, ki bi ustrezala trditvi, ne najdemo. Dokazali bomo, da smo nasli
vse iskane funkcije.

Poti do resitve je ve¢. Ena moZnost je, da dokazemo zveznost funkcije f, nato
dokazemo, da funkcija na vsakem intervalu doseze tako minimum kot maksimum v
robovih intervala, dokaz pa koncamo s tem, ko ugotovimo, da funkcija f ne more
na nekem intervalu narai¢ati, na drugem pa padati. Vse te tri tocke pa lahko
zdruzimo, ¢e kar takoj poskuSamo dokazati monotonost funkcije f.

Recimo torej, da f ni monotona. Potem obstajajo a < b < ¢, da velja f(b) >
f(a)in f(b) > f(c) (Ce veljajo nasprotni neenacaji, lahko pogledamo funkcijo — f).
Ker je slika intervala [a, b] zaprt interval, obstaja a’ € [a,b], da je f(z) > f(a’) za
vsak = € [a,b]. Podobno dolo¢imo ¢ € [b,c|, da velja f(z) > f(¢') za = € [b,¢].
Nato dolo¢imo se b/, da velja f(z) < f(V') za z € [d/,c].

Tako poznamo slike treh intervalov: f([a’,¥]) = [f(a'), f(V)], f(t',c]) =
[f(c), f(B)] in f([d/,]) = [min{f(a"), f(<)}, f(b')]. Ker dolzine slik sovpadajo
z dolzinami originalnih intervalov, velja

f@') = fl@)+¥ —d
f) = f()+ =v
FO) = min{f(a"), f(<)} + —d

Ce je torej min{f(a’), f(¢)} = f(a’), iz prve enacbe sledi b’ = ¢ Ce pa je
min{ f(a'), f(¢)} = f(¢), iz druge enacbe sledi ¥’ = a’. Velja pa tudi f(b') >
f(b) > f(a) > f(a') ter fF(t') > f(b) > f(c) > f(¢), kar pa je protislovje z
dejstvom, da je b’ enak bodisi a’ bodisi ¢/. Funkcija f je tako monotona. Ce je pa-
dajo&a, si ogledamo —f. Ce je narastajoca, za vsaka z, y velja f(z) — f(y) = z—vy,
od koder sledi f(z) = x + ¢ za neko konstanto ¢. V primeru padajoce funkcije f
dobimo f(z) = —z +c.

1.2. Koliko pozitivnih celih §tevil n hkrati zado§¢a naslednjima pogojema:

1. n < 102006,

Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 2 65



Vesti

2. n?2 —n je deljivo z 102006,
Resitev 1. Ker sta si $tevili n in n — 1 tuji, mora biti eno od njiju deljivo z 22006,
isto velja za deljivost s 529°6. Tako n zado$¢a naslednjima enatbama:

n=0alil (mod 2%0%)
n=0alil (mod 5%0%)

Dobimo torej 8tiri primere. Za vsakega izmed njih lahko uporabimo kitajski izrek
o ostankih: e sta si ny in ng tuji celi Stevili, potem med $tevili 0,1,...,n1m — 1
obstaja natanko eno $tevilo z, ki pri deljenju z n; da ostanek ai, pri deljenju z
ny pa ostanek as (za vnaprej izbrana aq, az). Izrek velja bolj splosno (za veé kot
le dve tuji si $tevili), vendar mi potrebujemo le to verzijo. Ker je enostavna, jo
dokazimo.

Trditev (kitajski izrek o ostankih). Naj bosta ny in ny tuji si naravni stevili
in ay ter ag celi Stevili. Potem obstaja natanko eno Stevilo x med 0 in ning — 1,
za katero velja x = a1 (mod ny) in = = ag (mod ng) (torej, da je ostanek x pri
deljenju z n; enak ostanku a; pri deljenju z n;).

Dokaz. Predpostavimo lahko, da velja 0 < a; < my in 0 < ay < no, saj nas
zanimajo le ostanki pri deljenju z ustreznim n;. Potem mora veljati, da je z =
kni + a1 za neki k. Ce siza k = 0,1,...,n2 — 1 ogledamo ostanke §tevil kn; + a;
pri deljenju z ng, ugotovimo, da so vsi ti ostanki razli¢ni. Ce bi namre¢ dva bila
enaka, bi veljalo, da je kini + a1 — (kan1 + a1) = (k1 — k2)ny deljivo z ng, kar
ni mozno (n je tuje ng, razlika k; — k2 pa je manjSa od ns). Ker so vsi ostanki
torej razli¢ni, obstaja natanko en k*, pri katerem je ostanek enak as. Tako je
T = k*ny + a; iskano $tevilo. m

Ko uporabimo kitajski izrek o ostankih v naSem primeru, dobimo 3tiri resitve
med $tevili 0,1, ..., 102096 — 1. Te resitve so medsebojno razli¢ne, saj imajo razli¢ne
ostanke po modulih 2209 in 52006 Ena izmed stirih resitev je enaka 0 in ne ustreza
pogoju naloge. Odgovor je torej tri.

Resitev 2. Zanimiv nadin je reSevanje z indukcijo; e v besedilu naloge namesto
2006 uporabimo 1, lahko preverimo, da so edine refitve n = 1, n = 5in n = 6.
Indukcijski korak potem Stevilu dodaja prvo Stevko. Naj bo torej R(k) mnoZica
reSitev, ki ustrezajo pogojema n < 10* in n? — n je deljivo z 10*. Formalizirajmo:
R(k) = {n;0 < n < 10* in 10* | n? — n}. Vemo, da je R(1) = {1,5,6}. Vzemimo
z € R(k +1). Lahko zapifemo z = al0F +n, 0 < a < 9 in n < 10*. Ker je
2?2 — 2 = a?10%* + a(2n — 1)10* + n? — n, vidimo, da je n € R(k). Ker n?> — n
lahko zapigemo kot z-10%, 2 —z pa. je deljivo z 10**1, vidimo, da mora biti stevilo
a(2n—1)+z deljivo z 10. Iz te enacbe je a enolicno dolo¢ljiv, saj je faktor 2n— 1 tuj
stevilu 10 (ocitno ni sod, prav tako n nima ostanka 3 pri deljenju s 5, sicer n?> —n
ni deljiv niti z 10). Ugotovili smo, da iz $tevil v R(k) enoli¢no dobimo Stevila v

66 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 2



Trinajsto mednarodno tekmovanje Studentov matematike

R(k+1) tako, da kot prvo stevko novega Stevila zapisemo enoli¢no doloceno Stevko.
Mnozici R(k+1) in R(k) imata tako isto mo¢. Kot zanimivost navedimo Se mnoZice
R(2) = {1, 25,76}, R(3) = {1,376,625} in R(4) = {1,625, 9376}.

Trditev naslednje naloge je sama po sebi zanimiva, reSitev pa je malce
tezja, a e vedno razumljiva.

1.3. Naj bo A matrika dimenzije n X n s celotevilskimi koeficienti. Naj
bodo by, ...,by cela Stevila in naj velja det A = by -+ bg. Dokazi, da
obstajajo nxn matrike By, ..., By s celostevilskimi koeficienti, da velja
A=Bl°--Bk in detBi =bi za vsak i = 1,...,](2.

Resitev. Trditev je dovolj pokazati za k = 2, saj v sploSnem velja A = Bj -
(Bg - Bg).

Prav tako lahko predpostavimo, da je A zgornjetrikotna (do tega lahko pridemo
z ustreznimi vrsti¢nimi/stolpénimi operacijami kot pri Gaussovi metodi, le da je-
mljemo le celotevilske koeficiente) in neizrojena. Za resitev naloge je tako dovolj
pokazati naslednjo trditev: Naj bo A zgornjetrikotna matrika z det A = bc # 0. Po-
tem obstajata zgornjetrikotni matriki B in C, za kateri velja A = BC in det B = b,
detC =c.

Dokazujemo z indukcijo po n. Za n = 1 je trditev ocitna. Predpostavimo,
da trditev velja za n — 1. Definiramo B, , kot najvecji skupni delitelj Stevil b in
Apn, ter Cnpn = Apn/Bnn (to je otitno celo stevilo). Ker A, , deli bc, zaradi
definicije By, sledi, da Cy, , deli c. Takosta ' =b/By ninc = ¢/Ch n celi Stevili.
Definiramo A’ kot zgornjo levo (n — 1) x (n — 1) podmatriko matrike A. Ker velja
det A/ = b'¢/, po indukcijski predpostavki obstajata (n — 1) x (n — 1) matriki B’
in C’, ki ustrezata trditvi. Ce za zgornji levi podmatriki matrik B in C' vzamemo
matriki B’ in C’, velja det B = b in det C = ¢ ter tudi A = BC na zgornji levi
(n—1) x (n — 1) podmatriki. Definirati moramo 3e zadnja stolpca matrik B in C,
tako da se bo produkt ujemal z A tudi v zadnjem stolpcu.

Preverimo, da je za i < n diagonalni element B;; tuj Cyp . To velja, ker B;;
deli ¥, ki je oéitno tuj Cp . Sedaj lahko definiramo Bj, in Cj,. Recimo, da
poznamo %e B;, in Cin zai=j+1,5+2,...,n. Potem mora veljati

Ajn = B;;Cin + Bjj+1C541,n + - + BjnCan -

Ker sta si Bj; in Cp, tuji Stevili, lahko dolo¢imo celi 8tevili Cj , in Bj , tako, da
zgornja enacba drzi. Tako konstruiramo Se zadnja stolpca matrik B in C.

Zadnja predstavljena naloga je resni¢no tezka, Se posebej, ker najprej
zahteva, da reSevalec ugane zahtevano lastnost, nato pa jo dokaze.

1.6. Poisci vsa zaporedja realnih §tevil ag, a1, . . ., an, kjer jen > lina, # 0,
za, katera drzi trditev:
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Ce je f:R — R n-krat odvedljiva funkcija in za realna $tevila zy <
71 < ... < zy velja f(zo) = f(z1) = - - = f(zn) = 0, potem obstaja
h € (zo, ), da velja

aof(h) +arf'(h) + - +anf™(h) =0.

Resitev. Preden predstavimo resitev naloge, poglejmo, kaj se da povedati za male n.
Recimo, zan = 1. f je torej odvedljiva funkcija, za katero velja f(zo) = f(z;) = 0.
Rollov izrek nam pove, da obstaja neka tocka h € (zo, 1), za katero velja f'(h) = 0.
Trditev pa pravi, da mora obstajati totka h, da bo veljalo ag f(h) + a1 f'(h) = 0.
Radi bi torej dobili neko linearno kombinacijo f in f’. Nekaj izkuSenj nam pove, da
je smiselno definirati novo funkcijo g(x) = e* f(z). Za funkcijo g namreé prav tako
kot za f velja g(zo) = g(x1) = 0, njen odvod pa je enak ¢'(z) = ce®® f(z)+e°® f'(z).
Po Rollovem izreku vemo, da obstaja h € (zo,z1), za katerega velja g’(h) = 0
oziroma
ce™ f(h) + e f'(h) = 0.

Ce predpisemo ¢ = %2- ter zgornjo enatbo pomnozimo z a;e~ ", dobimo

aof(h) + alf’(h) =0.

Uspelo nam je pokazati, da za n = 1 lahko izberemo poljubna ag in a;.

V splosnem bomo dokazali naslednje: zaporedje ag,a1,...,a, izpolnjuje zah-
teve v nalogi natanko takrat, ko so vse ni¢le polinoma A(z) = ag+a1z+-- -+ anz"
realne.

Recimo najprej, da ima A(z) kako kompleksno niclo. Oznagimo jo z u + iv,
u,v € R, v # 0. Enostavno lahko preverimo, da je ena regitev linearne diferencialne
enacbe agg + a1g’ + -+ + ang™ = 0 enaka g;(x) = e“* sinvz, ki ima neskonéno
ni¢el. Naj bo k najmanjsi indeks, za katerega je ar # 0. Izberimo ¢ > 0 in si
oglejmo funkcijo f(z) = g1(z) + exz*. Nicel ima (ve¢ kot) n + 1, prav tako velja
aof +arf + -+ anf™ = agkle # 0 povsod. Prvi del trditve je dokazan.

Naj bodo vsi koreni polinoma A(z) realni. Spomnimo se, da smo za n = 1
trditev Ze dokazali. Dokaz dokon¢amo z indukcijo po n.

Vpeljimo naslednjo notacijo. D naj bo diferencialni operator, I naj bo iden-
titeta, za polinom P(x) = po + p1z + - - - + ppz™ naj P(D) oznaduje izraz pol +
mD + -+ p, D™. Dokazujemo torej (A(D)f)(h) = 0.

Naj bo c realna ni¢la polinoma A. Potem je A(z) = (z — ¢)B(z), kjer je B
polinom stopnje n — 1. Iz veljavnosti trditve za n = 1 vemo, da obstajajo yo €
(ZOaxl)vyl € (-’L’l,.’l:2), -+3Yn—1 € (il?n_l,l'n), za katere Velja‘ f/(yk) - cf(yk) =0
za k =1,2,...,n. Uporabimo indukcijsko predpostavko za polinom B(z), funkcijo
g = f'—cf in totke yo,y1,...,yn—1. Sledi, da obstaja h € (yo,yn_1) C (20, Zn),
za katerega velja

0= (B(D)g)(h) = (B(D)(D —cI)f)(h) = (A(D)f)(h).
Gregor Sega
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ZOISOVE NAGRADE IN PRIZNANJA ZA
ZNANSTVENORAZISKOVALNO DELO V LETU 2006

V Linhartovi dvorani Cankarjevega doma v Ljubljani so konec novembra
2006 slavnostno podelili najvisje drzavne nagrade za znanstvenoraziskovalne
in razvojne dejavnosti za leto 2006. Med nagrajenci sta bila tudi dva sloven-
ska fizika. Doktor Iztok Arcon (izredni profesor na Univerzi v Novi Gorici)
je prejel Zoisovo priznanje za pomembne dosezke na podrocju rentgenske
absorpcijske spektroskopije, doktor Zdravko Kutnjak (vi§ji znanstveni so-
delavec na Institutu JoZef Stefan in docent za podrocje fizike na Univerzi
v Ljubljani) pa Zoisovo priznanje za pomembne dosezke na podrocju fizike
kondenzirane snovi. Povzemimo uradne utemeljitve Ministrstva za visoko
Solstvo, znanost in tehnologijo.

Slika 1. Prof. Ar&on v laboratoriju na sinhrotronu

Raziskovalno delo prof. Iztoka Arcona predstavljajo strukturne ana-
lize novih materialov z rentgensko absorpcijsko spektroskopijo s sinhrotron-
sko svetlobo. Raziskave je izvajal v najpomembnejsih laboratorijih za sin-
hrotronsko svetlobo v Evropi in sodeloval z znanstveniki Stevilnih tujih in
domacih ustanov. Prispeval je k razvoju ve¢ tehnolosko pomembnih ma-
terialov, kot so mikroporozni katalizatorji, supraprevodne in feroelektri¢ne
keramike, povrinsko aktivne snovi, zas¢itne prevleke, nanostrukturni ma-
teriali in nekatere farmakologko pomembne molekule. Prav posebej velja
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poudariti raziskave, ki so pripeljale do izboljSave pri pripravi znanega sred-
stva v kemoterapiji raka — cisplatina, ki bistveno poveca uéinkovitost pri
zdravljenju. Sodeloval je tudi pri iskanju resitev pri onesnaZenju okolja s
tezkimi kovinami in pesticidi ter pri Studiju problema razgradnje historic-
nih rokopisov na papirju. Kljucno pa je prispeval k razumevanju atomskega,
absorpcijskega ozadja v spektrih EXAFS in s tem k izboljsanju te spektro-
skopske tehnike. Profesor Aréon je mednarodno uveljavljeni strokovnjak za,
podrocje dolo¢anja atomske in molekularne strukture.materialov z rentgen-
sko absorpcijsko spektroskopijo z uporabo sinhrotronske svetlobe. Njegovo
delo je odmevno tako doma kot v tujini.

10 | PMN [111] é i .o . .
Widomova érta : Slika 2. Fazni diagram elektri¢no polje-
superkritiénih ~__ temperatura (E-T') feroelektri¢nega rela-
anomalij ‘:' ksorja Pb(Mgl/ng2/3)O3 (PMN) vzdolz

—_ ; osi [111]. Dielektri¢ne in kalorimetri¢ne
g . B meritve visoke lo¢ljivosti, izvedene na 1JS,
S st feroelektrik o so pokazale obstoj kriti¢ne tocke za prehod
24 | fama meja prehodoy @ -—Kriticna v feroelektri¢no fazo. Pozneje se je izka-
M prvega reda tocka zalo, da ima v sistemu Pb(Mg; /5Nby/3)O3-
~ \ PbTiO3 &rta kritiénih tock, skupaj z mor-
steklasto stanje | paraelektrik fotropno mejo, pomembno vlogo pri po-
) ! . javu ogromnega elektromehanskega odziva
200 250 v feroelektri¢nih relaksorjih (Z. Kutnjak,

T(K) R. Blinc in J. Petzelt, Nature 2006).

Doc. Zdravko Kutnjak se pri svojem znanstvenem delu posve¢a vpra-
Sanjem, povezanim s strukturnim neredom ter vplivom povrsin in majhnih
dimenzij na fizikalne lastnosti kondenziranih snovi. Eksperimentalni metodi,
ki ju uporablja, sta v pretezni meri dielektri¢na spektroskopija in kalorime-
trija visoke lo¢ljivosti. Njegovi najpomembnejsi dosezki v zadnjih letih so
odkritje narave orjaskega elektromehanskega efekta pri feroelektri¢nih re-
laksorjih vrste PMN-PT, razvoj matemati¢ne metode za dolo¢evanje dina-
mike strukturnih stekel na osnovi analize dielektri¢nih podatkov, ki se v
mednarodni literaturi imenuje po njem (Kutnjak plot), razvoj eksperimen-
talne metode za merjenje toplotne kapacitete in entalpije visoke lo¢ljivo-
sti, eksperimentalni dokaz obstoja novih ureditvenih pojavov pri ograjenih
tekocekristalnih sistemih, razlaga elektri¢nega prevajanja molekule DNK s
preskakovanjem vrzeli ob vplivu adsorbiranih slojev vode in eksperimentalni
dokaz obstoja kritiéne tocke in superkriti¢nega obnaganja v tekocekristal-
nih elastomerih. Dela doc. Kutnjaka so objavljena v uglednih mednarodnih
znanstvenih revijah, en ¢lanek tudi v prestizni reviji Nature, in pomenijo od-
meven prispevek k svetovni zakladnici znanja na podro&ju raziskav urejanja
snovi na nanometrskih skalah.

Nagrajencema iskreno &estitamo.

Urednistvo

70 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 2






