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APROKSIMACIJA KROZNIH LOKOV
S PARAMETRICNIMI POLINOMSKIMI KRIVULJAMI

GASPER JAKLIC, JERNEJ KOZAK, MARJETA KRAJNC
in EMIL ZAGAR

Institut za matematiko, fiziko in mehaniko
Univerza v Ljubljani

Math. Subj. Class. (2000): 41A05, 41A10, 41A25, 65D05, 65D17

V ¢lanku obravnavamo problem aproksimacije kroznih lokov s parametri¢nimi poli-
nomskimi krivuljami. DokaZemo, da lahko v primeru, ko je lo¢na dolZina kroznega loka
enaka h, konstruiramo parametri¢no polinomsko krivuljo stopnje n € N, ki interpolira dani
krozni lok v dolo&eni tocki in ima radialno razdaljo omejeno s h®". Gre za posplogitev
rezultata Lycheja in Mgrkena za lihe n.

APPROXIMATION OF CIRCULAR ARCS
BY PARAMETRIC POLYNOMIAL CURVES

The approximation of circular arcs by parametric polynomial curves is studied. If
the angular length of the circular arc is h, a parametric polynomial curve of arbitrary
degree n € N, which interpolates given arc at a particular point, can be constructed with
radial distance bounded by h*". Tt is a generalization of the result obtained by Lyche and
Mgrken for odd n.

1. Uvod

Aproksimacija kroznih lokov ima pomembno vlogo v ra¢unalnigko pod-
prtem geometrijskem oblikovanju (Computer Aided Geometric Design —
CAGD), na¢rtovanju (Computer Aided Design — CAD) in proizvodnji (Com-
puter Aided Manufacturing — CAM). Ceprav lahko krozni lok zapifemo z
racionalno kvadrati¢no Bézierovo krivuljo (v splosnem z racionalno parame-
tri¢no krivuljo nizke stopnje [1]), marsikateri CAD/CAM sistemi zahtevajo
polinomsko predstavitev kroznih lokov, saj se nekaterih pomembnih algo-
ritmov ne da neposredno uporabiti na racionalnih krivuljah. KroZznih lokov
ni mogocCe predstaviti s polinomi, zato je treba uporabiti interpolacijo ali
aproksimacijo.

Problem aproksimacije kroznih lokov s polinomskimi parametri¢nimi kri-
vuljami sta med drugimi Studirala tudi Lyche in Mgrken [3]. Nasla sta lepo
eksplicitno reprezentacijo s parametri¢nimi polinomskimi krivuljami lihih
stopenj ter postavila domnevo, da je reprezentacija s krivuljami sodih sto-
penj tezak problem. Njuna metoda uporablja Taylorjevo aproksimacijo in
daje parametricne polinome lihih stopenj n z visokim redom aproksima-
cije 2n.
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V tem clanku bomo podali reitev problema za vse n € N. Najprej
predstavimo aproksimacijski problem. Naj bo

flp) = (Siw), 0<p<a<2r, (1)

cos

parametrizacija kroznega loka z lo¢no dolzino a. Dovolj je obravnavati kro-
Zne loke enotske kroznice, saj lahko poljuben krozni lok enake dolZzine dobimo
z afino transformacijo. Poiskati Zelimo parametri¢no polinomsko krivuljo

Pni=p:i= (Zj:) (2)

z nekonstantnima skalarnima polinomoma z, y, € R[t] stopnje < n,

)= at!, un(t ZW 3)
j=0

ki doseZe ,najboljSo aproksimacijo* kroznega loka (1). Pri tem predpisemo
le eno interpolacijsko totko f(0) := (2,(0),,(0))T := (0,1)T, zato je v (3)
apg = 0in bo = 1.

V CAGD nas zanimajo predvsem geometrijske lastnosti objektov. Ker
je izbrana parametrizacija samo reprezentacija objekta v Zeleni obliki, bomo
napako aproksimacije obravnavali kot razdaljo med mnoZicama tock na da-
nih krivuljah (kroznem loku in parametricnem polinomu). Naravna izbira
je yradialna razdalja“ (slika 1),

d(f,p) = max {| Va2 + 12 - 1|}, @)

kjer je I interval, ki ga opazujemo. Ce je p dobra aproksimacija za f na
intervalu I, je napaka (4) majhna in /22 (t) + y2(¢) ~ 1. Tedaj velja

)+ y( —1[
VI2() + g2 (t) — } [22(6) + v 2 ) -1
’ 22 (1) + y2(t) S OESTOETN \ t) +ya(t) -1,

in s stali§¢a uporabe je dovolj obravnavati ,napako“

‘iL' t) + yn - 1! (5)
Ce bi obstajala polinomska parametrizacija kroznega loka, bi bila napaka e
identi¢no enaka 0. To ne more biti res, saj v primeru, ko je vsaj eden od
polinomov z,, ali y, stopnje n, iz (3) dobimo

Z2(t) +y2(t) = (a2 +b2) > + - #1. (6)

2 Obzornik mat. fiz. 53 (2006) 1
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Slika 1. Radialna razdalja med kroznim lokom (krepko) in aproksimacijsko parametri¢no
krivuljo (értkano)

Iz enacbe (5) sledi, da bo napaka e majhna (vsaj za majhne t), ée v (6) ne
bo ¢lenov nizkih stopenj. Napaka e bo zato najmanjsa, ko bo

x2(t) + y2(t) = 1 + konst - 2", (7)
Ustrezna reparametrizacija

t

t—

transformira (7) v
T (t) + yn(t) = 1+ 2", (8)

S primerjanjem koeficientov pri ustreznih potencah dobimo 2n nelinearnih
: . . : n

enacb za 2n neznanih koeficientov (aj)?:1 in (b);_;-
V razdelku 2 bo obravnavan sistem nelinearnih ena&b in izpeljana splogna

reSitev. V razdelku 3 bo potrjen optimalni asimptoti¢ni red aproksimacije,

v zadnjem razdelku pa nekaj opomb glede optimalne aproksimacije kroznih

lokov.
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2. ResSitev problema

Ceprav lahko za izbrani n dobimo numeriéne resitve sistema nelinearnih
enacb, podanih z (8), je precej tezje poiskati resitev v zakljuceni obliki. V [3]
sta avtorja predstavila.lep pristop k iskanju resitve. Uporabila sta posebno
racionalno parametrizacijo enotske kroZnice, iz katere sta dobila koeficiente
polinomov x,, in y,. Ce je

2 1—¢2

wolt) = 7 L€ (-00,00), ©)

To(t) == 138

izbrana parametrizacija, potem so funkcije

zn(t) = zo(t) — (=1) D287y (2)

Yn(t) = yo(t) + (=1 D2z 1),
polinomi stopnje < n, za katere velja (8). Na zalost v primeru, ko je n sod,
njuni koeficienti niso ve¢ realna Stevila. Kljub temu lahko idejo uporabimo

tudi za sode n, vendar moramo izbrati malo drugacno racionalno parame-
trizacijo. Naj bo

n:=2%2r-1), keNgy, reN, (10)
in redefinirajmo g, yo kot

_ W1 =€t — et}

1—2ct + (2% = 1) #
W)= T g e -

Yo(t) = 1— 2ct + 2 :

(11)

kjer je c € [0,1). Enostavno se da preveriti, da je z3(t)+y2(t) = 1. Opazimo,
da je (9) poseben primer (11) pri ¢ = 0. Naslednji izrek nam da eno od reSitev
nelinearnega sistema (8) za vsak n v zakljuceni obliki.

Izrek 1. Najn, kin r-zado$cajo (10) in naj bodo konstante cy ter si podane
S ¢ = cosy in S = siny, kjer je ¢y := w/28FL.  Predpostavimo, da
sta xg in yo definirana z (11) in ¢ = cg. Potem so funkcije z, in yp,
definirane kot

(wn(t)> - ( 1 (—1)Ttn> (.’L‘o(t)) (12)
Yn(t) (=nrter 1 Yo(t))’
polinomi stopenj < n, ki zadoscajo (8). Njihovi koeficienti so
a; = 25 cos((§ — 1)vx) = 284 T—a1(ck), i=1,2,...,n—1, (13)
an = 2sk cos((n — V)g) + (—=1)" = 28xTp—1(ck) + (=1)7, (14)

4 Obzornik mat. fiz. 53 (2006) 1
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m
bp=1, b =0, (15)
bj = —2sgsin((j — 1)) = —2s2Uj—a(ck), J=2,3,...,7, (16)
kjer so T; in U; polinomi Cebiseva prve in druge vrste.

Dokaz. Dokaz je razsirjen dokaz iz [2]. Iz enatbe (12) sledi

2,/1—c2t(1—cpt) + (—1)"t"(1 — 2cxt + (2¢2 — 1) t2)

1) =
Za(t) 1— 2c,t + £2 ’
(=17 e (24/1 - (1 - ext) +1 = 20kt + (26 — 1) &2
t) = _
yn(t) 1 — 2t + £2

Za potrditev, da je funkcija x,, res polinom oblike (3), je dovolj, da preverimo
ZVezo

’ n n
(1—20kt+t2)z ajtj = a1t + (ag—2cka1) 2 +Z (07 —2ckaj_1+aj_2) I+
§=0 =3

4 (- epta -1 )TV 4 g™ =
= 2y/1—c} t (1—cxt)+(—1)"t"(1— 2cxt +(2c2—1) t2) .
S primerjavo koeficientov dobimo linearno rekurzivno enacbo
a1 =28, Qz=cCgo1, @—2ck05-1+a;2="0; j=3,4,...,n—1, (17)
z dodatnimi pogoji
an — 2Ck0n-1 + 2 = (—1)",
2ckan — an—1 = (—=1)" 2¢, (18)
Gy, = (—1)7(20% = 1) :
Podobno velja za yy:

n n
(1—26kt+t2)2bjtj = b() + (b1 - QCka) t+ Z (bj - chbj—l + bj_z) tj+
j=0 j=2

+ (—=2ckbn + bp_1) ™ + bt t2 =

= (1) (24 /1—c2 t (1—cit)|+1—2ckt+(2c2 —1) 2.
k k

1-10 3



Gasper Jakli¢, Jernej Kozak, Marjeta Krajnc in Emil Zagar
Tu so pogoji za b; enaki
by =0, bp=-2s7, b —2ckbj_1+bj2=0, j=3,4,....,n (19)
in

—2¢kbp 4 bp_y = (=1)" 25y, (20)
b, = (—1)" 2550k -

Splosna resitev rekurzije (17) je oblike
a = Aetri e Be_i'(pkj,
kjer je i2 = —1. Iz zacetnih pogojev

a1 = 25 = AeV* + Be Wk,

as = 2¢s; = Ae®™k + Be 2k

in relacije ¥ = ¢}, + isy, izratunamo A = sge ¥ in B = se™¥*, od koder
dobimo

a; = 28 cos ((§ — )vog) = 28 Tj_1(c), 7=1,2,...,m—1.
Iz dodatnih pogojev (18) izpeljemo
an = 24/1 = cgcos ((n — 1)yok) + (=1)" = 28, Tp—1(ck) + (=1)".
Ker je rekurzivna enacba (19) enaka kot v (17), je njena resitev oblike
b = CeVred 4 De ki,
Iz zacetnih pogojev

by =0 = Ce™¥r + De Wk,
by = —252 = Ce?™* 4 De= 2%k,

dobimo C = isge ™k, D = —isie¥*, zato je
by = sk (€e07D) — =GN = 25, sin ((j — L)ehk) = —25EUj-a(ck),
za j = 1,2,...,n. Dodatni pogoji (20) so izpolnjeni in dokaz je koncan. =

6 Obzornik mat. fiz. 53 (2006) 1



Aproksimacija kroznih lokov s parametri¢nimi polinomskimi krivuljami
3. Red aproksimacije

V parametricnem primeru S$tudij reda aproksimacije ni enostaven.
Glavna tezava je, kako meriti razdaljo med parametri¢nimi objekti. Ker
objekte obi¢ajno obravnavamo kot mnozice tock, lahko za merjenje razdalje
uporabimo znano Hausdorffovo razdaljo dy. Ker je le-ta v praksi tezko izra-
¢unljiva, sta Lyche in Mgrken v [3] kot njeno zgornjo mejo predlagala tako
imenovano parametricno razdaljo dp.

Definicija 1. Naj bosta fi in fo parametri¢ni krivulji, definirani na inter-
valih I; ter I5. Parametri¢na razdalja med f; in fo je definirana kot

dp(fi1,f2) = igf s If1(s(t) — 2001,

kjer je ¢: I3 — I; regularna reparametrizacija, torej ¢’ # 0 na Is.
Parametri¢no razdaljo bomo uporabili v dokazu naslednje leme:

Lema 1. Naj bo krozni lok f definiran z (1) in njegova parametricna apro-
ksimacija p z (2). Naj bodo koeficienti x,, in y, podani s (13)—(16). Ce je
p: [0,h] — R2, kjer je h dovolj majhen, potem je

dH(f,p) < dP(f)I’) < d(fvp) < h2n7
pri éemer je d definiran s (4).

Dokaz. Po [3] je dp metrika na mnozici parametri¢nih krivulj na inter-
valu [0,h]. Za poljubno regularno reparametrizacijo ¢ krivulje f na [0, h]

o¢itno velja
dp(f,) < max IF ()0 2]

Dovolj je torej poiskati regularno reparametrizacijo ¢, za katero je

max [|f(¢)(t) —p(t)]l, < h*".

t€[0,h]
Naj bo ¢: [0, h] — I definirana kot

T (t)
Yn(t) -

Ker je 2,(0) = 0, y,(0) = 1 in po (13) z/,(0) = 2sg, velja

,,(0)yn (0) — 2,(0)y,,(0)
z2(0) + y2(0)

@(t) := arctan

¢'(0) = =25, >0,
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zato obstaja tak hg > 0, da je ¢ regularna reparametrizacija na [0, h] za
vse h, 0 < h < hg. Totka (f o ¢)(t) lezi na kroznem loku, definiranem s f,
in hkrati na zarku iz izhodis¢a do p(t), zato velja

I(f 0 8)®) —pOllo = |50 + 20 - 1| < Jo3 1) +v3(0) - 1] = £,

kjer zadnja enakost sledi iz (8). Torej je
max [|(f o §)(t) —p(t)ll; < A"

t€[0,h]
in dokaz leme je koncan. m

Zanimivo vpraSanje je, kaksna je lo¢na dolzina kroznega loka, ki ga lahko
aproksimiramo z opisano metodo. Najprej je potrebno zagotoviti regular-
nost ¢, zato mora biti A dovolj majhen. Tedaj lahko lo¢no dolZino repara-
metriziranega kroznega loka f o ¢ izpeljemo vsaj asimptoti¢no.

Lema 2. Ce je ¢ reqularna reparametrizacija na [0, h|, definirana z (21),
potem je dolZina kroZnega loka f o ¢: [0, h] — R? enaka 2sih + O(h?).

Dokaz. Regularnost funkcije ¢, enacbe (8) in (13)—(16) ter dejstvo, da je
(1+ tZ")_l =1+ O(t*), poenostavijo lo¢no dolzino v

h
saﬂwowmma=
0
h

n(t)yn(t) — t =

I
e Rl
YounS S
3 8

ummmﬁ:imw%m—%m%wd
143
0

T (E)yn(t) — 2o (t)yn () (1 + O(E*™) dt = 2sxh + O(h?) . -

4. Sklep

Ker vemo, da je najboljsa lokalna aproksimacija v izbrani tocki v funk-
cijskem primeru Taylorjev razvoj, se postavi naravno vpraSanje, kako dobro
aproksimacijo dobimo, ¢e sta x, in y, Taylorjeva polinoma za sinus in kosi-
nus pri t = 0. Odgovor zapi§imo v naslednjo lemo:

Lema 3. Naj bosta z,, in y, Taylorjeva polinoma stopnje n za sinus oziroma
kosinus. Potem je

w2 +2t) =1+ £l % | Gty

n

8 Obzornik mat. fiz. 53 (2006) 1
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kjer je
Fma+1, wjelih,
Tl n+2, njesod,

m
{ Znl, t¢enmod4d=1,2,
Wn'i=1 _m1 o
5 1!, sicer.

Dokaz. Naj bosta

Rs(t) =sint — zp(t),

Rc(t) = cost — yn(t) ’
napaki v Taylorjevih razvojih. Ker je

22 (t) +y2(t) = 1 — 2(Rs(t) sint + Re(t) cost) + R2(t) + R(t)  (22)

in sta Ry, R. oblike O(t"*1), je dovolj, da obravnavamo samo S(t) :=
—2(Rs(t)sint + Rc(t) cost).

Najprej predpostavimo, da je n lih, torej n = 2£—1. Tedaj sta razvoja R
in R, oblike

¢ ¢
Ry(t) = "_—(T(Lj)z)! "2 L O™, Re(t) = —(72_:)1)! "+ o9,
zato je

S(t) = ~2 % L o B,

Po (22) jem=n+1in

(1™ (n +1)!
. |

Wy =

Ce jensod, n =20 je

(_1)€+1

R,(t) = (_—l)et““ +O@"3), R.(t) =
N » T T (4 2)!

n+2 n+4
ey 742 4 oY),

14 14
S (e A I

Iz (22) sledim =n+2in
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Zadnja lema potrjuje domnevo, da Taylorjevi polinomi niso optimalna
izbira, ¢e kot merilo napake aproksimacije uporabimo radialno razdaljo.

Konstrukcija, ki je predstavljena v izreku 1, ima zelo majhno lokalno
napako aproksimacije, vendar pa interpolira le eno tocko na kroznem loku.
Bolj splosen rezultat o Lagrangeovi interpolaciji 2n toc¢k na krivuljah, po-
dobnih kroznicam, s parametri¢nimi polinomskimi krivuljami stopnje n in
enako napako aproksimacije 2n, je predstavljen v [2].
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VESTI

MATEMATICNE NOVICE

Elektronski imenik matematikov in profesionalno oblikovana do-
maca stran

_ Zadnji tiskani svetovni imenik matematikov raziskovalcev je izSel le-
ta 2002. Vanj so bili (lahko) vkljuceni vsi matematiki, ki so v zadnjih petih
letih pred izidom imeli vsaj dva ¢lanka, recenzirana v eni od dveh vodilnih
referativnih revij (Mathematical Reviews ali Zentralblatt MATH). Novega
tiskanega imenika ne bo ve¢, ker je z njim preve¢ stroskov. (Leta 2002 je
bilo v imenik vkljucenih priblizno 57 000 matematikov.)

Mednarodna matemati¢na zveza (IMU) zato v [1] poziva matematike,
da se (brez posebnih pogojev) na [2] vkljucite v elektronski imenik mate-
matikov (EWDM) [3]. Nujni podatki so le ime in elektronski naslov. Ta bo
objavljen v grafi¢ni obliki, ki otezuje avtomati¢no zbiranje naslovov, tako da
zaradi tega verjetno ne boste dobivali dodatne nezazelene poste. Manjse te-
zave boste imeli tisti, ki imate v imenu ¢, saj nabor znakov tega ne podpira.
Od nasih raziskovalcev sta, ko to piSem, v imeniku Bojan Mohar in Dusan
Repovs, oba s povezavo na lepo oblikovani domagi strani.

Tudi sicer IMU poziva vse matematike, da postavijo svojo domaco stran,
Ce se le da na naslednji nacin. Na naslovu [4] dobite formular, v katerega
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morate le vpisati ustrezne podatke, predvsem naslove URL drugih strani in
datotek. Tako dobite (v angle$¢ini) zelo pregledno in privlaéno oblikovano
stran, ne da bi za to placevali oblikovalca. Rezultat uporabe tega formularja
si lahko ogledate na [5].

Orkan Katrina in matematiki v New Orleansu

Pred tremi desetletji sem bil podiplomski §tudent na univerzi Tulane v
New Orleansu. Univerzitetne stavbe so nedale¢ od reke Misisipi, zagrajene
s 8irokimi, a ne posebno visokimi nasipi. Do reke sem lahko prigel skozi
velik mestni park z mogoc¢nimi drevesi, s katerih so visele cele zavese rastline
Tillandsia usneoides, ki ji pravijo tudi Spanish moss. Dozivel sem celo prihod
orkana, ki pa takrat na sreco ni Sel naravnost ¢ez mesto.

Ze takrat so se vsi zavedali moZnosti katastrofe, ki se je konec pole-
tja 2005 uresnicila. Matemati¢ni oddelek na univerzi Tulane je moral za
en semester prenehati z delom. Druge ameriske univerze so prevzele podi-
plomske Studente, veckrat brez placila Solnine. Profesorji so se prav tako
razkropili po vsej drzavi. Povsod so jim kolegi velikodusno odstopili pi-
sarne in pomagali pri zacasni nastanitvi. Ocenjujejo, da je Skode na Tulanu
za 100 milijonov dolarjev. Ceprav je osnovni kapital te zasebne univerze z
moc¢nim raziskovalnim programom okrog 800 milijonov dolarjev, je to hud
udarec. Kot je videti, pa se bo v letu 2006 velika vecina Studentov vrnila.
Sosednja Loyola University, ki jo vodijo jezuiti (in je bolj znana po svoji
pravni Soli kot matematiki), je bila zgrajena na vi§jem zemljis¢u in ni bila
poplavljena. Vendar je veter naredil za 5 milijonov dolarjev §kode in ne-
katere programe so zaasno preselili v Houston. Dve tradicionalno &rnski
zasebni univerzi v New Orleansu sta bili mnogo huje prizadeti (poplavljena
knjiznica, pogorelo Studentsko naselje, za stotine milijonov dolarjev skode).
V poletnem semestru bo nekaj njunih programov potekalo na Tulanu in
Loyoli.
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V prispevku je podana re§itev Schrodingerjeve enacbe za delec v enodimenzionalni ne-
skonéni potencialni jami, ki jo predelimo s potencialno pregrado v obliki odbojne funkcije
delta. Ce je pregrada natanko na sredini potencialne jame, je osnovno stanje simetri¢no
delokalizirano. Ko pa gre jakost pregrade proti neskonénosti, povzro¢i vsak poljubno
majhen premik pregrade s sredine jame popolno lokalizacijo delca v osnovnem stanju.

A SIMPLE MODEL FOR SPLITTING THE WAVE FUNCTION
OF A PARTICLE IN THE BOX

We solve the Schroedinger equation for a repulsive delta function potential repre-
senting a potential barrier located inside an infinite square well potential. If the barrier
is exactly in the middle of the-infinite square well, the ground state is symmetrically
delocalized. However, when.the strength of the delta potential becomes infinite, any
“small displacement of the barrier-away from the center of the square well causes complete
localization of the ground state.

1. Uvod

Hardy [1, str. 422] je v ponazoritev Einsteinovega prepri¢anja, da
kvantnomehanska valovna funkcija ne vsebuje vse informacije o stanju sis-
tema, predstavil slede¢i miselni poskus. Delec ujamemo v zaprto skatlo — v
neskoné¢no globoko potencialno jamo, ki jo razdelimo na dve polovici. Obe
polovici Skatle nato lo¢imo, tako da dobimo dve neodvisni Skatli, tj. ne-
skonéni potencialni jami v veliki razdalji. Zastavi se vpraSanje: Je delec
vedno v eni od obeh 8katel, ali pa morda sploh ni mogoce re¢i, v kateri od
njiju je, dokler skatel, na primer, ne odpremo.

Pozneje je Gea-Banacloche [2] v analizi eksperimentalne realizacije po-
skusa, ki ga je predlagal Hardy, ponovno odkril doloCene nestabilnosti dvo-

avee
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stanji enodimenzionalne simetri¢ne dvojne potencialne jame opisujeta sime-
tri¢na in antisimetri¢na valovna funkcija, ki-sta-popolnoma delokalizirani; s
tem hoCemo reci, da je verjetnost, da najdemo delec v eni ali v drugi jami,
enaka. Razlika v energiji za ti dve lastni stanji je posledica tuneliranja in
eksponentno pojema v limiti visokih pregrad. Nadalje se da pokazati [4],
da sta v limiti zelo majhnega razcepa energij ti stanji zelo nestabilni: vsaka
nesimetri¢nost potenciala povzroci lokalizacijo delca v eni ali v drugi jami.
V tem kontekstu je Gea-Banacloche predstavil nekaj zanimivih, eprav ne
nepricakovanih rezultatov, ki zadevajo obnaSanje delca v dvojni potencialni
jami, ko vanjo vstavimo pregrado.

Gea-Banacloche je vzel pregrado kot simetri¢en potencialni hrib, ki po-
Casi raste v sredini jame. Ce je (Casovna) rast potencialnega hriba dovolj
pocasna, lahko reSitev problema najdemo tako, da re§imo Casovno neodvi-
sno Schrodingerjevo enacbo. V t. i. adiabatnem priblizku razumemo ¢as v
izrazu za potencial V (z,t), ki predstavlja pregrado, kot parameter. Gea-
Banacloche je uporabil potencial v obliki neskon¢ne potencialne jame, ki se
razteza od —a/2 do a/2, na sredini katere je pregrada

V(x):{%’ —e<z<e+4,

0, drugje,

pri Cemer je § < €.

Iz njega izhaja relativno komplicirana transcendentna enacba (9) v [2], ki
doloca lastne vrednosti energije. Ker je realisti¢no pricakovati, da § v praksi
nikoli ne bo natan¢no enak ni¢, je dvojna potencialna jama, ki jo obrav-
navamo, dejansko nesimetri¢na. Zato v limiti Vj — oo, ki je pomembna
za Hardyjev miselni poskus, sklepi v [4] omogocajo, da vnaprej predvidimo
rezultat, ki ga je naSel Gea-Banacloche, da je namre¢ delec lokaliziran samo
v eni polovici potencialne jame. Ce je tako, poznejsa delitev jame ne pred-
stavlja ve¢ nobene interpretacijske tezave, povezane s pomenom, ki ga v
kvantni mehaniki pripiSemo valovni funkciji (glej [1, Sec. 4] in [5]).

V tem prispevku zZelimo podrobno pokazati, kar smo zelo na kratko pov-
zeli v [6], da je namre¢ v bistvu enake rezultate, kakor so predstavljeni v [2],
mogoce dobiti z modeliranjem potencialne pregrade v obliki odbojne funk-
cije delta. Ta model omogoca, da zlahka dobimo energijske lastne vrednosti
in lastne funkcije.

2. Neskon¢na pravokotna potencialna jama s pregrado
v obliki odbojne funkcije delta

Sledimo [2]| in obravnavajmo neskon¢no potencialno jamo, ki se razteza
od z = —a/2 do = = a/2, s potencialom V(z) = Vhad(z-— A), ki predsta-

vlja pregrado, postavljeno pri z = A (spremenili smo oznake, da se izognemo
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-0.4 -0.2 ' 0.2 0.4 g

Slika 1. Valovna funkcija osnovnega stanja, ko je potencialna pregrada priz = A = 0,05a
in za vrednosti Vo/4Fy = 0, 1, 2, 4, 10, 30 in 100. Vrednosti koordinate z so izraZene v
enotah a, enote na navpi¢ni osi pa so dolofene z normalizacijo valovnih funkecij.

zmesnjavi s simbolom za funkcijo §). Ustrezna ¢asovno neodvisna Schrédin-
gerjeva enacba je
&y
2m  dz?
Resitve enacbe (1), ki zados¢ajo robnim pogojem ¥ (x = +a/2) = 0, so
znane [7, 8] in so

_ | Bsink(§+2), -2<z<A,
d}(x)—{ i-2), A<z<y, @

+ Voad(z — A)p = Eo. (1)

pri éemer je k2 = 2mE/h?. Iz zahteve po zveznosti valovne funkcije pri
x = A dobimo

Asink(a/2 — A) = Bsink(a/2+ A). (3)

Ce integriramo Schrédingerjevo enatbo (1) na majhnem intervalu okrog ko-
ordinate z = A (od A™, malo levo od z = A, do A", malo desno od z = A)
in potem vzamemo limito, ko gresta A~ in AT proti A, dobimo $e eno
enalbo za konstanti A in B, namreé

_ %
Han) - v = (55) 0, @
oa
kjer smo zaznamovali ¢/ = di/dz in Ey = h?/2ma?. Iz (2) izratunamo
Y(AT) = —kAcosk(a/2 — A), /(A7) = kBcosk(a/2 + A) ter s pomo-
&o (3) zapisemo ¥(A) = 2[Asink(a/2—A)+ Bsink(a/2+A)]. To vstavimo
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v (4), pa dobimo

- (%) [Acosk(a/2 — A) + Bceosk(a/2 + A)] =

(4‘; ) [Asink(a/2 — A) + Bsink(a/2 + A)]. (5)

Enacbi (3) in (5) sta homogeni linearni enacbi za A in B. Iz zahteve, da
je determinanta koeficientov enaka ni¢, dobimo ena¢bo za k:

Enacbe (2), (3), (5) in (6) popolnoma dolo¢ajo lastne vrednosti in lastne
funkcije (do normalizacijske konstante) Schrodingerjeve enaébe ( ) Sliki
dnostim razmerja Vy/4Fy. Nasi rezultatl pOtrJUJeJO ugotowtve do katerih
je prisel Gea-Banacloche in jih, poleg tega, zlahka analiziramo za razli¢ne
vrednosti jakosti potenciala Vj in/ali parametra A z uporabo npr. racunal-
niSkega paketa Mathematica ali kakega primerljivega paketa.

7R

-1.5

Slika 2. Valovna funkcija prvega vzbujenega stanja. Vrednosti parametrov so enake
kakor na sliki 1.

7

Posebej obravnavajmo limito A = 0. V tem primeru postane enacba (6)

w(B) ()= (5)+ () (B0 o

Vzemimo najprej, da je ni¢ prvi faktor, tj. sin(ka/2) = 0; tedaj je k =
nn/(a/2), n = 1, 2,3, ..., in E = h?k?/2m = 4n’n?Ey;. Ko posta-
vimo A = 0, sledi iz (5), da je A = —B. Ustrezne lastne funkcije so

12-20 15



Tomaz Kranijc in Jozef Peternelj

Y(z) = Asin(2nmz/a); vidimo, da so lihe parnosti (tj. antisimetri¢ne glede
na transformacijo z «<» —z). Dobljena lastna stanja in lastne vrednosti so
enake, kakor bi jih dobili brez pregrade pri x = 0. Pregrada na antisimetri¢na
stanja nima nobenega ucinka. To je seveda razumljivo, saj so antisimetri¢ne
valovne funkcije ob pregradi natanko enake nic.

Po drugi strani pa pregrada vpliva na simetri¢ne lastne funkcije. Ustre-
zne lastne vrednosti dobimo iz zahteve, da je v (7) drugi faktor enak ni¢. To

nam da
w)--(5)(8)

Ker je v tem primeru sin(ka/2) # 0, sledi iz (3) B = A in simetri¢ne valovne
funkcije so

_ [ Asink(z+x), —5<z<0,
w(x)_{ASink(%—x), 0<z<%g. 9)
Y(x),
x[a]
-0.4 -0.2 ' 0.2 0.4 a

Slika 3. Valovna funkcija osnovnega stanja, ko je pregrada pri z = 0 (A = 0) za vrednosti
Vo/4Eo =0, 1, 2, 4, 10, 30, 100 in co. Enote na koordinatni osi so enake kakor na slikah 1
in 2.

Dovoljene vrednosti parametra k doloc¢a enacba (8). Na sliki 3 so pri-
kazane ustrezne valovne funkcije za razli¢ne vrednosti kvocienta (Vp/4Ep).
Opazimo, da v limiti Vj — oo simetricna in antisimetri¢na stanja tvo-
rijo degenerirane pare z lastnimi energijami E, = 4n?72Ey. V tej limiti
znaSa razlika med prvim vzbujenim stanjem (E2) in osnovnim stanjem (E7)
Ey — Ey = 127%Ey. Za konéne vrednosti Vj (Vo > 47r2E0) tuneliranje
zniZza energije simetri¢nih stanj, kar pripelje do razcepa energijskih nivojev.
Slika 4 kaZe razmerje med razcepom osnovnega stanja AFj in razliko energij
Ey — By = 1212 Ey v odvisnosti od Vy/4Ep.
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Slika 4. Energijska razlika med antisimetri¢nim in simetri¢nim osnovnim stanjem (za
A = 0), izraZena v enotah 1272 Eo v odvisnosti od razmerja Vo /4Ey.

3. Sklep

Ce primerjamo lastna stanja za A = 0 in Vj — 0o z ustreznimi lastnimi
stanji, ko je A # 0, opazimo, da majhen premik pregrade v eno ali v drugo
smer pomeni majhno motnjo za simetri¢na in antisimetri¢na lastna stanja.
Ce opazujemo na primer simetri¢na in antisimetri¢na lastna stanja (slika 5a)
v limiti Vy — oo, se morda zdi, da ni tako. Vendar ne smemo pozabiti, da
sta ti dve stanji degenerirani in izbira valovnih funkcij v osnovnem stanju ni
enoli¢na. Namesto valovnih funkcij, prikazanih na sliki 5a, lahko izberemo
katerokoli linearno kombinacijo teh dveh valovnih funkcij. Seveda pa izbira
ni ve¢ poljubna, ¢e zahtevamo, da je sprememba valovne funkcije zaradi
majhne motnje (majhnega premika pregrade) majhna. Pravilne funkcije so v
tem primeru v ni¢tem priblizku vsota in razlika simetri¢nih in antisimetri¢nih
valovnih funkcij, ki jih kaze slika 5b. 5

To lahko uvidimo tudi neposredno iz enacbe (6). Ce delimo (6) z Vp in
vzamemo limito Vy — oo, dobimo

sink(a/2 + A) -sink(a/2 — A)=0. (10)

Ko vzamemo, da je prvi faktor enak ni¢, sledi k& = nn/(a/2 + A) in
energijske lastne vrednosti so E = h?n%n2/2m(a/2 + A)?, pri Gemer je
n =1, 2, ... Za te vrednosti parametra k dobimo iz (3) A = 0, B # 0,
tako da so lastne valovne funkcije ¢(x) = Bsink(a/2 + z) na intervalu
—a/2 < x < A, sicer so ni¢. Podobno dobimo, ko je v (10) drugi fak-
tor enak ni¢, da je k = nn/(a/2 — A), E = A*n?r?/2m(a/2 — A)? in
¢(z) = Asink(a/2 — x) na intervalu A < z < a/2, drugje pa nic.

Sklenimo z naslednjima ugotovitvama. Prvi¢, rezultat, ki ga je dobil
Gea-Banacloche [2]| in smo ga v enostavnejsi obliki ponovno izpeljali v tem
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