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NAVODILA SODELAVCEM OBZORNIKA ZA ODDAJO PRISPEVKOV

Obzornik za matematiko in fiziko objavlja znanstvene in strokovne ¢lanke iz matematike,
fizike in astronomije, v€asih tudi kak prevod. Poleg ¢lankov objavlja prikaze novih knjig
s teh podrocij, porocila o dejavnosti Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
ter vesti o drugih pomembnih dogodkih v okviru omenjenih znanstvenih ved. Prispevki
naj bodo zanimivi in razumljivi SirSemu krogu bralcev, diplomantov iz omenjenih strok.

Clanek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sedez institucije, kjer avtor(ji) de-
la(jo), izvlecek v slovenskem jeziku, naslov in izvleCek v angleskem jeziku, klasifikacijo
(MSC oziroma PACS) in citirano literaturo. Slike in tabele, ki naj bodo ostevil¢ene, morajo
imeti dovolj izCrpen opis, da jih lahko vecinoma razumemo loceno od besedila. Avtorji
¢lankov, ki Zelijo objaviti slike iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje
(copyright). Prispevki morajo biti poslani v dvojniku, natisnjeni enostransko na belem
papirju formata A4. Zazelena velikost ¢rk je 12 pt, razmik med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke posljite odgovornemu uredniku ali uredniku za matematiko oziroma fiziko na
zgoraj napisani naslov urednistva. Vsak Clanek se praviloma poslje vsaj enemu anoni-
mnemu recenzentu, ki mora predvsem natancno oceniti, kako je obravnavana tema pred-
stavljena, manj pomembna pa je originalnost (in pri matemati¢nih ¢lankih splo$nost) rezul-
tatov. Ce je prispevek sprejet v objavo in &e je besedilo napisano z racunalnikom, potem
urednik prosi avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj bodo praviloma napisane v eni od
standardnih razlicic urejevalnikov TeX oziroma IATEX, kar bo olajsalo uredniski postopek.
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Reed-Solomonove kode so izjemno uspesne na podro¢ju hranjenja podatkov (CD,
DVD) ter prenasanja podatkov v naSem osonéju (sonda Cassini je po sedmih letih vstopila
v Saturnovo orbito in bo naslednja &tiri leta od tam posiljala slike na Zemljo). V sestavku
obravnavamo Reed-Solomonove kode. OpiSemo originalen pristop Reeda in Solomona
ter pristop z linearnimi cikliénimi kodami. Povezava med njima je izpeljana s konéno
Fourierovo transformacijo. Predstavimo tudi polinomski algoritem za njihovo odkodiranje.

REED-SOLOMON CODES

Reed-Solomon codes are thriving with its applications in the field of data storage (CD,
DVD) and data transmition in our solar system (after seven years Cassini space probe has
reached Saturn’s orbit and will be sending images back to Earth for the next four years).
Reed-Solomon codes are described via two different approaches: the original approach of
Reed and Solomon using interpolation polynomials and the classical approach with linear
cyclic codes. The connection between these two approaches is established through the
finite Fourier transform. We also present a polynomial decoding algorithm.

1. Uvod

Namen transformiranja sporocila pred posiljanjem (ali hranjenjem) in-
formacije je lahko razlicen:
e dodajanje kontrolnih bitov, ki nam omogoc¢ajo odkrivanje in odpravljanje
morebitnih napak po prejetju ali ponovnem branju;
e zakritje teksta pred nepooblaséeno osebo;

e kompresija teksta, da se izognemo nepotrebni informaciji.

Teorija kodiranja se ukvarja s prvo moZnostjo, z drugo kriptografija,
medtem ko ostaja zadnja obi¢ajno v domeni inZenirjev. Prenosni mediji,
na primer telefonske linije, omreZja in satelitske povezave, ter mediji za
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shranjevanje, na primer opti¢ni in magnetni diski, trakovi, obi¢ajno Se zdale¢
niso popolni. Ce Zelimo zanesljive prenose in hranjenje v podatkovnih bazah,
potem so kode za odpravljanje napak nepogresljive. Eden izmed zgodnjih
uspehov teorije kodiranja je kvaliteta slik, ki jih poSiljajo sateliti. Ce ne
bi uporabljali kod za odpravljanje napak, posiljke ne bi vsebovale slik, na
Zemljo bi priSel le naklju¢en Sum! :

Vesoljska sonda Cassini je na svoji poti k Saturnu posnela Jupiter. Saturn je dosegla
julija 2004 (glej http://www.ssd.rl.ac.uk/news/cassini/mission/cas.html) in od tam
posilja slike na Zemljo. Sonda je prepotovala Ze milijardo kilometrov, v prihodnjih
§tirih letih pa bo 76-krat obkrozila Saturn in izvedla 52 preletov v bliZino sedmih izmed
31 znanih Saturnovih lun. Je najve¢ja medplanetarna sonda doslej, uporablja pa tudi
Reed-Solomonove kode (na kratko RS-kode) za prenos podatkov na Zemljo. Cassini
je skupen projekt NASA ter evropske in italijanske vesoljske agencije, ki vkljucuje
4300 ljudi in je vreden 3.3 milijarde dolarjev. Na dan lahko poglje na,Zemljo do 4 GB
podatkov. ‘

Drugi zelo pomemben uspeh RS-kod pa so zgoséenke (CD in DVD). Njihovo
matemati¢no plat smo opisali Ze v Preseku [7].

V tem sestavku bomo torej spoznali kode, ki sta jih v 60. letih prejsnjega
stoletja vpeljala Irving Reed in Gustave Solomon [9]. Takrat sta bila zapo-
slena v enem izmed Lincolnovih laboratorijev na slovitem MIT. Za svoje
kode sta uporabila ve¢ kot 100 let staro teorijo konénih obsegov francoskega
matematika Evarista Galoisa. Reed-Solomonov ¢lanek je predlagal zelo ele-
ganten nacin procesiranja podatkov, vendar pa se nihée ni zavedal pravega
pomena, npr. ali je tak nain res praktifen (in tedaj verjetno sploh ni bil).
Kar nekaj éasa je bilo treba, da je tehnologija ujela korak s teorijo in omogo-
¢ila u¢inkovite implementacije teh kod (v 60. letih prejinjega stoletja ni bilo
hitre digitalne elektronike, vsaj glede na dana$nje standarde). Prvi korak
v to smer pa je bila ugotovitev, da so Reed-Solomonove kode samo pose-
ben primer SirSega razreda ciklicnih BCH-kod. Danes so RS-kode primer
ucinkovitih in popularnih kod na Stevilnih podrocjih, kot so:

e naprave za skladiS¢enje/hranjenje podatkov (trdi diski, CD, DVD ...) in
njihovo branje (predvajalniki, digitalna televizija ...);

e brezzi¢ne komunikacije (mobilni telefoni, mikrovalovne povezave ... );

e satelitske komunikacije (Voyager, Mariner, Mars Lander, Cassini ... );

e modemi za Sirokopasovne povezave (ADSL, xDSL ...).

Prednost RS-kod je v tem, da znajo z enako lahkoto popraviti simbol z eno
samo bitno napako kakor tudi simbol, pri katerem so napac¢ni vsi biti. Zato
so RS-kode posebej primerne za odpravljanje grozdnih napak (tj. napak, kjer
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se napacni biti drZijo skupaj). To pa pomeni, da so RS-kode obéutljive za
enakomerno porazdeljene napake. Druge kode, kot npr. konvolucijske kode,
so boljse za odpravljanje naklju¢nih napak, zato pogosto bloke RS-kod %e
prej zakodiramo s konvolucijskimi kodami in tako omogoc¢imo odpornost
tako na grozdne kakor tudi na nakljuéne napake.

Ta ¢lanek je kratek uvod v Reed-Solomonove kode, ki doseZejo Single-
tonovo mejo (glej naslednji razdelek). Po razdelku, v katerem na kratko
opisemo najosnovnejse o kodah, je v tretjem razdelku opisan originalen pri-
stop Reeda in Solomona. Prepri¢amo se, da gre za linearne kode. Po kraj-
Sem razdelku o konénih obsegih pokaZemo v naslednjem razdelku s konéno
Fourierovo transformacijo, da so RS-kode ekvivalentne posebnemu razredu
linearnih cikli¢nih kod. V 5. razdelku predstavimo Se polinomski algoritem
za odkodiranje RS-kod.

2. Osnove kodiranja

Koda je podmnozica nekega prostora, v katerem je definirana razdalja.
Elementom kode bomo rekli tudi kodne besede. Kodiranje je prirejanje
kodnih besed posameznim informacijam. Ce pri prenosu/hranjenju kodne
besede ni prislo do napak, je odkodiranje obratno prirejanju. V naspro-
tnem primeru pa pri odkodiranju obicajno prejeto besedo ,popravimo“ tako,
da izberemo kodno besedo, ki je prejeti besedi najblizja. Temu re¢emo prin-
cip najbliZjega soseda. Precej raziskav na podrocju teorije kodiranja je
usmerjeno v izboljSavo razmerja med verjetnostjo, da je ugibanje odkodir-
nega postopka pravilno, in kompleksnostjo kodiranja in odkodiranja.

Intuitivno si lahko predstavljamo prostor kot veénadstropno stanovanj-
sko hiSo (blok), kodne besede pa so sredis€a izbranih sob. Informacijo pred-
stavimo (zakodiramo) tako, da v sredi§¢a nekaterih izbranih sob postavimo
zoge. Prenos informacij je potem podoben potresu, ki Zoge prestavlja. Od-
kodirni proces pa poskuSa Zoge vrniti nazaj v srediSca. Ce je potres zelo
mocan in Zoga konca v drugi sobi, potem pride do napacnega popravka,
kadar pa Zoga ne zapusti sobe, vsaj na prvi pogled ni problema.

Najpogosteje si za prostor izberemo mnozico vseh n-teric s simboli iz
neke konéne mnozice F', imenovane tudi abeceda:

F® = {{ap;01,-++58n-1) |8 € F, 1 =0,1;..+,8—1}-

Razdalja kode je najmanjsa razdalja med razli¢cnimi kodnimi besedami. V
tem primeru je razdalja med dvema n-tericama Stevilo mest, na katerih se
razlikujeta. Pravimo ji tudi Hammingova razdalja, po enem izmed pio-
nirjev teorije kodiranja. Kadar je koda podmnozica takega prostora, reGemo,
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da gre za blo¢ne kode dolZine n. Obi¢ajno razbijemo dano sporoéilo na
bloke fiksne dolZine (oznaka k, kjer je 0 < k < n), ki jih nato poveZemo s
kodnimi besedami z neko bijektivno korespondenco. Taka korespondenca
je posebno naravna, kadar kodo predstavlja k-razseZen linearen podpro-
stor n-razseznega vektorskega prostora. Tedaj recCemo, da gre za linearno
(n, k)-kodo.

Lahko pa bi si za prostor izbrali tudi kaj drugega, na primer graf, kjer
je razdalja med dvema vozlis¢éema dolzina najkrajSe poti med njima. Za
uvod v teorijo kodiranja glej Jurisié¢ [7], Klavzar [8] ter Vanstone in Van
Oorschot [11], za referenéno knjigo pa Pless idr. [5].

Ce privzamemo odkodirni princip najblizZjega soseda, ima koda, ki od-
pravi (do) t napak, razdaljo d > 2t + 1, saj morajo biti krogle s sredistem
v kodnih besedah in radijem t disjunktne. Pri kodi nas najbolj zanima, ko-
liko napak lahko odpravimo glede na to, koliko kontrolnih bitov smo dodali
osnovni informaciji. V tej smeri nam pomaga naslednji rezultat:

Lema 1 (Singletonova meja [10]). Naj bo C blo¢na koda dolZine n nad
abecedo s q elementi in d njena razdalja. Potem je Stevilo elementov kode C
kvecjemu ¢"9t1,

Dokaz. Naj bo C’ koda, ki jo konstruiramo iz kode C' tako, da izberemo
d—1 koordinat in jih zbriSemo v vseh kodnih besedah. Ker je razdalja kode C'
enaka d, imata obe kodi enako $tevilo elementov (iz razli¢nih elementov
kode C nismo mogli dobiti istega elementa kode C’). Koda C’ ima dolZino
n —d+ 1, zato ima (in s tem tudi koda C) najved ¢"~4*! elementov. =

Ce izberemo za sporoéila vse mone k-terice nad abecedo s q elementi ter
obstaja bijekcija med sporoéili in kodnimi besedami iz C' C F™, ima koda C'
¢"* elementov in pravimo, da gre za (n, k)-kodo. V tem primeru se Single-
tonova meja prevede v zgornjo mejo za razdaljo kode:

d<n—-k+1. (1)

Od tod in iz neenakosti 2t + 1 < d sledi, da ima koda vsaj 2t kontrolnih

bitov, tj.
n—k
< g

Torej lahko (n, k)-koda odpravi kve&jemu |(n — k)/2] napak.

Vpeljimo Se nekaj oznak, ki jih bomo uporabljali skozi celoten ¢lanek. Za
abecedo si izberimo elemente koncnega obsega s ¢ elementi, kjer je g potenca
nekega prastevila, oznaka F = GF(g) (angl. Galois Field). Ce je ¢ pratevilo,
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je GF(q) kar obseg Zg, v katerem ra¢unamo z ostanki po modulu ¢. Za razu-
mevanje ¢lanka si lahko bralec, ki mu pojem konénega obsega ni domac, pod
kon¢nim obsegom predstavlja kar le-tega. Mnozica F™ z obi¢ajnim seSteva-
njem in mnoZenjem po komponentah je vektorski prostor nad F. éeprav
ne bi bilo nujno, bomo obravnavo poenostavili in v nadaljevanju privzeli,
da je dolzina kodnih besed enaka kar n = ¢ — 1. Dobro je znano, da je
multiplikativna grupa konénega obsega I cikli¢na. To pomeni, da obstaja v
F primitiven element o, tj. tak element o € F, da je o™ =1 in o # 1 za
vsaki € {1,...,n—1}.

3. Polinomi

Reed in Solomon sta vpeljala RS(n, k)-kode s pomocjo polinomov. Za
sporocilo

k
m = (mo,ml,. . ,mk_l) eF
s prirejenim polinomom m(z) = mg + miz + - - + mg_12¥ 1 izratunamo
vrednosti ¢; = m(at), i € {0,...,n — 1} in iz njih sestavimo kodno besedo

Cc= (co,cl,...,cn_l) .

Da bo odkodiranje moZzno, mora seveda veljati kK < n. V tem primeru
nas Lagrangeeva formula za polinomsko interpolacijo prepri¢a, da ni prevec
pricakovati obstoj odkodirnega algoritema za RS-kode, ki bi opazil morebitne
nepravilnosti in jih odpravil. Bistveno vpraSanje pa je, ali je tak algoritem
ucinkovit. Prvi postopek za odkodiranje sta predlagala Reed in Solomon.
Le-ta temelji na resevanju velikega Stevila sistemov enacb. Ko sprejmemo
kodno besedo ¢ = (¢, ¢1, - . ., €n—1), lahko sporocilo m = (mg, my, ..., mg_1)
izratunamo iz naslednjega (predoloenega) sistema enach:

G = Dy -+ Wy + mo 4+ mg_1,
¢ = my + mao + moa? ot Mgkl

g = mo + mia® + moat 4ot my_a2®D (3)
Ch—1 = Mgy —+ mlan_l + m2a("“1)‘2 Ay s mk_la(n-l)(k—l).

Poglejmo mnoZico poljubnih k enacb, ki ustrezajo k-elementni podmnoZici

{a1,a2,...,a;} C {l,a,...,a”_l}.
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Njihovi koeficienti tvorijo Vandermondovo matriko z determinanto

1 a1 6F = a’}:_i
5 !
1 ax a3 ... a2: _ H (a; — a). @)
1 ap af ..oabl| e
Le-ta je v obsegu F razli¢na od 0, saj je a; # aj za vse 4,5 € {1,...,k}, za

katere velja i # j. Zato ima sistem enoli¢no reSitev v .

Ce se pri prenosu ne bi pojavila napaka, bi lahko z izbiro poljubne
k-elementne podmnozice obrnljivih elementov v F dobili sistem enacb, iz ka-
terega bi lahko doloéili celotno sporoéilo (my, ..., mg_1). Tako k-elementno
podmnozico lahko izberemo na (Z) nacinov. Ce pa pri prenosu nastanejo
napake, nam lahko razli¢ni sistemi enaCb dajo razlicne resitve. Naslednja
lema nam zagotovlja, da se prava reSitev pojavi najveckrat, Ce le Stevilo

napak ni preveliko.

Lema 2. Ce pride pri prenosu ali pri branju kodne besede (coy---yCn—1)
RS(n, k)-kode do s napak, se pri reSevanju podsistema k-tih enacb iz (3)
pojavi napacna resitev (k-terica) najved

(s 3 : B 1) -krat.

Dokaz. Enacbe sistema (3) ustrezajo hiperravninam v k-razseznem prostoru.
Zaradi linearne neodvisnosti poljubnih k& vektorjev, ki dolo¢ajo te hiperrav-
nine, se poljubnih k hiperravnin seka v eni tocki (4). V napa¢ni tocki pa
se lahko seka najve¢ s + k — 1 hiperravnin, saj je med njimi lahko najvec
k — 1 takih, ki se pri prenosu niso spremenile (k nespremenjenih ena¢b nam
namreé Ze da pravo reSitev) in najve¢ s takih, ki so se spremenile. Napa¢no
totko (tj. k-terico) lahko dobimo torej na najveé¢ toliko nadinov, kot smo
zeleli dokazati. m

Izrek 3. RS(n,k)-koda je linearna (n, k)-koda.

Dokaz. Naj bosta ¢ in ¢’ poljubni kodni besedi RS-kode ter m(z) in m/(z)
polinoma sporocila, katerima ustrezata ti dve kodni besedi. Potem za A,
NeFinie{0,1,...,n—1} velja

(Ac+ X)), = xm (a)) +XNm/ (o) = p (o),
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kjer je p(x) = Am(z) + A'm/(z). Od tod sledi, da je Ac + )¢’ kodna beseda,
ki ustreza sporoéilu Am + X'm’ in je RS-koda linearna. Kodne besede a; :=

(1,a%,a%,...,a V) s prirejenimi polinomi z%, i € {0,1,...,k — 1} so
linearno neodvisne, saj jih lahko zloZimo v Vandermondovo matriko, katere
determinanta je razlicna od ni¢, ker so $tevila 1,a,a2,...,a*"! paroma
razli¢na.

Potrebno je le Se preveriti, da je poljubna kodna beseda ¢, ki ustreza

nekemu polinomu sporocila m(z) = Zf;ol m;x®, linearna kombinacija le-

teh:

c = (gmz (ao)i,gmi (al)i FL gmi (a”_l)i> =

k—1 _ _ _ k—1
= ZmZ ((ozo)Z , (al)z — (a"_1)1> = Zmiai.
i=0 =0
Torej je RS-koda res k-razseZna. m

Sedaj pa se prepricajmo, da za RS(n,k)-kode v Singletonovi oceni velja
enakost, tj. za dani naravni Stevili n in k odpravijo RS(n, k)-kode najvedje
mozno Stevilo napak.

Izrek 4. RS(n,k)-koda odpravi | (n — k)/2q| napak, njena razdalja pa je n—
k+1.

Dokaz. Privzemimo, da je pri prenosu RS-kodne besede prislo do s napak.
Potem dobimo po lemi 2 pri reSevanju vseh moZnih podsistemov k-tih enacb
vsako napa¢no reSitev najved (3+’,z_1)-krat, pravo pa (" °)-krat. Slednje
Stevilo je vecje natanko tedaj, ko jen—s > s+k—1oziroma s < (n—k+1)/2.
Ker je s celo stevilo, lahko RS-koda na ta nacin odpravi poljubnih | (n—k)/2]
napak. Torej je njena razdalja vsaj n—k+1. Iz izreka 3 sledi, da ima RS-koda
" elementov. Zaradi Singletonove meje (1) pa je razdalja enaka n — k + 1.
| |

Seveda je ta nacin za odkodiranje prepocasen, saj zahteva reSevanje (Z)
sistemov enacb velikosti k£ x k, kar je eksponentna ¢asovna zahtevnost glede

na k. V nadaljevanju bomo spoznali tudi polinomske algoritme.

4. Racunanje v konénih obsegih

Konéne obsege je vpeljal Galois v tridesetih letih 19. stoletja. V slovenski
literaturi so predstavljeni Ze v ucbeniku Algebra Ivana Vidava [12], pred
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kratkim pa smo v Preseku [7] lahko brali tudi o raunanju v (manjsih)
konénih obsegih. Zato si le na konkretnem primeru, ki ga bomo uporabljali
v naslednjih razdelkih, oglejmo, kako v praksi seStevamo in mnoZimo.

Obseg GF(2%) lahko skonstruiramo z razsiritvijo obsega Zy z ni¢lo a ne-
razcepnega polinoma p(x) = z* + z + 1, glej npr. Vidav [12, VIL5]. Obseg
GF(2*) je vektorski prostor nad Zs z bazo {1,a,a?,a}. Sestevanje v tem
obsegu je Cisto obicajno seStevanje vektorjev (aritmetika koeficientov se iz-
vaja v Zsg). Za mnoZenje je mnoZica nenicelnih elementov GF(2%) cikli¢na
grupa. NeniCelne elemente tega obsega predstavimo kar kot potence ele-
menta «. Ker je a ni¢la polinoma p(z) in je karakteristika obsega enaka 2,
velja a* = a + 1 in lahko potenco a* predstavimo s &etverico (1100). Po-
dobno iz a® = a? + « sledi, da lahko o predstavimo z (0110), o z (0011)
iniza” = a*+a® = a®+a+18e o’ z (1101). Ce ta postopek nadaljujemo
ter dodamo Se element 0, ki ga predstavimo z a®°, dobimo zvezo med ekspo-
nentno in vektorsko predstavitvijo elementov obsega GF(2%), glej tabelo 1.
MnoZenje je pri t. i. eksponentni predstavitvi obsega seveda enostavnejse,
npr.

o al® = al® = a3,

(pri zadnjem enacaju smo upostevali a'® = 1, saj je o generator multi-
plikativne grupe GF(2) in ima zato red 15), pri seStevanju v eksponentni
predstavitvi pa uporabimo ZechLog tabelo (tabela 1), s katero prevedemo
seStevanje na mnoZenje, npr. elementa o3 in o se$tejemo na naslednji nacin:

o® + 0 = 0®(1+ a?) = 030 ? = aBaf = oM.

Naj opomnimo, da je pri zelo velikih kon¢nih obsegih (ki jih uporabljamo
npr. v kriptografiji) sestavljanje ZechLog tabele, pa tudi njeno hranjenje,
absolutno prezahtevna naloga.

5. Reed-Solomonove kode kot linearne ciklié¢ne kode

Linearna koda C' C F™ je cikliéna, e je za vsako kodno besedo ¢ =
(co,c1,...,¢n—1) tudi njen cikli¢ni pomik, tj. beseda ¢ = (¢,_1,c¢0,c1,-- -,
¢n—2), kodna beseda. Zelo uporabno reprezentacijo cikli¢ne kode dobimo,
¢e kodne besede predstavimo s polinomi. Kodni besedi ¢ podobno kot pri
sporoéilu priredimo polinom c(z) = cg + c12 + -+ + cp_12" 1. Cikli¢nemu
pomiku potem ustreza polinom

1

dx)=cp1+coz+carz?+ - +ep o™ =z c(x) —cp—1(z™ —1).
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o' | 0000 1000 0100 0010 0001 1100 0110 0011
1 00 0 i 2 3 4 5 6

~

2@ | 0 oo 4 8 14 1 10 13

o' | 1101 1010 0101 1110 0111 1111 1011 1001
i 7 8 9 10 11 12 13 14
z(@) | 9 2 T F 12 111 & 3

Tabela 1. ZechLog tabela vektorske in eksponentne predstavitve obsega GF(24), ki
je generiran z ni¢lo a nerazcepnega polinoma p(z) = 14 = + z*. Z njo lahko prevedemo

sestevanje na mnozenje, saj iz enakosti a* + " = o™n*:h) (1 + ama"(k’h)_mi“(’“’h)) sledi,

da je dovolj za vsak i najti tako Stevilo z(i), da bo veljalo 1+ of = o,

V kolobarju polinomov R,, = F[z]/(z™ — 1), kjer gledamo polinome po mo-
dulu polinoma 2™ — 1, dobimo cikli¢ni pomik kar z mnoZenjem s polino-
mom z. Zato bomo pogosto enacili kodne besede s polinomi po modulu
polinoma z" — 1, tj. delali v kolobarju R,.

Za obravnavo cikli¢nih kod je izdelana lepa in zanimiva teorija, katere
osnove lahko najdemo v vecini u¢benikov iz teorije kodiranja, glej npr. Van-
stone idr. [11], mi pa se omejimo le na najnujnejse.

Izrek 5. Naj bosta n in k naravni stevili, n > k, g(x) monicen polinom (tj.
polinom z vodilnim koeficientom 1) stopnje n — k, ki deli polinom z™ — 1.
Potem je S = {a(z)g(z);deg(a) < k} ciklicen podprostor vektorskega pro-
stora Ry, in B = {g(z),xg(x),...,z* 1g(x)} baza podprostora S.

Dokaz. O¢itno je S podprostor v R,. PokaZimo, da je S cikli¢en, tj. za
polinom p(z) := a(z)g(z) € S moramo pokazati, da je tudi polinom p;(z) :=
zp(z) mod (2" —1) v S. To je o€itno, saj je razlika pi(z) — z p(x) deljiva
z ™ — 1, ki je deljiv z g(z), polinom p(x) pa je tudi deljiv z g(x). Zato je z
g(x) deljiv tudi polinom p;(x).

Sedaj pa pokazimo, da je mnoZica B baza podprostora S. Predposta-
vimo, da je poljubna linearna kombinacija Zf:—ol N\iz'g(z) enaka 0. Ce ob-
staja najvedji indeks j, za katerega je \; # 0, potem je koeficient ob z"~*+J
enak \;, kar pomeni, da mora biti A; = 0. Torej je B res mnozica linearno
neodvisnih vektorjev.

Enostavno preverimo 8e, da vektorji iz B napenjajo ves podprostor S.
Vzamemo poljuben p(z) € S, potem je p(z) = a(x)g(z) za neki a(z) = ag +
a1z + - +ag_12*71. Torej je p(z) = apg(z) +arzg(z) +- - - +ap_12" 1g(z)
res linearna kombinacija polinomov iz {g(z), zg(z),...,z* 1g(z)}. =
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Podmnoizica S je ideal komutativnega kolobarja R, Ce je zaprta za seSte-
vanje in je za vsak 7 € R in za vsak s € S tudi rs € S. Izrek nam torej pove,
da je vsak k-razsezni podprostor S, ki ustreza idealu/kodi v R,, generira-
nemu s polinomom g(z) stopnje n — k, ki deli ™ — 1, cikli¢en. Polinom g(x)
imenujemo generatorski polinom linearne cikli¢ne kode S.

Kolobar R, je glavni kolobar, tj. vsak njegov ideal je generiran z enim
samim polinomom. Ni se tezko prepricati, da ideali v R,, ustrezajo natanko
cikliénim kodam v F™. Ustrezen polinom cikli¢ne kode deli modul z™ — 1.
Kodiranje pri cikli¢nih kodah je potem kar mnoZenje polinoma sporocila z
generatorskim polinomom g¢(z).

RS-kode lahko opiSemo tudi kot posebne vrste linearne cikli¢ne kode.

Izrek 6. Naj bo F koncen obseg s q elementi inn := q— 1. Naj bo k tako
Stevilo, da veljo 1 < k < mn ind :=n—k+ 1 ter a primitiven element
v F. Koda Ci naj bo linearna ciklicna koda z generatorskim polinomom
g(z) = (z—a)(z —a?)... (x—a1), koda Cy pa naj bo RS-koda, pri kateri
sporocilum € F* s prirejenim polinomom m(z) = mo+myz+-- Ay qxkl
priredimo kodno besedo (m(a),m(a?),...,m(a")). Potem kodi Cy in Co
sestavljajo iste kodne besede.

Naj opozorimo, da zgornji izrek ne trdi, da istemu sporocilu v obeh primerih
priredimo isto kodno besedo in da izrek velja tudi, ¢e pogoj n = q — 1
zamenjamo s (¢ — 1) | n.

Dokaz. Naj bo ¢ = (cg,c1,---,cn—1) beseda iz kode Cj, ki pripada sporo-
¢ilu m. Prirejeni polinom c(x) = cy + c12 + - -+ + c,_12" ' potem lahko
zapiSemo v obliki ¢(z) = m(x)g(z). Prepri¢ajmo se, da je beseda c tudi v
kodi Cs. Torej je treba poiskati tak polinom f(z) stopnje najve¢ k — 1, da
bo ¢; = f(a*) zai € {0,...,n—1}. Najbo p(z) = po+prz+-- - +pp-12""},
tako da velja

bj = s j=0,...,n—1. (5)

, n-1 c(a——j) IR n—1 /n-1 ' -
pla’) = Z n (o) = -~ Z (Z choz”h) o'l =

j=0 7=0 \h=0
1 n—1 n—1

== Z ch o) =
K h=0 3=0
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Pri zadnjem enacaju smo upostevali, da je izraz v zadnjem oklepaju enak n
za h = 1, sicer pa 0. To vidimo takole: « je primitiven element, zato je
a™ = 1in a # 1, se pravi, da je « ni¢la polinoma (z" — 1)/(z — 1) =
1+2 422+ 42" 1; enako velja tudi za vse potence a, ki so razliéne od
ena.

Polinom c¢(z) je deljiv s polinomom g(z), zato so a,a?...,a% ! tudi
njegove nicle. Ker jed—1=mn—k, to pomeni,dazaje {n—1,n-2,... k}
velja c(a™) = c¢(a™7) = 0 in zato tudi p; = 0. Torej ima polinom p(z)
stopnjo najve¢ k — 1 in si ga lahko izberemo za iskani polinom f(z). Ker je
bilo m poljubno sporoéilo iz F¥, sklepamo, da velja C; C Cs.

Kon¢no iz izrekov 3 in 5 sledi, da sta kodi C; in Cs linearni in k-razseni,
torej mora veljati enakost C7 = Csy. m

Pravkar dokazani izrek nam da alternativno definicijo RS-kod. Le-ta
omogoca enostavno in hitro odkodiranje, ki ga bomo predstavili v nasle-
dnjem razdelku. Zgoraj opisana transformacija, ki preslika c(z) v f(z), je
znana kot (inverzna) Fourierova transformacija v koné¢nih obsegih in je
diskreten analog Fourierove transformacije v analizi [3, Ch. 6].

6. Polinomski algoritem za odkodiranje

Naj bo F koncen obseg s ¢ elementi in n := ¢ — 1. Naj bo k tako &tevilo,
daveljal <k <nind:=n-—k+ 1. Naj bo a primitiven element v F in

g(z) = (z —a)(z—a?)...(x —a®?).

Obravnavamo odkodiranje pri RS(n, k)-kodi, generirani s polinomom g(z).
Naj bo ¢(z) = a(z)g(z) poslana kodna beseda, r(z) pa prejeta beseda.
Lahko jo zapiSemo v obliki

r(z) = c(z) +e(z), (6)

kjer je e(x) polinom napake. Ce pri prenosu ni prislo do napake, je e(z)
enak ni¢ in je polinom r(x) deljiv z g(z). Polinom sporoéila a(z) dobimo iz
r(z) kar z deljenjem s polinomom g(z). Ce je prislo do napake, pa bo od-
kodiranje tezje. Opisali bomo metodo, ki odkodiranje prevede na resevanje
posebnega sistema enacb.

Vemo, da obstajata taka polinoma h(z) in s(z), da je

r(z) = h(z) - g(z) +s(x) in deg(s(z)) < deg(g(z)). (7)
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Polinom s(z) imenujemo sindrom prejete besede r(z). Ker so o, o?, ...,

a4~ nicle polinoma g(z) in zato tudi polinoma c(z), velja zaradi (6) in (7)
naslednja zveza:

r(e')=e(a)=s(a') zai=1,..,d-1. (8)
Predpostavimo, da pri prenosu ni prislo do ve¢ kot £ < |(d — 1)/2] na-
pak, kolikor jih koda najve¢ lahko odpravi. Naj bodo ag,ai,...,ap_1 €
{0,...,n — 1} mesta v kodni besedi, na katerih je priglo do napake. Potem

lahko polinom e(z) zapiSemo v obliki

-1
e(x) :Z Az
=0

Koli¢ino s(a') oznacimo s S;. Eksponenti a; v potenci a% nam povedo
poloZaje napak, zato Stevila a® imenujemo lokatorji napak. Vrednosti \;
pa so velikosti napak. Iz (8) dobimo sistem enacb

-1 . -1 '
Si = )\j(oﬂ)aj = )\j(aaj)z za i = 1, coe ,d =1 (9)
=0 =0
z neznankami \; in a%, j = 0,...,£ — 1. Z uvedbo oznak X; = a%,

j=0,...,—1, sistem (9) zapiSemo v obliki

Sl = >\0X() i )\le R o )\E—lXE—la
Sa = XXZ  + MX? 44 M X2, 10)

Sic1 = XXE A+ MXP 44+ N X

Ta sistem d — 1 enacb z 2/ neznankami (\; in X;) se je v preteklosti po-
javil pri reSevanju razli¢nih problemov, glej Barg [1]. Prvi se je verjetno z
njim ukvarjal baron de Prony Ze okrog leta 1795 pri reSevanju nekega inter-
polacijskega problema. Zanimivo je, da so razli¢ni avtorji predlagali precej
podoben nacin za reSevanje sistema (10), ki ga bomo opisali spodaj. Najprej
pois¢emo vrednosti X, nato pa lahko iz sistema (10) pois¢emo Se velikosti
napak, saj je sistem enacb za A;, i =0,...,¢ — 1, linearen.

Naj bo o(z) = 1+ 012+ 0922+ - - - + 02’ polinom lokatorjev napake
oziroma bolj precizno polinom, ki ima za ni¢le ravno inverzne vrednosti
lokatorjev napak, tj. Hf;é(l — Xjx). Zato velja:

NX[To(X;1) =0 zaj=0,...,£—1, (11)
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kjer je u naravno Stevilo manjse ali enako £. SeStejmo enacbe (11), uposte-
vajmo Se sistem (10) in dobimo

0= ZZ_E)\J’X;“‘ (1 + éain—’) = Sute + g o; 5 )\ij+“_i =
5=0 i=1 i=1  j=0
= Sutre+ ) 0iSeru—si,
i=1
kar je rekurzivna enacba za zaporedje {S;}:
01Sute—1 4+ 028yte—2+ -+ + 048y = —Syte- (12)

Ko u tece od 1,...,4, dobimo sistem linearnih enacb za o;, 7 =1,...4, ki ga
lahko zapiSemo v matri¢ni obliki

S S ... S a0 Sy

5?2 5"3 Se.+1 Ue.—1 - Se‘+2 (13)

5@ Se.+1 " 522—1 0.1 S‘ze

Vnaprej ne poznamo ¢, zato namesto z £ ra¢unamo z |(d — 1)/2]. IzkaZe se,
glej npr. [4, str. 149], da je rang matrike sistema v tem primeru enak tevilu
napak. Ko poznamo Stevilo napak, lahko iz sistema (13) izra¢unamo koe-
ficiente polinoma o(z). Da dobimo lokatorje napak, moramo poiskati ni¢le
o(z) in njihove inverze. Ker smo v kon¢nem obsegu, nicle lahko pois¢emo
tudi tako, da kar po vrsti preizkuSsamo elemente obsega (v praksi namred
obseg nima ve¢ kot 32 elementov).

Algoritem za odkodiranje Reed-Solomonovih kod, ki smo ga predstavili
zgoraj, je bistveno hitrejsi od tistega iz drugega. razdelka, saj je polinomski.
Resimo le dva sistema enac¢b (13) in (10) velikosti O(d x d), i§¢emo inverze
¢ elementov, ki so lahko shranjeni tudi v tabeli, ter vrednosti polinoma o(z)
v najve¢ n tockah. Skupna zahtevnost algoritma je v najslabsem primeru
enaka O(n?).

Z iskanjem algoritmov za dekodiranje RS-kod so se ukvarjali stevilni razi-
skovalci. Med njimi je bil tudi Elwyn Berlekamp, profesor elektrotehnike
na kalifornijski univerzi v Berkeleyu, ki je konec 60. let prejinjega stoletja
odkril u¢inkovit algoritem za odkodiranje RS-kod [2]. Danes ga poznamo
pod imenom Berlekamp-Masseyev algoritem in je izrednega pomena tudi v
kriptografiji. Njegova predstavitev Zal presega okvire tega ¢lanka. Odkodi-
ranje porabi tipi¢no do 10-krat ve¢ strojne opreme (npr. logike, pomnilnika,
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