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NAVODILA SODELAVCEM OBZORNIKA ZA ODDAJO PRISPEVKOV

Obzornik za matematiko in fiziko objavlja znanstvene in strokovne članke iz matematike,

fizike in astronomije, včasih tudi kak prevod. Poleg člankov objavlja prikaze novih knjig

s teh področij, poročila o dejavnosti Društva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije

ter vesti o drugih pomembnih dogodkih v okviru omenjenih znanstvenih ved. Prispevki

naj bodo zanimivi in razumljivi širšemu krogu bralcev, diplomantov iz omenjenih strok.

Članek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sedež institucije, kjer avtor(ji) de-

la(jo), izvleček v slovenskem jeziku, naslov in izvleček v angleškem jeziku, klasifikacijo

(MSC oziroma PACS) in citirano literaturo. Slike in tabele, ki naj bodo oštevilčene, morajo

imeti dovolj izčrpen opis, da jih lahko večinoma razumemo ločeno od besedila. Avtorji

člankov, ki želijo objaviti slike iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje

(copyright). Prispevki morajo biti poslani v dvojniku, natisnjeni enostransko na belem

papirju formata A4. Zaželena velikost črk je 12 pt, razmik med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke pošljite odgovornemu uredniku ali uredniku za matematiko oziroma fiziko na

zgoraj napisani naslov uredništva. Vsak članek se: praviloma pošlje vsaj enemu anoni-

mnemu recenzentu, ki mora predvsem natančno oceniti, kako je obravnavana tema pred-

stavljena, manj pomembna pa je originalnost (in pri matematičnih člankih splošnost) rezul-

tatov. Če je prispevek sprejet v objavo in če je besedilo napisano z računalnikom, potem

urednik prosi avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj bodo praviloma napisane v eni od

standardnih različic urejevalnikov TjEX oziroma I8TpX, kar bo olajšalo uredniški postopek.
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Reed-Solomonove kode so izjemno uspešne na področju hranjenja podatkov (CD,

DVD) ter prenašanja podatkov v našem osončju (sonda Cassini je po sedmih letih vstopila

v Saturnovo orbito in bo naslednja štiri leta od tam pošiljala slike na Zemljo). V sestavku

obravnavamo Reed-Solomonove kode. Opišemo originalen pristop Reeda in Solomona

ter pristop z linearnimi cikličnimi kodami. Povezava med njima je izpeljana s končno

Fourierovo transformacijo. Predstavimo tudi polinomski algoritem za njihovo odkodiranje.

REED-SOLOMON CODES

Reed-Solomon codes are thriving with its applications in the field of data storage (CD,

DVD) and data transmition in our solar system (after seven years Cassini space probe has

reached Saturn's orbit and will be sending images back to Earth for the next four years).

Reed-Solomon codes are described via two different approaches: the original approach of

Reed and Solomon using interpolation polynomials and the classical approach with linear

cyclic codes. 'The connection between these two approaches is established through the

finite Fourier transform. We also present a polynomial decoding algorithm.

1. Uvod

Namen transformiranja sporočila pred pošiljanjem (ali hranjenjem) in-

formacije je lahko različen:

e dodajanje kontrolnih bitov, ki nam omogočajo odkrivanje in odpravljanje

morebitnih napak po prejetju ali ponovnem branju;

e zakritje teksta pred nepooblaščeno osebo;

e kompresija teksta, da se izognemo nepotrebni informaciji.

Teorija kodiranja se ukvarja.s prvo možnostjo, z drugo kriptografija,

medtem ko ostaja zadnja običajno v domeni inženirjev. Prenosni mediji,

na primer telefonske linije, omrežja in satelitske povezave, ter mediji za
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shranjevanje, na primer optični in magnetni diski, trakovi, običajno še zdaleč

niso popolni. Če želimo zanesljive prenose in hranjenje v podatkovnih bazah,

potem so kode za odpravljanje napak nepogrešljive. Eden izmed zgodnjih

uspehov teorije kodiranja je kvaliteta slik, ki jih pošiljajo sateliti. Če ne

bi uporabljali kod za odpravljanje napak, pošiljke ne bi vsebovale slik, na .

Zemljo bi prišel le naključen šum! g

Vesoljska sonda Cassini je na svoji poti k Saturnu posnela Jupiter. Saturn je dosegla

julija 2004 (glej http://www.ssd.rl.ac.uk/news/cassini/mission/cas.html) in od tam

pošilja slike na Zemljo. Sonda je prepotovala že milijardo kilometrov, v prihodnjih

štirih letih pa bo 76-krat obkrožila Saturn in izvedla 52 preletov v bližino sedmih izmed

31 znanih Saturnovih lun. Je največja medplanetarna sonda doslej, uporablja pa tudi

Reed-Solomonove kode (na kratko RS-kode) za prenos podatkov na Zemljo. Cassini

je skupen projekt NASA ter evropske in italijanske vesoljske agencije, ki vključuje

4 300 ljudi in je vreden 3.3 milijarde dolarjev. Na dan lahko pošlje nayZemljo do 4 GB

podatkov.

Drugi zelo pomemben uspeh RS-kod pa so zgoščenke (CD in DVD). Njihovo

matematično plat smo opisali že v Preseku [7]. |

V tem sestavku bomo torej spoznali kode, ki sta jih v 60. letih prejšnjega

stoletja vpeljala Irving Reed in Gustave Solomon [9]. Takrat sta bila zapo-

slena v enem izmed Lincolnovih laboratorijev na slovitem MIT. Za svoje

kode sta uporabila več kot 100 let staro teorijo končnih obsegov francoskega

matematika Evarista Galoisa. Reed-Solomonov članek je predlagal zelo ele-

ganten način procesiranja podatkov, vendar pa se nihče ni zavedal pravega

pomena, npr. ali je tak način res praktičen (in tedaj verjetno sploh ni bil).

Kar nekaj časa je bilo treba, da je tehnologija ujela korak s teorijo in omogo-

čila učinkovite implementacije teh kod (v 60. letih prejšnjega stoletja ni bilo

hitre digitalne elektronike, vsaj glede na današnje standarde). Prvi korak

v to smer pa je bila ugotovitev, da so Reed-Solomonove kode samo pose-

ben primer širšega razreda cikličnih BCH-kod. Danes so RS-kode primer

učinkovitih in popularnih kod na številnih področjih, kot so:

e naprave za skladiščenje/hranjenje podatkov (trdi diski, CD, DVD ...) in

njihovo branje (predvajalniki, digitalna televizija ...);

e brezžične komunikacije (mobilni telefoni, mikrovalovne povezave ...);

e satelitske komunikacije (Voyager, Mariner, Mars Lander, Cassini ...);

e modemi za širokopasovne povezave (ADSL, xDSL ...).

Prednost RS-kod je v tem, da znajo z enako lahkoto popraviti simbol z eno

samo bitno napako kakor tudi simbol, pri katerem so napačni vsi biti. Zato

so RS-kode posebej primerne za odpravljanje grozdnih napak (tj. napak, kjer
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se napačni biti držijo skupaj). To pa pomeni, da so RS-kode občutljive za

enakomerno porazdeljene napake. Druge kode, kot npr. konvolucijske kode,

so boljše za odpravljanje naključnih napak, zato pogosto bloke RS-kod še

prej zakodiramo s konvolucijskimi kodami in tako omogočimo odpornost

tako na grozdne kakor tudi na naključne napake.

Ta članek je kratek uvod v Reed-Solomonove kode, ki dosežejo Single-

tonovo mejo (glej naslednji razdelek). Po razdelku, v katerem na kratko

opišemo najosnovnejše o kodah, je v tretjem razdelku opisan originalen pri-

stop Reeda in Solomona. Prepričamo se, da gre za linearne kode. Po kraj-

šem razdelku o končnih obsegih pokažemo v naslednjem razdelku s končno

Fourierovo transformacijo, da so RS-kode ekvivalentne posebnemu razredu

linearnih cikličnih kod. V 5. razdelku predstavimo še polinomski algoritem

za odkodiranje RS-kod.

2. Osnove kodiranja

Koda je podmnožica nekega prostora, v katerem je definirana razdalja.

Elementom kode bomo rekli tudi kodne besede. Kodiranje je prirejanje

kodnih besed posameznim informacijam. Če pri prenosu/hranjenju kodne

besede ni prišlo do napak, je odkodiranje obratno prirejanju. V naspro-

tnem primeru pa pri odkodiranju običajno prejeto besedo ,popravimo" tako,

da izberemo kodno besedo, ki je prejeti besedi najbližja. 'Temu rečemo prin-

cip najbližjega soseda. Precej raziskav na področju teorije kodiranja je

usmerjeno v izboljšavo razmerja med verjetnostjo, da je ugibanje odkodir-

nega postopka pravilno, in kompleksnostjo kodiranja in odkodiranja.

Intuitivno si lahko predstavljamo prostor kot večnadstropno stanovanj-

sko hišo (blok), kodne besede pa so središča izbranih sob. Informacijo pred-

stavimo (zakodiramo) tako, da v središča nekaterih izbranih sob postavimo

žoge. Prenos informacij je potem podoben potresu, ki žoge prestavlja. Od-

kodirni proces pa poskuša žoge vrniti nazaj v središča. Če je potres zelo

močan in žoga konča v drugi sobi, potem pride do napačnega popravka,

kadar pa žoga ne zapusti sobe, vsaj na prvi pogled ni problema.

Najpogosteje si za prostor izberemo množico vseh n-teric s simboli iz

neke končne množice F, imenovane tudi abeceda:

F" — ((a0,41,...,an-1)|a€ F, i50,1,...,n—-1).

Razdalja kode je najmanjša razdalja med različnimi kodnimi besedami. V

tem primeru je razdalja med dvema n-tericama število mest, na katerih se

razlikujeta. Pravimo ji tudi Hammingova razdalja, po enem izmed pio-

nirjev teorije kodiranja. Kadar je koda podmnožica takega prostora, rečemo,
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da gre za bločne kode dolžine mn. Običajno razbijemo dano sporočilo na

bloke fiksne dolžine (oznaka k, kjer je 0 < k < n), ki jih nato povežemo s

kodnimi besedami z neko bijektivno korespondenco. 'Taka korespondenca

je posebno naravna, kadar kodo predstavlja k-razsežen linearen podpro-

stor n-razsežnega vektorskega prostora. Tedaj rečemo, da gre za linearno

(n, k)-kodo.

Lahko pa bi si za prostor izbrali tudi kaj drugega, na primer graf, kjer

je razdalja med dvema vozliščema dolžina najkrajše poti med njima. Za

uvod v teorijo kodiranja glej Jurišič [7], Klavžar [8] ter Vanstone in Van

Oorschot [11], za referenčno knjigo pa Pless idr. [5].

Če privzamemo odkodirni princip najbližjega soseda, ima koda, ki od-

pravi (do) t napak, razdaljo d > 2% 4 1, saj morajo biti krogle s središčem

v kodnih besedah in radijem t disjunktne. Pri kodi nas najbolj zanima, ko-

liko napak lahko odpravimo glede na to, koliko kontrolnih bitov smo dodali

osnovni informaciji. V tej smeri nam pomaga naslednji rezultat:

Lema 1 (Singletonova meja [10]). Naj bo C bločna koda dolžine n nad

abecedo s g elementi in d njena razdalja. Potem je število elementov kode C

kvečjemu g"-4l,

Dokaz. Naj bo C' koda, ki jo konstruiramo iz kode C tako, da izberemo

d—1 koordinat in jih zbrišemo v vseh kodnih besedah. Ker je razdalja kode C

enaka d, imata obe kodi enako število elementov (iz različnih elementov

kode C nismo mogli dobiti istega elementa kode C"). Koda C' ima dolžino

n — d 41, zato ima (in s tem tudi koda C) največ g"—4H! elementov. m

Če izberemo za sporočila vse možne k-terice nad abecedo s g elementi ter

obstaja bijekcija med sporočili in kodnimi besedami iz C C F", ima koda C

a" elementov in pravimo, da gre za (n, k)-kodo. V tem primeru se Single-

tonova meja prevede v zgornjo mejo za razdaljo kode:

d<n-k41l. (1)

Od tod in iz neenakosti 2% - 1 < d sledi, da ima koda vsaj 2t kontrolnih

bitov, tj.

t< E - | (2)
2

Torej lahko (n, k)-koda odpravi kvečjemu |(n — k)/2| napak.

Vpeljimo še nekaj oznak, ki jih bomo uporabljali skozi celoten članek. Za

abecedo si izberimo elemente končnega obsega s g elementi, kjer je g potenca

nekega praštevila, oznaka F — GF(g) (angl. Galois Field). Če je g praštevilo,
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je GF(4) kar obseg Z,, v katerem računamo z ostanki po modulu g. Za razu-

mevanje članka si lahko bralec, ki mu pojem končnega obsega ni domač, pod

končnim obsegom predstavlja kar le-tega. Množica F" z običajnim sešteva-

njem in množenjem po komponentah je vektorski prostor nad F. Čeprav
ne bi bilo nujno, bomo obravnavo poenostavili in v nadaljevanju privzeli,

da je dolžina kodnih besed enaka kar n <— g — 1. Dobro je znano, da je

multiplikativna grupa končnega obsega F ciklična. To pomeni, da obstaja v

F primitiven element a, tj. tak element a € F, da je ax" <1 in a? 7 1 za

vsak ic (1,...,n— 1).

3. Polinomi

Reed in Solomon sta vpeljala RS(n, k)-kode s pomočjo polinomov. Za

sporočilo

k
m < (mo, Mi,..., Moi) EF

s prirejenim polinomom m(z) < mo 4 mi -'-" d- mgoja"7! izračunamo

vrednosti c; < m(a'), i € 10,...,n —1) in iz njih sestavimo kodno besedo

c < (co,C1,...,€n-1).

Da bo odkodiranje možno, mora seveda veljati k < n. V tem primeru

nas Lagrangeeva formula za polinomsko interpolacijo prepriča, da ni preveč

pričakovati obstoj odkodirnega algoritema za RS-kode, ki bi opazil morebitne

nepravilnosti in jih odpravil. Bistveno vprašanje pa je, ali je tak algoritem

učinkovit. Prvi postopek za odkodiranje sta predlagala Reed in Solomon.

Le-ta temelji na reševanju velikega števila sistemov enačb. Ko sprejmemo

kodno besedo c < (cg,ci,...,c,-1), lahko sporočilo m <— (mo, mi,..., Mk-1)

izračunamo iz naslednjega (predoločenega) sistema enačb:

co < mo ft m, tr. ma brit Mk,

ci < mMo - mja t mo? teA mpoaačti,
ca < mo - ma? 4 mad? deo mgaoč EM, (3)

Poglejmo množico poljubnih k enačb, ki ustrezajo k-elementni podmnožici

faj,a2,...,ax) C 4l,a,...,a"-W).
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Njihovi koeficienti tvorijo Vandermondovo matriko z determinanto

1 a; Ji NM obo

1 aa a; ... in — HI (a; —a;) a)

ah a? .. ak-1 Isi<jsko

Le-ta je v obsegu F različna od 0, saj je a; £ a; za vsei,j € (1,...,k], za

katere velja % -£ j. Zato ima sistem enolično rešitev v F.

Če se pri prenosu ne bi pojavila napaka, bi lahko z izbiro poljubne
k-elementne podmnožice obrnljivih elementov v F dobili sistem enačb, iz ka-

terega bi lahko določili celotno sporočilo (mo,...,rm;-1). Tako k-elementno

podmnožico lahko izberemo na () načinov. Če pa pri prenosu nastanejo

napake, nam lahko različni sistemi enačb dajo različne rešitve. Naslednja

lema nam zagotovlja, da se prava rešitev pojavi največkrat, če le število

napak ni preveliko.

Lema 2. Če pride pri prenosu ali pri branju kodne besede (co,...,cn-1)

RS(n, k)-kode do s napak, se pri reševanju podsistema k-tih enačb iz (3)

pojavi napačna rešitev (k-terica) največ

(' IH ' IH J -krat.

Dokaz. Enačbe sistema (3) ustrezajo hiperravninam v k-razsežnem prostoru.

Zaradi linearne neodvisnosti poljubnih k vektorjev, ki določajo te hiperrav-

nine, se poljubnih k hiperravnin seka v eni točki (4). V napačni točki pa

se lahko seka največ s -- k — 1 hiperravnin, saj je med njimi lahko največ

k —1 takih, ki se pri prenosu niso spremenile (k nespremenjenih enačb nam

namreč že da pravo rešitev) in največ s takih, ki so se spremenile. Napačno

točko (tj. k-terico) lahko dobimo torej na največ toliko načinov, kot smo

želeli dokazati. m

Izrek 3. RS(n, k)-koda je linearna (n, k)-koda.

Dokaz. Naj bosta c in € poljubni kodni besedi RS-kode ter m(£) in m'(£)

polinoma sporočila, katerima ustrezata ti dve kodni besedi. Potem za A,

XeFinic(10,1,...,n— 1) velja

(Xe4- Nč), <Am(a') - Xm' (0) <p(a'),
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kjer je p(£) < Am(£) 4 Xm/'(r). Od tod sledi, da je Ac- X'€ kodna beseda,

ki ustreza sporočilu Am -- AX'm' in je RS-koda linearna. Kodne besede a, :—

(1,a',aži,...,an-bi s prirejenimi polinomi 4', i € (0,1,...,k — 1) so
linearno neodvisne, saj jih lahko zložimo v Vandermondovo matriko, katere

determinanta je različna od nič, ker so števila 1,a,a?,...,a"-! paroma

različna.

Potrebno je le še preveriti, da je poljubna kodna beseda c, ki ustreza

nekemu polinomu sporočila m(£) <— kimi m;a', linearna kombinacija le-

teh:

c < ba te, m (a!)' HRANE Mm oa) —

k-i | Co ko

— $ m; ((a")' , (a!)" gres] (s!) z > mia;.
i—0 i—0

Torej je RS-koda res k-razsežna. m

Sedaj pa se prepričajmo, da za RS(n,k)-kode v Singletonovi oceni velja

enakost, tj. za dani naravni števili n in k odpravijo RS(n, k)-kode največje

možno število: napak.

Izrek 4. RS(n, k) -koda odpravi | (n — k)/2g| napak, njena razdalja pa je n—

kal.

Dokaz. Privzemimo, da je pri prenosu RS-kodne besede prišlo do s napak.

Potem dobimo po lemi 2 pri reševanju vseh možnih podsistemov k-tih enačb

vsako napačno rešitev največ (E-)).krat, pravo pa (" ")-krat. Slednje
število je večje natanko tedaj, ko je n—s > s-k—1 oziroma s < (n—k-4-1)/2.

Ker je s celo število, lahko RS-koda na ta način odpravi poljubnih |(n—k)/2]|

napak. Torej je njena razdalja vsaj n—k--l. Iz izreka 3 sledi, da ima RS-koda

a" elementov. Zaradi Singletonove meje (1) pa je razdalja enaka n — k -1.

Seveda je ta način za odkodiranje prepočasen, saj zahteva reševanje (z)

sistemov enačb velikosti k x k, kar je eksponentna časovna zahtevnost; glede

na k. V nadaljevanju bomo spoznali tudi polinomske algoritme.

4. Računanje v končnih obsegih

Končne obsege je vpeljal Galois v tridesetih letih 19. stoletja. V slovenski

literaturi so predstavljeni že v učbeniku Algebra Ivana Vidava [12], pred
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kratkim pa smo v Preseku [7] lahko brali tudi o računanju v (manjših)

končnih obsegih. Zato si le na konkretnem primeru, ki ga bomo uporabljali

v naslednjih razdelkih, oglejmo, kako v praksi seštevamo in množimo.

Obseg GF(2") lahko skonstruiramo z razširitvijo obsega Za z ničlo a ne-

razcepnega polinoma p(r) < 4? -- x -1, glej npr. Vidav [12, VII.5]. Obseg

GF(2%) je vektorski prostor nad Z, z bazo 41,a,a?,a$]). Seštevanje v tem

obsegu je čisto običajno seštevanje vektorjev (aritmetika koeficientov se iz-

vaja v Za). Za množenje je množica neničelnih elementov GF(2?) ciklična

grupa. Neničelne elemente tega obsega predstavimo kar kot potence ele-

menta a. Ker je a ničla polinoma p(r) in je karakteristika obsega enaka 2,

velja a? < a 4-1 in lahko potenco a? predstavimo s četverico (1100). Po-

dobno iz a? < a? 4-a sledi, da lahko a" predstavimo z (0110), a z (0011)

iniza' < A daš < aš4aslšea' z (1101). Če ta postopek nadaljujemo

ter dodamo še element 0, ki ga predstavimo z a??, dobimo zvezo med ekspo-

nentno in vektorsko predstavitvijo elementov obsega GF(2%), glej tabelo 1.

Množenje je pri t. i. eksponentni predstavitvi obsega seveda enostavnejše,

npr.

AS ab ab aš,

(pri zadnjem enačaju smo upoštevali a!Š — 1, saj je a generator multi-

plikativne grupe GF(2%) in ima zato red 15), pri seštevanju v eksponentni

predstavitvi pa uporabimo ZechLog tabelo (tabela 1), s katero prevedemo

seštevanje na množenje, npr. elementa a? in a? seštejemo na naslednji način:

aš Laš < aš(1 a?) < še — do — all.

Naj opomnimo, da je pri zelo velikih končnih obsegih (ki jih uporabljamo

npr. v kriptografiji) sestavljanje ZechLog tabele, pa tudi njeno hranjenje,

absolutno prezahtevna naloga.

5. Reed-Solomonove kode kot linearne ciklične kode

Linearna koda C C F" je ciklična, če je za vsako kodno besedo c <

(co, C1,...,€n-i) tudi njen ciklični pomik, tj. beseda € < (c,.1,c0,€1,...,

cn-2), kodna beseda. Zelo uporabno reprezentacijo ciklične kode dobimo,

če kodne besede predstavimo s polinomi. Kodni besedi c podobno kot pri

sporočilu priredimo polinom c(z) < co -- c,£ --'': 4 cp -ja"7!. Cikličnemu

pomiku potem ustreza polinom

1d(z) < cp bcoz deja? ee: 4d cp za! —< pe c(£) — ce, ala" —-1).
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a' | 0000 1000 0100 (0010 0001 1100 0110 0011

i oo (0) 1 2 3 4 5 6

) (0) co 4 8 14 1 10 13

a? | 1101 1010 0101 1110 0111 1111 1011 1001

i li 8 Ge lO radia, Ma raja cd
zli) | 9 2 7 Sij ala mi miso 3

>.4

Tabela 1. ZechLog tabela vektorske in eksponentne prdi obsega GF(2'), ki

je generiran z ničlo a nerazcepnega polinoma ple)—1-x--4'. Z njo lahko prevedemo

seštevanje na množenje, saj iz enakosti a" J-a" — amin(«.h) (1 - opek, kjennlakk,o sledi,
da je dovolj za vsak i najti tako število z(i), da bo veljalo 1 -- a' — a"),

V kolobarju polinomov R,, < F[z]/(x" — 1), kjer gledamo polinome po mo-

dulu polinoma x? — 1, dobimo ciklični pomik kar z množenjem s polino-

mom 4. Zato bomo pogosto enačili kodne besede s polinomi po modulu

polinoma 4" — 1, tj. delali v kolobarju R,,.

Za obravnavo cikličnih kod je izdelana lepa in zanimiva teorija, katere

osnove lahko najdemo v večini učbenikov iz teorije kodiranja, glej npr. Van-

stone idr. [11], mi pa se omejimo le na najnujnejše.

Izrek 5. Naj bosta n in k naravni števili, n > k, g(x) moničen, polinom (tj.

polinom z vodilnim koeficientom 1) stopnje n — k, ki deli polinom x" — 1.

Potem je S — fa(r)g(r);deg(a) < k) cikličen podprostor vektorskega pro-

stora R,, in B < 4g(r),2g(£),...,x"—!g(£)) baza podprostora S.

Dokaz. Očitno je S podprostor v R,. Pokažimo, da je S cikličen, tj. za

polinom p() :<— a(1)g(£) € S moramo pokazati, da je tudi polinom p;(r) :<

zp(x) mod (4? — 1) v S. To je očitno, saj je razlika p,(£) — z p(r) deljiva

z a" —1, ki je deljiv z g(£), polinom p(4) pa je tudi deljiv z g(z). Zato je z

g(x) deljiv tudi polinom p;(r).

Sedaj pa pokažimo, da je množica B baza podprostora S. Predposta-

vimo, da je poljubna linearna kombinacija so Xja?g(£) enaka 0. Če ob-

staja največji indeks j, za katerega je A; £ 0, potem je koeficient ob z"-"ti

enak A;, kar pomeni, da mora biti A; < 0. Torej je B res množica linearno

neodvisnih vektorjev.

Enostavno preverimo še, da vektorji iz B napenjajo ves podprostor S.

Vzamemo poljuben p(4) € S, potem je p(£) — a(14)g(z) za neki a(£) < ag

ajx ee: apoja"O], Torej je p(£) < aog(£) -a1xg(£) --: 4ap jak-lg(r)

res linearna kombinacija polinomov iz 49(1),4g(£),...,4"-!g(4)). m
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Podmnožica S je ideal komutativnega kolobarja R, če je zaprta za sešte-

vanje in je za vsak r ec R in za vsak s ec S tudi rs c S. Izrek nam torej pove,

da je vsak k-razsežni podprostor S, ki ustreza idealu/kodi v R,,, generira-

nemu s polinomom g(r) stopnje n — k, ki deli x" —1, cikličen. Polinom g(r)

imenujemo generatorski polinom linearne ciklične kode S.

Kolobar R,, je glavni kolobar, tj. vsak njegov ideal je generiran z enim

samim polinomom. Ni se težko prepričati, da ideali v Z,, ustrezajo natanko

cikličnim kodam v F". Ustrezen polinom ciklične kode deli modul x" — 1.

Kodiranje pri cikličnih kodah je potem kar množenje polinoma sporočila z

generatorskim polinomom g(4).

RS-kode lahko opišemo tudi kot posebne vrste linearne ciklične kode.

Izrek 6. Naj bo F končen obseg s g elementi in n :< g — 1. Naj bo k tako

število, da velja1 < k < n in d :< n— k 41 ter a primitiven element

v F. Koda C; naj bo linearna ciklična koda z generatorskim polinomom

g(r) < (e— a)(x—a?)...(1 — a47]), koda C> pa naj bo RS-koda, pri kateri

sporočilu m € F" s prirejenim polinomom m(£) < mo--mj,24-" -mgaako!

priredimo kodno besedo (m(a),m(a?),...,m(a")). Potem kodi C, in C>

sestavljajo iste kodne besede.

Naj opozorimo, da zgornji izrek ne trdi, da istemu sporočilu v obeh primerih

priredimo isto kodno besedo in da izrek velja tudi, če pogoj n < g—-l

zamenjamo s (9 — 1)|n.

Dokaz. Naj bo c < (co,c1,...,€n-1) beseda iz kode C;, ki pripada sporo-

čilu m. Prirejeni polinom c(1) < co - c1£ --':: 4 cp-i2"7! potem lahko

zapišemo v obliki c(£) < m(r)g(x). Prepričajmo se, da je beseda c tudi v

kodi C3. Torej je treba poiskati tak polinom f() stopnje največ k — 1, da

bo c; < f(a') zaš € 40,...,n—1). Naj bo p(£) < po pirat: At PnaET!,

tako da velja

p; — , j50,...,n—1. (5)

, o neloi) ,,; IR[E. GA;
pla') — >, PE (x) — n >, ba naci) al —

j50 j<0 Ahz0

1 n—1l n—1

——-— >, Ch ali-hi| —«,
m h<0 j50
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Pri zadnjem enačaju smo upoštevali, da je izraz v zadnjem oklepaju enak n

za h < i, sicer pa 0. To vidimo takole: a je primitiven element, zato je

a" < lin a % 1, se pravi, da je a ničla polinoma (4" — 1)/(7 — 1) <

l4ax4a? 4... 4 x"7l, enako velja tudi za vse potence a, ki so različne od

ena.

Polinom c(r) je deljiv s polinomom g(), zato so a,aš?,..., a! tudi

njegove ničle. Ker je d—1 < n—k, to pomeni, dazaj e (n—1l,n—2,...,k)

velja c(a7?) < c(a"-) < 0 in zato tudi p; < 0. Torej ima polinom p(r)

stopnjo največ k — 1 in si ga lahko izberemo za iskani polinom f(x). Ker je

bilo m poljubno sporočilo iz F", sklepamo, da velja C, C C..

Končno iz izrekov 3 in 5 sledi, da sta kodi C in C, linearni in k-razsežni,

torej mora veljati enakost C; < C5. m

Pravkar dokazani izrek nam da alternativno definicijo RS-kod. Le-ta

omogoča enostavno in hitro odkodiranje, ki ga bomo predstavili v nasle-

dnjem razdelku. Zgoraj opisana transformacija, ki preslika c(7) v f(r), je

znana kot (inverzna) Fourierova transformacija v končnih obsegih in je

diskreten analog Fourierove transformacije v analizi [3, Ch. 6].

6. Polinomski algoritem za odkodiranje

Naj bo F končen obseg s g elementi in n :< g—1l. Naj bo k tako število,

da veljal < k < nin d:< n—k-1. Naj bo a primitiven element v F in

9(r) <(z—a)(z—-a?)...(g- ah.

Obravnavamo odkodiranje pri RS(n, k)-kodi, generirani s polinomom g(7).

Naj bo c(£) < a(1)9(£) poslana kodna beseda, r(7) pa prejeta beseda.

Lahko jo zapišemo v obliki

r(£) — c(r) telr), (6)

kjer je e(£) polinom napake. Če pri prenosu ni prišlo do napake, je e(z)

enak nič in je polinom r(4) deljiv z g(£). Polinom sporočila a(7) dobimo iz

r(£) kar z deljenjem s polinomom g(x). Če je prišlo do napake, pa bo od-

kodiranje težje. Opisali bomo metodo, ki odkodiranje prevede na reševanje

posebnega sistema enačb.

Vemo, da obstajata taka polinoma h(4) in s(1), da je

r(£) — hr) -g(r) £s(7) in deg(s(r)) < deg(g(7)). (7)
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Polinom s(7) imenujemo sindrom prejete besede r(r). Ker so a, a?,...,

ad! ničle polinoma g(4). in zato tudi polinoma c(£), velja zaradi (6) in (7)

naslednja zveza:

r(x') celo) <s(o') zaičl,...,d-1. (8)

Predpostavimo, da pri prenosu ni prišlo do več kot £ < |(d — 1)/2| na-

pak, kolikor jih koda največ lahko odpravi. Naj bodo ao,ai,...,ag.1 E

10,...,n — 1) mesta v kodni besedi, na katerih je prišlo do napake. Potem

lahko polinom e(4) zapišemo v obliki

£—1

e(r) —) Aja%i,
jso

Količino s(a") označimo s S;. Eksponenti a; v potenci a": nam povedo

položaje napak, zato števila a" imenujemo lokatorji napak. Vrednosti A;

pa so velikosti napak. Iz (8) dobimo sistem enačb

£—1 | £—1 |

S; — Aj(a')%i — Ajla"i)" zaisel,...,d-1 (9)

j50 js0

z neznankami A; in a", j < 0,...,4 — 1. Z uvedbo oznak X; <— a",

j<0,...,£—1, sistem (9) zapišemo v obliki

S, < dMoXo - AiXi beeeA AgiXca,
S, < XM0Xh. — £ AiX]. Co te:A AnaXŽ,, (10)

Saga — AoXd? dt AXYE be Ana XE].

Ta sistem d — 1 enačb z 24 neznankami (A; in X;) se je v preteklosti po-

javil pri reševanju različnih problemov, glej Barg [1]. Prvi se je verjetno z

njim ukvarjal baron de Prony že okrog leta 1795 pri reševanju nekega inter-

polacijskega problema. Zanimivo je, da so različni avtorji predlagali precej

podoben način za reševanje sistema (10), ki ga bomo opisali spodaj. Najprej

poiščemo vrednosti X;, nato pa lahko iz sistema (10) poiščemo še velikosti

napak, saj je sistem enačb za A;, i<0,...,£ — 1, linearen.

Naj bo (1) < 140,74 091? 4-4 oga" polinom lokatorjev napake

oziroma bolj precizno polinom, ki ima za ničle ravno inverzne vrednosti

lokatorjev napak, tj. INO — Xja). Zato velja:

XjX;'"o(X7!) <0 zajso,...,£—1, (11)
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kjer je u naravno število manjše ali enako 4. Seštejmo enačbe (11), upošte-

vajmo še sistem (10) in dobimo

£—-1 4 4 £—1

O<P A;xjh ( de Maji) — Sue vo) Ajxihui —
js0 isl isl jeo0

< Dudt bt », OiŠeKu-i
isl

kar je rekurzivna enačba za zaporedje 48;3:

01, ge-1 b O2 Sue ee A OŠ, <E —S,ye. (12)

Ko vu teče od 1,...,4, dobimo sistem linearnih enačb za c;, i< 1,...4, ki ga

lahko zapišemo v matrični obliki

Si Sa ... S, Op Sea

Sa S3 .... Sa O4-1 Sea
NR - |e-[| (13)

Se Seja ... Saga 01 Sas

Vnaprej ne poznamo 4, zato namesto z £ računamo z |(d — 1)/2|. Izkaže se,

glej npr. [4, str. 149], da je rang matrike sistema v tem primeru enak številu

napak. Ko poznamo število napak, lahko iz sistema (13) izračunamo koe-

ficiente polinoma o(1). Da dobimo lokatorje napak, moramo poiskati ničle

o(x) in njihove inverze. Ker smo v končnem obsegu, ničle lahko poiščemo

tudi tako, da kar po vrsti preizkušamo elemente obsega (v praksi namreč

obseg nima več kot 32 elementov).

Algoritem za odkodiranje Reed-Solomonovih kod, ki smo ga predstavili

zgoraj, je bistveno hitrejši od tistega iz drugega. razdelka, saj je polinomski.

Rešimo le dva sistema enačb (13) in (10) velikosti O(d x d), iščemo inverze

£ elementov, ki so lahko shranjeni tudi v tabeli, ter vrednosti polinoma 0(7)

v največ n točkah. Skupna zahtevnost algoritma je v najslabšem primeru

enaka O(nš).

Z iskanjem algoritmov za dekodiranje RS-kod so se ukvarjali številni razi-

skovalci. Med njimi je bil tudi Elwyn Berlekamp, profesor elektrotehnike

na kalifornijski univerzi v Berkeleyu, ki je konec 60. let prejšnjega stoletja

odkril učinkovit algoritem za odkodiranje RS-kod [2]. Danes ga poznamo

pod imenom Berlekamp- Masseyev algoritem in je izrednega pomena tudi v

kriptografiji. Njegova predstavitev žal presega okvire tega članka. Odkodi-

ranje porabi tipično do 10-krat več strojne opreme (npr. logike, pomnilnika,
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procesorjevih ciklov) kot kodiranje. Običajno se uporabljajo strojne im-

plementacije RS-kod, vendar pa so danes zaradi občutno povečane hitrosti

mikroprocesorjev možne tudi programske implementacije (npr. Texas Instru-

ments daje na voljo brezplačen program za odkodiranje).

Primer 1. Oglejmo si kodiranje z RS(15, 9)-kodo nad obsegom GF(2"), ki

smo ga opisali v četrtem razdelku. Za primitivni element obsega pa si zopet

izberemo ničlo a modulskega polinoma. Razdalja kode je enaka d < 15 —

9 --1 — 7, tako da koda popravi do tri napake. Stopnja generatorskega

polinoma g(4) je n — k < 15— 9 < 6. Z uporabo tabele 3.1 izračunamo

9) — (z — a)(z — o")(z — a")(z — a')(z — a")(a — a?) —
— oš 4 Ada aša? 4 ataš 4d adtat 4 oda gas.

Kodiranje je množenje s polinomom g(4). Besedo m < (0,0,1,0,a'),0,a?,

0,0) zakodiramo torej kot c(£) < m(z)-g(r) < aša? po$a? pal lat gallašy

ol agš 4 ai Jaša z al2all 4 ažal? oziroma c <— (0,0,a$,0?, al1,0,a!1,0,

aH,4 aš,a!?,a?,0,0).

Poglejmo sedaj še, kako poteka odkodiranje. Če je prirejeni polinom

c(4) kodne besede c deljiv s polinomom g(4), potem je polinom sporočila

m(4) enak c(1)/g(£). Poskusimo odkodirati še prejeto besedo r s prirejenim

polinomom 7(£) < aŠa? 4 oda? da! 445 418 4 adg! 4 ašaŠ aša? Joža,

Polinom 7(r) ni deljiv z g(£), saj.je ostanek enak s(r) < a? 4 ax 4 aa? 4

al078 4 aša! 4 a?a?. Izračunamo S; — s(a') za i — 1,...,6 in dobimo

naslednje vrednosti:

0 oa? a?l. (14)

Matriko (14) enostavno prevedemo na zgornjetrikotno obliko. Od tretje vr-

stice odštejemo prvo, pomnoženo z a, in nato še drugo, pomnoženo z a4

(ker ima obseg karakteristiko 2, je odštevanje kar enako seštevanju). Dobimo

matriko ranga 2, kar pomeni, da je pri prenosu kodne besede najverjetneje

prišlo do dveh napak. Zato je treba rešiti sistem dveh enačb z dvema ne-

znankama va 3

a 0 O a

[% silajrlej us)
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