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NAVODILA SODELAVCEM OBZORNIKAZA ODDAJO PRISPEVKOV

Obzornik za matematiko in fiziko objavlja znanstvene in strokovne članke iz matematike,

fizike in astronomije, včasih tudi kak prevod. Poleg člankov objavlja prikaze novih knjig

s teh področij, poročila o dejavnosti Društva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije

in vesti o drugih pomembnih dogodkih v okviru omenjenih znanstvenih ved. Prispevki naj

bodo zanimivi in razumljivi širšemu krogu bralcev, diplomantov iz omenjenih strok.

Članek naj vsebuje naslov, ime avtorja (oz. avtorjev), sedež institucije, kjer avtor(ji) dela(jo),
izvleček v slovenskem jeziku, naslov in izvleček v angleškem jeziku, klasifikacijo (MSC

oziroma PACS) in citirano literaturo. Slike in tabele, ki naj bodo oštevilčene, morajo imeti

dovolj izčrpen opis, da jih lahko večinoma razumemo ločeno od besedila. Avtorji člankov,

ki želijo objaviti slike iz drugih virov, si morajo za to sami priskrbeti dovoljenje (copyright).

Prispevki morajo biti poslani v dvojniku, natisnjeni enostransko na belem papirju formata

A4. Zaželena velikost črk je vsaj 12 pt, razmik med vrsticami pa vsaj 18 pt.

Prispevke pošljite odgovornemu uredniku ali uredniku za matematiko oziroma fiziko na

zgoraj napisani naslov uredništva. Vsak članek se praviloma pošlje vsaj enemu anonimnemu

recenzentu, ki mora predvsem natančno oceniti, kako je obravnavana tema predstavljena,

manj pomembna pa je originalnost (in pri matematičnih člankih splošnost) rezultatov. Če je

prispevek sprejet v objavo in če je besedilo napisano z računalnikom, potem urednik prosi

avtorja za izvorno datoteko. Le-te naj bodo praviloma napisane v eni od standardnih različic

urejevalnikov TpX oziroma LATpX, kar bo olajšalo uredniški postopek.



OB KONCU PETDESETEGA LETNIKA OBZORNIKA

S pričujočo številko končujemo jubilejni 50. letnik našega društvenega

glasila. Ob tej okrogli številki se zdi primerno opozoriti na stalno pomanjka-

nje kvalitetnihin zanimivih člankov, ki bi bili poleg tega razumljivi članom

društva. Napisati tak članek ela ni preprosta naloga. Že na začetku pi-
sanja se pojavi vprašanje, alije izbrana tema res primerna za Obzornik. Če

je odgovor pritrdilen, potem sledi naslednje vprašanje, kako članek napisati.

S temi problemi so se uredniki Obzornika ukvarjali že v prvem letu izha-

janja, saj so o tem pisali v 2. številki. Ob branju navodil za tehnično plat

pisanja se lahko malo nasmehnemo, druga razmišljanja tedanjih urednikov

pa še vedno veljajo in zato spodaj ponovno objavljamo njihova navodila so-

delavcem Obzornika.

Roman Drnovšek

odgovorni urednik

Sodelavcem !

Pri vsakem delu so v začetku težave. Tudi pri našem listu jih ne manjka.

Največja je ta, da nas je malo. Zato še enkrat prosimo vsakogar, ki lahko kaj

prispeva, da pristopi v krog naših sodelavcev. Izgovor, da ni časa, ne velja; saj

ga tisti, ki že delajo za list, tudi nimajo na pretek. Res je, da zahteva tako

pisanje mnogo truda, toda to naj ne bo zapreka. Uredništvo bo vedno rado

pomagalo z literaturo in z nasveti pri izbiri snovi in pri obdelavi. Prosimo pa

vse sodelavce, da se ravnajo po navodilih, ki so bila objavljena na ovitku prve

številke. Zlasti prosimo tole:

1. Risbe naj bodo po predpisih izdelane, t.j. s črnim tušem na bel papir, z

dovolj debelimi črtami in dovolj velikimi črkami za 2-kratno pomanjšavo.

2. Avtorji naj ne pozabijo sestaviti napisov, ki pridejo pod slike, in citirati

literaturo. Citati naj bodo spisani kot v dosedanjih člankih.

3. Rokopis naj bo tipkan samo na eno stran, na gladek papir in s polnimi

presledki med vrsticami (cela vrstica naj bo izpuščena). Slabo čitljiv rokopis ne

more v tiskarno, ker bi nastale mnoge napake, ki bi tisk podražile in zavlekle.

4. Na hrbtno stran rokopisa naj avtor napiše svoj naslov, na katerega mu

pošljemo korekture.

Sodelavci naj nam ne zamerijo, če priobčimo še nekaj splošnih napotkov,

ki bodo morda koristni. Že pri izbiri teme se odpre vprašanje: Ali to spada v

»Obzornik«? "Tu se moramo ravnati edinole po namenu našega lista, ki hoče

zbuditi zanimanje ter dvigniti raven matematične in fizikalne izobrazbe pri nas.

Članek, ki k temu ne prispeva, ni za »Obzornik«.

Druga težava je slog pisanja. Včasih se pripeti, da je slog tako težak,

da zlepa ne moreš razumeti, kaj hoče avtor povedati. Stavki so predolgi in
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Obzornikovih petdeset

preveč zamotani. Razbij stavek na dva, tri kose, pa bo takoj bolje. Navadno je

dobro, da denemo piko, kjerkoli jo lahko denemo. Upoštevati je treba, da mora

bralec zbrati vso vnemo za razumevanje vsebine in da se ne more zamujati z

razčlenjevanjem stavkov. Komplicirano izražanje mu dela le nepotrebne težave.

Vsaka stvar se da povedati preprosto — in zato ni nič manj »znanstvena«.

Če naj bo slog dober, je treba veliko piliti. Nikomur se ne posreči, da

bi bil rokopis dober, že ko je prvikrat napisan. Takrat človek komaj šele dobi

oporo za dokončno razporeditev in omejitev snovi. Tudi, ko je članek tretjič

napisan, se najde pri ponovnem prebiranju še to in ono, kar je vredno popraviti.

Mnogi vprašujejo: Kako visoko smem začeti? Gotovo je, da ne smemo

priti na poljudno pisanje, ker to ni naš namen. Zato so druge revije. Priznati

moramo, da smo tu v škripcih. Radi bi pokazali, kaj se danes dela v matematiki

in fiziki, radi pa bi tudi, da nas vsi bralci razumejo. Nemara bo prav, da

sklenemo tale dogovor: »Obzornik« naj ne zahteva več predizobrazbe, kot jo da

osnovni dvoletni tečaj matematike in fizike na univerzi ali na tehniki. Seveda

bodo mnogi članki zahtevali manj. Prav je tako, ker je krog naših bralcev zelo

širok. List sam bo pomagal, da bomo v tem pogledu prišli naprej.

OBZORNIKOVIH PETDESET

Medtem ko imamo približen občutek za to, kako star je človek, ko sreča

Abrahama, za revijo česa podobnega ne moremo trditi. Nobenega zakona

narave ni, ki bi ji branil, da bi živela zelo dolgo. Priznati pa je treba, da je

bil do zdaj iz razlogov, ki se ne zdijo pomembni in nikakor nimajo lastnosti

zakonov narave, življenjski čas revij končen. Kljub temu je smiselno izhajati

iz predpostavke, da bo Obzornik čez petdeset let praznoval stoletnico.

Ne smemo zamolčati, da Obzornik skriva svojo pravo starost. Četverica

, pogumnih mož", Ivan Kuščer, Anton Moljk, Ivan Štalec in Albin Žabkar,

ga je začela izdajati že leta 1951. V letih okoli 1954 in 1958 se je malo

zatikalo, odtlej pa izhaja redno. Najprej so izšle na leto po štiri številke,

zdaj pa jih izide šest s skupno 192 stranmi. Doslej je izšlo 9600 strani, če

upoštevamo majhne posebnosti ter stvarni in avtorski kazali po petnajstem

in po tridesetem letniku. Na polici je Obzornika vsaj za 45 centimetrov, če

je vezava bolj trdna, pa še za nekaj več. Že to naredi vtis. Vloga odgovornih

urednikov se je spreminjala, a vendar se ob obletnici spodobi, da se jih

spomnimo: Ivan Štalec, Franc Kvaternik, Janez Strnad, Gabrijel Tomšič,
Milan Hladnik, Boris Lavrič in Roman Drnovšek. Stevilo članov uredniškega

odbora je najprej raslo, potem se je zmanjšalo in je nastal odbor svetovalcev,

ki ga že nekaj časa ni več. Domnevati smemo, da število članov uredniškega

odbora ni znatno vplivalo na življenje Obzornika. Nekoliko več možnosti za

tak vpliv so imeli odgovorni uredniki, predvsem kar zadeva naslovno stran.

Obzornik za matematiko in fiziko je bil od vsega začetka tesno pove-

zan z Društvom matematikov, fizikov in astronomov, že precej časa pa je
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društvena revija. Naklada se je zadnječase ustalila pri 1450 izvodih ob 1100

članih društva. Čeprav dolžina Obzornika na policah zapusti močan vtis,

veliko pomembnejše vprašanje zadeva vsebino. Ob okrogli obletnici ne gre

omenjati vseh senčnih strani, a nobena tajnost ni, da vsi člani društva niso

zadovoljni z vsebino, pravzaprav nikoli niso bili zadovoljni. Za tem se ute-

gne skrivati tudi pekle med željami naročnikov, da bi zvedeli kaj več, in
medčasom, ki je za kaj takega na voljo. Že večkistijje uredniški odbor raz-
pravljal o tem vprašanju. O takih razpravah od časa dočasa slišimo tudi pri

drugih podobnih revijah. Ne vse, a številne sklepe je mogoče povzeti z iz-

javo, da imajo bralci veliko možnost, da sami vplivajo na vsebino. Napišejo

naj kaj in pošljejo reviji.

V zvezi z vsebino se pojavi še enostranska skrb. Bibliometrijska ana-
liza Obzornika je leta 2000 razkrila asimetrijo — fiziki bi najbrž govorili o
zlomljeni simetriji. Fizikalnih člankov je bilo tedaj manj kot polovico mate-

matičnih in podobno razmerje je veljalo tudi za prispevke, namenjene šoli.

To najbrž ni povezano samo z dejstvom, da srenji matematikov in fizikov ni-

sta enako številni, ampak tudi z njunimi notranjimi lastnostmi. Ni mogoče

spregledati, da je bilo okoli leta 1986 obrnjeno pri člankih in prispevkih, na-

menjenih šoli. Nekaj časa so se za Obzornik precej zanimali tudi študenti

fizike, ni pa mogoče ugotoviti, ali je bilo to okoli leta 1986. Vrh tega je že

pred časom Obzornik dobil mlajše brate ali bratrance, Presek, Matematiko

v šoli, Fiziko v šoli ter Logiko in razvedrilno matematiko.

Ponatisnjene želje Sodelavcem zbudijo blago nostalgijo in razmišljanje

o tem, da se nekatere zadeve ohranijo čez daljši čas, nekatere pa se spremi-

njajo. Pomanjkanje časa so poznali že pred petdesetimi leti! Tudi druge mi-

sli ob pisanju matematičnih, fizikalnih in astronomskih člankov so večinoma

ostale v veljavi. Močno pa se je spremenila tehnika. Prve Obzornike so de-

lali še v globokem tisku. Stavci so bili ljudje, s katerimi se ni bilo pametno

šaliti. Izročilo ve povedati, da so se na proslavljanju prvega letnika stavci —

število ni določeno — stepli, ne med sabo in na srečo ne s člani uredniškega

odbora. Tiskanje je zdaj najbrž preprostejše, a v nekaterih drugih pogledih

se zdi življenje bolj zapleteno. Na to kaže že blag spomin na en sam sklad

za pospeševanje založništva v daljni preteklosti.

Stavek , Največja [težava] je ta, da nas je malo" bo kmalu dobil še

drugačen prizvok. Pisanje o matematiki in fiziki v slovenščini bo postalo še

manj cenjeno in novi rod bo moral o tem ponovno premisliti. Ni mogoče

dokazati trditve, da se znanost, za katero veljajo mednarodna merila, prek

šole napaja v domačem jeziku, je pa mogoče, da velja. Če je tako, bodo

morali raziskovalci in učitelji Obzornik za matematiko in fiziko najprej sami

ceniti, da bodo uvideli, kaj pomeni, in ga bodo lahko hvalili drugim. Po

stari kitajski modrosti bi to obletnico kazalo izkoristiti tudi za pogled v

prihodnost, ne samo za pogled v preteklost.

Janez Strnad
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O NEKI POSPLOŠITVI MALEGA FERMATOVEGA
IZREKA

IVAN VIDAV

Math. Subj. Class.(2000) ??

Naj bo (zn),n > 0, zaporedje celih števil, ki zadošča homogeni linearni rekurzijski
enačbi z7,4r b a1£njr-i t... b arzn — 0, kjer so koeficienti a1,a2,... ,4r dana cela

števila. V članku obravnavamo vprašanje, kdaj velja v takem zaporedju za dano praštevilo
p kongruenca zp < z, (mod p).

ON A GENERALIZATION OF THE FERMAT'S LITTLE THEOREM

Let (zn), n > 0, be a seguence of integers satisfying a homogeneous linear recursion
relation £,,4r -a1%nyr-i b... k argn — 0, where a;,a2,...,ar are given integers. This
article deals with the guestion of the validity of the congruence z, < z, (mod 7), where

p is a given prime.

1. Mali Fermatov izrek pravi, da je razlika aP-! — 1 deljiva s p, če je p

praštevilo, celo število a pa ni deljivo s p. Od tod neposredno sledi, da je

razlika aP — a deljiva s p pri vsakem celem številu a.

Zaporedje x, — a", n > 0, je po definiciji potence določeno z začetnim

členom xg < a? — 1 in z enakostjo z,;; < a"tl — a" .a — ag, za n >0.
Torej velja enačba

Xnji — An —0, n>O0. (1)

Vsako zaporedje, ki zadošča tej enačbi, ima člene r,, <— ga", kjer je začetni

člen z, lahko še poljuben. Če sta zg in koeficient a v (1) celi števili, so vsi

členi z,, cela števila. Naj bo p praštevilo. Razlika z, — x, — zo(a? — a) je

po malem Fermatovem izreku deljiva s p in velja zato kongruenca£, < z,

(mod p).

Vzemimo zdaj namesto preproste enačbe (1) splošno homogeno linearno

rekurzijsko enačbo

Xnjr Po O1Engr-i E MW Enjir-2 bt... ta,zp <0, n>0. (2)

Tu so koeficienti aj,...,a, dana števila. V tem članku bodo vselej cela

števila. Zaporedje, katerega členi zadoščajo enačbi (2), je natanko določeno,

če poznamo začetne člene £0,11,...,4£,.-1. Očitno so vsi 7, cela števila, če

so koeficienti a, in začetni členi cela števila.

Iskanje zaporedij, ki zadoščajo rekurzijskim enačbam oblike (2), je

podobno reševanju homogenih linearnih diferencialnih enačb s konstantnimi

koeficienti [4]. Hitro se prepričamo, da ustreza zaporedje potenc z, < a"

enačbi (2), če je osnova a koren enačbe

a" gajo! gaza? 4... da, —O0. (3)
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O neki posplošitvi malega Fermatovega izreka

To je algebraična enačba stopnje r. Ker smo privzeli, da so koeficienti a;

cela števila, je vsak njen koren a celo algebraično število (koeficient pri

najvišji potenci a" je namreč enak 1). V posebnem primeru, kadar je koren

a racionalen, je navadno celo število, saj je vsako celo algebraično število,

ki je racionalno, celo število (glej [5], str. 323).

Denimo, da ima enačba (3), ki je stopnje r, prav toliko različnih korenov

O1,...,Ar. V tem primeru se členi z, vsakega zaporedja, ki zadošča enačbi

(2), izražajo v obliki vsote

Tn < Cjaj k OCaaj bt... 4 Cap (4)

pri primerno izbranih koeficientih C;,...,C,. Če so dani začetni členi
Z0,...,€r—1, morajo koeficienti C; ustrezati pogojem

C;aj -b Caas dt ....-E C,a, z 1

: : : poč. 1 : : : (5)

Cjajr! - CaasT? bo... S C,or7! E Tr]

To je sistem r linearnih enačb za r neznank C;,..., C,. Determinanta tega

sistema se glasi

1, 1, Ni 1

Ane z o2, ..., Ar (6)

ajrl, anzii. plkaratuji

A se izraža kot produkt vseh možnih razlik a; — a;, kjer je indeks z večji

od indeksa k, torej A — [];,.1;>g(di — ok). Kvadrat A? — D se imenuje

diskriminanta. Diskriminanta D je polinom koeficientov a; enačbe (3),

koeficienti tega polinoma so cela števila (glej [5], str. 174-178). Zato je D

hkrati s koeficienti a; celo število.

Privzemimo zdaj, da so vsi koreni a; med seboj različna cela števila.

V tem primeru je A od nič različno celo število. Naj bodo tudi vsi začetni

členi £0,...,£,-1 cela števila! Koeficient C;, ki zadoščajo sistemu (5), se

izražajo kot kvocienti

Aj As A

Tu pomeni A;, i<— 1,2,...,r, determinanto, ki jo dobimo, če v determinanti

(6) zamenjamo i-ti stolpec s stolpcem [4o,£1,...,4,-1]7 desnih strani v

sistemu (5). Torej so v našem primeru A,; cela števila. Koeficienti C; pa so

ulomki s skupnim imenovalcem A in niso vselej cela števila.
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Ivan Vidav

Pomnožimo enakost (4) z D <— A?. Produkti DC;<— AA;<— C; so cela

števila. Če zamenjamo indeks n s p-Jko—1, kjerje p prašteviloin k > 1,

dobimo

Da,,kA Cjaptt-i db... Cjaptk-,

Po malem Fermatovem izreku pa je af < a; (mod p) (števila a; so namreč

cela). Torej

Dapjk-i S Ca bt... C ak — Da, (mod p).

Tako smo dokazali

Trditev 1. Zaporedje celih števil (4,,) naj zadošča enačbi (2) s celimi

koeficienti a;. Če so vsi koreni pripadajoče algebraične enačbe (3) racionalni,

velja za vsako praštevilo p in za vsak k > 1 kongruenca

Dr,jk-i E Drx (mod p). (8)

Posebej za k <— 1 imamo Da, < Da, (modp).

Pri dokazovanju smo sicer privzeli, da so vsi koreni enačbe (3) med seboj

različni. Če pa ima (3) večkratne korene, je njena diskriminanta D < 0 in

kongruenca (8)je trivialna.

Naj bo D 7 0. Samo končno mnogo praštevil deli celo število D. Za

vsa praštevila p, ki ne delijo D, velja kongruenca r,,;-1 < 2, (mod p).

2. Naj bo p dano praštevilo. Če delimo celo število a s p, se delitev

v splošnem ne izide, dobimo kvocient g, ki je celo število, in ostanek,

zaznamujmo ga z 4, ki je eno izmed števil 0,1,...,p — 1. Torej a < gp

da. Kadar se delitev izide, je a — 0. Ostanek a je s številom a pri danem

praštevilu p natanko določen. Razlika a — a — gp je deljiva s p in velja zato

kongruenca a < a (mod p). Dve števili a in b pa imata isti ostanek natanko

tedaj, kadar sta kongruentni po modulu p.

Ostanki 0,1,...,p — 1 po danem modulu p sestavljajo kolobar. V tem

kolobarju dva ostanka a in b seštejemo (odštejemo oziroma zmnožimo) tako,

da poiščemo ostanek pripadajoče vsote 4--b (razlike 4 — h oziroma produkta

ib). Če je modul p praštevilo, pripada vsakemu ostanku 5£ 0 inverzni

ostanek, namreč ostanek 7, za katerega velja az < 1 < 1 (pri deljenju

števila 1 s p dobimo očitno ostanek 1 in je zato 1 < 1). Zato sestavljajo

vsi ostanki po praštevilskem modulu p obseg. Ta obseg ima p elementov,

njegova karakteristika je p. Mali Fermatov izrek pove, da velja v njem

enačba a? — a za vsak ostanek a.

Imejmo poljubno zaporedje 44,) celih števil. Priredimo mu zaporedje

ostankov 47,) po nekem praštevilskem modulu p. Dva člena 7,, in z,
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prvotnega zaporedja sta kongruentna po modulu p natanko tedaj, kadar sta

pripadajoča člena 7,, in 7, enaka.

Če zadošča zaporedje [£,,) enačbi (2), kjer so koeficienti a; cela števila,
zadošča pripadajoče zaporedje (7,,) v obsegu ostankov po modulu p enačbi

Znir O Enir-i bo... KP aTn 50. (2")

Tu so seveda 41,...,4, ostanki števil a1,..., a, po modulu p.

Enačbo (2") obravnavamo podobno kakor (2). Zaporedje potenc 7, <

zadošča enačbi (2") natanko tedaj, kadar je osnova 4 koren algebraične

enačbe

a?

a taač!t...ka,—0 (3")

v obsegu ostankov. Denimo, da ima enačba (3") v tem obsegu r različnih

korenov da1,...,4,. Ker ima obseg ostankov po modulu p samo p elementov,

mora biti seveda v tem primeru p > r. Splošna rešitev enačbe (2") se potem

glasi

z, < Cjaj k Caaj 4...A4 C,a?,

kjer so koeficienti C; poljubni elementi iz obsega ostankov. Izbrati jih
moramo tako, da bo imelo zaporedje predpisane začetne člene %0,...,7,.1.

Rešiti je treba sistem enačb, ki je v bistvu sistem (5) v obsegu ostankov.

Rešitve se izražajo v obliki C;, < di kjer pomeni A determinanto (6) v
A

obsegu ostankov, A; pa je determinanta, ki jo spet dobimo tako, da -ti

stolpec v A nadomestimo s stolpcem [79,... usnje Ker smo privzeli, da
so vsi koreni enačbe (3") med seboj različni, je A 5£ 0. Zato obstaja v

. . Z—-l . . LO. A. XI
obsegu ostankov inverzni element A ', torej so vsi koeficienti C; < A;A H

iz obsega ostankov.

Vzemimo zdaj člen 7,x-1, kjer je k > 1, torej

— Z —ptk-l Z opbk—
Tp4-k—-1l — Craj" -b...A C,aptk m

Po malem Fermatovem izreku pa je aj <— a; za vsak indeks i. Zato

— A —k S —ko —

Tp-k-i — Cia t...- C,a, — Tk.

Za prvotno zaporedje celih števil 44,,) velja potemtakem kongruenca

Pri katerih pogojih smo izpeljali kongruenco (9)? Zahtevali smo prvič,

naj ima enačba (3") samo različne korene, in drugič, vsi koreni naj pri-

padajo obsegu ostankov. Prvi pogoj je izpolnjen natanko tedaj, kadar je
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diskriminanta D enačbe (3") različna od nič. Ker se diskriminanta izraža

kot; polinom koeficientov enačbe, je diskriminanta D prirejene enačbe (3")

ravno ostanek, ki pripada po modulu p diskriminanti D prvotne enačbe (3).

Pogoj D > 0 pove, da ne velja kongruenca D < 0 (mod p). Zato je prvi

pogoj izpolnjen, kadar praštevilo p ne deli diskriminante D enačbe (3).

Kaj pa drugi pogoj? Enačbo (3") lahko zapišemo kot kongruenco

a" kaja"!4... a, <0 (mod p). (10)

Če celo število a zadošča tej kongruenci, je pripadajoči ostanek x koren
enačbe (3"), in narobe: če je x rešitev enačbe (3") v obsegu ostankov,

zadošča x kongruenci (10) (ostanek je neko celo število). Enačba (3")

ima r različnih korenov da,,...,, v obsegu ostankov natanko tedaj, kadar

premore kongruenca (10) r takih rešitev a1,...,a,, daje a; ž£ aj; (mod p),

brž ko je i £ j. Tako smo dokazali

Trditev 2. Naj bo p praštevilo, ki ne deli diskriminante D enačbe

(3). Nadalje naj ima kongruenca (10) r paroma nekongruentnih rešitev

X1,...,Ap. Potem velja kongruenca £,,,-, < £x (mod p) za vsak k > 1.

Pripomba. Če so vsi koreni enačbe (3") različni od nič, sme biti k —

< 0. Vsi koreni so različni od nič natanko tedaj, kadar je konstantni člen

a, v (3") različen od nič. To pomeni: če praštevilo p ne deli koeficienta a,,

velja tudi kongruenca ,., < £o (mod p).

Oglejmo si natančneje primer r <— 2. Rekurzijsko enačbo zapišimo zdaj

v obliki

Znj2 F AEnji Ft ben, <0, (11)

kjer sta a in b dani celi števili. Pripadajoča enačba

oo? £aatb—0

je kvadratna enačba z diskriminanto D < a? — 4b.

Vzemimo liho praštevilo p, ki ne deli D. Kongruenca

a? 4 aa -b<0 (modp) (12)

je rešljiva s celimi števili natanko tedaj, kadar je rešljiva kongruenca £? < D

(mod p), se pravi, kadar je diskriminanta D kvadrat za modul p. Naj bo

ta pogoj izpolnjen! Obstaja torej tako celo število č, da je razlika £? — D

deljiva s p. Preprost račun pokaže, da sta celi števili

a] < 2(cat6) in as 2(ca — €)
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rešitvi kongruence (12). (Če je število —a -- č liho, ni deljivo z 2. V tem
primeru zamenjamo č s številom č;< č -p, ki budi zadošča kongruenci
€?z D (mod p). Število —a--č; pa je sodo, če je bilo —a-kč liho.) Trditev
2 pove, da velja kongruenca £,;x-1< £, (modp), če je D kvadrat za

modul p.

Ali se da kaj poču o zaporedjih (z,), ki zadoščajo enačbi (11),

če diskriminanta D — a? — 45 ni kvadrat za modul p? V tem primeru
kongruenca (12) ni rešljiva, enačba

a rdarb-o (13)

pa nima korenov v obsegu ostankov.

Obseg ostankov se da razširiti tako, da premore enačba (13) v razširjenem

obsegu korenaa; in a. Razširitev nebinie, ravno s privzemom (adjunkcijo)
korenov aj, 4, k obsegu ostankov (glej [5], IX. poglavje). Zaznamujmo

razširjeni obseg s F. Ima končno mnogo elementov, njegova karakteristika

pa je p. V vsakem obsegu s karakteristiko p veljata enačbi

(zb 7j)? — 2? by? in (gr)? — ars?

za poljubna elementa %, y iz obsega. Zato je preslikava o : F — F,

določena s predpisom o(7) < 3?, avtomorfizem obsega F.

Mali Fermatov izrek pove, da je 7? — 7 za vsak 7 iz obsega ostankov,

ki je podobseg obsega F. Ker je stopnja enačbe

z? -a-0 (14)

enaka p, kolikor je ostankov po modulu p, so vsi koreni te enačbe ravno

ostanki. To pomeni: če element % € F zadošča enačbi (14), je 7 iz obsega

ostankov.

Naj bo a koren enačbe (13)! Če preslikamo obe strani te enačbe z

avtomorfizmom o, dobimo

(a?)P 4 aPaP 45? — o(0) <0.

Ker pa je a? — č in 5" — b, je izpolnjena enačba

(aP)? - aa? 4b—O0.

Torej je hkrati z x tudi a? koren enačbe (13). Korena te enačbe smo

zaznamovali z a; in a>. Zatoje bodisi aj 5<— aj bodisi aj — da. Če bi bilo

aj < di, bi a, ustrezal enačbi (14), o kateri vemo, da so vsi njeni koreni
iz obsega ostankov. Ker obravnavamo zdaj primer, ko diskriminanta D ni

kvadrat za modul p in zato enačba (13) nima korenov v obsegu ostankov,
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mora biti a] < a3. Podobno je potem a) <— a;. Avtomorfizem oc zamenja

korena enačbe (13).

Členi (2,) zaporedja, ki pripada zaporedju 1z,) po modulu p, se

izražajo s formulo

Tn < Ciaj t Caaj

pri primerno izbranih koeficientih C; in C, iz razširjenega obsega F. Če

zamenjamo indeks n s p -- k, kjer je k > 1, upoštevamo, da je a) — a in

ah — aj, dobimo

— ZE uk Z oko Ax —k— A —k-l——Zpk — Cyajaa k Caagai < (C raj la Caašk bharaa.

Faktor v oklepaju na desni je 7,1, produkt 4,43 pa je enak 5, ker sta a,

in x, korena enačbe (13). Torej je

Tpjk — ba, 1.

Za prvotno zaporedje 44,) velja potemtakem kongruenca

Xpjk — ba, (modp) za k>l.

Dosedanje ugotovitve lahko strnemo v

Trditev 3. Naj bo p liho praštevilo in (11,,) zaporedje celih števil, ki

zadošča enačbi

Tnj2 t An br, — 0, n> 0,

kjer sta koeficienta a in b celi števili.

(1) Če p ne deli diskriminante D — a? — 4b in če je D kvadrat za modul p,

velja kongruenca £,,x-1 < 4k (mod p) za vsak k > 1. Kadar koeficient b

ni deljiv s p, je lahko k — 0, torej x,-, < x0 (modp).

(2) Če diskriminanta D ni kvadrat za modul p, velja zak >1 kongruenca

Zpk — ba,-, (mod p). Posebej za k — 1 imamo r,,1 < bag (mod p).

Za zgled vzemimo Fibonaccijevo zaporedje, ki zadošča rekurzijski enačbi

En]? — nji En, n>0,

začetna člena pa sta zo — 0 in z; < l. Diskriminanta pripadajoče alge-

braične enačbe a? —a—1 < 0je D <— 5. Izkaže se, da je število 5 kvadrat za

vsa praštevila oblike 5m d 1 (tu je m naravno število) za praštevila oblike

5m -£ 2 pa je nekvadrat (glej [2], str. 134). Za praštevila p oblike 5md 1 ve-

lja potemtakem kongruenca 4,;x-1 < £k (mod p). Ker koeficient b < —1

ni deljiv z nobenim praštevilom, smemo vzeti k < 0, torej 1,-1 < £o < 0
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(mod p). Če je praštevilo p oblike 5m -- 2, število 5 ni kvadrat. V tem pri-
meru velja kongruenca 1,;x < —£x-1 (mod p). Ker je 19 — 0, imamo pri

k — 1 kongruenco z,,1 <0 (mod p). Tako smo ugotovili (glej [3], str. 150,

Theorem 180):

Če je liho praštevilo p oblike 5m -- 1, je v Fibonaccijevem zaporedju
člen £,-, deljiv s p, če pa je p oblike 5m -£ 2, je člen r,,, deljiv s p.

3. Na koncu se vrnimo k zaporedjem celih števil, ki zadoščajo splošni
enačbi (2) s celimi koeficienti a;. Če niso vsi koreni alaile (3") v obsegu
ostankov po danem praštevilskem modulu p, obseg ostankov razširimo s

privzemom vseh korenov d],...,4,. Razširjeni obseg imenujmo spet F. Ima

končno število elementov, njegova karakteristika pa je p. Zato je preslikava

o : F — F, določena s predpisom 0(7) < 2?, avtomorfizem.

Kadar so vsi koreni enačbe (3") med seboj različni, se izražajo členi 7,

prirejenega zaporedja ostankov z vsoto

7, —< Cyaj t...4 Car,

kjer so koeficienti C; v splošnem iz razširjenega obsega F. Oglejmo si primer,
ko so vsi ti koeficientiiz osnovnega obsega ostankov po modulu p in je zato

0(C;) a O SE Cista ..,7. Ker je tudi 7; < Cjaj, t... - C,a,iz
obsega ostankov, imamo o(7;) < 7) < 7,. Preslikava o pa je v obsegu F

avtomorfizem, tarčj

0(š,) < Cia t... 4 C,ah —z,.

Od tod dobimo z, < 7). Za prvotno zaporedje pa velja kongruenca z, < z,

(mod p). Tako smo dokazali

Trditev 4. Zaporedje celih števil 4x,,) naj ustreza enačbi (2) s celimi

koeficienti a;. Če se členi pripadajočega zaporedja ostankov 17,) po danem

praštevilskem modulu p izražajo v obliki

z, —< Cyaj bt...t Ca),

kjer so a1,...,; koreni ustrezne enačbe (3") v razširjenem obsegu F,

koeficienti C; pa so vsi iz obsega ostankov po modulu p, velja kongruenca

dp < zi (mod p).

Pogoj je očitno izpolnjen tedaj, kadar so v izrazu (4) za člene 47,)

prvotnega zaporedja vsi koeficienti C; cela števila. Torej velja

Trditev 5. Zaporedje celih števil (x,,) naj ustreza enačbi (2) s celimi

koeficienti a;. Če se členi izražajo v obliki

Xn, < Cjaj bt... - Craj
ro
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kjer so aj,...,a, koreni enačbe (3), koeficienti C; pa so (navadna) cela

števila, velja kongruenca x, < z, (mod p) za vsako praštevilo p.

Zgled. Pred nekaj leti je Mihaly Bencze v časopisu Amer. Math.

Monthly postavil tole nalogo: Zaporedje celih števil (7,,) je dano z začetnimi

členi £9 — 4, ; — z, < 0,3 — 3 in z rekurzijsko enačbo Zna — Engl TR Tn,

n > 0. Dokazati je treba, da je člen r, deljiv s p, če je p praštevilo.

Algebraična enačba, ki pripada navedeni rekurzijski enačbi, se glasi

at -a-1—0.

Njeni koreni a1,ax,a3,a4 so med seboj različna cela algebraična števila.

Oglejmo si zaporedje s členi

xn 5aj tah kaz toj, n>O0. (15)

Zadošča rekurzijski enačbi z,,4 <— £nji f tn. lz zvez med koreni in

koeficienti algebraične enačbe izračunamo začetne člene zaporedja (15).

Dobimo z <— 4, x; < z, — 0, x3 <— 3. Torej je zaporedje (15) tisto, ki ga

navaja Benzce. Ker so koeficienti na desni v (15) vsi enaki 1, se pravi, cela

števila, lahko uporabimo trditev 5. Zato velja kongruenca z, < z, (mod p).

Ker pa je z, < 0, je potemtakem člen z, deljiv s p, če je p praštevilo.
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VESTI

DESETO MEDNARODNO TEKMOVANJE ŠTUDENTOV

MATEMATIKE

Med 25. in 31. julijem je bilo v Cluju v Romuniji deseto mednarodno

tekmovanje študentov matematike. Ljubljansko univerzo so zastopali Matija

Pretnar iz drugega, Irena Majcen iz tretjega ter Dušan Jan in Jure Kališnik

iz četrtega letnika. Naši študentje so se dobro odrezali. Jure Kališnik je

dobil drugo, Irena Majcen, Matija Pretnar in Dušan Jan pa tretjo nagrado.

Najvišja mesta so zasedli študentje iz bivših sovjetskih republik.
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Dva dneva so študentje vsak dan po pet ur reševali naslednje naloge

(katerih teža približno narašča z zaporedno številko):

I.1.(a) Naj bo (a,), zaporedje realnih števil, za katera velja

aj<l in anji> šan za vse ne N.

Pokaži, da ima zaporedje (b,,),,

an
b,, '< zz

(s)e-1

bodisi končno limito ali pa gredo členi proti neskončnosti.

(b) Pokaži, da za vsako realno število a > 1 obstaja zaporedje (an)n Z
enakimi lastnostmi kot v točki (a), za katero je

lim b, <o.
n—co

I.2. Naj bodo a;,...,as, nekateri neničelni elementi iz komutativnega ob-

sega F. Vsakega od elementov zamenjamo z vsoto preostalih petdese-

tih in tako dobimo nove elemente b;,...,bs;. Kakšna je lahko karak-

teristika obsega F, če so novi elementi permutacija prejšnjih?

I.3. Naj bo A kvadratna realna matrika, za katero velja 3A? — A? 4 A--I

(I označuje identično matriko). Pokaži, da zaporedje (.A"), konvergira

k idempotentni matriki.

I.4. Določi vse pare (a,b) naravnih števil, za katere lahko množico naravnih

števil razbijemo na dve podmnožici A in B z lastnostjo a: A<— b-B.

I.5. Naj bo g : [0,1] — R zvezna funkcija in f, : [0,1] — R funkcijsko

zaporedje, definiranoz rekurzivnim pravilom fo :< g in

1 x

fnri1(£) — z] fn(t)dt zac£€(0,1], n<0,1,2,....
Z JO

Za vse z € (0,1] izračunaj limito lim,,.,0 fn(£).

I.6. f(z) < a,x?4--- baje --as je polinomz realnimi koeficienti, katerega

vse ničle ležijo v polravnini (z € C; Rez < 0). Pokaži, da velja

OAKAk43 < Akjldkya Zak<—0,1,2,...,n —3.

II.1. Naj bosta A in B kvadratni realni matriki, za kateri velja

AB-4-A41B-—O0.

Pokaži, da komutirata.
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