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IVAN VIDAV

Math. Subj. Class. (2000): 30F35, 11F03

c o s v 1 1 1T > . ‘ e, e co :
IzhajajoC iz neenacb — -+ = + p = 1, ki jih dobimo pri delitvi dediscine med tri

osebe, pokaZemo njihov pomen pri tlakovanju evklidske in neevklidske ravnine (ter sfere) s
samimi skladnimi trikotniki. V Poincaréjevem modelu neevklidske ravnine so ti trikotniki
krozni trikotniki. Konformna upodobitev vsakega kroznega trikotnika s koti 7w/m, 7w/n in
7w /p na zgornjo polovico ravnine kompleksnih stevil nas privede do avtomorfnih funkcij.
Na koncu pokazemo na povezavo med konformno upodobitvijo kroznih trikotnikov in
reSitvami hipergeometricne diferencialne enacbe.

i Sy
S o) P a R” ol
] R B i 3 i3
I ;- J:
% E: i i b

Starting from the inequalities = + % —{—-}1; % 1 which appear in the problem of dividing

7T
an inheritance between three persons, their relation to the problem of tiling an euclidean

or noneuclidean plane by congruent triangles is shown. In the Poincaré’s model of the
hyperbolic plane these triangles are represented by curvilinear triangles whose sides are
circular with angles equal to n/m, n/n, w/p onto the upper half plane of the Argand
plane is determined by an automorphic function

1. Denimo, da je treba razdeliti dediscino med tri osebe tako, da dobi
prva m-ti, druga n-ti in tretja p-ti del (tu so m, n in p naravna stevila > 1).

vsa dediscina razdeljena, velja enacba

bila s tem

P42 =1 (1)

(1)

neenacbo

| F—->1 (1)
nop

pa dobimo, kadar je vsota delezev vecCja od d / zadnjem primeru
seveda delitev v dobesednem pomer mogoca. Oporoka se da v drugem
I tretjem primeru razumeti tudi tako, da naj se vsa dedis¢ina razdeli v

predpisanenm razmerju -7-;% . L %. Demimo, da je celotna dediscina enaka k.

T

* Predavanje na jubilejnem 50. obénem zboru Drustva matematikov, fizikov in astro-
nomov Slovenije dne 23. oktobra 1998 v Lipici.
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71

Delez prve osebe je =, druge & 1n tretje =, kjer pomeni r sorazmernostni
™m’ n D’

faktor, ki ga je treba tako izbrati, da je vsota delezev enaka k, tore;
r r T

F—+ - =k.

m mn P

Kadar velja neenacba (1x), je 7 > k, kadar (1*x), je r < k, v primeru (1)
pa 1mamo r = k.

Enacba (1) premore samo kon¢no mnogo resitev v naravnih stevilih m,

n i p. Ce privzamemo, da je m < n < p, so 3 resitve. Prikazuje jih tabela

I

min|p
Tabela I. 3 i 2
31313

Neenacha (1%) pa ima neskoncno mnogo resitev v naravnih Stevilih.
Zanimiv je tale primer: Naj bo zapuscina c¢reda k zivali. Denimo, da je 7,
ki ustreza enachi (2), skupni veckratnik stevil m, n in p in da je poleg tega
enak k + 1. Credo razdelimo med dedice tako, da ji dodamo Se eno Zival.

Prvi dedic¢ dobi m-t1 del od ¢rede & + 1 = r zivali, se pravi — Zivali, drugi

7 s ' ce ‘ e N - ° I__, E__ o z ~ s PO
— 1n tretj > Ker je r skupmni veckratnik, so =, — in - cela stevila. Njihova
vsota je enaka £k = r — 1 1in zato dodana zival ostane. Dedici so si razdelilz

v predpisanem razmerju vso ¢redo in vsak je dobil samo cele zivali.
Ce je k =r — 1, lahko zapiSemo enacbo (2) v obliki

1 1 1 1
| | F— = 1. (3)
m mn  p T

Resitev v naravnih stevilih m, n, p in r je le neskon¢no mnogo. Pri vrstnem
redu m < n < p < r jih je 14. Prikazuje jih tabela II. Iz nje razberemo,
da je r skupni veckratnik stevil m, n in p, razen v dveh primerih: m = 2,
n=3,p=10,r=15mm=3,n=4, p=4, r =06.

mnp?“ min‘
2 1317 [42 2 (41878
2 13| 8 |24 2 151510
213 9 |18 2166 6
Tabela 11. 2 13110115 3131412
2 1311212 31316!6
2 14| 5 |20 314l4]6
2 14| 6 |12 41414] 4

Tudi neenacba (1%%) ima nesteto resitev v naravnih stevilih > 1. Pri-
kazuje jih tabela III:

m|n D

2 | 2 | poljuben
2|3 3

2 13 4
213 5
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o (1), (Ix) in (1*x) s 7.

1N neenacbi

(4xx)

4) se zdaj glasi o+ B+ v ==
(sl. 1).

Postavin

10 O = m? ﬁ
1n pove, da so «, [, v koti1 v nekem trikotniku AB

no zdaj tmkot nik ABC' prek
AC'.  Dobljeni
AB'C' je skladen z ABC 1n z njim
enaka orientiran. Dobimo ga tudi
ko, da trikotnik ABC za,wm
okoli oglisca A za kot 2a. Nad
ljuyymo z zrcahenﬁ In sicer vedno
prek stranice, h ima eno krajis€e v tocki A. S sodim Stevilom 2j zrcaljen)
pridemo vsd@} do fgmkotmka ki je skladen z ABC in z njim enako orienti-
ran. Dobimo ga tudi tako, d imo trikotnik ABC okoli o ghsca A za
kot 27c. V posebnem primeru 5 = m imamo 25 = 2ma = 27, ker }e o =
= . Trikotnik smo zavrteli za kot 27 in je zato prisel v prvotna lego. Tore;]
7 2m zrcalnimi trikotniki pokrijemo natanko enkrat neko okolico oglisca A.
Tudi narobe je res: Denimo, da je pri ogliscu A kot « in da z 2m zrcaljenji
tega trikotnika prek stranic, ki imajo vse eno oglisce v tocki A, pokrijemo

natanko enkrat okolico Oghééa, A. Tedaj je 2ma = 2, se pravi a = .

-o za oglisce A, velja tudi za oghsci B in C. (
zmahmo trikotnik ABC pr@k stranic, ki imajo eno oglisce v tocki
pokm}e OkOhCO *mcke B. Podobno pokrijemo okolico tocke C

prek K1 1m 2] €no kra Jisce v tockt C. 7 zrcaljenji
nadaljujemo prek stranic, k}g smo jih dobili pr1 prejsnjih zrcaljenjih. Tako
pokrijemo okohﬁe novih oghéé B', C' itd. (slika 1). Scasoma bodo zrcalni
trikotniki prekrili vso ravnino :ﬂa,ta,nkﬂ enkrat. Dva trikotnika tega pokritja,
ki imata skupno stranico, sta vselej zrcalni sliki drug drugega. Ce pa dobimo
trikotnik A'B'C’ 1z trikotnika ABC s sodim stevilom zrcaljenj, je enako
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orientiran kakor ABC in z njim skladen. Zato obstaja gibanje ravnine, ki
ohranja orientacijo in prevede trikotnik ABC do pokritja trikotnika A’ B'C’.

Ker ima enacba (1) v bistvu samo tri razlicne resitve, so samo tri
moznosti, da pokrijemo ravnino na opisani nacin: Zacetni trikotnik ABC je
bodisi enakostranicen, bodisi polovica enakostrani¢nega trikotnika, bodisi
polovica kvadrata.

[Kaj pa neenacbi (4%) in (4%%)7 V prvem primeru zados¢ajo koti «,
3, v neenachi o« + B + v < w. V neevklidsk: ravnini je vsota trikotniskih
kotov manjsa od w. Torej lahko vzamemo, da so a = -, 8 = ~ in v =
= —g kot1 nekega trikotnika ABC v neevklidski ravnini.

Tudi v tey ravinini

lahko zrcalimo trikotnik ABC prek njegovih stranic in nato prek dobljenih
stranic. Ker so koti celostevilski deli 1ztegnjenega kota m, pokrijemo vso
neevklidsko ravnino natanko enkrat s skladnimi trikotniki. Spet velja, da
sta dva trikotnika tega pokritja, ki imata skupno stranico, zrcalm sliki
drug drugega. Trikotnik A'B’C’, ki nastane iz prvotnega s sodim Stevilom
zrcaljenj, je enako orientiran kakor prvotni trikotnik. Zato obstaja gibanje
neevklidske ravnine, ki ohranja orientacijo in prevede trikotnik ABC' do
pokritja s trikotnikom A'B'C".

Ce velja neenacba (4#%), lahko vzamemo, da so «, 3, v koti nekega
sfericnega trikotnika ABC. Stranice AB, BC in C'A so v tem primeru loki
glavnih krogov, to je krogov, katerih ravnine gredo skozi sredisSce sfere. 7
zaporednimi zrcaljenji pokrijemo zdaj vso sfero s trikotniki. Spet velja, da
sta dva trikotnika tega pokritja zrcalmi sliki drug drugega, ce imata skupno
stranico. Ker je povrsina sfere koncna, je stevilo trikotnikov tega pokritja
konéno.

3. Za neevklidsko ravnino obstajajo stevilni modeli v evklidsk: ravnini.
Oglejmo si Poincaréjev model. V ta namen vzemimo evklidsko ravnino,
opremljeno s pravokotnim koordinatnim sistemom. Na njej lahko upoda-
bljamo kompleksna stevila. Slika kompleksnega stevila z = x + 1y je tocka,
ki 1ma absciso x in ordinato y. Tako opremljeni ravnini pravimo kompleksna
ravnina (z). Abscisno os imenujemo realna os, ker se na njej upodabljajo
realna stevila, ordinatno os pa imaginarna os.

V Poincaréjevem modelu predstavimo neevklidsko ravnino z zgornjo po-
lovico kompleksne ravnine (z), se pravi z mnozico tock z = z + 1y, pri ka-
terith je y > 0. Realna os je meja, ne sodi ve¢ v model neevklidske ravnine.
Premice neevklidske ravnine so v tem modelu vsi poltraki polravnine, pra-
vokotni na realno os, in vse polkroznice, ki sekajo realno os pravokotno in
1majo zato srediSce na realni osi. Trikotnik neevklidske ravnine predstavimo
s kroznim trikotnikom, katerega stranice so loki krogov, ki imajo sredisce
na realni osi, ali pa daljice, pravokotne na realno os (samo ena stranica je
v takem trikotniku lahko daljica) (slika 2). Pomembno je to, da merimo v
tem modelu kote kakor v evklidski ravnini. Sekajoci se premici oklepata v
neevklidskil geometriji kot, ki je enak kotu, v katerem se seceta pripadajoci
polkroznici. Shka 2 prikazuje tak neevklidski trikotnik v Poincaréjevem mo-
delu. Stranica AC je daljica, pravokotna na realno os, stranici AB in BC
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pa sta loka krogov, ki im
tega trikotnika sta kota, ki
je kot v katerem se Secem loka BA 1

(Jo na realni os1. K
\C 7 lokoma AB in CH

Kaj pomeni v tem modelu zm&h@me prek premice? Ce je premica
neevklidske ravnine predstavljena s poltrakom, pra,vokotmm na realno os, se
zrcaljenje ujema z zrcaljenjem v evklidski ravnini. Zrcalna slika tmkotmka

ABC prek stranice AC je potemtakem trikotnik AB’'C, ki je kar obicajna
(evklidska) zrcalna slika trikotnika ABC (sl. 2).

2N
N
S’

Shika 2.

Ce pa je neevklidska premica predstaﬂjena v nasem modelu s pol-
krozmco je zrcaljenje prek take premice preslikava, ki jo imenujemo zrcalje-
nje prek kmga Zrcaljenje prek kmg& je \ evkhdskl geometrijl opre@h@ 10
takole: Naj bo K kroZnica s srediscem O in Oimerom . Nadah@
A # O poljubna tocka ravnine, na kateri lezi k ]
slika A’ glede na K j@ tocka na poltraku OA4

razmerje OA"R = (sl.

zapisemo to razmerje v obliki r

ki je dolocena tako, da velja
Al /

[z te enacbe se vidi, da je zrcalna tocka A’ zunaj kroga, ¢e je A v notranjosti
; J 7 g |

in obratno (iz » < R namrec sledi ' > R
na kroznici K, se ujema z zrcalno sliko: A" = A.
Denimo, da lezi kroznica K na kompleksni ravnini (z) in da je njeno

sredisce O v i1zhodiscu. Ce je tocka A na sliki kompleksnega stevila z 1n
zrcalna tocka A’ slika Stevila z’, se brez tezave prepricamo, da velja zveza

{E pomeni konjugirano vrednost stevila zs}
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Slhika 3.

V evklidski in neevklidski ravnini dobimo vsako gibanje z nekaj zapo-

rednimi zrcaljenji prek primerno izbranih premic. Ce je teh zrcaljenj sodo
stevilo, pripadajoce gibanje ohranja orientacijo. Gibanje v neevklidski rav-
nini, ki ohranja orientacijo, se izraza v Poincaréjevem modelu z Mobiusovo
- transformacijo

b
S =20 b edeR
cz + d

(5)

Koeficient: a, b, ¢, d so dana realna stevila, med katerimi je zveza
ad — bc = 1. ()

Da pomeni transformacija (5) v modelu neevklidske ravnine res gibanje,
ugotovimo takole: Ker so koeficient: a, b, ¢, d realni, preslika transformacija
(5) realno os na realno os. Zveza (*) med koeficienti pa pove, da se upodobi
zgornja polravnina na zgornjo polravnino. Funkcija f(z) = (az+b)/(cz + d)
je na zgornji polravnini holomorfna, njen odvod f'(z) = 1/(cz + d)? povsod
razlicen od mi¢. Preslikava s tako holomorino funkcijo ohranja kote in orien-
tacijo. Nadaljnja lastnost vsake Mobiusove transformacije je ta, da preslika
premice in kroznice v kroznice (ali premice). Ker se preslika realna os vase,
se vsaka kroznica, ki seCe realno os pravokotno, upodobi v krozZnico z isto
lastnostjo ali v premico, ki stoji pravokotno na realno os. Torej (5) preslika,
premice nasega modela neevklidske ravnine v premice. Trikotnik ABC, ka-
terega stranice so loki kroznic, ki secejo pravokotno realno os, se preslika v
krozni trikotnik A’B'C’ z isto lastnostjo. Ker je preslikava konformna, so
koti o/, 3’, o' pri ogliscih A’, B’, C' preslikanega trikotnika enaki ustreznim
kotom o™, 8%, v* pri1 oglis¢ih A, B, C prvotnega trikotnika. V neevklidski
geometriji pa velja izrek, da sta dva trikotnika skladna, ce se ujemata v vseh
treh kotih. Torej sta trikotnika ABC in A’B'C’ skladna. To pomeni, da
transformacija (5) preslika vsak trikotnik na skladen trikotnik. Zato doloca
v modelu neevklidske geometrije neko gibanje, ki ohranja orientacijo. Ni
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tezko dokazati, da se vsako gﬁ.bam@ ki @hmma @meﬁ‘tamj@s v tem m@ddu
1zraza z Mobiusovo ?mangmr nacijo (5), pri kateri so koeficienti a, b, ¢, d re-
alni in je med ﬂﬁ 11 ZVeza (*}

e

neevklidska mvmna kakor smo videli, nat amk@ enkrat pokriti s Sa,
dﬁﬁﬂﬂi wmmm V ] @ﬁﬁ@&f@j@V@m m@d@m @kmv&j@ ugmezm krozni ‘ﬁmk@&

prek stranic. (
m zrcaljeny iz prvotnega trikotnika
|"B'C" enako orientirana (in seveda skladn
Zam @Smj& ggam@ k:ﬁ; M*@Shka ‘émkaémk ABC na trikotnik A'B'C’. 1]
ka Mobiusova transformacija (5}
tega p@kmma obstaja tore] po
lobimo neskonéno mnozico transform am@}
3 Jo zgornjo p olovico kompleksne ravnine
nase, ohranjajo orier taczj@ in razdelitev polrav: me m_a krozne trikotnike. Te
Mgbmwve %mngfm’ aqg@ (Qz mpadaajma o1} ) S%S‘m;vh&j@ m@k@ gTupo,

bimo z Z&p@?@ni
kega, tmk@‘é} nika . ‘ / 53

ravnine. Cle e z"@  obmocja pre]
vratno enolicno na tocke @nm Upodok
tev je natanko dolocena s Shka bsmja ena in samo ena
konformna, upooﬁev ki - notranjost obmocja na zgornjo polovico
ravnine, rob obmoc¢ja na realno os in tri poljubno i1zbrane tocke na robu v
tri g Ohubn@ izbrane tocke na r@ahn 0s1.

0Z. Na tocke realne osa.

Mﬂm*& , da se njegova ﬁmmn jaséc
preslika na zgornjo polovico kompleksne ravnine (w}, rob ABC pa na re-
alno os te ravnine, In sicer naj gredo @ghgga A B, U za) @red@ma v tocke
W = l w =1 1n w = oco. 5 temi podatki je komformn& upodobitev natanko

Ce vzamemo, da lezi krozni trikotnik ABC mpleksni rav-

nini {z}? 56 upﬂa%mev izraza s funkcijo z — f(z), ki je v matmmosm triko-
tnika holomorfna, na robu pa so m@me vrednosti realne: f preslika stranico
AB na interval (@ﬁ 1) realne osi ravnine (w), stranico BC' na interval (1, co),
stranico C'A pa na interval (—oco,0) (sl. 4).
Teorija konforn nega, upodabljanja zagem‘vha da je upodobitvena funk
cija f holomorina tudi na stranicah fs:mkotmka izjeme so lahko le oglisca.
Zato se da f analiticno nadaljevati prek vsake 1zmed stranic. Funkeijo, ki jo
dobimo s tem nadaljevanjem, bomo oznacili z isto érko f. Razsirimo tore;j
definicijsko obmocje funkcije f v nﬁtranjegt treh trikotnikov, ki S0 zrcalne
slike trikotnika ABC prek m@gaw L stranic. Kam pmshkuje f tocke 1z zr-
calnih trikotnikov? T Naj bosta z in z' zrcalni tocki glede na eno
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w= f(z) = f(z")

Slika 4.

1zmed stranic, npr. glede na stranico AC, in sicer naj bo z v notranjosti
trikotnika ABC, 2’ pa je potem v notranjosti zrcalnega trikotnika AB'C
(sl. 4). Funkcija f upodobi stranico C'A na interval (—oo,0) realne osi rav-
nine (w). Tocki z in 2/, ki sta zrcalni glede na stranico C'A, se preslikata v
tocki w in w’, ki sta zrcalni sliki druga druge glede na pripadajoci interval
(—o00,0), se pravi glede na realno os ravnine (w). Toda zrcalna tocka w'
tocke w glede na realno os je slika konjugiranega stevila w, torej w' = w.
Zato je vrednost funkcije f v zrcalni tocki z’' enaka konjugirani vrednosti

funkcije f v tocki z, torej f(z') = f(z). Ker se upodobi trikotnik ABC
na zgornjo polravnino ravnine (w), vidimo, da se upodobi zrcalni trikotnik
AB'C na spodnjo polravnino.

Kar smo povedali za zrcalni trikotnik AB'C, velja tudi za druga dva
ABC' in A’'BC. Vsakega izmed njih upodobi f na spodnjo polravnino.

Obmocje funkcije f lahko zdaj razsirimo prek novih stranic, npr. prek
stranice AB’ v notranjost trikotnika AB'C’, ki je zrcalna slika trikotnika

AB'C. Ce sta z' in 2" zrcalni to¢ki glede na stranico AB’, pri ¢emer naj bo
z' zrcalna tocka tocke z v prvotnem trikotniku ABC (sl. 4), in ¢e sta nadalje
pripadajoci tocki na ravnini (w) enaki w' = f(2') ter w” = f(z"), je spet
w' konjugirana vrednost stevila w’, torej je w”’ = w’. Ker pa je w' = w, pri
cemer je w = f(z), vidimo, da je w” = w = w. Torej velja f(z") = f(z).
Potemtakem zavzame funkcija f v tocki z” isto vrednost kakor v tocki z, ce
dobimo z"” z dvakratnim zrcaljenjem tocke z. Funkcija f upodobi trikotnik
AB'C'’ spet na zgornjo polravnino ravnine (w).

Ce so stranice krozmega trikotnika ABC loki krogov, ki pravokotno
seCejo realno os ravnine (z), in so njegovi koti celostevilski deli kota 7, po-
krijemo z zrcalnimi trikotniki natanko enkrat vso zgornjo polravnino rav-
nine (z). Upodobitvena funkcija f se da analiticno nadaljevati v notranjost
vseh teh trikotnikov. Amnaliti¢na je tudi na stranicah. Kako pa je v oglis¢ih?
Funkcija f je holomorfna v neki okolici oglisS¢a A 1in tam omejena, saj pre-
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slika tocko A v w = 0. Zato je f holomorfna tudi v tocki A (A4 je odpravljiva
S'ﬁngmarnost) Isto velja za oghsce B in za vse tocke, ki jih dobimﬂ 1z Ain B
z zaporednimi zmaﬁjenﬁ Prav tako je f holo: ,Orfna v neki okolici tocke C,
ker njena &bgdmn_a vrednost namsaa, cez vse mej@
mshk& ?ms
Isto V@h a za vse tocke, ki jih dobimo z zrc &h@nﬁ *m@ ke . Tako sm
ugo?tﬁwh da j@ W@j Zg@EHﬁ polravnini ravnine (z), razen v
h, kjer ima pole. T f na zgornji p@h"avm 11 meromorina
funkcya. Konformno -a vsak trikotnik pokmm& ki je enako Omemimm
kakor trikotnik ABC, na zgornjo polravnino ravnine (w), vsak trikotnik, ki
pa na spodnjo polravnino. N adaﬁj@ velja tole: Ce
smo dobili z' iz ﬁﬁ ke z s sodim Séevﬁ@ zmaije ] prek . strar m Za-
vzame f v z in 2z’ isto vrednost, tore] f(z') = f(z). V prejsSnjem lelku
pa sn povezani z neko Mobiusovo trans-

10 ugotovili, da sta taki tocki z in 2’
formacijo (5), ki pripada grupi G. O d sklepamo, da velja enakost

bol.

je masm’ﬁ 10 @M@mzmn

az—i—é‘
e =)

f(

za vsak z 1z zgornje polravnine,
transformacijo z — (@
pbsma eﬁmaﬁ avton orfne ﬂmkcue je takale: Naj bo L
vezano obmocje ravnine (z) in G (d}_simtna} grupa Maobiusovih
@,% ki Vse | reslikajo Ob mocje D n Vierom Grf k! ﬁmkc 1ja J

) odprto po-
transforma-

ki pripada gr upi G.
Preprost zgled a‘vm norfne funkcije je cela periodicna funkcija f s pe-
riodo w, npr. f(z) = sinz, pri kateri je perioda w = 2w. Za periodi¢no
fum?w@ Vei}a enakost f (z + nw) = f(z) za vsak z in Vsaka celo stevilo n.
Obmoc; je D je v tem primeru vsa ravnina (z), grupa G Mobiusovih trans-
formaciy pa sestoji 1z vseh vzporednih premikov z — z + nw, n E
Vsaki trojki naravnih stevil m p, ki zadoScajo neenacbi (1x%), smo
priredili neko avtomorfno funkcijo, pri kamm je defi mmjskg o mocje zgornja
polravnina ravnine (z). Nekatere trojke zadoscajo enachi (3), kjer je r
naravno stevilo. Prikazuje jih tabela 1I. Zastavlja se vprasanje, ali se morda
pripadajoce avtomorine funkcije odlikujejo s kaksnimai pasebmmi lastnostmi.

[Kako dobimo konformno upodobitev ﬂ“OZ lega trikot: na. zg@rm@
polovico kompleksne ravnine? Inverzno p )
polravnino na . krozni trikotnik ABC - na jdemo mkde Izha j ajm
geometricne diferencialne enacbe

r(z — 1)y +[(a+b+ 1)z — cly + aby = 0. (7)

0, da so realne in takole

Enacbo (7) obravnavajmo

Tu so a, b, ¢ se poljubne konstante. Privzemin
urejene po velikosti: 1 >c>a-+b>a > 0> 0.
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v kompleksnem. Njene resitve so holomortne funkcije na kompleksni ravnini
(z) z izjemo singularnih tock =0, z = 1 in z = oo.

Naj bosta y; in y9 linearno neodvisni reSitvi enac¢be (7). Ce par y; in
Yo primerno izberemo, je kvocient y;/ys = n holomorfna funkcija na vsej
zgornji polravnini kompleksne ravnine (x), pa tudi na realni osi z izjemo
singularnih totk = 0, z = 1 in ¢ = oco. Funkcija z +— n(x) upodobi
realno os povratno enolicno na rob nekega kroznega trikotnika ABC, in
sicer interval (0,1) na lok AB, interval (1, c0) na lok BC| interval (—oo, 0)
pa na lok C'A. Dokazati se da, da n upodobi zgornjo polravnino ravnine
(z) konformno v notranjost trikotnika ABC. Koti tega trikotnika so a =

=(l—c)m,B=(c—a—>b)wrin v = (a — b)m.

Ker je vsota kotov o+ 8+ v < m, obstaja kroznica, ki sece pravokotno
vse tri kroznice, na katerih lezijo stranice AB, BC in C A (sl. ). S primerno
1zbrano Mobiusovo transformacijo preslikamo pravokotno kroznico na realno
os. To pomeni, da izbrani par yi, yo linearno neodvisnih resitev enacbe (7)
zamenjamo z nekim drugim parom. Kvocient novih resitev preslika realno
os ravnine (x) na rob kroZnega trikotnika, katerega stranice so loki krogov,
ki secejo realno os pravokotno. Tako dobljeni trikotnik lahko vzamemo kot
trikotnik s koti a, B, v v Poincaréjevern modelu neevklidske ravnine. Koti
so celostevilski deli kota 7, namre¢ @« = w/m, 8 = 7/n in v = 7/p pri
primerno izbranih konstantah a, b, ¢, ki nastopajo v diferencialni enacbi
(7). Preprost racun pokaze, da se konstante izrazajo takole:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

a= —(1 ), b= —(1 ), c=1——

m mn P 2 m n P m
LITERATURA

1] J. Plemelj, Teorija analiticnih funkcij, Slovenska akademija znanosti in umetnosti,

Ljubljana 1953.
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PACS 07.20.M

V ¢lanku predstavimo termoakusticni hladilnik in hladilnik s pulzno cevjo z odprtino.
Osnove njunega delovanja opisemo s povpreénim entalpijskim tokom.

In the paper, thermoacoustic refrigerator and orifice pulse tube refrigerator are
introduced. We describe the basics of their operation using the average enthalpy flow.

cih sevanj, senzorje mfmr@c&
th superprevodnikov. 7
naprave Veﬁ noma

E@Vama naprave brez VZdK‘Z%V&Dj& — dahva,nja utekocm;gen@ga phna p@mm
jemo m a,j hen hladilnik, ki pri m pera‘tum od 150 .
nekaj W to ”
skoraj nujna,

Ogledali s1 bomo dve vrsti majhnih hladilnikov: termoakusticni |
dilnik in hladilnik s pulzno cevjo z odpmmg Njuno delovanje bomo opi-
sali s povprecnim entalpijskim tokom. Enoten opis nam bo razkril skupne
znacCilnosti obeh mehanizmov hlajenja in omogocil primerjavo.

om‘&nja energua P tlak v snoviin V njen volumen. Entalpija je za
primerna funkcija stanja, saj se entalpija tekocine pri pretakanju
skoz1 vodoravno cev ohra;,nja To jeres, Ce je tekocCina tepb’mo izolirana in e
lahko zanemarimo prispevek njene kmetmne energije [1]. 'V obeh hladilnikih

ki ju bomo obravnavali, pa plin ne tece po cevi, ampak v njej niha sem in

tja. Pokazali bomo, da v plinu kljub temu lahko tece povprecen entalpijski
tok vzdolz cevi.
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Zamislimo si 1dealen plin v cevi. Po njem naj se sir1 sinusno zvocno va-
lovanje z majhno amplitudo. Delci v plinu naj nihajo vzdolz cevi. Tlak p,
hitrost v, temperaturo 1" in gostoto plina p v vsaki tocki posebej zapisimo
kot vsoto povprecne vrednosti (indeks 0) in fluktuacije (indeks 1), ki s casom
sinusno niha. Tlak v plinu na primer zapiSemo takole: p(t) = pg+p1(t). Pri-
vzemimo, da so Huktuacije majhne v primerjavi s povprecnimi vrednostmi
in da so lahko nastete kolicine odvisne samo od vzdolzne koordinate. Obrav-
navani plin naj bo torej neviskozen in naj ne izmenjuje toplote s steno cevi.

Entalpija je v idealnem plinu odvisna le od temperature: H = mc,T.
Tu je m masa plina, ¢, pa specificna toplota pri konstantnem tlaku. Gostota
entalpijskega toka je potem enaka produktu gostote entalpije pc, T 1n hitrosti
plina v. Zapisimo povprecen entalpijski tok v plinu skozi celoten presek cevi
o

(H) = o{pe,Tw). (2)

Oklepaji | | pomenijo pOVPreqe po casu enega cikla. V enacbo vstavimo p,
T"invv dogovorjem obliki. Ker je povprecje sinusne kolicine po ¢asu enega
cikla enako ni¢, obdrzimo le konstantni ¢len pgZyvg 1n clene s produktom
dveh fluktuacij. Clen s produktom treh fluktuacij p;Tiv; odpade, ker je
njegovo casovno povprecje enako ni¢ ne glede na fazne zamike posameznih
fluktuacijy. Povprecen entalpijski tok je tako:

%uim 0Cp (pg_:.()d i I | Tolpivil—f‘vglplTﬂ). (3\}

Upostevajmo Se pogoj, da je povprecen masni tok v cevi enak nic, saj se
plin nikjer ne kopici:

olpv| = 0(]:01’01| + Po’lfo) = 0. (4)

_ _lpavi]
PO

izraz za povprecen entalpijski tok (3). Zadnji clen v oklepaju na desni strani
enacbe izpustimo, ker je v primerjavi z drugimi majhen, prvi in tretji clen
pa se odstejeta. Tako nam za povprecen entalpijski tok ostane:

Iz pogoja izrazimo povprecno hitrost plina vg 1n jo vstavimo v

|H| = o pocy|Tiv]. (5)

Da dobimo preglednejSo obliko, izrazimo fluktuacijo temperature 737 s fluk-
tuacijama entropije na masno enoto sy in tlaka p;. Za to uporabimo dife-
rencial entalpije idealnega plina in diferencial entalpije po definiciji (1):

dH = mc,dT' =Td5 + V dp. (6)

Z, dS smo zaznamovali diferencial entropije. Enacbo delimo z maso m,
diferenciale zamenjamo s fluktuacijami, preostale koli¢ine pa s povprecnimi
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ki tece skoz1l 1zbran

presek cevi o

Al = 7 poTolsron| + oy 0
Q) A

~prvem c¢lenu na desni prepoznamo povprecen konvekecijski toplotni tok
)|, v drugem ¢lenu pa povprecen tok dela |A].

Zia. ponazoritev povprecnega toka dela si predstavljajmo zvocnik, ki
v zrak pri sobnih razmerah seva potujoCe zvocno valovanje. Povprecen
entalpijski tok je v tem primeru kar enak povprecnemu toku dela, saj so
razmere v zraku adiabatne in je zato s; = 0. Povprecje |pi1v1]| pa je razlicno
od ni¢, saj v potujotem valovanju nihata tlak in hitrost sofasno. Ce hoéemo,
da v plinu tece tudi povprecen toplotni tok, moramo poskrbeti, da razmere

] ] In d 1 kof L 1 jem gostote entropije

hladilnilk

aj prej si oglejmo termoakusticni pojav, ki ga tern Oakugtm
22 dovanj@ in po katerem se tudi nﬂ@nuj@ /iamislimo m plin, v
bujamo stojece zvocno valovanje. Fazni kot med nihanjem tlaka
1 je v stojeCem zvoCnem valovanju 7/2, razmere v plinu pa so pri
ih frekvencah adiabatne. Zato po enachi (7) sledi, da sta povprecen
k dela in povprecen toplotni tok enaka nic. Sedaj v plin vstavimo tanko
ki jo poravnamo vzdolz smeri nihanja delcev plina. DolZzina plosce
naj bo v tej smeri kratka v primerjavi z valovno dolzino zvocnega valovanja,
tako da lahko vzamemo amplitudi nihanja tlaka in hitrosti vzdolZz plosce za
konstantni. Pazimo tudi, da plosce ne postavimo v vozel tlaka ali hitrosti.
Skica poskusa je na shiki la. Opazimo, da se en konec plosce segreva,
drugi pa ohlaja, temperatura vmesnega dela pa vsa] v zacetku ostane skora;]
nespremenjena (glej sliko 1b). Prisotnost plosce ocitno povzroci, da po plinu
vzdolZz nje tece toplotni tok, ki na enem koncu plosce toploto jemlje, na
drugem pa jo odlaga.
Pojav bomo kvalitativno razun
je tako blizu plosce, da z njo
V tem obmocju s1 mbem no tako majh men plina, da je vedno
v tex‘mo linamskem ravnovesju, hkrati pa VS@ije toliko molekul, da ga lahko
obravnavamo makroskopsko. Tak volumen plina bomo imenovali k
plina. Predstavljali s1 bomo, kaj se ogaja, z delci plina, ki za&n@jo pot v
tockah I, E I'in IIT (glej sliko 2} Da s1 predstavo olajsamo, zan enjaj
sinusno nihanje s pravokotnim: delec plina se hi |
pa se hitro vrne na izhodis¢no mesto ter spet obstoji. k1 smo jo
vstavili v plin, pa naj ima veliko toplotno kapaciteto na enoto povrsine in
temperaturo, ki je enaka povprecni temperaturi plina.

el1, ce si ogE@da no, kaj se dogaja S
| nihanjem lahko izmenjuje
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Slika 1. (a) Zvocnik na levi strani resonatorja vzbuja stojece zvoéno valovanje z osnovno
lastno frekvenco. (b) Spreminjanje temperature plosc¢e na razli¢nih mestih zaradi termo-
akusticnega pojava. Meritev se je zacela ob casu t = 0, ko smo zaceli vzbujati stojece
zvotno valovanje in ko je bila temperatura po vsej plosci enaka. [2] (c) Odmik delcev in
fluktuacija tlaka v plinu kot funkciji koordinate za osnovno in (d) prvo visjo lastno fre-
kvenco. Odmik delcev in fluktuacija tlaka sta narisana pri casu tg, ko hkrati dosezeta
amplitudo.

-
[1]’

Slika 2. Skica prenosa toplote s konvekcijo ob plos¢i v neviskoznem plinu s stojecim
zvocnim valovanjem. Temperatura plosce je po vse) povrsini enaka povpreéni temperaturi
plina. Plosca je v primerjavi z valovno dolZzino valovanja dovolj kratka, da se amplitude
nihanja tlaka, hitrosti in temperature vzdolZz plosce ne spreminjajo zaznavno. S ¢rtkano
crto je zaznamovano obmocje Sirine 6 od plosce, kjer je plin s plosco v toplotnem stiku.
Posebej so zaznamovani trije delci plina, ki nihajo med I'in I’, [T in II' ter 11T in IT1". 3]
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Najpre] si na sliki 2 oglejmo delec plina pri I. Ko se premakne v
pozitivno smer 1z [ v f ', se mu poveca, ker odmik delcev in tlak v
reson amzj mhaﬁca v (g]ée} sliko 1c¢). Pri hitrem premiku se zato delec

ima v I’ visjo temper a;‘é: uro kot pl Oéé@u , J1odda m ploto

Od phgw S@&j pmgm@ mpm@ () 1n se S@gr@j@

t@mp@ra‘tum k@“i p%@sca
do povprecne temperature. Tako v enem
mesta ] na mesto I’. Enal ] |
Fnergija plosce se pri tem n mj a, Sa] mm@ ¢, ki jo j@ d
med ciklom | odlozil” 1 pobere” sosednji delec in
naprej. Cela vemga dmv tako a k@mfekajsh ‘t@p}é@‘ﬁm tok v phgm
plina ob Na koncu plosce pa }@ dogajanje drugacno. Delec j }Em@
ki je v II, niha 1z obmocja brez toplotnega stika s plosco v obmocje bl
plosce (I1'). Ko je pri vecjem tlaku v tocki I
ploSco in se njegova temperatura izravna s temp
adiabatno razpne pri premiku nazaj v II, toplotni stik s plosco i1zgubi in
ostane ohlajen. Tak delec plina nima vloge pri prenosu toplote, ker ima
v obmocju 1zmenjevanja toplote enako temperaturo kot plosca. Podobno
ne prenasa tudi delec, ki je v I11. Delci plina tako 1z levega konca
plosce toploto jemljejo in jo ob plosci prenasajo v desni konec. Zato se
levi konec plosce ohlaja, desni pa segreva, kot kazejo meritve na shiki 1.
Ker pa ima realna ploi¢a konéno toplotno prevodnost, zatne po njej teéi
toplotni tok v levo. Na mej se tako Vzastam temperaturni gradient. V
staclonarnih razmerah tece konvekcijski toplotni tok od Eevega konca plosce
ob plosci proti desnemu koncu, nato pa po notranjosti plosce spet nazaj v
levi konec. Ce bi v resonatorju vzdrzevali drugo lastno frekvenco zvoénega
valovanja in b1 plosco postavili v obmocje, kjer odmik delcev in tlak nihata
7z nasprotno fazo (senceni del na sliki 1d), bi se smeri obeh toplotnih tokov
peraturnega gradienta na plosci obrnile.

ichanizma sledi, da na plos¢i ne moremo 08@5%
ki bi bili veéji od |77/ }xﬂ kjer je |T1| am -
plituda nihanja lege delcev pli
plina pri
iperature

[z narave opisanega n

mperaturnih gradientov,
nihanja temperature v plinu, |z1| pa am
Pri mejnem gradientu je namrec sprememba temperature delca
adiabatnem stiskanju ali razpenjanju ravno enaka spremembi ten
Z@I’&i ustreznega pren 1ka delca o |

gradienta ustavi.

/:a poenostavljen primer izracunajmo temperaturo plina ob plosci. 7
njo bomo lahko izracunali povprecen toplotni tok v plinu. Pokazali bomg
da zaradi prisotnosti plosce ﬁemp@mﬁum ne niha vec v fazi s tlakom k

m valovanju, spremeni pa se tudi njena amplituda.
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Plin naj niha v smeri osi «, os y pa naj bo pravokotna na plosco (slika 2).
Racunajmo za stacionaren primer, ko je na plosci vzpostavljen temperaturni
gradient v smeri osi «. Povprecna temperatura plina naj bo neodvisna od
koordinate y in naj bo pri vsakem x enaka temperaturi plosce: Ty = Tp(z).
Privzemimo, da je plin neviskozen, zato njegova hitrost ni odvisna od y.
Izpeljavo zac¢nimo s splosno enacbo za prevajanje toplote, ki jo zapisemo

takole [4]:

Ot

7 A smo zaznamovali toplotno prevodnost plina. Gostota entropije plina se
s casom spremeni zaradi konvekcije (drugi ¢len na levi), prevajanja toplote
(prvi clen na desni) in zaradi nastajanja entropije pri drugih ireverzibilnih
procesih (npr. zaradi viskoznosti tekocine), kar vsebuje drugi ¢len na desni.
Pri rac¢unu upostevamo samo c¢lene, majhne v prvem redu. Is¢emo fluktu-
acijo temperature 77 kot funkcijo casa in koordinate y. Uporabimo nasta-
vek Ti(y,t) = |Ti(y)|e*?, kjer je w krozna frekvenca stojecega valovanja.

pT (83 - U - Vs) = V - (AVT) + (¢leni s kvadratom hitrosti). (&)

Upostevamo se, da je vg = 0, %7% = konst., Vp; = 0 in da nihanje hitrosti
prehiteva nihanje tlaka za cetrt nihaja. Gostoto entropije razclenimo kot
druge koli¢ine: s = sg + s1(t). Fluktuacijo s1 in odvod %Swo 1zracunamo
1z enacbe (6). Po kratkem ra¢unu dobimo diferencialno enacbo za iskano
funkcijo amplitude nihanja temperature |7T7(y)|. Resimo jo pri znanih am-
plitudah stojecega valovanja |pi|, |v1], pri gradientu temperature VTj ter

pri robnih pogojih |T7(0)| = 0 in |77 (c0)| je koncna. Resitev je |5]:
1 VT (1
i)l = (= Ip1l = ~ 2ol ) (1= e O+, ©)
0 W

Takoj opazimo, da je amplituda temperature |T;| postala kompleksna.
To pomeni, da temperatura ne niha ve¢ v fazi s tlakom kot v nemotenem
stojecem valovanju. Na sliki 3 sta narisana realni in imaginarni del drugega

oklepaja na desni strani enacbe (9). Velikost imaginarne komponente je
2\
poCpw ’
razdalja od plosce, znotraj katere plin s plosco lahko izmenjuje toploto. Kot
v difuzijski enacbi je 6 povprecna razdalja, do katere toplota 'difundira’ v

dolo¢enem ¢asu: 6 = |y%|/? = /2Dt kjer je difuzijska konstanta D = —2

pocp’
tipicen Cas pa t = i—- Pri normalnih razmerah in pri frekvenci 1000 Hz je v
zraku 6 ~ 0.1 mm.

najvecja pri y ~ 6. 7Z 6 smo zaznamovali razdaljo \/ To je tipicna

Oglejmo si Se prvi oklepaj na desni strani enacbe (9). Prvi clen je
amplituda nihanja temperature zaradi adiabatnega stiskanja in razpenjanja
v stojeCem zvocnem valovanju. Zaradi gradienta povprecne temperature
v plinu pa dobimo se drugi ¢len. Ker namre¢ plin niha vzdolz osi = z

amplitudo J%l, niha temperatura v doloceni tocki prostora z amplitudo
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VI

—(1+4)y/é v odvisnosti od brezdimenzijskega

Slika 3. Realni in imaginarni del izraza 1 —e
paran @tra, y/6

Vg Lﬁ—[ Izberemo lahko tak gradient VT, da si bosta prispevka ravno
nasprotna. Takrat bo temperatura v vsaki tocki plina ob ploséi konstantna.
Tak temperaturni gradient imenujemo kriticni temperaturn gradient:

W P1
PoCp V1

}km't —

hko za stojeCe zvocno valovanje 1zrazim

m 7z apiée mo kot (VT
h in frekvenci 1000 H

[zracunajmo sedaj povprecen toplotni tok po enacbi (7).
cijo gostote entroj g@ s1 1zrazimo s Huktuaciyjama temperature in
enacbi (6). K povpreénemu o nu toku prispeva le imaginarna pow
nenta temperature 77, ker sta casovni povprecji produktov fluk

in hitrosti ter realnega dela temperature in hitrosti zaradi fazne razlike 7 /2
med kolicinama enaki ni¢. Za celoten povprecen toplotni tok vzdolz plosce
tako dobimo:

umljivo, saj je Im

beh straneh p . lop E.ofc ni m < je
sorazmeren tudi p u amplitud |pil||vi|, zato je najvecji, ¢e postavimo
plosco na sredino med Vozb in hitrosti. Koncéno je toplotni tok odvisen
tudi od velikosti gradienta temperature V1. Njegov vpliv na ¢rpanje
toplote, ki smo ga z besedami omenili v uvodnem opisu termoakusticnega

Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 3 81



pojava, je sedaj ofiten. Ce je namreé gradient temperature VIp enak
kriticnemu gradientu, je povprecen toplotni tok enak nic. Ce pa je VT
vecji od kriticnega gradienta, se toplotni tok obrne in zacne teci v smer, ki
je nasprotna temperaturnemu gradientu, kar s stalis¢ca hlajenja seveda ni
Zanimivo.

Ze prej bi se lahko vprasali, od kod jemljemo delo za érpanje toplote z
mesta z nizjo temperaturo na mesto z viSjo temperaturo. Da se pokazati |5],
da se v plasti plina debeline velikostnega reda ¢ nad obema povrsinama
ploi¢e energija zvoka porablja. Ce imamo plo§o postavljeno v resona-
torju, bi morali energijo dovajati, da se amplituda zvoka v resonatorju ne bi
zmanjsSevala. Energijo dovajamo s povprecnim tokom dela potujocega valo-
vanja, ki se nato ob plosci absorbira. V nasem primeru potujoce valovanje
poganja zvocnik na levi strani resonatorja. Povedano velja za primer, ko je
VT, manjsi od kriti¢nega gradienta. Ce pa je VT velji, se zvoéna energija
ob plosci sprosca in povprecen tok dela vzdolz plosce narasca.

Termoakusticni hladilnik

Kako je termoakusticni hladilnik zgrajen in kako deluje? Oglejmo si
skico na sliki 4a. Hladilnik je narejen 1z cevi, ki je na desni strani zaprta,
na levi pa je vanjo vstavljen zvocnik. Cev deluje kot resonator, v katerem
zvocnik vzbuja stojece zvocno valovanje. Predpostavimo, da resonator nima
1zgub. V cev postavimo sklad enakomerno razmaknjenih tankih plosc iz
snovi, ki slabo prevaja toploto. Plosce so razmaknjene za priblizno &,
da za ¢rpanje toplote izkoristimo cimvecji del preseka cevi. Na vsakem
koncu se sklada plos¢ dotika kratek sklad plos¢ 1z snovi z veliko toplotno
prevodnostjo. Ta kratka sklada imenujemo toplotna izmenjevalnika. Ker
ju potrebujemo za dober toplotni stik med plinom in zunanjostjo cevi, je
razmik med ploscami v obeh toplotnih izmenjevalnikih v primerjavi z 6
majhen.

Zaradi termoakusti¢nega pojava na ploscah, razmaknjenih za 0, se med
njimi energija zvocnega valovanja porablja za vzdrzevanje toplotnega toka,
ki med ploscami teCe na desno. Nespremenjeno amplitudo valovanja v reso-
natorju vzdrzuje zvocnik, ki poganja potujoce valovanje. To nosi povprecen
tok dela |Az|, ki se porablja med ploscami (glej sliko 4b). Povprecnega to-
plotnega toka v obeh odprtih obmocjih resonatorja ni, ker so tam razmere
adiabatne. Na levem koncu plos¢ pa povprecen toplotni tok naenkrat zraste
na |Q x|, ki je povprecen toplotni tok zaradi termoakusticnega pojava in tece
na desno. Proti desnemu koncu plosc se toplotni tok povecuje, ker se pov-
precen entalpijski tok, ki je vsota povprecnega toplotnega toka in toka dela,
ohranja, saj med ploS¢ami ni zunanjih izvirov ali ponorov energije. Toplo-
tna izmenjevalnika na hladnem (T ) in na toplem (77) delu omogocata in
vzdrzujeta nezveznosti v toplotnem toku. Skozi levi toplotni izmenjevalnik
tece toplotni tok |Qgr| v cev, skozi desni toplotni izmenjevalnik pa toplotni
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(b)

enet gijsm

tok oovprecen entalpijski tok

orecen tok dela
orecen toplotni tok

Razmik med ploscami je priblizno enak

Slika 4. (a) Skica termoakusti¢nega hladilnika.
5 Z‘vmsmk na levi poganja tok dela EA 7|, ki pri temperaturi hladnega dela hladilnika 7'y
iz okolice érpa toplotni tok |Qg| in pri temperaturi toplega dela hladilnika Tr oddaja
toplotni tok |C ovprecni energijski tokovi v hladilniku. Izgub resonatorja ne

Jr|. (b) P

upostevamo. [5]

mo zanemarili toplotni tok, k | h n
ki jo hladilnik ¢rpa pri mmpemt Tl TH, je:

s tern oakusmcmm hladilnikom diosegd tempe-
O - 4 @bde - pa SO

Skica hladilnika s pulzno cevjo z odprtino je narisana na sliki 5a. Hladil-
1k navadno | ogama ba,tm k@mpmser ki ddme pri frekvencah velikostnega
la 10 Hz. N % 8y ? | imOWMﬂkH%

m je plin pod majhnim tlakom.
je namescen mgenemtor ki je narejen iz snovi z veliko toplotno kapa,mt@m
(svinec, nerjavece jeklo) in ima gobasto strukturo, tako da tece plin skozenj
po kanalih, katerih premer je mnogo manjsi od 6. T k med plino:
In regeneratorjem je zato zelo dober in lahko recemo
phna v vsaki tocki Meainega regenem@oma kar kongtamna

@generatoqu
) u pulzne cevi.
ima nobene notranje strukture, je toplh
povezuje ozka odprtina,

| pulzne cevi, _
fwbtm izmenjevalnik. Pulzno cev z rezervoarjem
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regenerator\v pulzna cev :
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<AH>TT TH I
kompresor hladni topli . y
toplotni toplotni rezervoar
Izmenjevalnik izmenjevalnik

(b)
enel gijskl
ok &

—— povprecen entalpijski tok
— == povprecen tok dela
povprecen toplotni tok

Slika 5. (a) Skica hladilnika s pulzno cevjo s hladilnikom. Kompresor na levi poganja
tok dela IA k|- Hladilnik pri ‘tempera‘tun Ty 1z okolice ¢rpa toplotni tok IQ | in pri

temperaturi 77 oddaja toplotna tokova |QT1] in |QT2§- (b) Povprecni energijski tokovi v
hladilniku. Izgub resonatorja ne upostevamo. [5]

ki je za tok plina upor. Ponavadi med pulzno cev in rezervoar namestimo
odprtino s spremenljivo geometrijo — ventil.

Pri zaprtem ventilu kompresor v pulzni cevi vzdrzuje nihanje tlaka, ki za
nihanjem hitrosti zaostaja za ¢etrt nihaja, enako kot v stojeéem valovanju.
Zato je po enacbi (7) povprecen tok dela v pulzni cevi enak ni¢. Ker so
v pulzni cevi razmere adiabatne, je tam enak ni¢ tudi povprecen toplotni
tok (enacba (7)). V regeneratorju pa so razmere drugacne. Ker je njegova
gobasta struktura za tok plina upor, se tam energija valovanja porablja.
Izgubljeno energijo nadomesca kompresor, ki poganja potujoce valovanje
— tok dela, ki teCe proti regeneratorju in se v njem absorbira. Ker je v
regeneratorju temperatura v vsaki tocki konstantna, mora po enacbah (5)
in (7) v nasprotno smer povpreénega toka dela te¢i enako velik povprecen
toplotni tok. Na levem koncu regeneratorja ga odvajamo v okolico, ker so
razmere v prostoru levo od regeneratorja adiabatne in toplotnega toka tam
ni. Pri zaprtem ventilu torej hladilnik toploto samo oddaja.

Ce pa ventil odpremo in pustimo, da plin tede iz pulzne cevi v rezervoar
in nazaj, se fazni kot med nihanjem tlaka in hitrosti v pulzni cevi zmanjsa.
To lahko prikazemo z analogijo 1z elektrike. Rezervoar nadomestimo s kon-
denzatorjem kapacitete C, ki ustreza volumnu rezervoarja, ventil pa z upo-
rom R. Na upor prikljuc¢imo sinusno napetost, ki je analogna s sinusnim ni-
hanjem tlaka, in gledamo, kaj se pri razlicnih vrednostih konstante 7 = RC
dogaja z elektricnim tokom, ki ustreza hitrosti delcev plina. Amplituda
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nihanja elektricnega toka je:

_ UlwC | (13)

V1 -+ 7202

rezervoarja pﬂ - 11w d
razliko med nihanjem ﬂaﬁa

tok dela. Tok dela je najvecji takrat, ko je povprecje najvedje. Ce
je ventil premalo odprt, je an ph‘tuda hitrosti, ki niha v fazi s tlakom.,
majhna. Ce pa ventil preveé odpremo, se fazna razlika med nihanjem
celotne hitrosti in tlaka poveca, amplituda tlaka v hladilniku pa zn a,njsa,
naj veCjl povprecen tok d moramo tako pri danih 1h 1z] °
optimalno odprtino ventila.

Oglejmo s1 delovanje
Ms’m ma Vent 1l-rezervoar se v I c

d kompresorja na desno ( gk j sliko 5
ziman jé je k@r se - U]

tok. Nezveznosti toplotnega toka na obeh koncih regenra‘trja povzoc:rta,
crpanje toplotnega toka |Qp| v plin skozi hladni toplotni izmenjevalnik
na desni strani regeneratorja in oddajanje toplotnega toka |Q71| skozi levi

ku dela

Q| je enaka povpreCnemu

Hladilna m

konec regeneratorja.
ulzno cev.

Arrl, ki tece skozi j

- Z izboljsanim hladilnikom na “aﬂzno cev z venﬁh
mperaturo 42 K [8]. Za delovni plin so upora -
komercialno dosegljivi dvostopenjski hladilniki, ki d

Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 3 85



7, zvocnikom v praznem resonatorju termoakusticnega hladilnika ali s
kompresorjem v pulzni cevi z zaprtim ventilom ustvarimo zvocno valovanje,
kjer temperatura in tlak nihata s fazno razliko 7w/2 glede na hitrost. V
clanku smo opisali dva nacina, kako lahko to fazno razliko spremenimo in
dosezemo ¢rpanje toplote:

a) Pri termoakusti¢nem hladilniku spremembo dosezemo s toplotnim sti-
kom med plinom in skladom plosc.

b) Pri hladilniku s pulzno cevjo z odprtino pa spremembo dosezemo s
sistemom ventila in rezervoarja, ki deluje analogno elektricnemu RC
clenu.

V obeh primerih dobimo potujoce zvoctno valovanje — povprecen tok dela,
katerega 1zvir je zvoénik ali kompresor. Tok dela se v termoakusticnem
hladilniku porablja neposredno za crpanje toplote. V hladilniku s pulzno
cevjo z odprtino pa tok dela ¢rpanje toplote povzroc¢i posredno, porablja pa
se v regeneratorju in pri ventilu.

Primerjajmo izkoristka obeh hladilnikov z izkoristkom idealnega (Car-
notovega) hladilnika: no = 1/ (% — 1). Ce ne upostevamo izgub v reso-
natorju in izgub zaradi prevajanja toplote, je izkoristek termoakusticnega

hladilnika enak [5]:

m:Kngm: Vi
Azl (VI0)krit

T A nc.

Ker je razmerje temperaturnih gradientov pri ¢rpanju toplote nujno manjse
od ena (enacba (11)), je izkoristek termoakusticnega hladilnika vedno manjsi
od izkoristka idealnega hladilnika. Cim bolj pa se razmerje temperaturnih
gradientov priblizuje ena (¢im vecja je temperaturna razlika pri dani dolzini
plosc¢), tem manjsSa je hladilna moc¢ (enacba (11)). Izkoristek hladilnika s
pulzno cevjo z ventilom, pri katerem ne upostevamo izgub zaradi upora
regeneratorja in zaradi prevajanja toplote, pa je [10]:

(1)
o= =l — ox
np Ax T '

Tudi ta izkoristek je vedno manjsi od idealnega, vendar se razlika med njima
7 narascajoco temperaturno razliko manjsa. Izkoristki delujocih hladilnikov
obeh vrst so zaradi prevajanja toplote, viskoznosti plina, dinamic¢nega upora,
gradnikov hladilnika in drugih izgub Se dosti manjsi [9]. Tu smo navedli le
teoreticni zgornji meji.

Oba hladilnika sta konstrukcijsko zelo preprosta in zato tudi zanesljiva
in 1mata dolgo Zivljenjsko dobo. Ker se v njunem hladnem delu premika
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U KULTUR
HANS MAGNUS ENZENSBERGER

Objavljamo prevod dvojezi¢ne knjizice H. M. Enzensbergerja, Zugbricke aufler Be-
trieb, Drawbridge up, AK PETERS, Natick, Massachusetts, 1999, ki sloni na govoru, ki
ga Je imel nemski pesnik in esejist Hans Magnus Enzensberger avgusta 1998 na petdese-
tem mednarodnem kongresu matematikov v Berlinu.

This is a translation of the bilingual booklet of H. M. Enzensberger, Zugbriucke aufler
Betrieb, Drawbridge up, AK PETERS, Natick, Massachusetts, 1999, based on an address
delivered by the German poet and essayist H. M. Enzensberger at the occasion of the
50th International Congress of Mathematicians in Berlin, August 1998.
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Obcutno poredkeje srec¢ujemo ljudi, ki s podobno zagnanostjo pripove-
dujejo, kako jym Ze misel na to, da bi prebrali roman, si ogledali sliko ali
odshi v kino, povzroca nepremagljive muke. Po maturi se tenkovestno izo-
gibajo slehernega stika z umetnostmi, naj bo te ali one vrste; rajsi vidijo,
ce jih nihce ve¢ ne spominja na nekdanje izkusnje z leposlovjem ali s shi-
karstvom. Res pa je, da tako reko¢ nikoli ni slisati, da bi kdo preklinjal
glasbo, Ceprav nekateri, najbrz upraviceno, trdijo, da nimajo smisla zanjo.
Eni sicer na glas pojejo napacno, drugi ne obvladajo nobenega glasbila in le
prav redki hitijo na koncert s partituro pod pazduho. Ampak kdo b1 resno
trdil, da ne pozna nobene pesmi? Naj gre za Spice Girls ali za drzavno hi-
mno, za sodobni jazz ali za gregorijanski koral, nihce ni za glasbo do kraja
neobcutljiv. In sicer utemeljeno. Posluh za glasbo ali zmoZnost igranja sta
genetsko zakoreninjena; sodita med cloveske univerzalije. To se seveda ne
pravi, da smo vsi enako glasbeno nadarjeni. Kakor drugi darovi in lastnost:
se tudi ta del nase nadarjenosti ravna po Gauflovi naravni porazdelitvi. V
vsaki skupnosti so 1zjemno nadarjeni kakor tudi glasbeno popolnoma gluhi;
statisticno povprecje je nekje na sredi.

Ravno tako je seveda tudi z matematicnimi zmoznostmi. Tudi te so v
cloveskih mozganih genetsko zasnovane in v vsaki skupnosti porazdeljene po
modelu Gauflove krivulje. Potemtakem ne drzi, da je matematicno misljenje
izjemno redka, eksoticna muha narave.

Smo pred uganko: Kdo je kriv, da je matematika v nasi zavesti ne-

kaksna slepa pega, tuje obmocje, v katerem je vkopanih le nekaj redkih po-
svecencev?

Nekaksna osama

Kdor si zeli olajsati odgovor, pravi, da so tega krivi matematiki sami.
Dobra stran te 1zjave je preproscina. In povrh tega potrjuje sablono, ki si jo
je zunanji svet ze zdavnaj ustvaril o poklicnih predstavnikih te panoge. V
matematiku vidimo nekaksnega svetnega visjega duhovnika, ki ljubosumno
varuje svoje sveto obmocje. Obicajnim recem tega sveta obraca hrbet in
ker je zaverovan zgolj v svoje nerazumljive probleme, tezko vzpostavlja stik
7z zunanjlm svetom. Zivi sam zase, radosti in trpljenje cloveske druzbe ima
za nadlezne motnje in uziva v samotarstvu, ki1 mej1 na judomrznistvo. 7
logicnim dlakocepstvom sam svoji okolici Zre zivce. Se prav posebej pa
boleha za nekaksno tezko odpustljivo nadutostjo. Bister, kakor je — tega mu
nihce ne spodbija — gleda zviska in podcenjevalno na nebogljene poskuse
drugih, da b1 to ali ono dojeli. Zato mu nikoli Se na misel ne pride, da b1
koga poskusil pridobiti za svojo stvar.

To je sicer karikatura, vendar pogosto kar prisegajo nanjo. Pa seveda ni
podlage zanjo. Matematiki se namrec, razen po dejavnosti, le malo loc¢ijo od
drugih ljudi, saj sam poznam strokovnjake in strokovnjakinje, ki so vesele
narave, svetovljanski, duhoviti in vcasih celo nerazsodni. Kljub temu pa je v
kliseju kakor po navadi zrno resnice. V vsakem poklicu so posebna tveganja,
posebne patologije, poklicne deformacije. Rudarji trpijo zaradi prahu v
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15ljavosti.

motenj, reziserji zaradi dom
: jO.

pisatelji zaradi narcisoidnih :
logoce najti opravicilo v okolju, v katerem

/ia vse to je n
Matematiki potrebujejo za svojo dej] avmogﬁi zlast1 skrajno in trajno zbra-
nost. Morajo se pmwmm skoz zelo debele 1n trde plasti. Ni cudno, da vsak
poseg od zuna] sprejemajo kot brezobzirnost. Po drugi S‘&mm pa je ze zdav-
na] minil ¢as univerzalnih matematikov FBulerjevega ali Gauflovega kova.
Danes nima nihc¢e veC pregleda cCez vsa podrocja svoje stroke. To pa tudi
pomeni, da se strokovni krogi ozijo. Zares izvirna dela doumejo le redka;
po mternetu krozijo med ducatom bralcev med Princetonom, Bonnom in
Tokiom. Posledica je nekaksna osamljenost. Taki raziskovalci so Ze zdav-
naj napravili kriz ¢ez poskuse, da b1 pasmh razumljivi nepoué@mm skoraj
zanesljivo pa to vpliva tudi na druge, manj napredne delavce v vinogradu
matematike.

/mnacilen za to je 1zraz, ki se po: zwha ze Vv prvem semestru pri vsa-
m ] reavamu 1z analize a,h 17 aig@bm Ta gzehava, ali ona pmr@jenogt
je mmna je . trivialna” in pika. Vsako na abm@ pojasnjevanje je odvec;
bilo b1 ’mko reko¢ pod matematikovo C&SUOQ Saj bi bilo v resnici naporno
in dolgocasno vsakokrat posebej vtepati vsak clen dokazovalne verige. Zato
matematiki po navadi preskocijo ponavljajoce se vmesne korake, se pravi,
kratko in malo j E‘Qd%’i@‘v&jﬁ tisockrat preizkuseno veljavnost. To je ne-
dvom no | -o arno, o ar prav ogeb @j vpliva na komunikativnost. Med
strokovnjaki more dobiti besedo le tisti, za kogar je trivialno trivialno in
potemtakem san b1 mljivo. Vsi drugi — se pravi vsa] devetin-
devetdeset osmﬁ‘k@v clovestva — so pa v tem pogledu brezupni primeri, s
katerimi se kratko i malo - . ne splaca ogw’arjaﬁ
/ia povrh 1majo matem ne le kakor rug}; znanstveniki svojo stro-
kovno govorico, temvec tudi simbole, mzhcme od navadnega p}gama pa ne-
pogresljive za svoje Sp@razum@vame (Tudi pri tem lahko govorimo o po-
d@bﬁﬁsm Z géasbg ki si je ravno tako izoblikovala svoj kljué.) Ampak vecino
ljudi pri pri¢i popade strah, ce le zagledajo fmm‘aﬂo T@?k@ je razumeti, od
kod tak refleks bega, saj je vsaj za matematik hw 11 so namrec
prepricani, da je njihov nacin zapisovanja precudno jas&n 1n boljsi @d vseh
naravnih j@zﬂ{m Zato jim sploh ne gre v glavo, zakaj bi se morali trudit:
SV@}@ z&mish prevajati v nemscino ali v ai gi@ssmo Taki poskusi veljajo
njihovih oseh za eno najstral oﬁn@jﬂ mrcvarjenj.
1, d krivi za osamljenost svoje vede? L
1ost do svoje panoge?
more zadovoljiti le, kdor podcenjuje to
Kratko in malo ne gre, da b1 ¢rnega
aﬁjgmi 1zvedencev, dokler se pretezna vecina sama od sebe
lara usvo jm kulturne gh’vmc& neznanskega pomena

mesame 1n m@g@m ahnﬂseznﬁsﬁ

Petra podtikali m
temu odpoveduje in ne n
in najvecje mikavnosti.
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Med koristnostjo in eleganco

Znano je, da je nevednost nebeska sila nepremagljive moci. Vecina ljudi
je najbrz prepricana, da je mogoce povsem dobro Ziveti brez matematicnega
znanja in da je ta veda zadosti nepomembna, da jo lahko prepustijo znan-
stvenikom. Stevilni celo sumijo, da gre pri tem za kruhoborsko umetelnost,
katere korist je vse prej kakor ocitna. V tej zmoti se ¢utijo se podkrepljene
zaradl gledanja Stevilnih matematikov, ki z mocénimi besedami zagovarjajo
Cistost svojega pocetja. Tako je na primer Godirey Harold Hardy, ugledni
angleski stevilski teoretik, izrekel tole znamenito 1zpoved: , Se nikoli nisem
naredil ni¢ ‘koristnega’. Za blaginjo clovestva nima nobeno moje odkritje —
naj bo v dobrem ali v slabem — nobenega pomena in to se ocitno tudi ne bo
nic spremenilo. Pomagal sem izobrazevati druge matematike, vendar taiste
vrste, kakor sem sam, in njithovo delo je bilo, vsaj kolikor sem jih jaz pri
tem podpiral, ravno tako nekoristno kakor moje. Po vseh prakticnih merilih
je vrednost mojega matematicnega zivljenja enaka nicli in zunaj matema-
tike popolnoma trivialna.” — Tako smo Ze spet pri nesrecni besedi trivialno,
s katero je ozigosano vse, kar pisec zanicuje. , Imam eno samo moznost,”
nadaljuje Hardy, . 1zmakniti se prekletstvu popolne trivialnosti, ¢e mi bo
priznano, da sem ustvaril kaj takega, kar se je splacalo ustvariti. Da sem
ustvarjal, tega ni mogoce zanikati; vprasanje je le, ali je tisto kaj vredno.”
(Matematikova izpoved, Cambridge 1967.)

Cudovito povedano! Skromnost, ki jo je komaj mogoce loéiti od ari-
stokratske nadutosti. Matematik Hardyjevega kova misli na vse drugo pre;j
kakor na to, da bi se potegoval za priznanje svojih sodobnikov in se sklice-
val na prakticno koristnost svojega dela. V tem 1ima prav in hkrati neprav.
Njegovo ravnanje je podobno umetnikovemu. Po zgolj trznih vidikih bi bila
v hudih skripcih ne le Ovid in Bach, temvec¢ tudi Pitagora in Cantor. Nji-
hovo delo bi komaj dajalo petnajst odstotkov takojsnjih obresti, ki vzdrzijo
danes na delnicarskih lestvicah. Seveda je vecCina cloveskih dejavnosti pod
tem vidikom brez vrednosti. (In vendar so, mimogrede receno, matematicne
raziskave med najboljsimi kulturnimi nalozbami. Medtem ko je novi po-
spesevalnik Zenevske Evropske organizacije za jedrske raziskave ocenjen na
stiri do pet milijjard, pomeni Institut Maxa Plancka za ¢isto matematiko v
Bonnu, svetovno znano raziskovalno sredisce, le 0,3 odstotka proracunske
vsote Druzbe Maxa Plancka. Veliki matematiki kakor GGalois ali Abel so bili
vse zivljenje siromaki. Tezko bi nasli cenejSe genije.) |

Avtonomija, ki jo Hardy zahteva za svoje temeljne raziskave, ni v na-
sprotju z umetnostmi in sploh ni nakljucje, da vecini matematikov estetski
kriteriji niso tuji. Ni jim zadosti, da dokaz drzi, Zenejo se Se za , eleganco”.
Pri tem se uveljavlja povsem dolocen smisel za lepoto, znacilen za mate-
mati¢na dela od najzgodnejsih zacetkov naprej. S tem pa se seveda obnav-
lja nereseno vprasanje, zakaj znajo ljudje ceniti gotske katedrale, Mozartove

opere in Katkove povesti, ne pa metode neskon¢nega spusta ali Fourierjeve
analize.

99 Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 3






