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Math. Subj. Class. (1991): 00A08

Revija Presek je nedavno pisala o maﬁ@gi ki naj bi jo zastavljali kandidatom za sluzbo
pri Microsoftu (glej [2]). V ; mgp@vku si bomo ogledali, kako lahko uZenemo Se nekoliko

bolj splosno nalogo enakega Hp&

Rezultat je bil prikazan tudi v [1].

A generalization of U2-F
lyzed in detail.

, ki ga p%m buije pocasne jm 17 P ara. Vsaka oseba

[T @m s sebo j svetilko. Ker ima celotna
k Kem prec j - 0 - lestl naza;]
et anje in podo - ne zvi j ace niso dovo ljeni). Vprasanje j@ kak
naj osebe 1z skupine preckajo brv, da bo celotna sk upina ¢im
drugi strani.

V Gﬁgmaim naiogé objavljeni v mseku je bﬁa Skupma Sestavhena
17 éﬁﬂh oseb - giasb@n@ Skupm@

no se o ngiogem nalogi. Cez brv Zelimo karseda hitro
spravitli n oseb. Za lazjo razlago naj bodo osebe ostevilcene s stevili od
E d@ n. S ii oznamh cas, ki ga za rehod brvi pmmbme Ose ba 1.

gk j mo s1 najpre] nekaj osnovnih
kupina potrebuje Z2, n d brvi j@ )

kupini n oseb, pri cemer osebe 1z prve skupine pmmuje}@
73, pmh@d brvi ¢ase t1,...,1t,, osebe iz druge skupine pa case #},..., 1, .

7 (2000) 1 -
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Oznacimo T = T(ti,...,tn) in T/ = T(t,...,t). Ce za vsak 4,
1 <i<mn,veljat; <t potem je tudi T < T". '

O veljavnosti lastnosti (1) se ni tezko prepricati: Vzamemo optimalno
rzaporedje prehodov za drugo skupino in enako zaporedje prehodov opravimo
7z osebami iz prve skupine. Zaradi predpostavk porabljeni cas gotovo ni
dalisi od 7". Seveda pa se lahko zgodi, da je T' = T", ¢eprav v prvi skupini
obstaja oseba, ki je strogo hitrejsa od pripadajoce osebe 1z druge skupine.
Preprost tak primer sta skupini z dvema osebama, kjer je t; < t] <ty = 5.
Tedaj je T'(t1,t2) = T'(,15) = ta.

Zammivo je, da lahko ¢as, potreben za prehod skupine, precej skrajsa-
mo, ¢e skupino razsirimo s , hitro” osebo ali parom , hitrih” oseb. Imejmo
skupino n oseb, kjer je t; = £, 1 <1 < n. Optimalno zaporedje prehodov
za to skupino je sestavljeno iz n — 1 preckanj parov in n — 2 vracan]
posameznikov. Torej je

Tt )= b (=) b= (n =)k

T

Razsirimo skupino z novo osebo, ki za prehod brvi potrebuje cas ¢, kjer
je € < t. Razsirjeno skupino lahko spravimo cez brv z zaporedjem prehodov,
pri katerih brv vedno precka par, ki1 vkljuc¢uje novo osebo, ta oseba pa se
nato s svetilko vrne nazaj cez brv. Ker potrebujemo n takih parov prehodov,
pri cemer pri zadnjem prehodu vrnitev svetilke ni potrebna, imamo

T(e,t,..., 1) <n-t+(n—1)-¢.

T

Ce je £ dovolj majhen in n dovolj velik, je cas preckanja skoraj pol krajsi kot
pri zacetni skupini n oseb. Ce v skupino dodamo se drugo , hitro” osebo,
lahko za prehod brvi uporabimo se nekoliko drugacno strategijo. Najprej cez
brv posljemo obe | hitri” osebi, ena od njiju se vrne nazaj s svetilko. Nato
gre Cez brv par ,pocasnih” oseb, druga , hitra” oseba, ki je cakala na drugi
strani brvi, pa se vrne s svetilko. Tako cez brv spravimo par , pocasnih”
oseb, 1n sicer v Casu t + 3¢. Postopek ponavljamo, dokler niso na drugi
strani brvi vse osebe. Ce je oseb liho, zadnja ,, pocasna” oseba precka brv v
paru s , hitro” osebo. Tako dobimo '

n-+1
2

T(c,e0t,...,1) < |

J-t+<L§J N nHJ)-s.

2JiL2

T

Za majhen ¢ in velik n je tako zaporedje prehodov brvi skoraj stirikrat
hitrejsSe od prehoda skupine n ,pocasnih” oseb. V nadaljevanju bomo
pokazali, da za vsako skupino oseb obstaja optimalno zaporedje prehodov,
ki je primerna kombinacija obeh opisanih ,, osnovnih” nacinov: uporabe ene
,hitre” osebe ter uporabe para , hitrih” oseb.

2 Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 1



/Zaporedje prehodov, s katerimr
iz dveh vrst prehodov: kjw gre oseba ali p
konéno stran brvi, in vracanj, pri katerih se oseba oziroma par oseb skupaj
s svetilko vrne s kﬁnﬁn@ na zacetno stran brvi. Prehodu, pri kabemm ore C@Z
bm‘ 7 zas@me na konmm stran ena sama oseba ali pa se prek b

-- b, bomo rekli nenavadn: pref

am%m@ za@@m@ga n preho-

brv, Lar je v mm%w

Pogleymo zadnji nen 1 prehod v zaporedju. imo dve moznosti.
Vzemimo najprej, da gre za preckanje brvi, pri katerem se prek brvi odpravi
le oseba . To gotovo ni zadnji prehod v zaporedju, saj bi bila tedaj bodis:
x edina oseba v Skup:iim aﬁ - M bﬂe pmd wmmj@ kaﬁéc@ﬁ Siei mékanj@

%mf - Y,
@g@% izvesti (V enem

osebe y posljemo osebo .
vse nadal; jme prehode n @g@@@ 1zvestl. Spwmem@m 1 73]
celotna skupina hitreje precka brv (prihranek ¢asa je Vgaj

je protislovie. |

Druga moznost je, da je E&ﬁﬁ nenavadni prehod vrnitev para, recimo
oseb x 1 y. Poglejmo yw 1aslednji prehod, v katerem S@@Em@ 0%& x ah
oseba y. Ce gre za o para , Y, pﬂtem 17 -- 1zpustim
vrnitev kot tudi preckar je mg a para. Dobim je prehod
@dm 13, Skum 1a, hitreje precka brv, kar je sp@‘é:
pred; mo, da gx e 72 ] E‘@d@a j@ para x, z, kjer je z # v.

porabimo Cas ty + 7 }
za@r@dj@ ni @pm nalno, saj vsebuje nenavadni prehod
to pa je protislovie. =

Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 1 3



Vsako optimalno zaporedje prehodov za skupino n oseb (n > 2) je tako
sestavljeno 1z 2n — 3 prehodov: n — 1 preckanj parov, med posamezmmi
preckanji pa so vracanja posameznikov (teh je skupaj n — 2). Zgornji opis
velja tudi za n = 1, le da tedaj pri (edinem) prehodu brv precka le ena
oseba in ne par.

[Kaj pa lahko recemo o osebah, ki pri optimalnih zaporedjih prehodov
vracajo svetilko s koncne na zacetno stran brvi? Domnevamo lahko, da
je to (obi¢ajno) najhitrejSa oseba (oziroma ena od najhitrejSih oseb, ce je
kandidatov vec), ki se nahaja na kon¢ni strani brvi. Vracanju, pri katerem
svetilke ne prinese nazaj ena od najhitrejsih razpolozljivih oseb, bomo rekl
nenavadno vracanje.

(iii) Za vsako skupino oseb obstaja optimalno zaporedje prehodov, ki ne
vsebuje nenavadnih vracanj.

Dokaz. Vzemimo optimalno zaporedje prehodov in predpostavimo, da
vsebuje nenavadno vracanje. Opisali bomo spremembe, s katerimi zacetno
zaporedje preoblikujemo v optimalno zaporedje brez nenavadnih vracanj.
Oglejmo si prvo nenavadno vracanje v zaporedju. Recimo, da ga opravi
oseba y, na koncni strani brvi pa naj bo tedaj tudi oseba z, za katero velja
ty < t,. Privzamemo lahko, da je x najhitrejsa oseba na konc¢ni strani brvi.
Zamenjajmo vrnitev osebe y z vrnitvijo osebe x. Dobljenega zaporedja
prehodov ni mogoce 1zpeljati. Poglejmo prvi prehod, ki nam to preprecuje.
Imamo dve mozZnosti. Ce gre za preckanje para, ki vsebuje osebo y, potem v
paru osebo y zamenjamo z osebo x in dobimo zaporedje prehodov, s katerim
skupina hitreje precka brv. To pa je v protislovju z optimalnostjo zacetnega
zaporedja prehodov, zato ta moznost odpade. Druga moZnost je prehod,
v katerem se oseba x vrne prek brvi. Tokrat osebo x zamenjamo z osebo
y in dobimo zaporedje prehodov, s katerim skupina precka brv v enakem
casu kot z zacetnim zaporedjem prehodov. Novo zaporedje prehodov bodisi
ne vsebuje ve¢ nobenega nenavadnega vracanja ali pa se prvo nenavadno
vracanje v njem pojavi kasneje kot v zacetnem zaporedju. 7Z zaporedjem
sprememb opisane oblike lahko torej zacetno optimalno zaporedje prehodov
preoblikujemo v optimalno zaporedje prehodov brez nenavadnih vracanj.

Preprosta posledica lastnosti (i) je, da vedno obstaja optimalno zapo-
redje prehodov, v katerem oseba n (najpocCasnejSa oseba) le precka brv in
se ne vrne veC nazaj. (To dejstvo bi sicer lahko dokazali tudi precej prepro-
steje.)

Seveda pa vsa optimalna zaporedja prehodov niso brez nenavadnih
vracanj. Ze v resitvi originalne naloge iz Preseka, ki smo jo podali v uvodu,
bi lahko zamenjali prvi vracanji: namesto Bona bi se najprej vrnil Edge, po
naslednjem preckanju pa bi se namesto Edgea vrnil Bono. Oziroma nekoliko
bolj splosno: kadar za prehod para ,, pocasnih” oseb uporabimo par , hitrih”
oseb, je vseeno, katera , hitra” oseba se vrne prva in katera pocaka na drug:
strani brvi.

4 | Obzornik mat. fiz. 47
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kratka, pa sta
o Opﬁm&imh
pgmaqg

Ceprav navedena dokaza lastnosti (ii) in (iii) nista zelo

sami lastnosti preprosti in pricakovani. Res pa je tudi, da nam

zaporedjih prehodov ne povesta dovolj, da bi lahko le z njw

hitro resihi aﬁog& Precej bolj natancen opis nekega optimalneg
m podaja naslednja lastnost.

imalno zaporedje prehodov z nasled-

1h vracanj.
dveh oblik: pméka ja parov oblike
. cemer Z,y g {1 21,

Eas)mﬂsm (m) redﬁsmwm@ da zaj omdje ne vsebuje ﬁenaﬁfadmh
a,gjmagﬁ (a } je s tem zag@mvh@ 2. V nadaljevanju bomo pamh
nh ith b Ufawh \4 -c Ju bodo pokvarile.

a v zaamdju je tore] preckanje para 1

s zap@m@ju ki ne ustreza @pisu m (iv). K
o, d& gre za

imo prvi prehod
1 1 ih vracanj, gre za o brvi.

pa mdﬁaﬂ je para 2
m para E r in Wa@anj@

ni izpolnjena zaradi - nja para x,

Y, kjer r,y & {1,2}.

vyaﬁame @Sebe x &h Y.
1] no z osebo 1 1

gre za prvi prehod v zaporedju, potem m
p@é} lahko v @beh prehodih @S@b@ b s¢ Vrie,
bim ptimalno zap ored] je, v k

naj opravi
kako je oseba z

Oseba z j% preekaia brv v paru z osebo 1. Tedaj zaporedje pmh@-

(1,2),1,....{z,y),2

, t1 so Oznaﬁ@m S

er ogeba z ne Sﬁduje pri

ﬁ,z} 1 {x y) z, pri Cemer prejsnji prehodi Se ve
teve iz md@ (?0} Osebo z Se zamenjamo z osebo 2 (Ge j@ z # 2 S@V@déa,
mora bitl ¢, = t9, sicer pridemo v protislovje z optimal Osmﬁ) in tudi
preckanje para x, y dobi zeleno obliko.
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— Oseba z je preckala brv v paru z osebo 2/, pri ¢emer 2z’ # 1. Ker
preckanje para z, z' ustreza tocki (b), imamo v zaporedju prehode
(1,2),1,(2,2"),2,...,{z,y),z. Te prehode nadomestimo s prehodi
(1,2'y,1,...,(1,2),1,{xz,y),2. Novo zaporedje prehodov je zopet opti-
malno (veljati mora tudi ¢, = t1, sicer pridemo v protislovje z optimal-
nostjo), preckanja para x, y in parov pred njim pa imajo Zeleno obliko.

/. zaporedno uporabo opisanih sprememb tako lahko poistemo opti-
malno zaporedje prehodov, ki izpolnjuje zahteve iz toék (a) in (b). =

Iz tock (a) in (b) v (1v) tudi sledi, da v vsakem Optimahlem zaporedju
prehodov, ki ustreza (iv), vsa vracanja prek brvi opramta osebi 1 in 2. Pri
tem se oseba 2 vrne prek brvi natanko tedaj, ko je preckanje pred tem
opravil par z, y, kjer x,y € {1,2}. Osebe 3,...,n le enkrat preckajo brv in
se ne vrnejo ve¢ prek nje.

[skanje resitve

Naj bo n > 2. Vzemimo optimalno zaporedje prehodov, ki izpolnjuje
zahteve iz (iv). MnozZico oseb {3,...,n} razdelimo v dve skupini: v mnozici
A naj bodo tiste osebe, ki preckajo brv v paru z osebo 1, v mnozici B pa
tiste, ki preckajo brv v paru z osebo, razlicno od 1 in 2. Po konstrukciji
sestavlja mnozico B sodo Stevilo oseb. Oznacimo a = |A| in b = |B|/2.
Velja torej n — 2 = a + 2b. Celotno zaporedje prehodov je sestavljeno 1z
a parov prehodov (1,x), 1, kjer = preteCe mnozico A, b Cetverk prehodov
(1,2), 1, (x,y), 2, kjer x in y skupaj preteceta mnozico B, in iz preckanja
para 1, 2 (edino preckanje osebe 2, ki sledi zadnjemu preckanju para, ki ne
vsebuje niti osebe 1 niti osebe 2).

Cas, ki ga potrebujemo za izvedbo takega zaporedja prehodov, je enak

(a+b) - t1+(2b+1) ta+ )
rc A

pri cemer smo s 1'g oznacili Cas, potreben za b preckanj parov, sestavljenih
1z oseb 1z mnozice 5. Naj bodo 0 < s1 < -+ < s9p Casi, ki jith za prehod
brvi potrebujejo osebe 1z mnozice B. Trdimo, da je

Dokaz. Oceno bomo dokazali z indukcijo po b. Za b = 0 in b = 1 ocena
oCitno drzi. Privzemimo, da ocena velja za 6 — 1, in naj bo B mnozica 2b
oseb. Oznacimo z x najpocasnejso osebo v mnozici 5. Oseba x naj precka
brv v paru z osebo y. Oseba y naj za prehod brvi potrebuje ¢as s;. Naj bo
B'" = B\{z,y}. Potem je Tg = T + sgp. Po indukcijski predpostavki je

6 | Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 1



Ka] pa, Ce
poznamo 1e Stevﬂo 5 (oziroma mo¢ mnozice B)? Kako je treba izbrati
krajsi? Cas,
mnozico B

@meb en za

eckanja skupine ¢im

najhitrejsih
A, najdaljsi.
sta odvisna le od moc¢i mn

Poglejmo izraz MD} nam cneJe
zice B pa od elementov,

tretjega in cetrtega clena pa je enaka skupni vsoti casov ) f i@j zmanjsani
za Vsoto éasav tistih oseb 1z mnozice B, ki so hitrejse od svojega partnerja
hitri, kot hitrejso vzamemo
oznakah)

brvi (Ce sta obe osebi v paru enak
MS‘?CQ E

nako). Odsteta vsota je (pri Ze uporabljenih

navzgor ome jena z > . 48 21— Najvecjo vrednost doseze, ce
mo 1z 2b najpocasnejsih oseb.
MozZne vrednost: za b so stevila 0,1,..., L%—-Zij.

gotovo doloca optimalno zaporedje prehodov, imamo

o 0< b < l_ n ;.. 2 J

imivo je, da nam za izracun vrednosti . J ) ni w@ba @zmaﬁ
vrednosti ﬁm 1 < i <n. Formula ((2)) p pPOZNaIm

t-jev, t1, 19 in vrednosti t,,_ hﬁﬂ 3,5, ...

Naj bo minimum v formuli (2) dosezen pri vrednosti b*. Optim
poredje prehodov ki pmpada te] vrednosti, sestavimo 1z dveh delov. N ajpre]
cez brv spravimo 2b0™ najpocasnejsih oseb, in sicer ob pomoci , hitrega” para

1, 2. Preostalih n — 26 — 1 oseb (poleg osebe 1) pospremi ¢ez brv | hitra”
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oseba 1. To je tudi Ze v uvodnem razdelku omenjena primerna kombinacija
obeh | osnovnih” strategij.

In kako hitro poiséemo vrednost *? Ce natanéneje pogledamo 1zraz
znotraj minimuma v (2), opazimo, da se prva Clena izraza pri povecanju
vrednosti b-ja za 1 skupaj povecata za 2ty — t;. Zadnji del izraza pa se
pri spremembi vrednosti b-ja z b na b + 1 spremeni za t,_o,_1. Ker so
vrednosti t,_1,%t,—3,... monotono padajoce, se izraz znotra] minimuma
zmanjsuje toliko ¢asa, dokler je t,,_op_1 > 2t9 —t1. Vrednost b* je tako enaka
najmanjsemu b-ju, za katerega je t,_op_1 < 2t9 — t;. Tak b gotovo obstaja,
saj je za b = |252] izraz n — 2b — 1 enak 1 (Ze je n sod) oziroma 2 (e je
n lih), velja pa t] < ty < 2ty — t;. Ce imamo podano urejeno tabelo t-jev,
lahko tako dolocen b* poiscemo v logaritemskem casu z varianto bisekcije.

- Pogleymo, kako zgornji razmislek uporabimo pri nalogi 1z Preseka. Casi,
ki jih za prehod porabijo posamezne osebe, so podani st = (1,2,5,10). Ker
je 2ty —t1 = 3, t3 =5 > 3, dobimo b* = 1. Po ((2)) je tore;

T(1,2,5,10) =18 +0-t; + 2 - tg — t3 = 17.

Iz opisa optimalnega zaporedja prehodov (pa tudi s pomocjo formule
((2))) lahko pokazemo tudi rekurzivno zvezo za vrednosti T; = T'(¢1,...,1;),
1 <12 < n. Velja namrec -

Ty =11, To=1ty in T;=t+t;+min{T; 1,2ts +T; 9} za3 <i1<n.

Pri tem prvi izraz v mimimumu ustreza primeru, ko oseba 2 precka brv v
paru z osebo 1, drugi izraz pa predstavlja preckanje para ¢+ — 1, ¢ ob pomoci
,hitrega” para 1, 2.

Obravnavana naloga omogoca Se mnoge posplositve. Tako lahko po-
vecamo Stevilo svetilk, ki jih 1ima skupina na voljo, in s tem zmanjsamo
Stevilo potrebnih vracanj prek brvi, povecamo lahko tudi nosilnost brvi in
dopustimo, da jo hkrati preckajo tri ali celo vec oseb, spremenimo pa lahko
tudi kriteriy za cas, ki ga za prehod brvi potrebuje skupina oseb: namesto
casa najpocasnejsSe osebe 1z skupine lahko vzamemo povprecni cas ali kaksno
drugo funkcijo casov oseb i1z skupine.

Zahvala: Zahvaljujem se kolegu Marku Petkovsku, ker me je opozoril
na vir [1].
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V ¢lanku so opisani najosnovnejsi elementi teorije linearno urejenih mnozic. Podrob-
neje so obdelane linearno urejene mnozice, ki jih je mogoce urejenostno vloziti v naravno
uregeﬂ@ m&hm os. Podane so urejenostne ka,ra,ktemza,mﬁ standardno urejenih mnozic IN

¥ . 3R o
8k E 9 B4 i

In this note some basic elements of the theory of linearly ordered sets are presented.
Lmeaﬂy ordered sets fﬁha;t are order embeddable in the na‘mraﬂy @Ed@f@d real line are
R are given.

o tem@hmh relaci) na podmnozicah realne osi je umj@nosﬁ stevil
po velikosti. Osnovne lastnosti miamj@ < na teh mnozicah lahko strnemo
v splosen pojem linearne urejenosti. Naj bo A poljubna neprazna mnozZica.
Binarno relacijo < (manjse ali enako) imenujemo relacya linearne
urejenosti, kadar je

antistmetricna: 1z x <yiny <z sledi z =y,

tranzitivna: 1z z < ymy < z sledi « <z,

strogo sovisna: za vsak par z,y € A velja x <y ali y

Kadar je na A dana rdamja linearne urejenosti <, 1me:
7z <) linearno urejena m Relacija linearne m'ejenosm
stroge sovisnosti refleksivna (z < z za vsak = € A), € ]
relacije delne urejenosti.

aravno umjena, reama os je zelo

ki jith up
are j €No m
Kiy > x, x < Yy pom
pa 1sto kot z < y. Tudi relacga > hnem 10 UF@ja
enuj emo jo nasprotna ali dualna urejenost. V mnozici A velja
/ia, poljubna elementa xz,y € A Vdja, natanko ena od
Kadar je z < y, 1menujemo mnozici

mnozico A. I
t.1. zakon trihotomije: .
moznosti1 z <y, y <z Inzx =y.

(z,y) ={z€ A:

odprt: oziroma zapriti interval s
vsa] dva elementa, z in vy, interval (z, y)

r<z<yj |yl ={2€Ad: z<z<y}

krajis¢ema z in y. Interval [z y] vsebuje
pa Je lahko prazen. To se zgodi

! Clanek je razsirjena verzija predavanja, ki ga je imel avtor 2. februarja 2000 na
Fakulteti za matematiko in fiziko v okviru strokovnega izpopolnjevanja uciteljev
matematike.

at. fiz.
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npr. v standardno urejeni mnozici naravnih stevil, kadar sta z in y zaporedni
naravni stevili. Ce je ¢ < y in (z,y) = 0, pravimo, da je y neposredni
naslednik elementa x 1n da je x neposrednt predhodnik elementa y. Podobno
1z Stevilskih primerov prenesemo pojme pruve ali nagmangs: element, zadnj
ali najvecy element, spodnja 1n zgornja meja, infimum in supremum.

Neprazna podmnozica B linearno urejene mnozice A na naraven nacin
podeduje urejenost 1z A. Podedovano linearno urejenost imenujemo ndu-
ctrana urejenost. Ta se lahko moéno razlikuje od urejenosti v A. Tudi
lastnosti, ki jih ima B kot podmmnozica v A, se ne podedujejo vedno na samo
munozico B v inducirani urejenosti. Tako je npr. odprti interval realne osi
omejen v R, v inducirani urejenosti pa ni omejen. Linearno urejena mnozica,
je namre¢ navzdol (oziroma navzgor) omejena natanko takrat, kadar ima
prvi (oziroma zadnji) element.

Naj bosta A in A’ linearno urejeni mnozici. Preslikava f: 4 — A’ je
naras$c¢ajoca oziroma strogo narascajoca, kadar za vsak a,b € A velja

a<b = f(a) < f(b) oziroma a <b = f(a) < f(b).

Ker je relaciyja linearne urejenosti strogo sovisna, je strogo narascajoca pre-
slikava injektivna. Preslikava f : A — A’ je urejenostni 1zomorfizem ali
1zomorfizem, kadar je narascajoca, bijektivna in je tudi njena inverzna pre-
slikava f~! naras¢ajoca. Brz se lahko prepri¢amo, da je izomorfizem strogo
narascajoca preslikava in da je vsaka strogo narascajoca surjekcija izomor-
fizem. Kadar med linearno urejenima mnozicama A in A’ obstaja izomor-
fizem, pravimo, da sta mnozici A in A’ izomorfni in to zaznamujemo z
A ~ A’'. Strogo narascajoca preslikava doloca izomorfizem med njeno do-
meno in zalogo, opremljeno z inducirano urejenostjo kodomene, zato tako
preslikavo 1menujemo urejenostna vlozZitev ali vloZitev. Izomorfizem ohra-
nja urejenostne lastnosti: interval preslika na interval iste vrste, omejeno
munozico na omejeno, supremum podmnozice (kadar obstaja) v supremum
slike te mnozice, podobno preslika infimum, itd. Zato med sabo 1zomorfne
mmnozice pogosto kar identificiramo. Natancneje, druzino linearno urejenih
mnozic lahko razdelimo na ekvivalenéne razrede, v katerih so med sabo
izomorine mnozice. Ekvivalencni razred pravzaprav doloca tip urejenosti.
Oglejmo si nekaj preprostih primerov. |
Koncna linearnc urejena mnozica z mocjo n € IN je ocitno izomorfna
standardno urejeni mnozici naravnih Stevil {1,2,...,n}. Torej sta koncni
linearno urejeni mnozici 1zomorfni natanko takrat, kadar sta ekvipolentna.
V sploSnem sta izomorfni linearno urejeni mnozici ekv:i;polemm ekmpoiemm
pa nista nujno 1Zzomorini. Obmajno urejena mnozica IN npr. ni izomorfna
dualno urejeni mnozici IN*. Prva ima namre¢ najmanjsi element, druga, pa
ne. V nadaljevanju bomo brez besed privzeli, da so mnozice E\T
R opremljene s standardno urejenostjo Brez tezav lahko ugotowmo da SO
paroma neizomorfne. Realna os je izomorfna vsakemu svojemu odprtemu
intervalu in poltraku. Podobno velja za podmnoZico racionalnih stewval.
Konstrukcijo ustreznih izomorfizmov prepuscamo bralcu.

10 Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 1



Oglejmo si zdaj dve operaciji, ki omogocata konstrukcijo stevilnih
nimivih primerov linearno urejenih mnozic, urejenostno sestevanje in leksi-
kografsko mnozenje.

Naj bosﬁa A In B dani hnearno umjem mMnozicl. U?"ejenasma; vsota
B je disjunktna unija m A ur@j@na tako, da je vsak element
A manjsi od vsakega elementa 1z 5 1 53 inducira originalno
urejenost. Neposredno iz definicije sledi, da je vsota A@® B linearno urejena.
Leksikografsks produkt A o B je kartezicni produkt A X B , Oprem Ejen z
. urejenostjo: (ah b1 ) < (as, bs} mkm’s - je | -
hn@ arno urejen.

Obe operaciji sta neobcutljivi za 1zomorfizem:

————

stimo bralcu, k} se Eahka brez ‘tezav pmpmca tudi o iem da sta operaczji
sestevanja in mnozenja ekvivalencénih

in da velja distributivnostni zakon

~ (Ao ()P (Bol).

(Ao B

O VSoto
ma IN

omu‘ﬁ*a‘twm msta ne Sestevame ne mnazeme Za dokaz vzemim

{1} e NN # N @ {1},

Poleg tega velja Se zveza {L 2} o IN
{L 2,...,n}o A A ®...0 A (n Sumandmf)

jmov iz t@@mje M’@j@ ogm bo a za

Najprej poiséimo karakteristi¢ne lastnosti naj; mpmg?mﬁ@ neskoncéne”

hnearne m’ejenosh to je naravne urejenosti mnozice IN Ze prvi pogied
dve pomembni urejenostni lastnosti IN: obstaja prvi element in vsak

e}emem 1ma nepgsrednega naslednika. Je stevna mnozZica, ki ima t1 dve

IN?7 N [PIN je stevna in ima obe ia% mm

lastnosti, MO morina IN" udi vsota IN
vendar ni izomorfna IN. Res, element 1 iz druge kopije
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nima neposrednega predhodnika in ni prvi element, kar pa se v IN ne more
zgoditi. Bo dovolj, ce dodamo zahtevo, da ima vsak element, razen prvega,
poleg neposrednega naslednika tudi neposrednega predhodmkﬁ Odgovor
je ne, vsota IN & Z ima namrec vse zahtevane lastnosti, pa ni izomorfna
IN. V IN & Z je v vsakem intervalu, ki 1ima levo kraj isce v IN, desno pa v
/. neskoncno elementov, v IN pa je v vsakem intervalu koncno elementov.
Prishh smo do lastnosti, k1 je znacilna za IN.

lzrek 1. Linearno urejena mnozica je 1zomorfna IN natanko takrat,
kadar ima prut element, nima zadnjega elementa, v vsakem njenem intervalu
pa 7€ koncéno elementov.

Dokaz. Ker ima IN ocitno vse zahtevane lastnosti, dokazimo le drugo
smer ekvivalence. Predpostavimo, da je A linearno urejena mnozica, ki
ustreza pogojem v izreku. Ogznacimo z a; prvi element A. Ker A nima
zadnjega elementa, v A obstaja element a > a;. Interval (al, a| ni prazen
In po predpostavk1 vsebuje kon¢no elementov. Njegov najmanjsi element as
je seveda neposredni naslednik elementa a;. Ce nadaljujemo v istem slogu,
postopoma pridelamo neskoncno narascajoCe zaporedje s cleni a,, tako da
je za vsak indeks n Clen a,1 neposredni naslednik elementa a,,. Zato noben
drug element iz A ni manjsi od kakega ¢lena zaporedja (an)nen. Denimo,
da za * € A velja ¢ > a, za vsak n € IN. Potem bi vsak interval (a,,z)
vseboval vse clene ap, £ > n, kar pa zaradi predpostavke ni mogoce. Tore;j

je A ={a,: n €N}, preslikava n — a, pa je iskani izomorfizem. ¢

Zmacilne lastnosti linearno urejene mnozice Z lahko opisemo podobno.
Tudi v tem pri.meru za karakterizacijo ne zadostuje, da je mnozica Stevna
in da 1ma vsak njen element neposrednega predhodnika in neposrednega

naslednika (vsota Z & Z ni izomorfna Z), pac pa velja naslednji rezultat.

[zrek 2. Lwnearno urejena mnozica je izomorfna Z natanko takrat,
kadar nima nitr prvega mitt zadnjega elementa, vsak njen interval pa vsebuje
koncno elementov.

Dokaz. Elemente linearno urejene mnozice, ki ustreza pogojem izreka,
lahko uredimo podobno kot v dokazu izreka 1, pri tem pa jih indeksiramo s
celostevilskimi indeksi.

[Katere linearno urejene mnozice je mogoée vlezit1 v £7 Zadosca najti
blstvene urejenostne lastnosti podmnomc mnozice Z v inducirani m’ejenosti
V 4L seveda najdemo vse koncne mnozice, kratek premlsiek pa pove, da je
nesko ncna po dmnozica v Z izomorfna eni od mnozic Z, IN in IN*.
ZZ & Z torej ne moremo vloziti v Z. L ahko pa jo vlozimo v Q.
mnogih podmnozic v Q, izomorfnih Z & Z, je mnozica {=

Q lahko na soroden nacin vlozimo vse (med sabo paroma peizomorfne}

vsote Z Druzina vseh stevnih linearno urejenih mnozic je sSe
mnogo obseznejsa, zaﬁw je zamumive, da velja naslednji rezultat.
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bmocju SM‘@%@ narasca j oca.

mzmmh

ww ?“3}
narascajoca na

a,j bo A linearno ur ej €Ila 11 @ZEC&, B 1
ures enostno ah gosta v U, |

N 1 Z nista g%ﬁ v sebi, m
pre - O : - njl pre msm ZVezl 1m

N, ustreza po go jem

vam Emeaﬂm mj@m v sebi gosm
Na j bosta A

Privzeti smemo, da a; # aj 1]

B bomo konstruir ah 7 113 '




Najprej postavimo f(a1) = b1 in za vsak n € IN zapisimo
m{ak g 1§k§n}j Bnﬁ{bk: 1§k§n}

Nato predpostavimo, da je f Ze definirana in strogo narascajoca na kaki
podmnozici A, C A, ki vsebuje A,, in da slika f(A; ) vsebuje B,,.

Indukcijski korak, s katerim bomo ustrezno razsirili predpis za f, je
naceloma sestavljen i1z dveh delov. V prvem delu razsirimo predpis za f na
Al \J{ani1} in ga izvedemo le v primeru, da apy1 € 4;,. Tedaj postavimo
f(ant1) = bj, pri Cemer b; € B izberemo tako, da je f strogo narascajoca
na A |J{ani1}; izbor je mogoc, ker je B gosta v sebi. Drugi del koraka
opravimo le v primeru, da b, 1 € f(A, U{ani1}). Tedaj poiscemo a; € A,
tako da s predpisom f(a;) = b,11 ne porusimo strogega narascanja f;
ustrezen a; obstaja, ker je A gosta v sebi. Na ta nacin predpis za f razsirimo
na A, 1 = A, U{a:, any1} 2 Ant, tako da f ostane strogo narascajoca in
slika. f(A;,,1) vsebuje By 1.

Z indukcijo zgrajena funkcija f : A — B je oCitno strogo narascajoca
in surjektivna, torej izomorfizem med A in 5. =

V sebi gosta mnoZica, ki ima vsaj dva elementa, ni konéna. Ce ji
odvzamemo prvi in zadnji element (kadar sploh ima katerega), nam ostane
v sebi gosta mmnozZica, ki nima ne prvega ne zadnjega elementa. Od tod z
uporabo izreka 4 zlahka najdemo (do izomorfizma natancéno) vse Stevne v
sebi goste linearno urejene mnozice.

Posledica 5. Stevna linearno urejena v sebi gosta mnoZica z vsaj
dvema eZementoma, je izomorfna ent od mnozic Q, {1} & Q, Q

{1} @ Q & {1}.

Mnozica @ je izomorfna vsakemu svojemu odprtemu intervalu (z,y),
r < vy, podobno pa drzi tudi za druge mnoZice 1z posledice 5. Zlahka
se namreC prepricamo, da velja {1} ® Q =~ [z,y), Q & {1} = (z,y] in
{1} Q& {1} =~ |z,y], kjer je z < y in so intervali misljeni v Q.

7 uporabo izreka 4 lahko ugotovimo tip urejenosti marsikatere linearno
urejene mnoZzice. Tako npr. vidimo, da so mnozice Q (koncno

sum andov) Q (konéno faktorjev) in Z o Q izomorfne @, mnoZica

. Vlozitve v realno os in njena karakterizacija

Realna os je izomorfna vsakemu svojemu nepraznemu odprtemu inter-

valu in Vsakemu odprtemu poltraku. Od tod brz sledi, da je za vsak n € IN

R R (n + 1 sumandov) izomorfna mnozici R\ {z1,...,z,}

na reah’u 0sl, kjer so x1,...,ZT, poljubna razlicna realna stevila. Koncne

R se tore;j da vioziti1 v IR. Tudi , neskoncno” vsoto Z o IR

EB la,hko Viommo v R, 1zomorfna je namrec¢ mnozici IR
v o IR v realno os?
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IR zapisimo
. Ker je (z,0) (m H in f strogo narasca, velja
intervalu s kraﬁs&e na o in . 71 lahko izberemo
vdj a(z,1) <

Siedi

wg < x1, torej] na odprtem
m@mmaﬁ.n@ Stevilo rp. Cejex <y, @,y € 'i'!i‘

< (y,0), zaradl strogega narascanja f p |
nagh 0 preslikavo z —— 7, 1z IR
IR po moci presega, ). Zash sm
ni mgg@m vieziti v IR.
3 Emeamm m‘@jen@ N
| ukta IR o IR pa pove, da analo g@ a za IR

Katere linearno EH”@@H@ Mnozice pa se Vel daﬂe da vloziti v IRY

L@ﬂ@&?’”ﬂ@ ur@@n@ mnozico e mogoce vloZiti v
bko gosto podmnozico.

} A linearno urejena mn ki jo lahko vloZim
memo predpostaviti, da je A kar vsebovana v IR.

druzina vseh od
neprazen presek z A

/a vsak n E | m
imo, da je stevna mn

nimo elementa z,y € A

Sik@ g@%a v A.
1Mo se nasprotno smer ekvivalence v 1zreku. Pred imo, da je
nmmsa ki vsel uje Stevno sib. K0 gosto podn n@zw@
A n1 konéna. Tuds @kaz a na ] bo B

1 11m ajo H@OSy%dn@g& md: "
imo, da ] je mnozica 31 S?’E@vna

dnega nasled nika
ostavim

E. ka, 1n E@ @ ega Zaznamujmo Z z'
v A mﬁervﬁ (w x') vseboval element iz By C A

zamd& sibke gostost: .
Ker j@ pd@g mga, n@zma B unija dvotockastih mnozic {z, '} in ker vsak

Mnozica r je tedaj Sét evna in 81b ko g @sm v A. Po 1zreku 3
j@ lahko vioZim (), ker pa }@ m@mmﬁ’ia svojemu podintervalu
(0,1), obstaja ﬂ@zﬂmv f@ . B 3) € (0,1). R azsIrimo fo

R z zalo g@ |
do funkcije f : A mimo poljuben z € A\ B. Ce je
z prvi element v A,

» imo f(z) =0, ce pa je z Z@dﬂﬁ element v A, naj
bo f(z) = 1. §aday Z ni mm prvi niti zadnji element, zaradi sibke gosmsm
B v A mnozici

r >z}

={x € B: z <z}
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nista prazni. OcCitno je vsak element 1z L, manjsi od vsakega elementa iz
D, zato podobno velja tudi za mnozici fo(L,) in fo(D,). Od tod sledi, da
v R obstajata stevili

L ﬂ SUPf9<Lz) n d, = 1nffO(Dz)

in da velja [, < d,. Postavimo f(z) = 3(I, + d,) in dokazimo, da je tako
definirana funkcija f strogo narascajoca.

Naj bo z,y € A, z < y. Ce z in y pripadata B, velja f(z) = fo(z) <
< foly) = f(y). Denimo, da z € Biny € A\ B. Potem y ¢ B, zato
obstaja tak z € A, dajez < z < y. Ce z ¢ B, zaradi Sibke gostosti B v
A lahko najdemo u € B, ki ustreza pogoju z < u < y. Potemtakem vedno
obstaja tak element w € B, da je x < w < y. Od tod sledi

f(m) — f0($) < fo(’w) < inffO(Ly) — gy < ‘;“(ly + dy> — f(y)n

torej f(x) < f(y). Na podoben nacin tudi v primerih z € A\ B, y € B in
r,y € A\ B ugotovimo, da je f(z) < f(y). =

Med najpomembnejSe urejenostne lastnosti realne osi prav gotovo sodi
Dedekindova polnost. Ponovimo splosnejso definicijo tega pojma.

Linearno urejena mnozica A je Dedekindovo polna, kadar 1ma vsaka
njena neprazna navzgor omejena podmnozica supremum v A in vsaka njena
neprazna navzdol omejena podmnozica infimum v A.

Poleg realne osi obstaja Se vrsta neizomorfnih Dedekindovo polnih
mnozic, ki jih lahko vlozimo v IR. Bralec se lahko za vajo preprica, da je
npr. vsaka zaprta podmnozica realne osi v inducirani urejenosti Dedekin-
dovo polna. Med njimi z naslednjim rezultatom lahko prepoznamo mnozico
celih stevil. |

Izrek 7. Linearno urejena mnozica A je izomorfna Z natanko takrat,
kadar je Dedekindovo polna in ima vsak ngjen element neposrednega predho-
dnika 1 neposrednega naslednika.

Dokaz je podoben dokazu izreka 11 in ga prepuscamo bralcu.

Katera preprosta urejenostna lastnost loci IR od drugih Dedekindovo
polnih mnozic, ki jih je mogoce vloziti v R? Realna os je urejenostno gosta
v sebi in prav ta dodatni pogoj zZe skoraj karakterizira IR. Pogoja, da se
da linearno urejena mnozica vloziti v R in da je hkrati v seb1 gosta, lahko
zdruzimo v enega. Velja namrec naslednja ekvivalenca.

12JAV!
(a) A je gosta v sebi in jo je mogoce vloziti v R.
(b) A vsebuje Stevno gosto podmnoZico.

Za linearno urejeno mnozico A sta ekvivalentn: nasledny
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vsebuje stevno sibko gosto podmnozico B. Dokazimo, da je tedaj 3 gosta v
A. Vzemimo @Ejubna r,y€c A,z <y KerjeAdvw S@bi gosta, Obséajam ﬁaka
elementa u,v € A o V@h&, r<<u<v<y. Ce niti w niti v ne .. lata B3
zaradi sibke g B v A, meduinvlezi vsajen z € B. Torej v vsakem
mm@fu Obgfsaja element 1z

B, ki lezi na intervalu (z, y).

Naj | a] B C A stevna in gosta v A.
gosta v S@bL PO 1 6 pa jo je n

Potem

je A ocitno

logoce vioziti v R.

Na vrsti so znacilne urejenostne lastnosti realne osi.

natanko takrat,
a naits

mern@ &m}ena mnozica je @zamm’fna
; polna, vsebuje Stevno gosto podmnozico 1n num
demenm,

o @ ~ @

Realna os ocitno 1zpolnjuje pogoje 1zreka, zato dokazimo

mer ekvivalence. Naj bo A Dedekindovo polna linearno
m*@j@na mnomca bmz prvega n zadm@ga demema B pa njena Stevna gosta
B v sebi gosta m m na niti prvega niti c 1] ega
e emer ita, je po 1zreku 4 1zomorfna ¢). Naj I R
3. Podobno k@é v dokazu izmka 6 Eako a tu mzmmme
f@ do Sfﬁmgo nm*asgagoae - f A

| n dokaz bo sklenjen.

R\

mimo poljuben r € IR
folz) <},

B1invsak x9 € By velja 1 < T2
L n % 2 = mf By. C
5 gosta v A,

() 1in s1 oglejmo m

Ocitno za vsak 1 €
D Oma obst ajata z; = sup B

39) od S@ka v Q
21 =z in f(21) = f(22) =

Naslednjo posledico 1zreka 9 lahko dokazemo podobno kot posledico 5.

Posledica 10. Lwnearno urejena Ded . 01 17
vsaj dva eiemenm mn meéwe stevno gosto p@dmnozzm 7€ 1zomorina ent od

R, {1}6R, Re {1}, {I}eRe {1}.

Tako kot v stevnem primeru, tudi tu za vsak z,y € R

y), {1} ® R

Linearno urejena mn A je homogena, kadar za vsa pmf x y c A
obstaja tak avtomorfizem f: A4 — A

. da velja f(z) = y.
grupa avtomorfizmov Aut(A) mora biti tranzitivna.
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Poleg realne osi sta homogeni npr. tudi mnozici Z i Q. Prvi dve sta
celo Dedekindovo polni. Je med podmnozicami IR Se katera homogena
hkrati Dedekindovo polna? Ker sta prvi in zadnji element linearno urejene
mmnozice (e obstajata) negibni tocki vsakega avtomorfizma te mnozice,
homogena mnozica z vsaj] dvema elementoma nima niti1 prvega niti zadnjega
elementa. Ce je tedaj homogena Dedekindovo polna podmnoZica realne osi
gosta v sebi, je po trditvi 8 in izreku 9 izomorina R. Kaj pa ¢e ni gosta v

seb1?

lzrek 11. Homogena Dedekindovo polna linearno u'rejena mnozica, ki
ima vsaj dva elementa in ni gosta v seby, je 1zomorfna L.

Dokaz. Predpostavimo, da mnozica A ustreza pogojem 1zreka. Ker
ma A vsaj dva elementa in ni gosta v sebi, obstaja element g € A, ki
ima neposrednega naslednika z;. Ker je A homogena lahko izberemo tak
avtomorfizem f € Aut(A4), da je j(@g) =x1. P

T = [™(zg), m € Z

Brez tezav se lahko prepricamo, da je potem za vsak m € Z elen ent $m+1
neposredni naslednik elementa x,, in da je mnozica B izomorfna Z. Dokaz
bo torej sklenjen, ko bomo ugotovili, da é A=05

Ker noben element iz A\ B more bitl na nobenem intervalu mnozice
B, je v primeru A \ B # () mnozica B navzgor ali navzdol omejena v A.
Denimo, da je navzgor omejena. Ker je A Dedekindovo polna, obstaja z =
= sup B € A. Izberimo tak avtomorfizem g € Aut(A4), da velja g(x1) = 2.
Potem je y = g(xg) neposredni predhodnik elementa z. Od tod sledi, da je
Y zgornja meja mnozice B, kar pa zaradi y < z = sup B ni mogoce. Torej B
ne more biti navzgor omejena. Podobno vidimo, da 5 ni navzdol omejena,
tom jresvella A= 5. =

Iz 1zreka 11 1n razmisleka pred njim z upostevanjem trditve 8 dobimo
naslednji rezultat

Posledica 12. Dedekindovo polna homogena linearno urejena mnozica,
ki 1ma vsay d@a elementa n vsebuje Stevno sibko gosto podmmnozZico, je 1zo-
morfna bodist IR bodist 4.

Opomba. Vecina navedenih izrekov je vzeta 1z enciklopedi¢ne monogra-
fije klasi¢ne teorije mrez |1}, vendar pa se dokazi teh rezultatov v pricujocem
prispevku bistveno razlikujejo od tistih iz knjige. Se veé, dokaz vsebine tu-
kajsnjega izreka 6 je v knjigi precej pomanjkljiv in razen osnovne ideje ne-
korekten. Vsebina izreka 9 iz tega clanka je v |[1| omenjena kot posledica
izreka o homogenih linearno urejenih mnozicah (v nasem ¢lanku je to po-
sledica 12). Dokaz iz |1] je nekoliko topolosko obarvan in v primeru v sebi
goste mnoZice (ki naj bi bila izomorfna z R) popolnoma odpove.
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Vga,k _neprazen @dprm mﬁ;ervﬂ red,]ém@ 0s1 vsebuje
mﬁmnahm stevilo, je druzina paroma di ctnih odprtih m‘ﬁ@y*@f&hv v
Leta Eg2 ) je ruski matematik Susli Obja:vﬂ n&%iedm@ domnevo

Suslinova hipoteza. Dedekindovo polna v sebt g&@m linearno urejena
mmnozica brez o (£e) zgdﬁje_@@ elementa, v k@f@fm 7e najvec stevno paroma
disjunkitnih odprtih intervalov, je 1zon @@fna

| | 10V {w@m je mMnoZic nej 1sloven, n
mﬁgoce ne p@m l1t1 ne ovreci. , ce predpostavimo ne; mmsbwmst
klovega aksiomat sk@ ga smm na, ga obogatim
1zbire 1in fmmu dodamo Se thmezo ali njeno n@gamj@ dObE
konsistentna sistema aksiomov. Dokaze neodvisnosti Suslinove hipoteze
lahko bralec najde v knjigi [2}

. Lattice theory, Providence, Rhode Island 1967.
H. Johnsbraten, The Souslin problem, Lecture Notes in Mathematics 405,
Heidelberg, New York 1974.

H} G. Birkhoft

Springer-Verlag, Berlin,

matematicno drustvo je za Svetovno leto m
novanje v izdelavi matematicnih plakatov. R
http://www.mat. dtu@dk%emSMgail@ryfinieX@htmia
| DMFA organizira podobno tekmovanje v Sloveniji. P a
bhzah matema:tﬂm sirsi javnosti. Vabimo vas, da Soddujete
bodo, ¢e je mogoce, 1zd dam v elektronski obliki. |
na papir velikosti A3 Tekst | Ea,kam mora biti - C}ﬂj 1V,
Hlektronsko oblikovane izd @H{@ prip m elel ki posti 1n
d@ 15. oktobra 2000 na naslov: Mat] Lokar@fmf.uni-17.s3
- oshrm d@ gornﬁga u aﬁu na na nagiov

niziralo tek:
ogledate na:

Plakate bo ocenila strokovna zirijja. R bomo ol na jesen

m obénem zboru, Haz,j boljse nagradili in jlh tudi oskumh Objawm Av-
tor] ﬂ obdrZijo vse pmww dovolijo le, da DMFA njihove izdelke objavi na
svo]l spletni strani in razstavi na Obsnem zboru.

Peter Legisa
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JANEZ STRNAD
- PACS 01.65.+g, 45.40G;

Pred dvesto leti je slovenski matematik in fizik Jurij Vega izdal knjizico, v kateri
je dokaj izérpno obdelal premo centralno gibanje. Ceprav zdaj studenti fizike resujejo
podobne naloge Ze v prvem in v drugem letniku, utegne Vegovo priljudno pisanje biti
poucno in zanimivo tudi za sodobnega bralca. Leta 2002 bo poteklo dvesto let od Vegove
smirti.

Two hundred years ago the Slovenian mathematician and physicist Jurij (George)
Vega published a booklet in which he considered linear central motion at some length.
Although now related problems are solved by physics freshmen and sophomores Vega’s
affable writing may be instructive and interesting also for a contemporary reader. 2002
two hundred years will pass from Vega’s death.

Leta 1800 je Juriy Vega, ,vitez vojnega reda Marije Terezije, major
cesarsko-kraljevega zbora topnicarjev, dopisni ¢lan angleske kraljeve akade-
mije in akademije znanosti v Gottingenu, ¢lan akademije uporabnih znano-
st1 volilnega kneza v Mainzu in fizikalno-matemati¢ne druzbe v Erfurtu”, na
Dunaju objavil knjiZico z naslovom Poskus razkritja uganke znanega nauka
o splosni gravitacigt |1]. Knjizico je , v najgloblji vdanosti” posvetil , Njegovi
kraljevi visokosti Albrechtu, vojvodu Saskemu”. Vsebina utegne zanimati
tudi danasnje matematike in fizike.

V zapisu je Vega obravnaval premo centralno gibanje. Zamislimo s1 zelo
majhno telo — recimo mu 1zstrelek — z majhno maso m v 1zhodis¢u na osi .
Drugo zelo majhno telo — centralno telo — z veliko maso M naj miruje na
osi  pri koordinati a (sl. 1). Izstrelek se v zaCetnem trenutku ¢ = 0 zacne
gibati po osi x proti centralnemu telesu, ker deluje to nanj z gravitacijo. Za-
nima nas, kako se s ¢asom spreminjata hitrost v(t) = da/dt = & izstrelka in
njegova koordinata xz(t). Izhajamo iz Newtonovega gravitacijskega zakona,
po katerem deluje centralno telo na izstrelek s priviacno silo, ki je soraz-
merna z maso 1zstrelka in z maso centralnega telesa in obratno sorazmerna
s kvadratom razdalje izstrelka od centralnega telesa: F' = GmM/(a — z)2.
Pri tem je G gravitacijska konstanta, ki jo je prvi izmeril Henry Cavendish
Sele leta 1798 in je Vega v svojih razmisljanjih ni uporabljal.

7, drugim Newtonovim zakonom F' = mx dobimo za pospesek 1zstrelka
7 = gb*/(a — x)?, e vpeljemo gravitacijski pospesek izstrelka ¢ = GM /b? v
razdalji b od centralnega telesa. Enacbo pomnozimo z « in integriramo od
t =0 do t:

Li? =2 =
a a—I

Z, ustrezno integracijsko konstanto smo upostevali, da je zacetna hitrost 1z-
strelka enaka ni¢. Enacba naravnost sledi iz 1zreka o kinetic¢ni in potencialni
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kineticn e energije izstrelka in skupne gravi-
Omnmahm energije 1 in centralnega @d@ga

*”’ @@mram@ id@ - j@ ’H“@?@@ telo. lzreka v Vegew

izhajal 1z drugega

len. Hitrost izstrelka

i 11,

(1)

mo vpeljali gravitaciski
kundi pri1 enakomerno
Ziato je v Vegovi

Vse korake smo naredili v Vegovem
pospesek g, medtem ko je on vpeljal p
- n gibanju in jo zaznamoval z 1stim
enacbi (1) koeficient pred g e é ne 2

/. integriranjem dobim

iy

(2)

ga je kot zgled obdelal v svojih preda-

vanjih 1z m af@ ematike. Tudi ta enacba se ujema z Vegovo enacbo, le da je
| —2x/a).

arcsin {x / @)1/ > nadomestil z Zarccos(
kot je bilo v navadi — in je v navadi

Gibanje je obravnaval idealizirano
Se danes. Zaradi zelo velikega razm @ma m /M je smel vzeti, da centralno telo

miruje in se izstrelek neovirano giblje po osi « mimo njega, ne da bi prislo
do trka. Z enacbo (1) je ugotovil, da hitrost izstrelka ob centralnem telesu
pri x = a preseze vsako mejo in da za * < 0 1n za © > a hitrost postane
,nemogoca ali imaginarna”. Iz enacbe (2) pa je izracunal, da porabi izstrelek

za gibanje do centralnega telesa Cas tg = %(ag/%Zg)l/z in da postane za
0 in za x > a tudi cas imaginaren. Izid je spravil Vego v zagato.
Najpre] se mu je zazdelo, d MOTe I
ce: itralnega telesa. Toda |, v matematiki 8@ ne SIemo zaevomm zgoly] z
pak MOra bm oc vse jasno”. N jmj se je ozrl nem@
Najvecji vseh analitikov” Leos Kuler je predlagal, da naj si
imo izstrelek kot j Eane?t ki koli Sonca giblje po zelo splosceni
krajni I 1 zacetne lege planeta in zelo blizu
dalji hn@é za, €N obhod po elipsi
‘ega ug@é ovil, d

|

518

o)

merl zveznice
Laplace v Nebesnz:
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Slika 1. Vegova prvotna izbira koordina- | o odetna |
o o . con - . . r = () () ;Zace Lia lega g = —]

tne osi z in 1zhoélsca v zacetni legi 1f'zstrelka, 7’ izstrelka

(levo) in simetri¢na izbira z izhodiScem v

centralni tocki (desno).

T = a centralno telo ¢ =0

Vega je najprej pomislil, da izstre-
lek . ostane popolnoma brez gibanja, ko
doseze centralno tocko”. V obupu je bil .
pripravljen sprejeti celo sklep, da je v
tem 1zJemnem primeru limita izraza, v
katerem gre imenovalec proti ni¢, enaka nic, , éeprav je sicer 1/0 v vseh ana-
liticnih raziskovanjih neskoncéno veliko stevilo”. Neomejeno hitrost, ki jo
doseze 1zstrelek ob centralnemu telesu, naj bi namrec¢ nenadoma, izravnala
neomejena sila v nasprotni smeri, brz ko bi se izstrelek malo premaknil na
drugo stran centralnega telesa. Spomladi 1788 je Vega v tretjem delu ma-
tematicnih predavanj Se vedno zastopal to stalisce. Zaradi priprav na vojni
pohod proti Turkom tedaj ni imel casa, da bi o njem temeljito razmaishl.

druga skrajna %
| lega izstrelka

1

Na pohodu samem pa je mmel dovolj ¢asa, kakor je porocal, da je
razmisljal. Predstavljajmo si viteza Vego, kako v Sotoru razmislja o gra-
vitaciji, ko se drugi v taboru ukvarjajo z vsakdanjimi vojaskimi opravili!
Kot topnicarja ga je morda zadeva Se posebe] zanmimala. Vsekakor je na
pohodu prisel do drugacnega sklepa, ki ga je navedel v dodatku k mate-
mati¢nim predavanjem leta 1790. K temu ga je, kot kaZe, spodbudilo tudi
skrajno stalis¢e  geometra 'Huiliera”.! L'Huilier si je v spisu, ki ga je celo
nagradila pruska akademija znanosti, prizadeval 1z matematike pregnati ne-
skonéno majhno in neskoncno veliko. Vztrajal je pri trditvi, da je izraz
x = a-1/0, ki ga najdemo pri analiticnem raziskovanju, prav tako znak ne-
mogocega odgovora kot x = ay/—1”. Mislil je, da enacba (1) ne prica samo
o tem, da ,telo ne more Cez center, ampak tudi o tem, da ne more priti
niti do centralne tocke”. Hitrost je za ., > a 1n za £ = a nemogoca”’. Ob
tem pa je brez pomisleka navedel ¢as g, ki ga izstrelek porabi za gibanje do
centralnega telesa!

’Huilierov premislek je sel Vegi predalec. lzpodbiti ga je poskusil z

racuni, v katerih je za centralno silo vzel, da je obratno sorazmerna s tretjo
ali etrto potenco razdalje. Postavimo F = mgb®/(a — z)°, pa dobimo po

! Simon Antoine Jean L’Huilier (Lhuilier) (1750 do 1840) je predaval matematiko na

univerzah v Nemdéiji in Svici. Prej je zmagal na natecaju za uébenik matematike na
poljskih solah. Bil je tudi vzgojitelj ¢lanov poljske kraljeve druzine.
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enaki poti kot prej za kvadrat hitrosti

D
Jaxr — xr*°

’UZ _ 539
ala — x)
prav J@ ako kot
prav tako kot pri x = 0. Pri z > 20

agmazna Po Veggvem mnenju bi moral 'Huilier v
k dospel na drugo stran centralnega émkga

Zia x = a je sicer |

hitrost neomejena, a za a < x < 2a Je koncna,

@2 2tz } /a? { :17)39
Je taﬁm kot pri emacbi (1) hﬁmsﬁ pri T = @ neomejena in
1magm&rna Z Vego nadaljujmo razmis ﬁ ; I
do sklepa, da pri centralni sili, obratno sorazmerni s - potenm E‘&Zdﬁh@
ne dospe na drugo stran @@mg‘ajn@g& telesa, pri centralni sili,
Tega sklepa EH

1zstrelek
obratno S@mzmﬂ*m 7z liho oﬁeﬂ@@ razdalje, pa dospe.
sprejeti. Vsi zapisi, ki jih je Vega mgkdai so videli v tem nekaj nera-
zumbW@ga ali celo skrivnostnega. Nekater: pisci so se ,, obrnili v metafiziko”
in zahtevali, da, ne Smemo pmvzem Ohubne odvis? OSM centralne Sﬂe brez
dodatnih la. niso raz*mzhh ampak presekali”. Za
znanost, matematika, je kaj por. m@vamg

k1 3@ dosle; 1 m u gaﬂko se o brz

Yy = ;c”'*"l/(n 1)5 la resitev za n = —1 ne Veba in je ta primer treba
resevati posebej. Pri integraciji n nenju zaﬂ@@wm
kaj se dogaja korak za korakom 1 sih spremeniti ki jo integri-
ramo, 1n vcasih integracijsk @ E“B@Vfﬂ&dj%ki
zakon napisati na novo: £

m smo z ustrezno integracijsko konstanto poskrbeli, da je h:
kot je bila pri x = 0. Z mtegriranjem dobim

- (3 -1 -

a 2

)1/2 + £ arccos (3 — 2%)] . (3)

Vegi se je zapisala enacba brez clena %7‘@"3 spretno pa je

— arc m,n[( z)(2 —x)~ 1/2(:1; — 1 )“1/2]

predelal v arccos(3 Ugotovil je: |1 h dveh enach
(3}} je mogocCe koncéno popolnoma jasno videti, da se telo pri dani lastnosti
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centralne sile, ¢e ga pri A prostega prepustimo njenemu delovanju, giblje
cez centralno telo C v podaljsani smeri CE do razdalje * = 2a, ki se ujema
z zacetno razdaljo CA, kjer postane njegova hitrost enaka 0; potem se
zaradl neprekinjenega delovanja vrne zopet do A in ponavlja to gibanje brez
prestanka.” |

Sele na tem mestu je Vega presel na simetriéni koordinatni sistem in
izhodisCe prestavil iz zacetne lege izstrelka v centralno tocko. Ob tem je
kot novo spremenljivko uvedel z = x — a 1n s tem dosegel, da je enacba
(3) postala podobna enacbi (2). Precej dela bi si prihranil, ¢e bi to storil
ze pre]. Morda pa je v knjizici namenoma cakal s tem korakom, da je
,uganko” zapletel in s poudarkom pokazal, kako ga je naloga sama prisilila
k temu koraku. Nazadnje je se obdelal gibanje pod vplivom centralne sile,
ki narasc¢a z narasScajoCo razdaljo: F' = m(g/b")x". S tem je najbrz zelel
podpreti ugotovitev, da centralna tocka ni 1zjemna in 1zstrelek brez tezav
prehaja z ene strani centralnega telesa na drugo.

Spis je koncal takole: | Ne more ostati neomenjeno, da je treba s
posebnimi enacbami, ki sledijo 1z splosnih enacb, dobljenih z integralskim
racunom, vselej ravnati zelo previdno, da ne zapademo v zmote. S tem smo
tudi razkrili pravi namen te kratke razprave.”

V delu Vega ni pokazal samo svoje spretnosti v matematiki, ampak
tudi v fiziki. Spisu se sicer pozna, da je minilo od izida Ze dobrih dvesto
let. Za danasnje pojme se zdijo Vegovi racuni precej dolgovezni in spremno
besedilo razvleceno. Danasnji racuni te vrste so precej krajsi, in to velja
tudi za besedilo. Vseeno pa je Vega spletel poucno in zelo zanimivo zgodbo
o ,uganki”, ki jo je pocasi prignal do viska in nato hitreje koncal. Njegov
sklep je 1mel tedaj doloceno tezo in rezultati so bili trdni. Pot do njih pa je
mogoce danes precej skrajsati. Danasnji fizik b1 od vsega zacetka postavil
centralno telo v izhodisce in bi enacbe spravil v brezdimenzijsko obliko.
Nato bi izkoristil simetrijo, ki je postala v fiziki zadnje case priljubljeno in
ucinkovito orodje [2].

Najprej je sila, s katero krogelno simetricno centralno telo deluje na
izstrelek, odvisna samo od razdalje od sredisca telesa. V resnici se na
krogelno simetrijo sploh ni treba sklicevati, zadostuje spoznanje o zrcalni
simetriji na osi z. Po tej poti bi predelano enacbo (2) z { = z/a za
-1 <¢<0:

T = (2gb?/a®) %t = (1 + OY2(=O)Y? + arcsin(1 + ¢)Y/? (2a)
brez pomisljanja dopolnil s predelano enacbo (3) za 0 < ¢ < 1:

- — %ﬂ_cl/Q(l_C)1/2+%—arccos(1-—-2g). (3a)

Nato b1 poklical na pomoc se drugo simetrijo. Enacbe klasi¢ne mehanike so
invariantne proti ¢asovnemu obratu ¢ — —¢. Po tej poti bi v eracbah (2a)
in (3a) t nadomestil z —t ali 7 z —7 in priSel do periodi¢nega gibanja (sl. 2).
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Slika 2. Premo centralno gibanje izstrelka okoli centralnega telesa v izhodis¢u osi (.
Gibanje je simetri¢no glede na izhodisce in periodi¢no. Hitrost je ob centralnem telesu
neomejena in tangenta na os ( pravokotna. Na vodoravno os je nanesena spremenljivka

T = (a’/ Zgéz}l/ 2t na navpic¢no os pa relativna oddaljenost od centralnega telesa ¢ =
= z/a = (z —a)/a. Narisane so inverzne funkcije funkcij, ki izhajajo iz ena¢b (2a) in (3a).
Preostali del krivulje dobimo z zrcaljenjem na osi (. — Enacbama (2a) in (3a) ustrezata
pozitivni hitrosti, prvi za —1 < ¢ < 0 brezdimenzijska hitrost d{/dr = (mg)l/z/(i +C)1/2
in drugi za 0 < ¢ < 1 hitrost d{/dr = gl/z/(l - 01/2. Vega pa je preskocil k enacbama
za 0 < ( < 1, ki jima ustrezata negativna d{/dr = mgl/z/(g - 1}1/2 in pozitivna hitrost
d¢/dr = §1/2/<]¥_ — g)l/z. Pa Se eni od njiju je treba dodati konstanto, preden lahko

sestavimo krivuljo. Vega Se ni imel programa Mathematica!

&§ :g A 2 P 5 i | —
’ 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 7

3. Premo centralno gibanje izstrelka skozi ozek jasek po premeru centralnega telesa

z radijem a(g. Na vodoravno os je nanesena spremenljivka v = (a;g / Egéz)l/ t. na navpiéno
os pa relativna oddaljenost od sredisca centralnega telesa ( = z/a = (¢ — a)/a. Hitrost
dolocata enacbi d(/dT = —(1 — 01/2/(:1/2? (o < (¢ <1 (a)ind(/dr = —(3/2(0 — 1 —
- §2/2§S>1/2§ 0 < ¢ < (o (a', levo) ter ¢as enacbi 7 = gl/zﬂ — 01/2 -+ arc cos Ql/z,
(o (¢ <1 (b)inT = (3/2(1 — (0)Y/? + arccos Cé/z + (2¢2)? arcsin (3 — 2¢p)"1/2 —
— (2§§}1/2 arcsin [(/(o(3 — 2@)1/2}7 0 < (¢ < (b, desno). Na risbi je (g = 0,4. Krivulja
(a) in krivulja (b) sta podaljsani na obmocje 0 < ( < (g, da lahko primerjamo gibanje
v modelu tockastega telesa (¢rtkano) z gibanjem v modelu razseZnega centralnega telesa
(sklenjeno). — Ta racun ne sodi k Vegi, zato smo ga omenili samo pod risbo.
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Singularnosti se pogosto pojavijo kot slabost modela. Singularnost
hitrosti v v centralni tocki, ki je Vegi povzrocila tezave, je povezana s
privzetkom, da centralno telo nima razseznosti. Ni je tezko odpraviti,
¢e nalogo ponovimo s homogenim centralnim telesom v obliki krogle s
premerom 2z5 = 2aly (sl. 3), v katero si mislimo na osi z po premeru izvrtan
ozek jasek. Priznati moramo, da bi bilo ta primer skoraj tako tezko izvesti
kot prejsnjega.

Najbrz bi bilo mogoce Vegovemu racunanju ocitati, da ni v vseh delih
dosledno. Kako naj bi centralna sila, ki je obratno sorazmerna s tretjo
potenco ali sorazmerna s kako potenco razdalje, bila odlocilna za gravitacijo,
ko pa je po njegovi lastni izjavi treba obravnavati vsak primer posebej. Toda
pri podrobnejsem premisleku se zazdi, da je Vega zaslutil simetriji, ki smo
ju omenili. Ravnal je kot fizik in E. P. Wigner bi njegov postopek najbrz
imel za ,,Se en zgled, da je fizikov nagon moénejsi od njegovega znanja”. |2]

1] G. Vega, Versuch tber Enthilung eines Geheimnisses in der bekannten Lehre der
allgemeinen Gravitation, Joh. Th. von Trattner, Dunaj 1800, 39 strani majhnega
formata.

2] E. P. Wigner, Simetrije in ohranitveni zakoni, Obzornik mat. fiz. 12 (1965) 32.

I Namen strokovnih srecanj v okviru DMFA
Slovenije ni samo izmenjava izkusenj in strokovno izpopolnjevanje, ampak
tudi druzenje in spoznavanje razlicnih koncev Slovenije, ki jih sicer vecina
clanov redko obisce. Zato smo se odlocili, da bo 51. ob¢ni zbor v Moravskih
Toplicah. Kraj je bil posreceno izbran, sa] smo 1meli ves cas lepo vreme
in prijazne gostitelje. Kot je Ze v navadi, so nam domacini pri organizaciji
srecanja veliko pomagali, zato naj se ze kar na zacetku zahvalim prav vsem,
Se zlasti pa Nadji Ivanc Milosevic, ki se je zelo potrudila in poskrbela za tri
prijetno in koristno i1zrabljene dneve.

Strokovno srecanje je potekalo v treh oziroma dveh sekcijah v hotelu
Ajda. V cetrtek popoldne so si zgodnji udelezenci lahko ogledali posterje
uporabnih fizikov, katerih srecanje se je zacelo Ze dopoldne. Po otvoritvi
strokovnega srecanja smo se razdelili v dve skupini.

Matematikom je Andreja Smid predstavila z besedo, sliko in modeli
nacine sestavljanja enakostranicnih trikotnikov. Nada Razpet je pokazala
primer, kako od standardnih nalog racunanja prostornin in izdelovanja mrez
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