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SANDI KLAVZAR

Math. Subj. Class. (1991): 94-01, 94B05, 94B15, 94B35, 94865, 94B70

Vpeljani so osnovni pojmi teorije kodiranja in predstavljene so temeljne lastnosti
linearnih kod. Opisana je tudi Reed-Mullerjeva koda prvega reda (32,6,16).

] 8 ELE £l ] ] 2 w =
¥ 7 W& s e % & i 3
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Basic notions of coding theory are introduced and some properties of linear codes
are given. The first order (32,6,16) Reed-Muller code is also presented.

B g ic S

l'eoryja kodiranja oz. natanéneje teorija kod za odkrivanje in popravlja-
nje napak, kot jo bomo ; mdsmwh v tem clanku, se je zacela mzmﬁm v
Stirie @%fmh letih mga stolet tja. P mbne dosezke na tem podrocju so
dosegli Golay, Hamming in S] Gre torej za dokaj novo matematicno

Shannon.
panogo, K1 ima po eni strani Ze dobro razvito teorijo, po drugi strani pa je
568 |

sredi intenzivnega razvoja, glej npr. monografije [1,4,5
Temeljni problem teorije kodiranja je iskanje ,dobrih kod” in osnovno
sporocilo teorije je, da je takih kod malo in da jih je tezko najti. Zato teorija
uporablja konstrukeije in metode mnogih drugih matematicnih podrocij, kot
na primer linearne algebre, teorije kolobarjev, kombinatorike, (algebraic¢ne)
geometrije, verjetnosti, teorije stevil, ..., kar daje tej teoriji se poseben mik.

ki so se pojavili

Teorija kodiranja se je razvila na podlagi problemov,
na podroc¢ju informacijskih znanosti in inzenirstva. Nasploh je celotna te-
orija ne samo potencialno, temvec tudi deﬁgaﬁdngk@ zelo uporabna. Na koncu
prispevka bomo kot primer prikazali Reed-Mullerjevo kodo, ki je bila upo-
rabljena leta 1972 pri prenosu slik Marsa z vesoljske ladje Mariner 9. Pri za-
dnjih vesoljskih poletih so bile za 1sti namen uperabbene Reed Sdomonove
kode, ki so med drugim implementirane tudi v sodobnih CD-jih. Z
poljudno branje o zgodovini 1n uporabi Reed-S

Pojasnimo sedaj, kaksne vrste problemov pravzaprav resujemo. Po
kanalu (na primer Zici ali vesoljskem prostoru) Zelimo prenesti sporoéilo,
pri cemer lahko pri prenosu pride do motenj, ki sporocilo pokvarijo. Zato
b1 radi razvili mehanizem, ki bi znal napake pri prenosu odkriti in jih po
moznosti tudl popraviti. Na primer, radi bi se 1zognili, da b1 pri prenosu
slik z Marsa zaradi Soncevih motenj namesto marsovske kamenine na slhiki
zagledali Marsovca. Zato pred prenosom po kanalu sporocilo zakodiramo in
ga po prenosu dekodiramo. Shematicno je ta proces prikazan na sliki 1.
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_| prenos po |
\ sporocila

posil] 8;1‘:61.} — > kodiranje —>
\ sporocila ) kanalu

motn ,} e

Slika 1. Prenasanje sporocila s kodiranjem in dekodiranjem.

Dobre kode morajo zadoscati naslednjim zahtevam:

e popravljajo naj ¢im veé napak:
e kolicina dodatne informacije, potrebne za iskanje in popravljanje napak,
naj bo ¢im manjsa;
¢ kodiranje in dekodiranje naj bosta enostavna in ucinkovita v algo-
ritmicnem smislu.

Prvi dve zahtevi sta si nasprotujoci, saj ¢e Zelimo popravljati ve¢ na-
pak, potrebujemo ve¢ dodatne informacije. Dober kompromis med prvima
zahtevama, zdruzen s tretjo zahtevo, nam torej da dobro in prakticno upo-
rabno kodo.

Naj bo V = {0,1} in naj bo V™ mnozica vseh besed dolzine n, sesta-
vljenih 1z 0 1n 1:

VM = {biby.. by | i €V,i=1,2,... ,n}.

i{o bomo 1meli v nadaljevanju opravka z matricnim racunom, bomo besede
na naraven nacin pretvorili v vektorje in jih obravnavali na obicajen nacin,
tj. kot vektor stolpec.

Dvoniska koda dolzine n je podmmnoZica mnozice V", njene elemente
1menujemo kodne besede. Ker bomo obravnavali le dvojiske kode, jjm bomo
na kratko rekli kar kode. V splosnem lahko definicijo kode razsirimo s
tem, da namesto mnozice V 1zberemo poljubno konéno mnozico stmbolov
(tj. poljubno abecedo). Toda za nas namen bodo povsem zadoscale dvojiske
kode, se posebej, ker je vecina prakticnih kod dvojiskih. Jasno je tudi, da
ne bo vsaka podmnozica uporabna koda, saj, kot smo ze omenili, dobrih
kod ni v 1zobilju.

Naj bosta u,v € V™. Hammingova razdalja d(u,v) med besedama u in
v je stevilo mest — bitov — v katerih se besedi razlikujeta. Na primer, Ce je
v = 00110011 in v = 10110000, tedaj je d(u,v) = 3, saj se u in v razlikujeta
v prvem in v zadnjih dveh bitih. Mnozica V", opremljena s preslikavo
d, ki slika 1z V™ X V™ v nenegativna cela stevila, tvori metricni prostor,
kar bo bralec brez tezav preveril sam. Kratek premislek je potreben le za
dokaz trikotniske neenakosti. Minimalna razdalja 6(C') kode C je definirana
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kot najmanjsa razdalja med poljubnima razlicnima kodnima besedama. Na
primer, za kodo

10110000, 11111111}

je 6(C') = 3. Kadar bo koda C razvidna iz konteksta,
razdaljo kode na @znamh 7 0.
C s incip kod Hvan 3 e 1n poj
bliznjega soseda, ki pravi naslednje. Naj b@ w s
kanala, in naj bo u kodna beseda, za katero je d(w, u) < poliju
kodno besedo v # w. Tedaj besedo w dekodiramo v - 0 besedo wu.
besedami preneseno besedo d@k@dwa no v ﬁaj ﬂwm kodno besedo
Ham mzdahﬁ ( ] m@mm le tedaj, ce

pri prenosu ni veliko. V n e
Naj bo e naravno Stevﬂa bhz njega soseda
pravimo, da k@da popravlja e napak, ce za vsako ) besedo w V@ha da osmja
kveqe Nl ena Lodm@ beseda I/ Easfmosmo d(w,u) < e. Drugace povedano,
ce j@ - | ° @ nap ak bomo s prmm

bliznjega soseda prejeto besedo mwhw dekodirali.

Trditev 1. (a) Koda z minimalno razdaljo 6 odkriva 6 — 1 napak.
(b) Koda z minimalno razdaljo 6 popravija e napok matanko tedaj, ko je
o > 2e + 1.

Dokaz. (a) Naj bo u poslana beseda in recimo, da je pri prenosu pri
do kvecjemu 0 — 1 napak.

Tedaj prejeta beseda ne more biti kodna beseda,
razlicna od u, saj je minimalna razdalja kode enaka 6. Torej vemo, da je
prislo do napake pm Drenosu.

( 1mo, u a je 0 < 2e. Naj bosta u m
dobimo iz u z 0 spremembaz

v kodni besedi 7 «
bitov. Naj bo w beseda, k 1 po M /2] k
Tedaj velja d(w,u) < e in d(w U) ['o pa je pmtisbﬂﬁﬁ sa] bi m
veljati d(w,u') < e za kvedjemu eno kodno besedo '.

b

Ce b1 beseda w lezala na razdalji kvecjemu
ostl imel1

ratno, na ] bod > 2e+1.
be&e u 1n v, b1l zaradi trikotniske neenak

A(u,v) < d(u, w) + d(w,v) < e+ e = 2e,

ju s predpostavko.

malno razdaljo 6 odkriva 6 — 1 napak

etricnega

Naj F (u) oznacuje kmgio s polmerom r okrog besede u n
prostora (V” d):

() = {w € V
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Trditev 1 sedaj lahko prepisemo v naslednjo ekvivalentno obliko:

Koda popravija e napak natanko tedaj, ko so krogle s
polmerom e okrog kodnih besed paroma disyunkine.

Obstajajo razliéne meje, ki povezujejo dolzino kode, stevilo njenih ko-
dnih besed in njeno minimalno razdaljo. Te meje predstavljajo eno 1zmed
ovir pri iskanju novih kod. Za primer navedimo najpreprostejSo med njimai.

" kodnih

[zrek 4 (Singletonova meja). Naj koda C' dolzine n vsebuje M
5658d Tedaj velja M < 2n—0+1

Dokaz. Naj bo C' mnozica M besed, ki jih dobimo iz kodnih besed z
odstranitvijo prvih 6 — 1 bitov. Besede v C' so dolzine n — (6 — 1) in so
paroma razlicne, saj so vse besede v  paroma na razdalji vsaj d. Ker je

besed dolzine n — (§ — 1) kvedjemu 271! je izrek dokazan. =

Singletonova meja na primer pravi, da 1ma lahko koda dolzine 10, ki
odpravlja dve napaki (6 = 5), kve¢jemu 64 kodnih besed.

V mnozici V"™ definiramo sestevanje d‘wh besed kot besedo, ki jo dobimo
s sestevanjem istoleznih bitov po modulu 2. Na primer, m@mm—{—n@mm =
= 1001100. Tedaj je (V'™,+) Abelova grupa, e pa vpeljemo Se (trivialno)
mnozenje s skalarjema 0 in 1, postane (V'™ +,.) vektorski prostor nad
obsegom Z. |

Koda C' C V™ je linearna, ce je (C,+, ) vektorski podprostor prostora
(V™ +,-). Ker je mnozenje s skalarjem iz Z, notranja operacija na vsaki
podmnozici v V™, ki vsebuje nicelno besedo, je koda C' linearna natanko
tedaj, ko ] Je Skupaj s poljubnima kodnima b@se lama v 1n v tud1 v+ v kodna
beseda. Brz ko linearna koda vsebuje eno besedo, recimo u, vsebuje tudi
nicelno besedo, saj je u+u = 0.

Mnozica V" vsebuje 2" besed. Ker po Lagrangeovem izreku moc pod-
grupe deli mo¢ grupe, ima linearna koda dolZine n 2* elementov, kjer je
0 < k < n. Bksponentu £ pravimo dimenziyja kode. Singletonova meja iz
1zreka 4 se zato za linearne kode prepise v:

Posledica 5 (Singletonova meja za linearne kode). Naj bo C linearna
koda dimenzige k. Tedaj velja 6 < n — &k + 1.

Prakticna uporabnost linearne kode C je povzeta v parametrih n, k
i 6. Pravimo, da je C (n,k,6) koda. Zaradi pomembnosti ponovimo Se
enkrat, da je pri tem
o n dolzina kode (C C V"),
o k dimenzija kode (|C| = 2") in

e 0 minimalna razdalja kode.

100 Obzornik mat. fiz. 45 (1998) 4



primer, koda

C = {0000000,1000111,1001100,0001011,1110000,0110111,0111100, 111011}

je (7,3,3) linearna koda. Da je n = 7 in k = 3, je otitno, bralec pa naj sam
preveri, da gre za linearno kodo. Dejstvo, da je 6 = 3, lahko pr1 linearnih
kodah ugotovimo precej hitreje kot po definiciji. To naredimo takole:

Teza wt(u) besede u je stevilo enic v tej besedi, tj. teZa besede je
Hammingova razdalja besede do nicelne besede. Minimalna teza kode je
ed vsemi nenicelnimi besedamai kode.

najmanjia teza n

Trditev 6. Za linearno kodo je manimalna razdalja enaka minimalng
teza.

Dokaz. Po definiciji minimalna razdalja ne more biti ve¢ja od minimalne
teze
Za dokaz obratne neenakosti naj bosta v in v kodni besedi, ki1 realizirata

minimalno razdaljo: d(u,v) = 6. Najprej opazimo, da se d(u fv) ne spre-
meni, ce obema besedama pristejemo isto besedo. Pristeymo v 1n 1imamo:

6 =d(u,v) =du+u,v+u)=d0,v+ u).

Ker je koda linearna, je tudi v + u kodna beseda, zato je desni izraz vsaj

tako velik, kot je minimalna teza kode.

Izracun minimalne razdalje linearne kode je torej preprost. V nadalje-
vanju bomo videli, da je tudi kodiranje in dekodiranje linearnih kod eno-
stavno.

Po definiciyi je linearna koda dolZzine n vektorsk: ; @dpmgmv v V7. Ce
torej C' (n, k, ) koda, JO naravno opj;sem@ 7 NJjeno bazo — mnozico k Emearng
neodvisnih be% . Matriko razseznosti £ X n, v katero po vrsticah napisemo
teh k besed, imenujemo generatorska matrika kode C.

Kod: Sta, 1zomorfn, ce lahko s permutacijo koordinat dobimo eno kod@
/i elementarnimi transformacijami po vrsticah lahk
matriko & kode (' pretvorimo v standardno obliko GG VAL ki
I, identi€¢na matrika reda k in je A neka k x (n — k) 0-1 matrika. Kodi,
ki ju dolocata generatorski matriki G ', sta 1zomorini, zato

| 7 n G bomo v
nadaljevanju brez izgube za splosnost predpostavili, da so generatorske
matrike podane v standardni obliki.

preprosto. Recimo, da zZelim

Kodiranje z linearnimi kodami je zelo g
zakodirati 2% sporodil. Naj bo C (n,k,6) koda in G njena generatorska
matrika (v standardni obliki). Najprej sporocila identificiramo z besedami

iz V¥ nato pa posamezno besedo u = ujuy ... ug zaxodiramo z

G =T1Ty... TpTha1.. - Ty = ULUY .. . ULLL4]1 ... Tp
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Prvih k bitov zakodiranega sporocila torej nosi dejansko informacijo, preo-
stalih n — k bitov pa je redundantna informacija, ki jo potrebujemo za od-
krivanje in popravljanje napak. |

Za postopek dekodiranja linearne kode potrebujemo se nekaj pojmov.

Dualna koda C+ kode C je koda, definirana z

T
= {u = UU ... Uy E V" ! usv; = 0, za vse v = vivg.. .U, € C} :

Da ne bo nesporazuma, dodajmo, da gre v zgornji definiciji za vsoto v Z,.
Tudi produkte matrik, ki j1th bomo imeli v nadaljevanju, bomo izracunavali
na ta nacin.

Dualna koda C+ je torej mnozica vseh besed, . ortogonalnih” na vse
besede 1z C. Zato véasih dualno kodo imenujemo tudi ortogonalna koda.
Generatorsko matriko dualne kode C* imenujemo nadzorna matrika kode
C'. Ker je vsota ranga matrike in njenega jedra enaka n, je nadzorna matrika
kode dolZine n in dimenzije k razseznosti (n—k) xn. Zveza med generatorsko
matriko kode in nadzorno matriko kode je naslednja:

Trditev 7. Naj bosta G in H 0-1 matriki dimenzigkXn in (n—k) xXn z
linearno neodvisnima vrsticamst. Tedaj sta G in H generatorska in nadzorna
matrika neke linearne kode natanko tedaj, ko je GHT = 0.

Dokaz. Naj bodo g1, 99, ..., g, vektorji vrstice matrike G.

Predpostavimo najprej, da je GH? = 0. Iz pogoja preberemo, da
velja chlr = Hgg = .. = Hgg = 0, torej je podprostor, generiran z
vektorji gi, g4, ... gg, vsebovan v jedru matrike . Toda dimenziji teh dveh
podprostorov sta enaki £, zato mora biti to 1sti podprostor.

Obratno, recimo da sta G in H generatorska in nadzorna matrika neke

kode. Po definiciji nadzorne matrike je H grf = H gg = ... = H gg = 0.

Torej velja GHT =0. =

Naj bo G = |Ii, A| generatorska matrika kode C'. S pomocjo trditve 7
se takoj lahko prepricamo, da je nadzorna matrika kode C enaka [AT, I,,_z].

Lotimo se sedaj dekodiranja linearnih kod. Naj bo C linearna koda, ki
popravlja e napak, in H njena nadzorna matrika. Po trditvi 1 je 6(C) >
> 2e+1. Naj bo u poslana kodna beseda in w prejeta beseda. Po
predpostavki je pri prenosu prislo do kvecjemu e napak, zato lahko w
zapisemo kot w = u + v, kjer je wt(v) < e. Izracunajmo Hw. Ker je Hu =
= 0, igzraCunamo Hw = H(u +v) = Hu + Hv = Hv. Regultat izracuna
Hw, ki ga imenujemo sindrom besede w, je torej odvisen le od napake pri
prenosu.
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Pokazimo, da razlicnima naj mpadam mmmﬂa Smdim Naj

‘b%m wq 1 L W d@g@@ Z wﬂfw” < ein w

= wi + Wy kodna beseda Po drugi strani je zaradi imk@'tmsk@ neenakosti
m pove, da je 0 < 2e, kar j@ mhﬂ@w@

za - ekodira j@ L earn 1

ste; 15a za prim No naj
1izmed Smipﬁ@v nadmmﬂ@ matrike, koord mam tega stolpca pa nam
mestu je prislo do napake.

/.a konec tega razdelka omenim Homem .

kod — ciklicne kode. Linearna koda C j% mfdm na, ce

E«:@dmo D@S@do U = upty .. Un c C tudi besed& = U UL ... Up_1 pmpada
menujemo ciklicni po: _ ﬂ{h@ﬂ@

ker jih po eni strani v enostavno realiziramo s
calnimi registri, po ¢ rugz SM’&HE m algebrski pristop omogoca

HﬂOVO dﬁ’m proucevanje. P '  mislimo s slednjim.

esedl u = ujuy . - Un Eahko priredim u(x) iz kolobarja

éﬁ@&ngé

o polinom

, Ce je - 72
(Osnovna zveza

se se, o a }@ S ideal komut aﬂs wneg a kolobarja K
S@stevanje in za vsak r € R in vsak s € S imnamo rs € 5.
ciklicnih kod z algebro je naslednji izrek.

' C V™ je ciklicna natanko teday, ko ustreza idealu v

I predst avﬂ]é noéiﬁa
hnearﬂa je 1zpolnjen prvi pogo ] za 1deal
Naj . o sedaj u (m} € C in w(z) € V"*[z]. Pokazati

C'. Zgoraj smo pokaz ali, da je = - u(z) cikli¢ni

— zaprtost Sestevnja, |
moramo, da je u{x) - w(z) €
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pomik za u(z). Ker je koda C cikliéna, je - u(z) € C. Odtod s preprosto
indukcijo sledi, da je za vse 7 tudi 2* - u(x) € C'. Ker je nadalje C linearna,
lahko skiepamo, da je u(x) - w(xz) € C, torej je C ideal.

Obratna implikacija sledi neposredno 1z definicij. =

@

V tem razdelku bomo na konkretnem primeru ilustrirali vecino koncep-
tov, ki smo jih vpeljali v ¢lanku. Najprej pa dokazimo naslednjo trditev, ki
nam da preprost recept, kako lahko konstruiramo linearne kode, ki popra-
vljajo eno napako.

Trditev 9. Naj bo H nadzorna matrika linearne kode C', v kater: noben
stolpec n1 niceln in nobena dva stolpca nista enaka. Teday koda C popravlja
eno napako.

Dokaz. Zaradi trditve 6 zadostuje dokazati, da je minimalna teza kode
C vsaj 3.

Po definiciji minimalne teZe je ta vsaj 1. Al je lahko 17 Tedaj obstaja
kodna beseda v = 00...10...0, ki ima na i-tem mestu enico, sicer pa same
nicle. H je nadzorna matrika, zato je Hu = 0. Po drugi strani pa je Hu
enako i-temu stolpcu matrike A, kar je protislovje.

Ce dokazemo Se, da minimalna teza kode ne more biti enaka 2, je trditev
dokazana. Recimo, da je u kodna beseda, ki 1ma na :-tem mestu in na j-tem
mestu enico, sicer pa same nicle. Teda] je Hu = 0, po drugi strani pa je Hu
enako vsoti t-tega in j-tega stolpca v . Ta dva stolpca sta torej linearno
odvisna, kar je spet protislovie. =

Naj bo C' (n,k,6) linearna koda, ki jo doloCa naslednja generatorska
matrika G

Iz G preberemon =6 in k£ = 3. Za v = 000,001,010,011,100,101,110,111

nato po vrsti izraéunamo u? G in dobimo vse kodne besede:
C' = {000000,001111,010101,011010,100110,101001, 110011, 111100} .

Minimalna teza kode C"je enaka 3, zato je po trditvi 6 6(C) = 3. C je torej
(6,3,3) koda in popravlja eno napako. Koda C ni cikli¢na, saj na prim
ciklicni pomik kodne besede 001111 ni kodna beseda. Nadzorna matrika

kode C je

]

Pt O bt
-
il

oy QO bt el

1 enako kodi C.

bralec pa se naj sam preprica, da je jedro n
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Poglejmo se, kako popravimo eno napako. Recimo, da je poslana kodn &
beseda 100110 in da je je prislo do napake v @@‘Wt@m bm Pm@m beseda,
je tako w = 100010. Sindrom je enak Hw = 100, k
stolpca matrike . Pravilno smo tore] Hg@?@%fﬂiﬁ
cetrtem !

B e o s Ty § 2 [ Ei3 i £

s1 @gk}m@ j@ je uporabljala vesoljska ladja Mariner 9
za, prenos slik

Viarsa na Z

Posneta slika Marsa j@ bila razdj@na , posan lezni pi

je bila dolocena St@pﬂja sivine z enim ﬁzm@d stevil med @ n 63

so bile nato prenesene na Zemljo. Za prenos torej potrebujemo 64 = _ 96

kodnih besed, zam j@ bila izbrana koda s &k = 6. Ker je 5 — 16, je izbrana
raﬂj&ia 7 napak. Dobimo jo takole:

atrika dimenziye 5 x 31, katere stolpci so vsa

" doloca hneamm

Naj bo H' (nad zwma} 11
dvagmk& Stevila med 1 in 31. (Mimogrede p@ ‘&rditw 9
kodo, ki po; Eaﬂj& eno napako.) Pred n ko H' dodaim
niclami, spodaj pa « Qd@;j mo 32 enic.
6 x 32, Eﬂ pmds’@aﬂja gen@mmmko matriko Reed-M
reda (32,6,16). D 2 in k = 6, je jasno, da pa dobim
prevemma Z nep%redmm vendar zamudmm raCunom.
F0rn] 10 zaradi omejitve dolzine clan
; katerih lahko p

@@dm Mullerjevo kodo sn

razlicne nacine.
funkci] omejene stopnje, glej np
Hadam &rdowh matrik, [7].

ravha 1je na;pak
M‘V v g@m}ﬁ kodi pa, np%& jamo 32 Uporabljamo torej
32 / 6 = 5.3-k bitov. Mnogo preprosteje bi bilo, ce c uporabljali
t.1. pﬁna@@ajna k@do Z dvema besedama: 00000 1n HEH Drugace pove-
1 petkrat, mr@ )1 Drenesl mbhzma Esm stevilo slik
\Y uﬂef jevo kodo. K

tako pa dekodiranje: pet prejetih
ﬁmkmﬁc |

) Gdgmfor na gornje vprasanje bomo pokhsah na pomac a,eomjo verje-
tnosti. Da bo obravnava laZja, naredim

po katerem prenasamo 3§0rmam§@:

verjetnost, da je 0 spremenjena v 1, je enaka verjetnosti, da je 1

ta verjetnost je enaka za vse bite in je ma

dogodki, da se spremenijo posamezni biti
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Kanal, ki zados¢a tem predpostavkam, se 1menuje dvojiskr stmetricni
kanal.

Naj bo torej p verjetnost, da je prislo do napake pri prenosu enega bita,
in za konkreten primer izberimo p = 0.01. Najprej uporabimo ponavljalno
kodo s petimi biti. Tedaj smo pravilno dekodirali en bit v primeru, ¢e ni
bilo napake, ce je bila pri prenosu ena napaka ali ¢e sta pri prenosu nastali
dve napaki. Zato je verjetnost, da smo pravilno dekodirali en bit enaka

(1—p)° +5p(1 —p)* +10p°(1 — p)°.

Verjetnost, da smo pravilno dekodirali eno piko slike, ki jo opiSemo s Sestimi
biti, je tako

(1 —p)° +5p(1 —p)* + 10p*(1 — p)*]°.

Za p = 0.01 od tod izracunamo, da je verjetnost, da napacno dekodiramo
eno piko slike, enaka 6 - 107°.

Ce uporabljamo 1 eed—MuHerjevo kodo, tedaj bomo napacno dekodirali
eno piko slike, ce je pri prenosu 32 bitov, ki zakodirajo to piko, prislo do
veC kot 7 napak. Torej je verjetnost napacnega dekodiranja enaka

) o p)32——i 3

kar za nas primer s p = 0.01 znese 8 - 10719,
Reed-Mullerjeva koda sicer res potrebuje priblizno isto kolicino redun-
datne informacije, je pa zato 75000-krat zanesljivejsa.
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Math. Subj. Class. (1991): 05C15

V ¢lanku predstavimo Hedetniemijevo domnevo [3] in njene ekvivalentne oblike.
Sledimo dokazu El-Zaharja in Sauerja (2], ki domnevo potrdi za 4-kromaticne grafe.

Hedetniemi’s conjecture [3] and it’s equvalent forms are presented. The proof of El-
Zahar and Sauer [2], which establishes the conjecture for 4-chromatic graphs, is given.

, ki ga bomo obravnavali, je leta 1966 postavil Hedetniemi |3].

Nanasa se na barvanje produkta grafov. Kljub razlicnim poskusom je Se
neresen. Predstavili bomo rezultat, ki sta ga leta 1986 dokazala KEl-Zahar
in Sauer |2]. '

imo najprej oznake in definicije, ki jth bomo potrebovali v nada-

Vpeljn
heva,nju Graf G je urejen par G = (V(G}
nnozica tock, E(G) pa m podmnozic V(&) z dvema ali enim elemen-
‘iom, Elemente E(G) Ememﬁjem@ povezave. Povezavo {u,v} bomo kraj
(G). Obravnavali bomo tore] 1@ neusn

- 1 kot ww, kjer St& u,v €V
graf@ brez veckratnih povezav, ki pa lahko imajo zanke. Pdﬁ

na n tockah bomo oznacevali s K,,, cikel na n tockah s ), in pot na n tockah
s P,.
Preslikava f : V(G) — V(H) je homomeorfizem grafa G v H, Ce ohrama

povezave, tj. povezava f(u)f(v) € E(H), kadarkoli je povezava uv € E
Primer homomorﬁzma Vldlmc} na qhk} 1 Podobno lahko poljuben dvodelen

graf s h ‘navijem

S
5

4

Slika 1. Preslikava f = {(1,a),(2,b),(3,¢),(4,b),(5,a),(6,b)} je homomorfizem iz Cg na
Ps. |
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Preslikava f : V(G) — {1,2,...,n} je n-barvanje grafa G. Tocke
v zalogi vrednosti imenujemo tudi barve. Ce f priredi sosednjim tockam
razlicne barve, govorimo o dobrem barvanju. Kromaticno stevilo x(G) grafa
(G je najmanjse stevilo barv, s katerimi lahko dobro pobarvamo graf G.
Ce ima graf G zanke, definiramo x(G) = co. Relacijo < v tem primeru
razsirimo na oo na obifajen nacin (za vsako naravno stevilo n je n < co).
Ce je kromati¢no stevilo grafa G manjse ali enako n, obstaja homomorfizem

Trditev 1. Ce obstaja homomorfizem grafa G v graf H, je x(G) < x(H).

)-barvanje grafa
H. Potem je bo f dobro x(H )-barvanje grafa G, saj iz uv € E(G) sledi
flu)f(v) € E(H), od tod pa b(f(u)) # b(f(v)). Torej za dobro barvanje
1) barv. =

grafa G potrebujemo kvecjemu y(H

Dokaz. Naj bo f homomorfizem G v H in b dobro x(H

inozico tock V(G) x V

Kategoricni produkt grafov G X H ie grat z n

IN MNOZICO povezav

Grata G m H in

<X H ) — {{a'y 33) (5? Yy ) 2 ab e b { Ty € ‘

ienujmo faktorja (glej sliko 5).

i e

Slika 2. Grafa barvanj C5(Ks5) in C3(K2).

Vzemimo vse mozne preslikave f : V(&) — V(K,) in si jih predstav-

| !

jajmo kot tocke novega grafa C,(G). Dve preslikavi f in g povezimo tedaj,
ko za vsako povezavo zy grafa G velja f(z) # g(y) in f(y) # g(z). Dobljeni
graf 1menujemo graf n-barvany. Oglejmo si Co(Ky) in C3(K>5). Ko je n = 2,
imamo v C,(K3) le 4 tocke:

fl — {<:“? E)a (27 i'>}?
f3 — {(:*? 2)5 (23 :-)}7
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7a n = 3 pa dobimo Ze 9 tock:

J1= {(;% E)?{Za E'}}a J2 = é(zhﬁz)ﬁ <2
fa=A{(1,1),(2,2)}, 5 ={(1,1),(2
— {<L2)7 <273>}? Jg = {(Lg)? (2

Definicija doloca, da ima graf C,(G) zanke n&ﬁamk@ pri tistih tockah
(ﬁmkcu ah) ki predg’taﬂj ajo dobra barvanja grafa G. Zato C,(G) nima zank,
ce je x(G) Potrebovali bomo se naslednjo preprosto ugotovitev:

. Za vsako naravno stevilo n ge x(Cy,

Dokaz Vsa konstantna n-barvanja, ki jih je ravno n, sestavljajo poln
podgraf v C,(G). Torej za dobro barvanje C,(G) potrebujemo vsaj n barv,

Kategoricni produkt &G x H lah
znamo z n barvami pobarvati vsaj en fa,ktor G al1 H.
na prvo {dr ugo) komponento je homomorfizem grafa G

) torej je po trditvi 1

Domuneva 3. Za vse grafe G wn H je

oztroma za vse grafe G wn H wn za vse n > 0 velja,

) >nnx(H) >n, potem je x(G x H

ce ge x/((

Domnevo poznamo tudi pod imenom Lovasz-Hedetniemijeva domneva
} Hedetniemijeva domneva ali samo domneva). ZapiSemo jo v veé
ekvivalentnih obhk& h.

Pokazimo, da sta domnevi 3 in 4 ekvivalentni. Da i1z domneve 3 sledi
4, je J&SHO Za obrat pa naj bo X(G) =min x(H) =k ter m > k. V
primeru v (G obstaja podgraf Gj, tako da je X{G” = k. Za taksen
o- zaradi domneve 4 velja (G x H) > x(G1 x H) = k. Ker je vedno
H) < min{x(G), x(H)}, je s tem ekvivalenca obeh oblik preverjena.

(. Ce je
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Zapisimo Hedetniemijevo dommnevo se v jeziku grafa barvanj.

Domneva 5. Ce je x(G) > n, potem je x(Ch(G)) = n.

Dokazimo, da je domneva 3 ekvivalentna domnevi 5. Najpre] predpo-
stavimo, da domneva 3 ne velja, in pokazimo, da potem tudi domneva 5 ne
velja. Vzemimo torej, da sta G in H grafa, za katera velja x(G), x(H) > n
in x(Gx H)<n. OznaC¢imoz [ : V(Gx H) — {1,...,n} dobro n-barvanje
produkta. Za vsako tocko v € V(H) definirajmo n-barvanje f, grafa G z
folz) = f(z,v) (x € V(G)). Preslikavo f, imenujemo barvanje grafa G,
inducirano s tocko v.

Pokazimo, da je preslikava 0 : V(H) — V(C,(G)), ki preslika tocko v
grafa H v preslikavo f,, homomorfizem. Vzemimo torej poljubno povezavo
uwv € E(H) in pokazimo, da je povezava f,f, € E(C,(G)). Po definiciji
grafa barvanj mora za vsako povezavo zy € E(G) veljati fu(x) # fo(y)
oz. f(z,u) # f(y,v) za vsako povezavo wv € FE(H) in vsako povezavo
ry € FBE(G). 7Z drugum besedami: f(xz,u) # f(y,v) za vsako povezavo
(z,u)(y,v) € E(G x H). To pa velja, saj je f dobro barvanje kategoricnega
produkta. Preslikava 0 zares ohranja povezave in je tore] homomorfizem.

< ( ﬁ( )) Ker pa je ﬁ( cc,

Ker je 6 homomorfizem, velja y(H

sledi x(Ch,(G)) = x(B(H)) > x(H) > n. Torej za graf G domneva 5 ne veha

Dokazimo se naspmfno recimo, da domneva 5 ne velja. Naj bo torej
G gra,f za katerega je x(G) > n in x(Cn(G)) > n. Ce vzamemo H

= Co(G), je G X C,(G@) protiprimer k domnevi 3. Dobro barvanje grafa
G X Cph(G) z n bamaml dobimo namrec tako da vsak urejen par (z, f)

P2 e nyr @

(z, f)(y,g) € E(G X C (G)) pobarvani z razhcno barvo. Po deﬁmcm
kategoricnega produkta je namrec xy povezava v G in fg povezava v C,(G).
Veljati mora torej f(x) # g(y). S tem smo prisli v protislovje z domnevo 3,
saj smo G x C,(G) pobarvali z n barvami.

S tem je ekvivalenca domnev 3 in 5 dokazana. Kasneje bomo pokazali,
da domneva 5 velja za n = 3.

Produkt 2-kromati¢nih grafov je znova 2-kromaticen graf, saj se dvodel-
nost pri produktu ohranja. Tudi ekvivalentna trditev za 3-kromaticne grafe
drzi. Poglejmo produkt dveh 3-kromatiénih grafov G in H. Oba grafa vse-
bujeta lih cikel (drugace bi ju lahko pobarvali z dvema barvama). Naj G vse-
buje lih cikel s tockami vy, vy, ...,v, in H lih cikel na tockah uy,uq, ..., U,
in naj bon <m. Tudi v gratu G X H najdemo lih cikel

(ULUIMU%UQ) ‘e (Una u'n)<'vn-—1a un—}—l){”na un+2><@nmla un+3> C e ('Un; um>

110 Obzornik mat. fiz. 45 (1998) 4



Dobimo ga tako, da potujemo po diagonali, nato cik-cak in nazaj do prve
tocke. Ker gre za lihe cikle, se pot L@ﬁﬁ& Za dobro barvanje produkta
potrebujemo ﬁmfej naj? a,m tr1 barve. V resnici zadosScajo tm Sa.j SIMO Ze
povedali, da je x(G x H min{x(G), x(H)}. Preveriti, d
4-kromaticnih grafov znova 4-kromaticni graf, je i m@q tezje.
dokaz sta podala El-Zahar in Sauer leta 1985 v |2|. Opirala sta se na zapis
Hedetniemijeve domneve s pomocjo grafa barvanj. Pokazati moramo émmh
23(G)) = 3 za | Gﬁjuben 4- km&mmn graf (G. Spomnimo se, d

so tocke or aﬁa Cq ( nas bodo zanim
. >

preslikav na lihe cikle grafa G.
3-barvanj lihega cikla.

Zato s1 b

Naj bo f poljubna tocka v 5 3(Ch).
tocka za f, C ! 1 dobita razlicni barvi, t]. |
bo g poljubna soseda f v grafu C3(C),) in v; fi ksna tocka za f /redn
f(vi_1), g(v;) in f(v;11) morajo biti razlicne. ] imamo na voljo E@ tri
barvs, tocka wv; vedno dobi 1sto barvo ne giede na ¢g. DBarva v; je tore] z
1zbiro f doloCena. Pravimo, da je f lztho barvanje, ¢e ima liho stevilo fiksnih
tock. Podobno definiramo sodo barvanje.

Lema 6. Naj bo f € V(C3(C},)). Teday je stevilo trojic zaporednih tock
Vi1, Vs, Uir1, ki dobyo tri razlicne barve z f, ltho, ce je f liho barvanje, in
e  sodo barvanje.

k@mm itno preslikavo sta stevilo trojic in stevilo fiksnih
imo lahko torej, da f ni kongm _mshka,va,
C,, v enobarvne intervale zaporednih tock. P
fiksnih tock iz enobarvnega intervala {v;, .. 2, K
ini fiksni tocki v tem intevalu v; in v, . En’iervﬂ ene same tocke {@z}
prispeva 1 tedaj, ko v;_1,v;,v;11 dobijo tri razlicne barve. =

Sﬁevﬂu

Dobro barvanje lihega (sodega) cikla z najveé treme barvami

je liho (sodo).

Dokaz. Uporabili bomo indukcijo po dolzini cikla. Dobro barvanje
trikotnika ima tri fiksne tocke. Dobro barvanje kvadrata nima fiksnih tock
ali pa ima dve fiksni tocki, odvisno od tega, ali za barvanje uporabimo dve
ali tr1 barve.

dobro barvanje C
je lema dokazana. Predpostavimo torej, d

tega naj bo f(v,_1) = f(v1) l in f{@n}
identificiramo v, 1 1n vy, dobimo cikel, ki in

aj bo f

Il
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Slika 4. Stevilo fiksnih to¢k se ni spremenilo.

dobro pobarvan z f. Preverimo lahko tudi, kot kaze slika 3, da se stevilo fik-
snih tock zmanjsa za 2, e je f(vy) = f(v,_2) = 3. Iz slike 4 pa je razvidno,
da se v drugih primerih stevilo fiksnih tock ne spremeni.

Torej je f na C), soda (liha), ¢e je f na C,_9 soda (liha). Indukcija

dokaze lemo. m

Lema 8. Naj bosta fi wn fs povezani s povezavo v C3(C,). Tedaj sta
alr obe liht ali obe sod:.

Dokaz. Graf C,, X K5 vsebuje cikel z 2n povezavami, ¢e je n lih, in dva
cikla dolzine n, ¢e je n sod.

Oznacimo z ai, as tocki K9 in definirajmo dobro barvanje C,, X Ko z
f(vi,a1) = fi(v;) in f(v;,a9) = fa(v;), za1=1,...,n. Prvo navpi¢no plast
pobarvamo torej tako, kot pravi f;, drugo pa tako, kot pravi fs. Dobih
smo dobro barvanje f. Na ciklu C5, je tocka (v;,a1) povezana s tockama
(vi_1,a9) in (v;11,as). Ti dve pa sta glede na (v;,a;) pobarvani z drugacno
barvo, saj sta f1 in fo po predpostavki povezani v C3(C,,).
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Tocka (v;, a1) je fiksna tock
%i% @njem (’U?j__l? ag) in ’/’U?;_;_g @2}

/ato je tocka v; fiksna za
na tocka za f natanko tedaj,
1e stevilo fiksnih tock za fi mn
Po lemi1 7 je le-to sodo, saj je f

ko je tocka v; fiksna za ﬁ To dok
fa skupaj enako stevilu fiksnih tock za f.
dobro barvanje sodega cikla. |

Posledica tega je, da so vse funkcije v isti komponenti C3(C),) ali sode
ali lihe. Torej lahko govorimo o sodosti (lthosti) komponente C3(Cy,).

Oglejmo si primer 3-barvanja Cy x C3 (glej sliko 5).

*Celo plast pobarvamo z barvo 3.

" iy
5

Celo plast pobarvamo z barvo 2.

Celo plast pobarvamo z barvo 1.

Slika 5. Barvanje (3 x Uk,

Barvanja grafa C5, ki jih i
a km so vsa konstantna in so soda, saj so . Barvanja grafa
&) i1h inducira dano barvanje kaﬁmgww nega prod: pa so liha (gre za

Bolj splosno:

Naj bosta C,, s tockama

T'rditev € Cm s tockamt uq,
Um mea Tedaj % zZa

fu: sodo, 1n obratno.
Ju

*c na imducirani

preslikave f,. lezijo

. Velja namrec, da je fo,(x) # fo,., (¥)
e flu:. ) {@th}a ker je f dobro

Dokaz. Uznacimo z M; 1
barvanji fy, in fy, (¢ = 1,.
v 1st1 povezani komponemi

5g:sv::m;,ig_;.,.
]
&
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barvanje, (v;,z) in (v;11,y) pa sta povezani. Po lemi 8 je M; ali sodo ali
liho stevilo. Enako velja za IV;.

Da dokazemeo, da je stevilo M; sodo (liho) natanko tedaj, ko je stevilo
N; liho (sodo), je dovolj dokazati, da je stevilo

a=mnm-—y

sodo. Stevilo nm je produkt lihih tevil in zato liho. Ce dokaZemo, da je a
sodo mora biti (i1 M; + > 7%, N;) liho. To pa je mozno le, ce je Stevilo
. M; liho in stevilo Z] 1 IV; sodo ali obratno. Ce b1 bili M;-ji in N;-ji

SOdl (hhi) bi bila > " M; Soda (liha) in "y N; soda (liha).
Da dokazemo Sodost stevila a, si oglejmo, kako so z f pobarvani kvadrati

v Cp X Cpy. Naj Q;; oznacuje kvadrat s tockami (vi—1,u;), (vs, uj41),
(’Uz 1 u;) 111 (Uu uj__l), Tocka (’U“ uj) je torej v sredini kvadrata (J; ;

Ker f uporablja samo 3 barve, so mozni le trije primeri:
L. f{vimlauj) # f<vi+17uj>7 ty. v; Je fiksna za ija
2. fui,uj—1) # fvi,ujp1), t. uj je fiksna za fo,,

3. fvic1,ui) = f(vig1,u;) in f(ui,uj—1) = f(vi,uj41), tj. nobena tocka
ni fiksna.

Tocki v; in u; ne moreta biti hkrati fiksni za f,. 1 f,,, ker b1 v tem
primeru potrebovali 4 barve.

Stevilo a dobimo, ¢e od vseh totk odstejemo fiksne v; in fiksne Uj.
Stevilo a je torej enako stevilu kvadratov, v katerih drzi tretji primer, tj.

fvic1,ug) = f(vig,us) in f(vs,ui—1) = f(vs,uj41). To pa velja natanko
tedaj, ko so tocke (); ; pobarvane z dvema barvama. Dokaz bomo koncali
tako, da bomo dokazali, da je stevilo 2-barvanj kvadratov sodo.

Usmerimo povezave v C,, X ()}, tako, da gredo puscice od barve 1 k
barvi 2, od barve 2 k barvi 3 in od barve 3 k barvi 1, kot kazZe slika 6.

Slika 6. Nasprotne povezave so enako usmerjene, e je kvadrat dobro pobarvan s tremi
barvami.
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10, da 1majo nasprotne povezave v (J; ;
1 0z. kadar veljata prvi
povezave

Ce preverimo vse moznosti, vidin
enako orientacijo, c bafva no S %rrem}; barvam
dve moznosti. Ker pa dobi le dve barvi, imajo nasprotne

raziiéno orientacijo.

Oglejmo si zaporedje kvadratov

ap@m lje Qg 25
() ‘ 235, Q 1,15 Jadnje zap s j e si

@Mﬂamene SO k@?iﬁj@ produkta C3 X
povezave potekajo v eni

Q2,3, Qa4 Qs 51 G
@gledam@ tudi na sliki 7.

so narisane zaradi boljse preglednosti, v resnici vse

sami kopiji.

Zaporedje kvadratov za primer n = 3, m = 5.

Poljubna dva zaporedna kvadrata imata skupno povezavo. Stevilo kva-
dratov v tem zaporedju, ki so pobarvani z dvema barvama, je enako stevi
obratov orientacije skupne povezave. Le-to pa je sodo, saj je zadnja s
povezava enaka prvi.

Mnozico vseh kvadratov se da razdeliti v £ disjunktnih zaporedij zgornje
oblike. V primeru n = m = 5 dobimo pet zaporedij, ki ustrezajo zacetnim
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kvadratom (22, Q21,Q 3,1, Q41 In ¢51. V primerun = 3, m = 5 pa
zgora] omenjeno zaporedje pobere vse kvadrate. V splosnem ugotovimo,
da dobimo k = D(m,n) disjunktnih zaporedij. Ker je v vsakem zaporedju
sodo stevilo kvadratov pobarvanih z dvema barvama, je s tem dokazano, da
je skupno stevilo vseh kvadratov, ki so pobarvanih z dvema barvama, sodo.
To pa smo zeleli. =

V tem razdelku bomo dokazali, da je x(C3(G)) = 3 za vsak 4-kromaticen
graf G. V ta namen si bomo ogledali omejitev barvanja f € V(C3(G)) na
lihe cikle v grafu G. Lih cikli v tem grafu gotovo obstajajo, saj bi bil sicer
G dvodelen graf. Do sedaj Se niso nasli primera 4-kromati¢nega grafa GG in
barvanja, f € V(C3(G)), katerega omejitev na poljuben lih cikel v G bi bila
liha. Kaze, da taksno barvanje ne obstaja. Ce pa bi obstajalo, bi lo za
izolirano tocko Cg(G‘)j tako vsaj pravi:

Lema 10. Naj bo G 4-kromaticen graf. Recimo, da obstaja barvanje
f € V(C3(G)), katerega omejitev na polyuben lih cikel v G je liha. Tedaj je
f 1zolirana tocka v grafu C3(G).

Dokaz. Recimo, da obstaja povezava fg € E(C3(G)).
mnozico tock v G z 1zrazom

Definirajmo pod-

X=4ze€V(G)|yeV(G),dajexy € E(G) in f(z) = f(y)}.

Trdimo, da ima podgraf G, induciran z X, imenumo ga G(X), kro-
maticno Stevilo najmanj 3. Ker v C3(G) ni zank, obstaja taksna povezava
zy € F(G), da je f(z) = f(y). Torej mnoiica X ni prazna. Ker pa x in y
lahko zamenjata vlogi, je {x,y} C X. Kot inducirani podgraf G(X) vsebuje
vsa] povezavo zy. Zato je x(G(X)) 2 2

Recimo, da je G(X) dvodelen in naj bo X = X; U Xy delitev v dva
barvna razreda. Tedaj lahko definiramo dobro 3-barvanje A na grafu G na

naslednji nacin:

Za vV & V(G} — Xh
za v € @ Xj.

Pokazimo, da je h dobro barvanje. Vzemimo povezavo vw € E(G). Tocka v
je vedno v V(G)— X1 in w € X; ali obratno. Ker pa je fg povezava v C3(G),
mora biti f(v) # g(w). S tem smo prish do protislovja, saj je x(G) = 4.
Torej je x(G(X)) > 3 in zato G(X ) vsebuje lih cikel, ki ga oznacimo s C.
Ker je f na C liha, obstaja po lemi1 6 trojica za,poredmh tock U1, V2,v3 Na
C', ki dobijo tri razhcne barve. Postavimo lahko kar f(v;) = ¢. Ker je fg
povezava v C3((G), mora biti g(ve) = 2. Ker je vy € V(C) C G(X), mora po
definiciji mnozZice X obstajati taksna tocka u € V(G), ki je povezana z v,
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da je f(u) = f(’i)g} = 2. Iz tega s}edi da je f(u) = g(vy), kar je v protisloviu
s povezanostjo f in g v ég(p}

5 o X( G) =4 m C, lh cikel v G.

komponenta v C3(C,,) najveé 3-kromatiéna.

Dokaz. Naj bo T soda komponenta v C3(C,). Predpostavimo, da
@bsm}a povezan po lgratf H v T, ki je 4-kromaticen. Definirajmo 3 bMV&me
¢ grafa C, x H s w(v,h) = h( @} E‘eshkmf’a 0 j@ d@bm barvanje C

ker 1z p@‘%za@%ﬁ tock (v, h) in {w g) v Cp X |
namrec, da je povezava vw € E(C,, ) in povezava h g € B(C
je za vsak h € V(H) inducirano barvanje ¢p(v) = (v,
wp = h € V(T') in zato sodo.

pa mora bitl vsako mdudmm » barvanje ¢, liho na vsakem

Ce je povezava vv' € E(C povezava h g € F(H),

Tedaj 7e vsaka soda

hhem ciklu v H.

tedaj mora biti A(v) # g(v') oz. p,(h) # P /(g), kar pomeni, da je povezava
Wy € C3(H). Eﬂdumram bafvamz 0, 10, sta tore] pmfezam v C3(H),
kadarkoli sta v in o’ p@‘vez&m v (. Ker sta poleg tega ¢, in ¢, lihi na
vsakem lihem ciklu, smo prishi do protislovia z lemo 10. =

Graf 3-barvany C3(G) je

m} n

3-kromaticen zo vsak 4-kromaticen

graf G.

Dokaz. Naj bo H povezan, 4-kromaticen p@dgmf v C3(G) in h1 toéka
o . da mora obsta j jati %s aksen hh cikel C
M oIe] itev hq soda. Defi Jjmo preslikavo p @ V(H
preslika vsako | m"mm@ h s H) v njegovo omejitev na C'.
1 homomorfizem, saj ohranja povezave. Torej shika H

Ocitno je, da je
v sodo komponento
T C CS(C) Ta k@mpenemta nima zank, ker ne vsebuje dobrih barvany C.

5 tem Je d @k@z ana }

) =4, kar je v pfOtlSE@Vj 7 lemo 11.

ledetniemijeva domneva za n = 4.

mrdm@v domneve za n = 4 je bilo treba priblizno dvajset let.
Dokaz je nadvse eiegamen in domiseln. Kaze pa, da se ga ne da preprosto
posplositi na visje kromaticne gmf@ Hedetm@ mijeva domneva bo verjetno Se
nekaj casa ostala eden izmed najbolj zanimivih problemov v teoriji barvanja
erafovskih produktov.
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TOMAYZ PISANSKI

Math. Subj. Class. (1991): 05-01, 05C75

Obravnavamo nekaj lastnosti trivalentnih grafov.

CUBIC GRAPH

Some properties of cubic graphs are considered.

Regularni in kubicni grafi

Kubiéna grafi — pravimo jim tudi trivalentn: grafi — imajo v teoriji grafov
posebno vlogo. Ravno dovolj komplicirani so, da niso trivialni. Po drugi
strani pa niso tako komplicirani, da jih ne bi mogh pregledno narisati. Od
bralca pricakujemo, da je seznanjen z najnujnejsimi pojmi teorije gratov, ki
jih na tem mestu ne bomo vseh ponavljali. Bralec s1lahko osvezi poznavanje
grafov npr. v [1,2,4,5], pa tudi v Obzorniku bo nasel ve¢ prispevkov na to
temo.

Spomnimo se, da je graf reqularen, Ce iz vsakega vozliséa (vCasih recemo
tudi tocke) izhaja enako Stevilo, recimo k, (pol)povezav. Takrat pravimo,
da je graf k-regularen ali k-valenten. Za vrednosti £ = 0,1, 2 ne dobimo kaj
prida zanimivih grafov.

Pri1 k£ = 0 dobimo prazen grat F,, na n vozliscih. To je ravno komplement
polnega grafa K,. Pr1 £ = 1 dobimo unijo n povezav: graf nKy na 2n
vozliscih. To je ravno komplement t.1. grafa koktejl. Na koktejl pride n
zakonskih parov. Vsak se pogovarja z vsakim udelezencem zabave razen s
svojim zakonskim partnerjem. Pri £ = 2 dobimo unijo ciklov, pri cemer so
lahko dolzine ciklov poljubne.

Pri k& = 0 je edini povezan graf f/1 = Ky, pri Kk = 1 je to Ky, pri
k = 2 je neskonc¢no mnogo povezanih ciklov C),, ki jih je Se vedno preprosto
razumeti. Prvi resni¢cno netrivialni primer, ko ni vec¢ pregleda nad dobljeno
druzino grafov, dobimo pri £ = 3. To pa so kubi¢ni grafi. Odslej se bomo
ome]jili na povezane grafe.

N1 se tezko prepricati o veljavnosti naslednje trditve.

Trditev 1. Vsak kubicni graf tma sodo mnogo vozlisé.

Majhni kubiéni grafi

Najmanjsa kubi¢na grafa sta t.1. graf theta in lisice. Oba imata dve
vozlisci. Medtem ko ima graf theta tri vzporedne povezave — tako kot grska
crka 6, imajo lisice na vsako vozlisce grafa K5 nataknjeno se eno zanko,
zato po obliki spominjajo na lisice. V nadaljevnaju se bomo omejili na
enostavne grafe. Pri kubi¢nih grafih je to pogosto smiselno, saj lahko vse
neenostavne kubicne grafe s preprostimi transformacijami prevedemo na
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enostavne. Izbira transformaciy je obicajno odvisna od problema, ki ga
resujemo.
Torej, (enostavni, povezani)

kubicni grafi si sledijo takole:

Pri n = 4 obstaja en sam: irth vozlhiscih.

Pri n = 6 imamo dva n Prvi je graf tristrane
prizme ll3, drugi pa je Mobmsova lestev M3, ki ga poznamo pod 1 imenom
polni dvodelni graf K imo. V prvem pmm eru doblm
grafe pmz n H 7 21 Vozhsci V drugem primeru pa je to Mobiusova lestvica
M., ki jo dobimo 1z cikla C9,, tako, da dodamo glavne diagonale.
Pr1i n = 8 imam 1: Poleg M4 1n 114 dobimo Se tr1 grafe.
Mzmogrede eral stiristrane prizme 1l je bolj poznan kot graf trirazsezne

ko Cke O

in povezanih kubicnih

Snarki

SO najbrz pﬁ:‘m@ zasb’wg ob prwh @Skuah resevanja
) lzrek stirih | namrec ekvivalenten

nasie nj1 trditvi:

[zrek 2. Vsak ravninsk: kubicne graf brez mostouv je 'mogoce obarvati po
povezavah s trema barvama.

IO POJI , ki n&gécaa,j@ zgora@

je ravninski (a,h planaren), ¢e ga lahko nariSem

presecisc povezav. Graf barvamo po povezavah ‘éako da povezavi, obmﬁvam

z 1sto barvo, nimata skupnega vozlisca. Most ah prerezna povezava je

taka povezava v grafu, ki ohranja povezanost; ce jo odstranimo, se stevilo
nih delov grafa poveca.

Slika 1. Grafa imata most in nista po povezavah tri-obarvljiva.

Sprva so dommnevali, da je zgornja trditev trivialna, saj so menili, da
velja celo za vse kubicne grafe brez mostov. Na sliki 1 vidimo, da trditev
ne velja za ravninske grafe z mostom
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Protiprimer za posplositev zgornje trditve, ki je bil hkrati tudi neslavni
konec veljavnosti ,dokaza” izreka stirih barv 1z prejsnjega stoletja, je znani
Petersenov graf na sliki 2.

Slika 2. Petersenov graf.

Pr1 proucevanju barvanja povezav kubic¢nih grafov se je izkazala trdi-
tev, ki je znana pod imenom parnostna lema. 7 njo je mogoce dokazati vec
pomembnih 1zrekov na tem podrocju. Preden jo predstavimo, se spomnimo
na pojem prereza grafa. V grafu G z mnozico vozlisc V ddosa Vsaka pod-
mnozica U mnozice V' prerez. Naj W oznacuje komplement: W =V — U.
Naj bo E(U,W') oznaka za mnozico povezav grafa GG, ki imajo eno krajisce
v U, drugo pa v W. To so ravno povezava prereza, dolocenega z U.

Lema 3. Naj bo G polyuben kubicni graf s triobarvanimi povezavams
win U poljuéen prerez v njem. Naj bodo ki, ks wn ks stevila povezav prereza
{ W), ki so obarvane s prvo, drugo oz. tretjo barvo. Tedaj so bodist vsa
2 5., nila soda bodisi liha.

tr

Ker lema ni1 prevec tezka, jo bomo tu dokazali. Kot kaze, jo je prvi
uporabil pri svojem delu hrvaski matematik Danilo Blanusa leta 1946.

Dokaz. Dokazali bomo se vec, kot trdi parnostna lema. Kubiéni graf
1ma sodo mnogo vozliS¢. Zato bosta v prerezu mnozici U in W nujno bodisi
obe vsebovali liho mnogo elementov bodisi sodo mnogo elementov. Dokazali
bomo, da se sodost-lithost prereza ujema s sodostjo-lihostjo barv prereza.
Izberimo si poljubno barvo c¢. Takole sklepamo: vse povezave, obarvane
7 barvo ¢, razdelimo na tri skupine: na tiste 1z U, tiste 1z W 1n tiste 1z
E(U,W). Mnozica tock U pa razpade na dve mnozici: Uy in Uy. V U1 SO

krajisca povezav iz U, obarvanih s ¢,V Uy so krajisca povezav iz (U, W),
obarvamh s c, ki niso v W. Zdaj je konec dokaza: U; ima sodo mnogo

””””” . Ziato je parnost mnozice Us
taksna, kakrsna je parnost mnozice U. Ker je v U, ravno toliko povezav,

kohkor jih je v E(U, W) obarvanih s ¢, je torej tudi parnost te barve enaka
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wozici U za vse tr1 barve, je

parnostl mnozice U. Ker sklep velja pri isti ma
lema dokazana. =

Parnostna lema nam pomaga razumeti pomen mostov pri barvanju
povezav kubicnih grafov.

ni povezavno 3-obarvipv.

Posledica 4. Kubiént graf z mostom

Petersenov graf je prvi v seriji t.i. snarkov. Ko so iskali dm&,g& kubitne
grafe, ki niso po povezavah Em@barvﬁév so hitro nasli nacine, ki so 1z zaﬁ@g&
pasebneza gmmmg ali ﬁ@wg& veqega a metoda je dem
1 ge vozlisca. Vozlisce kubicnega grafa i “}M%@kamg tako, da ga odstranin
viseCe povezave pa napnemo nov trikotnik. Za m&gtmm o s1 ogleymo le en
zgled. Ce bi prisekali eno vozlisce kubicnega grafa /{4, to je ravno graf tetra-
edera, tristrane piramide, b1 dobili graf tristrane prizme 1I3 = (5 X K9. P
tem smo z oznako G X H oznacili karteziéni produkt grafov &G in H. Spet m
tezko wvideti, da grafov, ki jih dobimo i1z Petersenovega grafa z zap@mdj@
prisekanih vozlis¢, ni mogoce obarvati po povezavah s tremi barvami

Drug@ @@d@ﬁa ﬁmgﬁja je povezauvnda %@m gmfov Recept je ng@n
vzemi dva kubi¢na grafa G m H V vsakem od njiju izberi povezavo in jo

povezl skupaj v nov graf.

razrezl na dve p@.@é@wm
Na ta nacin biiz P lobili nov kubi¢ni ng na

sliki 3,

Slika 3. Povezana vsota Petersenovega grafa in K4. Graf ni po povezavah tri-obarvljiv.

Zdaj s parnostno lemo zlahka pokaZzemo, da lahko 1z povezavne wgbmm
vljivosti sestavlje: lega. gmfa sklepamo na povezavno 3-obarvljivost obeh d
lov. Snarki so nekaksni pragrafi, ki niso povezavno 3-obarvljvi in 3
moremo reducirati na preprostejse grafe s to lastnostjo.

Posledica 5. Povezana vsota dveh kubicnih grafov, od katerih
n1 povezavno 3-obarvijw, ni povezavno 3-obarvijva.

Dokaz. Recimo, da je povezana vsota obeh grafov 3-obarvljiva. Pove-
zana vsota ima prerez, ki je sestavljen iz dveh novih povezav. Po parnostmi
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lemi morata biti obe obarvani z isto barvo. To pa je mogoce le pri pogoju,
da sta tudi oba dela povezavno 3-obarvljiva. =

V literaturi obstaja ve¢ neekvivalentnih definiciy snarkov. Obicajno je
snark povezan kubicni graf, ki ima dolzino najkrajsega cikla vsaj 5 in ga
ne moremo prerezati prek treh povezav, tako da b1 v vsakem dobljenem
kosu imeli cikel, 1n ni povezavno 3-obarvljiv. Zanimivo je, da je poleg
Petersenovega grafa nasel naslednji najmanjsi snark Ze omenjeni Danilo
BlanuSa. Pravzaprav je nasel dva neizomorfna snarka na 18 vozliscih.
Ogledamo si ju lahko na sliki 4. Ve¢ o snarkih pa je mogoce prebrati na
primer v [3].

Cran
r/ 4

Slika 4. Snarka, ki ju je odkril Danilo Blanusa.
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POP]

V clanku O konstrukcyah z ravnilom wn sestilom, ki je 1zsel v prejsnji
stevilki Obzornika, je prislo do neljube pomote. Zadnji izrek v ¢lanku, ki
pove, katere pravilne n-kotnike lahko konstruiramo le s Sestilom in ravnilom,
ne drzi v obe smeri. Izrek 4 se pravilno glasi takole.

[zrek 4. Pravini n-kotmik lahko narisemo le s Sestilom wn ravnilom
natanko tedajy, ko velja naslednje: Vsak lihi prastevilskr delitely p stevila n je
oblike 2%° + 1, kjer je s nenegativno stevilo. Hkrati stevilo p? ne sme delits
stevila n. |

Marjan Jerman
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PACS 43.90.4+v, 01.65.+g

Pot do enacbe za hitrosti zvoka sodi med zanimivejSe zgodbe v zgodovini fizike. Iz
akustike se je vprasanje preselilo v termodinamiko in zajelo specifi¢ni toploti in adiabatne
spremembe plina. Pri tem je mogoce zasledovati medsebojni vpliv merjenj in teoreticnih

Zainisii.

The way to the formula for the velocity of sound represents a rather interesting story
in the history of physics. From acoustics the question shifted to thermodynamics where
it touched upon the specific heats of gases and adiabatic changes of state. Thereby the
interplay of measurements and theoretical ideas can be traced.

Principt so na ghgu kot ena od
Cetu o 1 ﬁh kdo ne ceni mko visoko, m pri bu
vse klasicne mehamke ne da bi c mn’m obsmjaio kaj vec kot p%amezm
robci. Ce se n m @anjkmvagm ki so na zacetku
ke teorije ﬂeogin@ je bilo treba preklicati zelo malo fwmev& ]
Ipomembne] 1S1h 7 je 1zp @h ava hi ° |

V prvi 1zdaji leta 1687 je Newmn p@ d@kaj dolgi 1n zapietem poti
izpeha}. hitrost zvoka kot kvadratni k proznosti”’, deljene z
gostoto. Proznost je danasnja SM%E}W@S@ / dp), tako da ; je | itrost zvoka

im zakonom p « p je sledilo

ey = (p/p)V?2.

7, gostoto 1,15 kg/m?® je pri navadnem zraénem tlaku
}zraﬁumaﬁ hitrost 295 m/s. To je primerjal s podaﬂ{i od R
83 n / s 17 leta 1644 do Mersennovih 449 m /S iz leta 1636 (M
istega leta navedel se 316 m / S}g Newton je sam izmeril 280 m / s do 33}
Tako se je zdelo, da se racun zadovoljivo ujema z merjenjem.
Leta 1666 je firenska akademija objavila za hitrost zvak& 350 m/s. To
il, so @p&ZDV&h 12 c ab@ boldrugega kilometra in 1zmerili casovni
hS kom 1n pokom. Francis Bacon je ze E@m 1 627 predlagal, d

7oal svet ﬂk@ 11

da sta dolocila razd aho od zidu, prik dmev za Sdﬂmo zagsmﬁ
krikom. Pozneje so se vsi Omjﬁh firenskega nacina. V
1zvedli, ne da b1 se ozirali na veter, tlak, temperaturo in vlaznost.
Leta 1708 sta clana londonske Kraljeve druzbe John Flamsteed in Ed
m/s. Pet let pozneje je v drugi

Halley namerila za | };tm% zvoka 348
z. 45 (1998) 4 123
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1zdaji Principov Newton priznal, da je z novo gostoto zmk& 1Zzracunana hi-
trost 298 m/s prem ajhna. Odstopanje je pojasnil z dodatnima privzetkoma.
Zrak naj bi sestavljali delci s premerom, ki b1 meril desetino povpreéne raz-
dalje med sosednjima delcema. Hitrost ﬁa,j b1 se povecala za 11 %, Ce bi
med delci zvok potoval s hmrogqo (1), po delcih pa, Z V@hk@ vecjo hﬁmsqo
K povecanju hitrosti zvoka naj bi pmspevala, Se vodna p n druge pmmesﬁ
zaradi katerith bi se gostota zmanjsala se za 10 %. Tako je dosegel, da je
racun dal Flamsteedovo in Halleyevo hitrost [1].

Drugi fiziki Newtonovega pojasnila niso sprejeli, vendar niso mogh
ponuditi boljSega. Leonard Euler je leta 1727 uposteval popravek, ki je
dal za hitrost zvoka 326 do 372 m/s. Leta 1759 ga je nadomestil z drugim
in dobil 272 m/s ter ob tem priznal: |, Vemo, da prepotuje zvok v sekund:
335 m, in se nih¢e ni odkril razloga za ta presezek nad teorijo.” 2| Istega
leta je Joseph Louis Lagrange izpeljal hitrost (1), ne da bi posebej privzel,
da deli zraka sinusno nihajo, in razocarano pripomnil, da , ne bi smeli bit:
preseneceni, da se teﬁrija malo razlikuje od ; GSkusa ker Vemo da dovol;
zapleteni poskusi ne morejo dati preprostih podatkov brez zunamzh pogojev,
kakrsne zahteva cista analiza.”

Na drugi strani je ze E@t& 1755 W m Cullen raziskoval hlajenje ob
1zhlapevanju tako, da je bucko natancnega termometra, kakrsni S0 tedag
pmajah v rabo OVﬂ z vlazno krpico. Postal je pozoren na pojav, d
se je plin c I tudi, ko ga je razpel. P

poskusm s termometrom v
080d1 zracne stiskalke je opazil, da se je mmpemtum zvisala, ko je povecal
tlak, in znizala, ko je tlak zm a,msaﬁ /Znizanje temperature je povezal z
1zhlapevanjem vode v okolici in zvisanje pripisal uporu ob stiskanju zraka.
V naslednjih desetletjih so posamezniki razpravijali o pojavu, a se niso lotili
merjenj |2].

Prvi je sistematicno meril J Ohn Dalton v letih 1802 1in 1803. Med dru-
gmz pa Je trdil, da mpiofma OEOQ@ne prostornine zmka narasca s
pojemajocim ’dako n in za vak uum naraste cez vsako mejo. S tem je usmeril
pozornost k specificni toploti plinov. Vecina raziskovalcev je sprejela nje-
gove zamisli z 1zjemo neomejene specificne toplote vakuuma. Le Joseph-
Louis Gay-Lussac se jo je leta 1807 namenil raziskati. Obcutljiv termome-
ter je obesil na vrh dolge cevi Zivosrebrnega barometra. Temperatura se ni
spremenila, ko je nenadoma zmanjsal prostornino dela cevi nad zZivim sre-
brom. Potem je delal poskuse z dvodelno toplotno izolirano posodo. Iz dela
je zrak 1zsesal in ga stisnil v drugi del, nato pa dopustil, da se je 1z drugega
dela razsiril v prvega. Na koncu je bila vedno temperatura zraka enaka kot
na zacetku. S tem drugim Gay-Lussacovim poskusom so pozneje utemeljili
posebnost idealnih plinov, da notranja energija ni odvisna od tlaka in pro-
stornine.
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Pierre Simon de Liaplace je prvi domneval, da se zrak v zgoscini segreje
in v razredcini ohladi. Za ta primer ni mogoce uporabiti Boylovega zakona,
k1 velja pri1 konstantni temperaturi.

Privzel je, da s1 v zvoku spremembe
sledijo tako hitro, da toplota ne utegne preiti iz zgoséin v razredcine |3).
Sklep je obveljal, ne pa privzetek. Enacbe za adiabatno spremembo namrec
tem bolje veljajo, ¢im nizja je frekvenca. Vendar v obicajnih tekocinah to
obmocdje sega do frekvence vel gigahertzev |4].

Laplace je leta 1802 mlajSemu sodelavcu Jeanu Baptistu Biotu narocil,
naj razisce , morebitmi vphv temperaturnih Sprememb ki Spf@ﬁﬂj&j@ raziem
zanje in zgagﬁ&m@ zraka, na hitrost zvoka”. Biot je vzel za hitrost zvoka
[(p+p")/p]Y/?, Ees da tlak dodatno naraste za p’ zaradi povisanja tempera-
ture. S podatki, ki jith je prej — pri prvem poskusu — dobil Gay-Lussac za
odvisnost prostornine plina od temperature pri konstantnem tlaku, je Biot
ocenil, da se mora temperatura povisati za 86 stopinj, ce naj bi dosegla hi-
trost 1zmerjeno vrednost.!

Simeon Denis Poisson je leta 1807 izracunal, da se temperatura dvi-
ene za 1 stopinjo, ko se adiabatno izoliranemu plinu 1 -g*@g'é;%mm& zmanjsSa za
1 /Hﬁ zacetne vrednosti. Ta rezultata so Spf@j@ﬁ 2 7 Laplaceovim korakom
se je vprasanje hitrosti zvoka pmsghm v termodinamiko i povezalo z adi-
abatnimi Spreiﬁ@mba i1 plina. Biotovo in Poissonovo racunanje kazeta, d
j1h tedaj se niso obvladali.

Specificno toploto zraka sta prva merila Laplace in Antoine Lavoisier
leta 1783. V lednem kalorimetru sta spustila doloceno maso zraka po cevi
v obliki vije %m% ter 1zmerila maso M@}g@nega Eedu in znizanje temperature
zraka. Dobila sta 1,4 ?/ glk. Pet let pozneje je Adair Crawford m eril z d vema
%fﬁaki pgsadmgma 1z medenine, od katerih je 1z ene 1zsesal zrak. Posodici
e @ﬁ@k@ segr@% }u daj v enaki @SO(}J z vodo in 1zmeril zvisanie temperature
vode. Tako je dobil kar ’?N J / cl<. Pri tem so spregledali, da prvi podatek
zadeva konstantni tlak, a drugi konstantno prostornino. Danes navedemo
za prvega 1,0 ﬁ/gK in za d‘fug@ga 0,72 J/gK.

L@m 1811 je pariska &R&&@m@@ znanosti razpisala magmdn@ nalogo:
, Doloci Sp@@ﬁ@ﬁ@ t@pbm plinov, predvsem kisika, dusika in n@kaﬁ@m% Spo-
jin, s tem, da jo primerjas s Sp@ﬁﬁﬁn@ toploto ‘vod@@ Vprasanje mi bilo po-
vezano s hitrostjo zvoka, an pa,k je 1zhajalo iz zanimanja za ﬁ@pé@m ki se
sprosti pri kemijskih reakciyjah, za parne stroje in absdutma niclo. Za pmspﬁw
vek 1z leta 1813 sta dobila nagz ado F. Delaroche in J. E. Bérard. Odklonila
sta Crawfordov nacin merjenja, ces da ne dopuscéa plinu, da bi se razsiril ali

To je bilo veliko preveé. Amplituda spremembe temperature (67)g = [(% — 1)/x] -
(T'/p)(ép)o = (6p)o/pcp v zraku doseze pri zvoku z najvecjo jakostjo, ki jo prenese
uho, 0,023 K, v zvoku, ki ga komaj Se slisimo, pa milijonkrat manj. (ép)g je amplituda
spmmemb@ ﬂa@qa in x=cp/cy = 1,4.

° Iz zveze TV™ '= konst. dobimo -—-dV/V = dT'/T (% —1). V zraku se temperatura
povisa od 273 K na 274 K, ko se zmanjsa pmsmm_ma za 1/273-0,4 = 1/109,2 zacetne

vrednosti.
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