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Math. Subj. Class. (1991): 68Q22

Predstavljen je vzporedni algoritem za iskanje 2-povezanih komponent ali blokov
neusmerjenega grafa, katerega avtorja sta R. E. Tarjan in U. Vishkin. Algoritem poisce
bloke grafa s pomocjo prevedbe problema na problem iskanja povezanih komponent grafa,
za resevanje katerega je znanih veliko vzporednih algoritmov.
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A parallel algorithm for finding 2-connected components or blocks of an undirected
graph, due to Tarjan and Vishkin, is presented. The algorithm works by translating the
problem to that of finding connected components of another graph, a problem for which
many parallel algorithms are known.

N so p@vezam - , da E@Zp&@j@ na vec
nimo ze eno samo tocko. Za povezane grafe lahko
mocno je graf mf‘@zﬁ,

icija /,E) je k-povezan, Ce ima vsaj k + 1 tock in
je graf, ki ga d@bimo 7 o%mmﬁvgo katerithkoli £ — 1 tock in pripadajocih

povezav, se vedno povezan.

Ker z
zelo pomem
HEkEU vozlis¢ omrezje ni vec |
Velja pomembna zveza m
meznima tockama.

o razna omrezja (na primer komunikacijska), je

grafi predstavim
V@@& sa] sicer ob @waamtw

bno, da je njthova povezanost cim
)OVezano.
ed k-povezanostjo in stevilom

pot1 med posa-

Izrek 2. Graf G = (V, FE) je k-povezan natanko takrat, ko za vsak par
tock uw,v € V, u # v, obstaja naymang k poti od u do v, ki nimajo nobenih
drugih skupnih tock razen u in v.

Dokaz tega izreka najdemo v |2].

jimo na 2-povezane grafe, vidimo, da zanje velja:
Graf G V, E) z wvsaj tremi tockami je 2-p ovezan, ce lahko 1z njega
odstranimo katerokoli tocko v € V in vse pripadajode povezave, in je tako
doblgentr graf povezan.

&

L a 3. Naj bo G
odstranitev iz gz*afa POVZIOCi,
tocCka. |

= (V, E) povezan graf. 0 v 6
da graf ni ve¢ povezan, imenujem

povezav e, | € I na istem ct

Dokaz. Po 1zreku 2 je grat 2-povezan natanko takrat, ko sta med vsakim
h tock u,v € 1 u Z% v najm &m dve poti, k1 nimata nobenih
nih tock razen w in v. Taksni poti sestavljata cikel.
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Obratno lahko vsak cikel razbijemo na dve poti, ki nimata skupnih tock
razen zacetka in konca. e

Naj bo G = (V, F) povezan graf. Na mnozici povezav F lahko defini-

ramo relacijo Rp.

Definicija 5. Za povezavi e, f € E velja el f natanko takrat, ko je
e = f ali pa sta e in f na skupnem ciklu.

N1 tezko preveriti, da je Hp ekvivalencna relacija na mnozici povezav,

zato razdeli mnoZico povezav E na ekvivalencne razrede {E;}{ ;. Ce z V;
oznaclimo mnozice tock

Vi={v eV; v jekrajisce povezave iz F;},

potem podgrafi G; = (V;, E;) predstavljajo 2-povezane komponente grafa G
ali bloke. Slika 1 prikazuje graf in njegove bloke.

Slika 1. Graf in njegovi blokai.

Zaporedni algoritem za iskanje blokov grafa ima casovno zahtevnost
O(n + m), deluje pa z uporabo algoritma za iskanje v globino [1] in poisce
presecne tocke grafa.

Izkazalo se je, da se iskanja v globino in i1skanja v Sirino ne da zapisati
v obliki ucinkovitih vzporednih algoritmov, se zlasti ne iskanja v globino.
Zato se lotimo resevanja problema iskanja blokov grafa drugace, s pomocjo
prevedbe na problem iskanja povezanih komponent grafa, za resevanje ka-
terega je znanih veliko vzporednih algoritmov [7], [5].
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Vzp@mdm algoritem za iskanje blokov grafa, katerega avtorja sta R.
”Egﬂaﬁ in U. Vi upor&ha drugacno strategijo, saj ne obstaja iska-
njuv gi@bﬁm anaiogm Vzpemdm algoritem, ampak temelji na transformaciji
grafa {" A kser . graf &', da so M@h grafa G ravno povezane komponente

afa G, ] aﬁg@méu ne izhajamo 1z drevesa, ki ga tvori iskanje v
a,% 17 . nega vpetega drewga
) povezan graf. Zanj lahko definiramo vpeto drevo.

Vp@m drevo grafa G = (V,E) je d
Povezave 1z mnozice 7 1m

h — 7 pa nedrevesne povezave.

72, %&*’mm V@Eja
povezave, povezave 1Z mn

Ce graf ni povezan, imamo vpeto drevo za vsako povezano komponento.
Ta drevesa imenujemo vpet gozd.
Vzporedni algoritem za 1skanje vpetega gozda dobimo tako, da neko-
liko dopolnimo enega od algoritmov za iskanje povezanih komponent grafa.
aigom?ﬁmih ki originalnega grafa med SVOjim deiovamem ne Spfemmjap
npr. Awerbuch-Shiloachov algoritem), si je treba samo gapo nniti, katere
p@V@Z&V@ j@ algoritem uj orabil za tvorjenje suj @EV@Zh ﬂ'wzave tvo-
rijo mnozico povezav 7 vpetega drevesa. T g
poveca casovne zahtevnosti ali stevila potrebnih
goritmom, ki jih uporabljamo.

__ Cy cikla grafa GG
mMo mnozico povezav, ki so v

Mnozico neodvisnih ciklov C imenujemo baza ciklov grata G
cikel v & simetricna razlika podmnozice C.

Predpostavimo, da j@ eraf G povezan { ce m obravnavamo vsako njegovo
komponento poseb ej) Vpeto drevo T = } gmfa (& doloci bazo ciklov
na, nasiedmi acin. Vsaka povezava e € B — Frp naredéz cikel Ce, Ce jo dodamo

k povezavam, ki tvoryo vpeto drevo. Mnozica

1Ce; e€ B

bazni cikel

@HujeMO

tvori bazo ciklov grafa . Vsakega izmed ciklov C¢ 11

glede na 7T'. Ker smo predpostavili, da je G povezan, je stevilo elementov v
bazi ciklov enako

—m —n -+ 1.

F)), lahko definiramo relacijo

F) velja eR. f natanko takrat,

mu z nedrevesno povezavo.
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Refleksivna in tranzitivna ovojnica R relacije R, doda v relacijo Se vse

pare povezav e, | € F/, za katere velja
— e= f ali
— obstajajo taksne povezave gi,99,...,9;, da zanje velja eR.g1, g1 R

e ggmchgg iﬁ ] cf*

Spodnja trditev vzpostavi pomembno zvezo med relacijama Ky in £
ki jo bomo izkoristili pri vzporednem algoritmu za i1skanje blokov grafa &.

Trditev 9. Naj bo 1" poljubno vpeto drevo grafa G V. E). P Oﬁem 7€
Ry = 17, Kjer je Ry ekvivalencna relacya, k@ definira bloke gmf@ G, R

gkswna in tranzitivna ovojnica relacyje R..

Dokaz. Giede na d@ﬁmdja rdacije R. 1z eR, f sledi, da sta po*vmaw
ekvivalencna fdamja Veha tudi H*

Naj bosta e 1n f povezaw za katem velja eRpf. Ce je e = fg velja c
R f, saj je reiamja R refleksivna. Sicm pa obstaja cikel C
povezavi. Naj bo C = {C } baza ciklov, ki jo d

jeC=0C;,®C;,d... ®C; zaC;,C5, ..., 0 € C. Ce VZamemo kafmmkoh
dva cikla C;, in Cj, , obstajajo taksni cikli Ca Cony - - C@ , da cikel C;,

17, 9
deli povezavo s ciklom C,,, cikel C,, s ciklom C@z3 n mko naprej, ter akd

Co, deli povezavo s ciklom C;, . Ker so povezave iz ciklov C v relaciji R

so zaradi tranzitivnosti vse povezave 1z cikla C v relaciji R}, kar pomeni,
da velja eR.f in Ry C R}. =

Predpostavimo, da poznamo nacin za dolocitev povezav grafa G

= (V,FE), kiso v rdacm Ii.. Potem lahko bloke grafa G poiscemo tako
da definiramo graf G' = (V', E'), kjer je V' mnozica povezav F grafa G,
MNO0ZICI njegomh povezav F’ pa so natanko povezave (e, f), za katere velja

R.f. Povezane komponente grafa G' ustrezajo ekvivalenénim razredom
relacije Rm zato pravilno dolocijo bloke grafa (. Bloki grafa GG so krajisca

povezav (v grafu ) iz posameznih

povezanih komponent grafa G'.

Slika 2. Vpeto drevo in povezave, ki tvorijo bazne cikle.

Primer. Slika 2 prikazuje vpeto drevo za graf s slike 1. Bazo ciklov,
ki jo deﬁmra to vpeto drevo, predstavljajo cikli C7 = {ej,e3,es}, Cy =
= {eg,eq,e5} in C3 = {eg,eq,e19}. Graf G', ki ga definira relacija R, je
predstavljen na slhiki 3.
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Slika 3. Graf G‘fj ki ga definira relacija F..

Povezane komponente gmf& G’ so {e1, e, e3,eq, A @83 €9, €10}, {€6}

1n {@;} Na ta nacm doloceni bloki grafa GG so torej pod gra 1, ki jih definirajo

podmnozice tock {1,2,3, 44+ {6,7,8}, {1,5} in {1,6} ter Stfezm@ blokom
ki jih prikazuje shika 1.

za 1skanje blokov grafa ne deluje Cisto tako, saj bi na
nacin W@m@ gmf ' 1mel preveé povezav. Ce je n

K. vsak par pOVezay, zato velja

Algoritem

Egmaj oplsani
@ﬁ{@i na n tockah, je v relacij

O(n?). Definirali bomo podmno#zico relacije R
komponente kot };@Eamja
Relacijo K. smo d

finirali glede na vpeto drevo 7' grafa &

Zelimo definirati relacijo R/ munozici povezav [/, za katero velja:

o Ri; ch;

R| =0O(m) in
(RL)* = RZ, kjer * oznacuje refleksivno in tranzitivno ovojnico relacije.

/a definicijo rdadj@ R! je treba @étevﬂéiti vozlisca v
grata G glede na premi VES?&m Ted |
izberemo pohu&m vozlisce. Od zd 5
oStevilcenje. Za tako @wamk@ 12 vgzhgﬁa veham lastnosti,
naslednja trditev:

" vpeto drevo, v katerem so vsa vozlisca ostevilCena

Trditev 10. Naj bo 1
glede na prema vrstni red, velik @3&( ) pa naj oznacuje stevilo vozlisé v pod-
velja:

drevesu s korenom v. Potem
1. Ce za katerikoli vozlisci u in v velja v < v, v ne m

2. Ce za katerikoli vozliséi w wn v velya v + velikost(v) < w, potem ni nits
vozlisce u prednik vozliséa v niti obratno.

ore biti prednik u-7a.

Dokaz. Tocka 1 velja, ker je pri Gstevﬂcenju glede na premi vrstni red
vsako vozlisce obiskano prej kot katerikoli njegovih potomecev.
Tocka 2 velja, ker vozlisce u ne more biti prednik vozliséa v, saj je v <
< u. Obratno tudi ne more biti res, Saj vsakega naslednika w vozlisca v
obiscemo, preden koncamo obisk ; o drevesa s koren@ Zato za w velja
v < w < v+velikost(v), kar pomeni, d “ 1d bit1 naslednik
vozlisca v. ®

} j@g@yga, oceta v
ko je 1zpom§@n eden i1zmed spodnjih
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2. e = (u,p(u)), f = (v,p(v)), (v,v) € G—T in niti u ni prednik v-ja niti
obratno (slika 4b)),

3. e = (u,p(u) = v), v #1, f = (v,p(v)) in povezava iz G, ki ni del
vpetega drevesa, povezuje naslednika u-ja z vozliscem, ki ni naslednik
v-ja (slika 4c)),

velja eR.f in fR.e.

Slika 4. Ilustracija relacije RL.

Graf G’ spet definiramo enako, kot smo ga definirali za relacijo R.. V'
je mnozica povezav E grafa G, v mnozici njegovih povezav E’ pa so natanko
povezave (e, f), za katere velja eR.f.

Slika 5. Vpeto drevo s korenom v vozliscu 1.

Primer. Shika 5 prikazuje Vpe‘to drevo s korenom v vozlis¢u 1 za graf s
shke 1. Ostevﬂcenje glede na premi vrstni red vozliscem priredi oznake, ki
ustrezajo oznakam v grafu. V relaciji R, so naslednji pari povezav:

- (e4,€1), (es,e2) in (e10, es) (zaradi POnga 1),

- (e5,€4) In (eq,e3) (zaradi pogoja 2) ter

- (eg, e19) (zaradi pogoja 3).
Graf G' = (V', E'), ki ustreza relaciji R/, je prikazan na sliki 6.
Povezane komponente tega grafa spet definirajo bloke grafa G. B

Spodnja trditev nam da zvezo med relacijama R. in R}, ki potrjuje,
da smo relacijo R, definirali tako, da nam bo omogocila iskati 2-povezane
kompomnente ali bloke grafa.
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12. Naj bosta R. wn R! zgoraj definirant relaciji glede na
palgubna vpeta drevo I" grafa G. Potem velja:
' C} (Al
O(m), kjer je m Stevilo povezav v G.

Dokaz. Vsaki dve povezavi e in [, za kateri velja eR f, pripadata ciklu,

d@ﬁmmnema Z n@dre‘v"@gno povezavo. Zato sta v relaciji K., kar pomeni, da

Dokazat: je trebna de nasprotno. Naj bosta e in J povezavi, za kater:
velja eR.f. Potem lezita na skupnem baznem ciklu gied@ na 1’ na primer na
ciklu, definiranem z nedrevesno povezavo (u,v). N a,j bo z nagmamm Skupm
I3 “ Pokazali bomo, da so vse povezave 1z | aznega cikla v (RL)™.
imo, da je u < v. Locimo lahko dva prim
u (slika 7a). Torej w ni prednik v-ja, zato sta povezavi (u,p(u)) in
(v,p(v)) v relaciji R, saj izpolnjujeta pogoj 2. Zaradi pogoja 1 sta v
relaciji R, povezavi {@ p(v)) in (v,u), zaradi pogoja 3 pa je v m].amﬁ
povézav na poti med z 1n v in na poti med

vsak par zaporednih
Ziaradi Waﬂmmvmgm Veha e( R

@

R!)*, kar pomeni, da sta relaciji enaki

iH’ | dobimo tako, da izracunamo zgornjo mejo za Stevilo vozhsc, zZa,
katera je 1zpolnjen eden 1zmed pogo;ev 1, 2 ali 3. Vsaka povezava 1z G — T
definira par povezav, za katerega je 1zpohfu@n pogoj 1, 1n najveé en par
povezav, za katerega je 1zpolnjen pogoj 2. Povezava, za katero je 1z] polnjen

pogoj 3, je lahko v relaciji R/ najved z eno povezavo, namrec s svojo sosedo

Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 5 135



na po‘m pmh korenu drevesa 7. Torej je stevilo parov povezav, kiso v R,
O(m) in velja |R O(m). =

n 1zvirajo 1z pogoja 3, tudi reda velikosti O
Pomembna posledica trditve 12 je, da povezane komponente grafa G' =
= (V'  E') definirajo bloke prvotnega grafa G = (V, E).
Vpeljimo Se dve novi oznaki, to sta spodnja(v) in zgornja(v), kjer
— spodnja(v) oznacuje najmanjSe vozlisCe, ki je naslednik v-ja v drevesu
ali pa je povezano z naslednikom v-ja v gratu G z nedrevesno povezavo,
~ zgornja(v) pa oznacuje najvecje vozlisée, ki je naslednik v-ja v drevesu
ali pa je povezano z naslednikom v-ja v grafu G z nedrevesno povezavo.

T1 dve Spmmemﬁvki bosta upombm pri ugotavljanju, ali pari vozhisc

i

ustrezajo pogoju 3 v definiciji relacije R...

Trditev 13. Naj bosta e = (u,p(u) = v), v # 1, in f = (v,p(v))
zaporednt drevesni povezavi v vpetem drevesu 1. Potem e in f ustrezata
pogoju 3 v definiciyi relacyye R., natanko takrat, ko je spodnja(u) < v als
zgornja(u) > v + velikost(v).

Dokaz. Glede na pogoj 3 sta e in f v relaciji R., ¢e kaka povezava iz I

povezuje naslednika u-ja z vozliscem, ki ni nasiedmk v-ja.
Predpostavimo, da je za povezavi e in f 1zpolnjen pogoj 3, in naj bo
(z,y) povezava, ki povezuje naslednika u-ja (vozlis¢e x) z vozlis¢em v, ki ni
naslednik v-ja. Lo¢imo dva primera glede na to, ali je y < u ali y > w.
— y < u. Ker y ni naslednik v-ja in je (u,p(u) = v) povezava v vpetem
drevesu T, velja y < v. Ker pa je spodnja(u) < y, velja spodnja(u) < v.

-y >u K

[Ker y ni naslednik v-ja in je (u,v) povezava v vpetem drevesu
T, je y gotovo obiskan (glede na premi vrstni red) po obisku poddre-
vesa s korenom v. Zato je y > v + wvelikost(v), kar pomeni, da velja
zgornja(u) > v + velikost(v).

Trditev je treba dokazati Se v drugo smer. Naj bosta e = (u, p(u) = v),

v# 1,in f = (v,p(v)) zaporedni drevesni povezavi v vpetem drevesu T, za

kateri velja spodnja(u) < v ali zgornja(u) > v + velikost(v).

Predpostavimo, da je spodnja(u) < v. Po definiciji spodnja(u) ob-
staja naslednik u-ja x, ki ga nedrevesna povezava (x,y) povezuje z vo-
zlis¢em y, za katero velja y = spodnja(u). Ker je y = spodnja(u) < v,
y ne more biti naslednik v-ja. Torej je (z,y) povezava, ki povezuje na-
slednika u-ja z vozlisCem, ki ni naslednik v-ja, zato je za povezavi e in f
1zpolnjen pogoj 3.

— Primer, ko je zgornja(u) > v + velikost(v), obravnavamo podobno. ®

Algoritem za iskanje blokov grafa temelji na preverjanju vseh treh
pogojev v definiciji relacije R.. Za preverjanje pogoja 3 je treba izracunati
vrednosti spremenljivk spodnja(v) in zgornja(v).
| Algoritem za izracun vrednosti spremenljivke spodnja(v) sestavljata dva

koraka. Prvi korak priredi vsakemu vozlis¢u v € V vrednost T'(v), ki
predstavlja minimum v-ja in vseh vozlisc, ki jih z v-jem povezuje nedrevesna
povezava. Drugi korak priredi spremenljivki spodnja(v) minimum 7' (u) za
vsa vozlisca u 1z poddrevesa s korenom v.
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n spodnja(v)

Vho& algoritma je vpeto drevo iskanja v globino I, povezanega grafa
F)), izhod pa je vektor spodnja dolzine n.

2. 1

§podnja<@) — mm{T (1); u je v poddrevesu s korenom v}

Vrednosti spremenljivke zgornga(v ) mhk@ izratunamo s pomo¢jo podob-

Vhod je povezan graf G(V, E
sta povezaw e in [ v istem M@ku velja (e) = m:e(f)&
Poisci vpeto drevo 1" grafa G.
2. Izber1 katerokoli vozlisce za koren vpetega drevesa I
glede na premi vrstni red.
Za vsako vozliiée v izracunaj velikost(v), spodnja(v) in zgornja(v).
Konstruiraj seznam parov povezav L:
a) Za Vsako pPoOvVezZavo e = (u U) c =T, za katero velja v < u, vstawn

v L par povezav (e, f), kjer je f = (u,p(u)).
b) Za vsako povezavo (u,v) € G — T, za katero velja v -+ velikost(v) < u,

'in ostevilc: vozlisca

vstavi v L par povezav (e, f), kﬁger je e = (v, p(v)) in f = (u,p(u)).
Za vsako povezavo e = (u,p(u) =v), v # 1, vstavi v L par povezav
(e, f), e je spodnja(u) < v ali zgornja( } > v + velikost(v),

| je f = (v, p()-

kjer

katerega vozlisca so

Izrek 14. Zgornjy algoritem poisce povezave, ki se nahajajo v blokih
grafoa G = (V, FE). Njegova casovna zahtevnost in stevilo potrebnih proce-
sorjev sta enaka kot pri vzporednem algoritmu, ki ga uporabljamo za iskanje
povezanth komponent grafa G'.

Dokaz. Pari povezav, k
seznam L &me cetrta korak D m uvrsti korak 4a),
ustreza pogoju 1 v definiciji relacije. Pari, ki ﬁh v seznam uvrsti korak 4b),

Stmza,j@ pogoju 2, sa] 1z v + @d@ﬁmsﬂfv} < u sledi, da nobeno 1zmed vozlisé
U In v ni nasiedmk drugega vozlisca (tr’ditev 10} Vsak par povezav, za
katerega jJe 1zpolnjen pogoj 2, bo ta korak uvrst ﬂ v seznam L. Korak 4c)
uvrsti v seznam L tiste pare povezav, za katere je izpolnjen pogoj 3 (trditev

13).

V grafu G’ je toliko vozlis¢, kolikor je v grafu G povezav, stevilo povezav
pa je v obeh grafih istega reda. Zato je kljuCnega pomena za zahtevnost
algoritma peti korak.

Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 5 137



Vpeto drevo povezanega grafa lahko poiscemo v istem casu in z istim
Stevilom procesorjev kot pri algoritmu za iskanje povezanih komponent
erafa. Ker je v grafu G manj vozlis¢ kot v grafu G’, je zahtevnost tega
koraka manjsa, kot je zahtevnost petega koraka.

Tehniko Eulerjevega obhoda [5], |7] lahko uporabimo za doloéitev korena
vpetega drevesa, ostevilcenje vozlis¢ v vpetem drevesu glede na premi vrstni
red in za izraCun veltkost(v) za vsako vozlisce. Ta algoritem ima Casovno
zahtevnost O(logn), potrebuje pa n/logn procesorjev.

Pri izracunu vrednosti spremenljivk spodnja in zgornja si pomagamo
z izboljsano metodo uravnotezenega drevesa |5], [7], [3], ki ima casovno
zahtevnost O(logn), potrebuje pa n/logn procesorjev. m

Tudi cetrti korak je manj zahteven od petega koraka. Ce za dolocitev
vpetega drevesa in za iskanje povezanih komponent grafa G’ uporabimo
Awerbuch-Shiloachov algoritem |4|, znaSa Casovna zahtevnost algoritma za
iskanje blokov grafa O(logn), Stevilo potrebnih procesorjev pa n + m. Na-
mesto tega algoritma lahko uporabimo tudi kaksnega 1zmed boljsih algorit-

mov |7], |5], |3].

Iskanje blokov grafa pomeni eno izmed moznosti uporabe vzporednih
algoritmov za iskanje povezanih komponent grafa. Te algoritme lahko upo-
rabimo tudi pri iskanju minimalnega vpetega drevesa, Sibko in krepko pove-
zanih komponent usmerjenega grafa ter se pri reSevanju mnogih problemov
s podrocja fizike 1in racunalniskega vida.

Ugotavljanja 2-povezanosti in 3-povezanosti se lahko lotimo tudi dru-
gace, s pomocjo vzporednega algoritma za odprto usesno dekompozicijo
17]. Tudi pri tem algoritmu uporabljamo vzporedni algoritem za iskanje
povezanih komponent grafa.

1] A. V. Aho, J. E. Hopcroft, J. D. Ullman, The Design and Analysis of Computer
Algorithms, Addison-Wesley, 1974.

2] M. Behzad, G. Chartrand, L. Lesniak-Foster, Graphs and Digraphs, Prindle, Weber
and Schmidt International Series, Boston, 1979.

3] M. Indihar Stemberger, Paralelni algoritmi za iskanje povezanih komponent grafa,

Magistrsko delo, Ljubljana, 1996.

4] M. Indihar Stemberger, Vzporedni algoritmi za iskanje povezanih komponent grafa,
Obzornik za matematiko in fiziko 44 (1997), 1, 1-13.

5] J. JaJa, An Introduction to Parallel Algorithms, Addison-Wesley, 1992,

6] J. Kozak, Podatkovne strukture in algoritmi, Drustvo matematikov, fizikov in astrono-
mov Slovenije, Ljubljana, 1986,

7] J. H. Reif, Synthesis of Parallel Algorithms, Morgan Kaufmann Publishers, San Mateo,

California, 1993.

8] R.E. Tarjan, U. Vishkin, An Efficient Parallel Biconnectivity Algorithm, SIAM Journal

of Computing 14 (1985), 4, 862—-874.
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AN CERNE

Math. Subj. Class. (1991) 49Q05, 53A10

Predstavljen je Plateaujev problem in nekaj elementarnih rezultatov, povezanih z
1)1,

N&j bo v unija koncno n INogo enostavio ﬁd@m@ ith krivuly v R°. Med
vsemi pbskvamg > C l" , ki }majg ~ za svo] rob, bi radi poiskali MS*@@
K1 11 &ﬂjﬁ@ POVISINO.

Za, <roZnico 7y je 2ig

Ka,} je 2, Vv tem pmmer u’ Ce S‘ta "m 1M Y9 doveb Skupa° se nam zdi, da bo

2Jo po obliki | - valja, ki3 je napet na in v9. Dejansko je
ki jo dobimo, ¢e veriznico (graf funkcije y = A ch(z) za
imo okoli osi skozi sredisci obeh kroznic. Ta ploskev
Ce pa sta ;1 1n 5 dovolj narazen, tedaj bo resitev 2,
diskov, ki sta napeta na ~; in 7y (iskana ploskev

ki ga v omejuje.
ko velikih kroZznic 1 in .

ustrezen A € IR
se 1umenuje katenoida.
kar unija dveh ravninskih
>, N1 nujno povezanal).

Slika 1. Katenoida

m, ki ga reSujemo, ima tudi naslednjo fizikalno inter-
pretacuo Kaksna ploskev se napne na ogmdje v, Ce ga pomommo \4 mﬂmcd?
Ploskev, ki nastane, se oblikuje tako da se minimizira njena povrsinska,
energija, le-ta pa je sorazmerna powsg 11 ploskve. Ce smo “gisto natancni,
probiema nista popoinoma ekvwalen‘tna, To iahko vsakdo tudi prmzkusx na
zgora] predstavljenem p Na dve loceni kroznici, ki ju
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pomodcimo v milnico, se katenoida noce in noce napeti. Ploskev, ki se obli-
kuje, ko ogrodje v pomocimo v milnico, potemtakem le lokalno minimizira
povrsino ploskve, tj. ploskev, ki se oblikuje, ima med vsemi bliznjimi plo-
skvami najmanjso povrsino, ni pa to nujno natanko ploskev z najmanjso
MOZN0 POVISINO.

Kako naj se matematicno lotimo problema?” V prvi obliki sta problem
neodvisno drug od drugega resila Tibor Radd in Jesse Douglas v tridese-
tih letih tega stoletja (Douglas je za SVO}@ delo leta 1936 dobil tudi eno od
prvih dveh Fieldsovih medalj, [5]). ReSevala sta tako imenovani (klasmm}
Plateaujev problem (ime je dobil po belgijskem profesorju fizike in anato-
mije Josephu Plateauju (1801-1883), ki je prvi sistemati¢no opisal lastnosti

ploskev, ki jih na danem ogrodju oblikuje milnica, |1]):

Naj bo ~ enostavno sklenjena gladka krwuha v IR? (tokrat je krivulja
ma!). Med vsemi gladkimi presl;

f <fhf27f3> D = {<$y

};z enotSkega kroga D C IR R°, ki kroznico 0D = {(z,y) € R
¢+ y? = 1) preshkajo na -, je treba poiskati tako preslikavo f,, d& ma
ploskev fO( ) najmanjSo povrsino.

Opomba. Pri reSevanju Plateaujevega problema se potemtakem ome-

jimo na poseben razred ploskev z robom v +. Zanimajo nas le diski (slike
enotskega kroga D) v IR”, katerih robovi leZe na -.
Plateaujev problem resujemo z variacijskimi metodami. Najprej zapi-
simo funkcional, ki podaja povrsino ploskve (D). Da pa ne bi zasli v
tehnicne podmbnasm bomo predstavitev problema nekoliko poenostamh in
predpostavili, da je ploskev f(D) graf neke gladke funkcije u na D. ]

fi(may)mma f2<$7y> — Y, f3<$7y>$u($7y>

Spomnimo se, |7], da je v tem primeru povrsina grafa funkcije u podana z
naslednjim funkcionalom:

P(u) = | ’ \/ 14wz +uidzdy.

V tem poenostavljenem problemu je enostavno sklenjena krivulja v podana
kot graf neke (dane) funkcije ¢ na kroznici 0D. Sedaj torej isCemo tako
gladko funkcijo u, na D s predpisanimi robnimi vrednostmi (u,(x,y) =
= ¢(x,y) za vse (z,y) € 0D), da je vrednost funkcionala P(u) v u,
najmanjsa.
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Naj bo v poljubna gladka funkcija na D, katere robne vrednosti so vse
enake 0. Torej v(z,y) = 0 za vse (z,y) € dD. Tedaj ima za vsak t € IR
funkcya u, + tv iste robne vrednosti kot u,. Oglejmo s1 vrednosti funkcije
realne spremenljivke ¢

| J1+ (Uor + tvg)? + (Uoy + tvy )2 dzdy .

Ce naj ima funkcional P(u) pri predpisanih robnih vrednostih ¢ v funkciji
U, sVo] minimum, mora imet1 tudi funkcija P, vt = 0 svo] minimum. Tore;]

jc

07Z1roIma

Oznacimo
L 2 2 \—= : o
M = (1 +ug, +ug,) 2uUse n N = (1+ug, +ug, ) 2ty .

S pomocjo Greenove formule dobimo

/ /D[(M v) -

_1 0 ~3
— _......._.,.,_._._[(1 T Ugy + ugy) ZUOCB] o0y [(1 + ugaz T ugy) 2‘U,Oy]
2

_3
— WH + ugm - ugy) ? [(1 T ugy)uoa:a: o zﬁomuayuﬁxy + <1 T u@$>uoyy} °

Ker enakost (3) velja za vsako funkcijo v na D, ki je na robu D identi¢no
enaka 0, mora veljati G(u,) = 0. Funkcija u, torej mora zadoscati naslednji
nelinearni parcialni diferencialni enacbi drugega reda

(1 + ui)um — 2UpUyUyy + (1 + ui)uyy =0. (4)

!

Kaksno informacijo nam da ta enacba? Ce graf funk

cije u, res podaja
ploskev z najmanjSo povrsino, potem mora u, resiti to enacbo. |

/a gladko
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IR ’3

ploskev 22 v se SPOomnNImo pojma povprecne ukﬁﬂjenosté V vsaki tock:

T na ploskvi X najprej dolo¢imo obe glavni ukrivljenosti = R1 in 2-, [7]. Tedaj

[ ploskve ¥ v tocki T' enaka ( 1%1 - +). Ce pa

je povprecna ukrivljenost

je ploskev ¥

- (1 + uy)um — 2UgpUyUyy + (1 4+ u }uw
(1 +u2 +u )3

podana kot graf neke funkcije u, je, 7],

Vidimo, da funkcija u resi parcialno diferencialno enacbo (4) ko ted
ko je v wvsaki mdﬂ ﬁjen@ga gmfa p@‘vyfegﬂa ukrivljenost enaka @ Ziaradi
tega vsako ploskev v IR ° (tudi e ima neka; Sa@pm%mgﬁ} ki 1ma v vsaki
svo]i tocki jmfpm@m uk?wh@n%t enako 0, 1m mo menimaina ploskev.
Kot smo videli zggmj ;@ vsaka ploskev, ki za dani mb MI1Nimizira povrsino,
minimalna ploskev. V naslednjem razdelku pa b@- no predstavili n@kaj
pmmem‘v paﬁ{aza}@ da, @bmﬁz te 1zjave ne EZL VIina;

torej le stacionarne (ne nujno ekstremalne!) tocke funk

Slika 2. Na levi sliki, kjer je H = 0, imamo ravnovesje sil pmfmmske napetosti, na desni
sliki, kjer H # 0, pa sile pmf}rsmske napetosti silijo tocko 7' in njenc okolico navzdol
(pavrsma ploskve se pri taki perturbaciji zmanjsa).

Ce izberemo ustrezen koordinatni sistem, postane enacba (4) v izbrani
tocki T' = (a,b,u(a,b)) € f(D) bolj preprosta. Najprej premaknimo iz-
hodisce koordinatnega sistema v tocko T', nato pa naredimo tak zasuk v
prostoru, da se tangentna ravnina na f(D) v tocki T ujame z ravnino (x,y).

Se vec, ker sta smeri glavnih ukrivljenosti pravokotni druga na drugo, [7],
nam nadaljnji zasuk omogoci tak koordinatni sistem, da se os x ujema s
prvo glavno smerjo in os y z drugo. V tem koordinatnem sistemu v tocki
T, oziroma (a,b) € D, velja

ug(a,b) = uy(a,b) =0
in zatorej se enaCba (4) v tocki (a,b) glasi

Aula,b) = ugz(a,b) +uyy(a,b) =
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Ker smo se pri resevanju Plateaujevega problema omejili le na diske z
v Y, méémv Piaﬁ@auj@”%f@ga pm lema za en%myng krivuﬁ@
v ni nujno tudi ploskev z najmanjso povrsino. Tako nastane vprasanje, kaj
so zadostni p@g@gl na v, da je resitev Plateaujevega problema za ~ tudi

ploskev z najmanjso povrsino.

- 3. Ploskev na levi shliki pmd&s@aﬂm resitev Plateaujevega problema, ploskev na
desm sliki pa ploskev 2,5, ki minimizira povrsino. Opazimo, da ima ploskev 2, na
mestu, kjer ima resitev Plateaujevega problema samopresecisce, majhno luknjo in da nima

samopresecisé v svoji notranjosti, [3].

Slika 4. Naj bo v rob dovolj ozkega Moaobiusovega traku. Tedaj je ustrezna ploskev 2.,
z najmanjso povrsino nekoliko ukrivljen Mobiusov trak, ki je po obliki blizu prvotnemu.
Resitev Plateaujevega problema na levi strani pa je popolnoma drugacne oblike, [6].

bo u, resitev enacbe (4) na 2
majo tstt rob kot T,

Teday tma graf I
najmanjso pouvrsino.

konveksna obmocja z gladkim rob@m v I resitev enache

(4) za gﬁake robne pogoje vedno obstaja, HJ Izkaze pa se tudi, |
edine resitve parcialne diferencialne enacbe (4) na vsem IR? le aﬁne funkcxje
katerih grafi so ravnine.
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Slika 5. Emnneperjeva minimalna ploskev.
Parametrizirana je takole:

r = Re(w — w”/3),

y = Re(i(w + w’/3)),

z = Re(w?), (w € C), [4].
To je minimalna ploskev (v vsaki svoji
tocki ima povprecéno ukrivljenost enako 0),

vendar za svoj rob (ogrodje, na katerega je
napeta) ni ploskev z najmanjso povrsino.

Skica dokaza. Naj bo

Q| =1

povsod na {2 xJR. Druga enakost sledi 1z dejstva, da funkcija u, resi parcialno
diferencialno enacbo (4) in da je tretja komponenta vektorskega polja Q
neodvisna od spremenljivke 2.

Na tem koraku bomo privzeli naslednje intuitivno ocitno dejstvo: Ker
() konveksno obmocje, ploskev %, z robom OI' in najmanjso povrsino lezi
v £ x IR.

Ker mmata I' in 2, i1st1 rob in ker je divergenca vektorskega polja Q
povsod enaka 0, po Gaussovem i1zreku velja enakost ploskovnih integralov

vektorsko polje QQ je definirano povsod na 2., saj je 2, € {2 x R!). Ploskvi
POl J

smo pred tem seveda orientirali, in sicer tako, da (normirana) normala np
Q) na I' kaZze navzgor, medtem ko je orientacija ploskve %, dolocena
tako, da se orientacija njenega roba 02, = OI' ujema z orientacijo roba
grata I'. Tedaj je levi integral

- QdP = Povrsina(l') .

Povrsina(2,) .

Dolzina vektorskega polja QQ je namrec 1 povsod na {! X IR in zato je skalarni
produkt tega vektorskega polja s poljubnim enotskim vektorskim poljem (v
tem primeru z normirano normalo ny_ na %,) manjsi ali enak 1. Tako smo

dobili

Povrsina (I') < Povrsina (X,) .

[{er pa 1ma 2, najmanjso mozno povrsino, mora veljatl enacaj. =
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Kdor ima moznost uporabe programa MATHEMATICA, lahko s po-
mocjo knﬂge 2] narise se kaksno drugo Zammivo minimalno ploskev (v knjigi
2] lahko pravzaprav najdete bistevno vec kot le razdelek o minimalnih plo-
skvah). Kdor pa ima ve¢ veselja s pravimi poskusi (in ne le z racunalniskimi
simulacijami), lahko ustvarja minimalne ploskve v svoji kadi. V ta namen
potrebujete | kvalitetnejso” milnico, kot je tista, ki jo ustvarjajo navadna
domaca mila. Recept, ki nam ga je posmmrab gospa Nada Razpet, je na-
slednji: v razmerju l : 1 : 1 je potrebno zmesati vodo, glicerin in ka,ksen

tekoéi detergent za pomivanje posode (carli, likvi,. .. ).

1] A. T. Fomenko, The Plateau problem, Vol 1, Gordon and Breach Science Publishers,
Amsterdam, 1990.

A. Gray, Modern geometry of curves and surfaces, CRC Press, Boca Raton, 1993.

F'. Morgan, What 1s a surface?, Amer. Math. Month. 103 (1996), 369-376.

F. Morgan, Geometric measure theory: a beginner’s guide, Academic Press, San Diego,
1988.

(5] D. Repovs, XXII. mednarodn: kongres matematikou, (
140.

6] M. Spivak, A comprehensive introduction to differential geometry, Vol 4, Publish or
Perish, Boston, 1975.

7] 1. Vidav, Visja matematika 2, DZS, Ljubljana, 1979.

SN

)bzornik mat. fiz. 41 (1994), 129—

letu 1996

Liani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vcélanilo 21
novih ¢lanov, drustvo je zapustilo 50 ¢lanov. Novi ¢lani drustva so:

1775. CER C ...JK Milan 1786. ONDRA
1776. DUZIC Renata 1787. P*_JT < Lucija
1777. GABRUEL Nevenka 1788. SENEGACNIK Adela
1778. HORVAT Martin 1789. SEVER Marta
1779. JELENKO Stefan 1790.
1780. KAVKLER Alenka - 1791.
1781. KLK] 1792.
1782. T 1793.
1784. MAZ _J Uros 1795. ZAGAR Ksenija

1785. MORAVEC Primoz

ni drustva v

]

Andreja Safarié
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PACS 03.75.Dg, 36.40.--d

Pri interferenénih poskusih z atomskim curkom je mogoce raziskovati gruce, v katere
van der Waalsova sila poveze atome.

UNUSUAL INTE

In diffraction experiments with an atomic beam clusters of atoms, bound by the van
der Waals force, can be studied.

Pri interferencnih poskusih s curkom atomov dobijo curek atomov tako,
da zlahtni plin s tlakom potiskajo skozi razsirjajoco se sSobo v vakuum.
Atomi, s katerimi bi radi naredili poskus in ki jih uvedejo v curek, imajo
enako hitrost kot atomi zlahtnega plina |1]. V izoblikovanem curku te vrste

je povprecna hitrost dolo¢ena kot (v) = (5T /mq)'/2, e je m; masa atoma
zlahtnega plina. To je ve¢ kot povprecna hitrost molekul v posodi, ko je
treba namesto 5 upostevati 8/m = 2,55, in veC od hitrosti zvoka, ko je

toplot -g% = 1,67. Relativna razpolovna

Razpolovno hitrost smo vpeljali

treba upostevati razmerje specificnih
hitrost v curku vy /9/(v) meri okoli 0,05.
tako, da ima polovica molekul v curku hitrost na pasu med (v) — vy/y in
(v) +v1/9.

De Broglieva dolzina atomov z maso m, mer1 v tem primeru

N
5T ma{v)  (5mikT)Y2

1iske enote mase

Pri1 temperaturi 300 K je to za atom z maso 1 aton 0,113 nm
in za helijev atom polovico tega, to je 0,056 nm.
Pripravna mrezZica 1z silicijevega nitrida 1ma vec deset rez s Sirino

iiku a = 200 nm. Znana enacba za interferencno sliko prisve-

b =100 nm vrazn
tlobi joc[sin (MwasinB/A)/ sin (wasin 8/A)])?[sin (wbsin 3/A)/(wasin B/))]?
pokaze, da za a = 2b ni sodih interferencnih vrhov. S krajéa,niiem drugega,

in tretjega faktorja nastane namrec¢ v imenovalcu izraz 2cos (5masin /M),

ki ima niéle samo tedaj, ko velja enacba asinf = (2n+ 1)A, n=0,1, ....
V zadnjem casu je mocno naraslo zanimanje za gruce atomov. S temi
tvorbami se nadejajo zasledovati, kako lastnosti atomov preidejo v lastnosti
snovi. Za kemijsko fiziko je tudi zanimivo vprasanje, ali je mogoce molekulo
7z veC atomi opisati samo z dvodelcnimi silami ali je treba vkljuciti tudi
vecdelcne sile. Van der Waalsova ali molekulska sila, ki veze atome v
gruce, je zelo Sibka. Vezavna energija doseze v skrajnem primeru milijonino
elektronvolta ali Se manj. Zelo zanimiva je gruca dveh helijevih atomov
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Hey, z vezavno energijo 1,1 - 10
V njej sta jedri razmaknjeni 5 nm, tako da sodi med najvecje dvoatomne
“molekule”. Zadrega v poimenovanju pokaze, da je mogoce gruce 1met1 za
molekule, v katere veze gradnike van der sila.

Ta sila je tako sibka, da se gruca ob majhni motnj 1z okolice razdeli
na manjse gmﬁ@ ali na gradnike. Zaradi tega je cruce zelo tezko zaznavati.
V masnem spektrometru se E@Zﬁé%hj@ 2@ ob 1 mmzmm N @k@j vec uspeha so
1mell pri di’f‘@%@@ﬁ@ n zaznavanju velikih gruc¢ s sto do nekaj MS@@ atomai ali
zelo maﬁ@mh razmeroma trdno vezanih gruc¢. Opazovali so na primer, kako
se spreminja porazdelitev atomov argona v curku po velikosti hitrosti ali p
kotu ob sipanju na plinskem argonu. Gruce v curku ogljikovega dioksida,
vodiie pare in didusikovega oksida so raziskovali s kemiluminiscencno reak-
C1]O Z bam&em Poleg tega so s1 pomagali z interferencnimi poskus: z zelo hi-
trimi elektroni na atomskem curku. Vendar v tem primeru iz mterferencne

slike n1 bilo m"‘@pmsm 1zluscit1 podatkov o grucah.
11 curki so prish kot fﬁamé@m 73, Taz-
skozi

Interferencni poskusi z atomskin
iskovanje gruc. Atomi v plinskem curku, ki ga s tlakom
razsirjajoco se sobo v vakuum, imajo vsi domala @:’ﬂa?m hi
mov, ki letyjo vstric, se p@‘v’@% v gruco. Po prehod

Ispeva gruca 7z N atomi k interferencnemu vrhu, k de B
ﬂdém h/N mﬂ ) = Ag/N. Tako je Eﬁﬁ@g@@@ DO %mgﬁ@mn@ ih vrhovih ;
azégmm gruw 7 razlicnim stevilom atomov med seb
Nacin merjenja so yazmh na Institutu M
tokov v Gottingenu |2]|. Plin v posodici je imel temperaturo Ty, ki so jo lahko
znizali do 5 K. Na to, koliksen delez atomov se je povezal v gruce 1n kako
so bile zastopane gruce z razlicnim stevilom atomov, so "vhwb S
v posodici s plinom. Curek atomov helija, | 17]
sta dolocili reZi s Sirino po 10 pm °
skozi opisano uklonsko n %m_@@ saz Sﬁz@jevea mtrida,
institutu posodila skupma 7z MIT 1z ax mmgﬁg& nbri

6 proti smeri vj "’ curka so s 25 E%Z@ \4 mﬁam 5?
WEM@ 1zlocili curek, k va mislili raziskati. Gruée so zaznavali z doma
12d 11 Masnim s Qkﬁm @W@m Vv o c Vaku 8k@ posode, v
M SO Vzmeva,h tlak 7-10~ mb Preden so atom:

masni spektrometer, so sh mmza‘éw v katerem
d@ktm 11 S km&h&n@ energijo 60 &’
Masni spektrometer so naravn aE tako, d
maso. S Sp ektrometer je v tem prim ddmrai le k m
saj je bila masa delcev dolocena s kom 3 ne giee na to, v
se gruce ob 1onizaciji razdelile. Kot je bil tako majhen, da je Veha a zveza
af = nAg/N, Ce sta n red interference in N Sé@ﬂ@ atomov v gruci. M
n eter g@ zaznal ‘vsak ﬂijo t1 atom. m so se mpm
-- lonizatorjem ai]
njo raz@hh vse gmme v atome, ] m 1
Sektm e’wa, merieni

L g1 1ce -
ith posipali z

Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 5 147



\ \;3) ’_,\,- k spektrometru

e Y P e B il PPt ek, R Ak A
.‘;"*;*O b "ﬂ"’.‘;""‘.“""‘l’-’.' ...,-'-'5.':_ ol A W A T e A M

_‘...
g
1
K
L
bt
[
BN B RINEY
)
b
i
scosvonjioseneow
ey i1

. —

a= 200 nm

Slika 1. Merilna naprava Schollkopfa in Toenniesa [2]. Iz posodice s plinom pri tempe-
raturi Ty 1n tlaku pg izhaja skozi razsirjajoco se sobo curek plina, ki ga doloc¢ata rezi s
sirino po 10 pum. Curek plina gre skozi mrezico iz silicijevega nitrida z razmikom med
rezami 200 nm, ki jo kaZe posnetek z elektronskim tipalnim mikroskopom. Nato gre skozi
ionizator, naposled zazna interferenc¢ne vrhove masni spektrograf.

Vecino poskusov so naredili s helijem, posebno zaradi velikega zanima-
nja za gruco iz dveh atomov Hey. Interferencna shika za helijev curek pri
temperatur: 330 K in tlaku 150 barov je pokazala lihe interferencne vrhove
do reda 11 (sl. 2a). Pri temperaturi 150 K in tlaku 170 barov so se vrhovi
razmaknili, ker se je de Broglieva dolzina povecala na 0,078 nm. Med vrhovi
so se pokazali nekateri zelo sibki, zanje je bilo mogoce sklepati, da ustrezajo

Hez (Si Zb)

104

1 ¥ E‘T*[TE

Slika 2. Interferenc¢na slika s helijevim
curkom pri tlaku pg = 150 barov in tem-
peraturi 1y = 300 K. Na ordinatno os je
nanesen tok ionov, kot ga je dal merilnik 10%F : :F
v masnem spektrometru, v sunkih na se- :
kundo, na abscisno os pa odklon 8 v mili-
radianih, to je v 0,180/7x° = 0,057°. Masni
spektrometer je bil naravnan na ione He™ z *
maso 4 u. Zaradi znacilnosti mrezice (a = : g (b)
= 2b) je mogoce opaziti samo lihe interfe- coil bd
renéne vrhove, in to do reda 11 (a). V in- O
terferencni sliki pri nekoliko visjem tlaku
pg = 170 barov in nizji temperaturi Ty =
= 150 K, ko je de Broglieva dolzina nekaj 10%
vecCja, so interferen¢ni vrhovi nekoliko bolj; '"'
razmaknjeni in je mogoce med vrhovoma 0

sati grucam Hes (b). 20 -1.0 0 1.0

i

AN RN

L

1 1 !uf(ul

RN

1 gyl

\ .

20 3.0

-4.0 -3.0 4.0
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(, pri | Broglieva dzma
-- so raziskali E@ obmocje med
m SO opaz m

knalbb
ﬁ@@dM@m@ kom 1n pmfé
vrhova, ki ustrezata gm‘fm&ma
1 bar so poleg teh gruc zasledils
raziskali m.m curek molekul mz,ﬁ@ga vodika I
tedaj uporabljali nekoliko SirSe reze (sl. 4).

Slika 3. Podrobna interferencna slika
s helijevim curkom med interferencnima L e
vrhovoma 0 in 1 pri tlaku pg = 1 bar BEe e
in temperaturi 7y = 6 K. Diagram je : ” |
narisan podobno kot na sl.2. Pri tri- 1000} || i i
desetkrat boljsi locljivosti je mogoce za- R 1“ f
slediti se interferencne vrhove, ki ustre- i Y
zaJo grucam Hesg, Hegﬁ Hes 1m Heqg. s00 |- L
olika s Schollkopfovimi in Tonniesovimi : %

merjenji je vzeta iz Burophysics News 2 ” |

(1995) 91.

Slika 4. Podrobna interferencna slika s curkom
vodikovih molekul med interferenénima vrhovoma /00T T T T
0 in 1 pri tlaku pg = 10 bar in temperatur: T =
= 40 K. Masni spektrometer je bil naravnan na 600
ione 7z maso 3 u. Na sliki je mogoce zasle-
diti sibke vrhove, ki ustrezajo grucam s po dvema, 500
tremi, stirimi, sestimi in osmimi molekulami vo-

dika _5} & 400

Interferen
pri katerih
@E@ U%;E odpirajo z&m
Koliksna je najvecja gruca,
mogoce lociti od sosednjih N
vedujejo, da bodo pr1 poskusih s heﬁjemj
pri katerem je n @gom doseci vy y/(v) =
= (0,033, loc¢ili se Heo; od Hesg. Al Qbstaga}o gruce z dolocenim stevilom
atomov ali molekul, ki so precej mocneje vezane kot gruce z atomom ali
molekulo vec ali manj, torej gruce z magicnim stevilom gradnikov? Taka
b1 utegnila biti gruca Heqg, ¢e upostevamo, da gruc s Sestimi ali osmimi
atomi ali z ihim sStevilom helijevih atomov niso zaznali. Al je sila, ki veze
gradnike v gruce, odvisna od spina, ali je pri fermionih drugacna kot pri
bozonih?

300

0 A A T N T A S A

200

11Va, T&S&ﬂj .

R

‘i@@§iEi‘£§§E?ii£%ﬂﬁE!ff§!iilE
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ANTON SUHADOLC
Math. Subj. Class. (1991) 01A45, 01A50

V sestavku je podan elementarni izracun integrala funkcije 1/x, ki delno temelji na
postopku patra Gregoriusa de Saint Vincenta iz leta 1647.

In the article an elementary method 1s presented for calculating the integral of the
function 1/x, based in part on ideas of pater Gregorius de Saint Vincento from the year

1647.

Nedavno smo praznovali 200-letnico 1zida Vegovega velikega logaritmov-
nika Thesaurusa. Vega je racunanje logaritmov oprl na danes vsakemu, ki
se je kdaj vsaj malo ukvarjal z visjo matematiko, znano vrsto

(1)

Ko je prof. Agata Tiegl pripravljala razstavo ob 200-letnici Thesaurusa,
je opazila, da je vrsto (1) verjetno prvi naSel Nikolaj Mercator. Objavil jo
je leta 1668 v delu Logarithmotechnia. lzpeljavo moremo na kratko opisati
takole: vrsto

L1 —t P —

1+1

po ¢lenih integriramo v mejah od 0 do x, |z| < 1, pa dobimo

Treba je le se poznati vrednosti integrala na levi strani te enacbe, ki je
seveda In(1+x). Ta del izpeljave je bil tedaj Ze poznan. Pater Gregorius de
Saint Vincentio je namrec leta 1647 v delu Opus geometricum quadrature
circuly et sectionem cone 1zpeljal formulo

1
/ —t—-dtxln:z:, r > 0. (2)
1

V tej notici s1 bomo ogledali pot, po kater:1 moremo 1zpeljati to formulo.
Zacetek je zvest avtorjevi poti, zakljucek i1zpeljave pa uporablja danes
obicajno definicijo logaritma, ko jo je podal Euler leta 1748, in danes
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obicajno definicijo Riemannovega integrala. Narisimo enakoosno hiperbolo
y = 1/x; izberimo poszitivno stevilo p > 1 in dolo¢imo abscise zg = 1,
Tri,To,...,TLer1 > Tk, tako da bodo imeli vs1 pravokotnik: na shki ploscine
enake izbranemu stevilu p. Ta zahteva nam da enacbe

1 1
p=1(z1—1)= (29 —21) = — (23 —72) = ...
I L9
Iz prve izracunamo x1 = p + 1, iz druge x5 = xz1(p + 1), 1z tretje 3 =

= zo(p + 1) itd. Takoj uganemo splosno formulo
Ln = ﬂj?f — (1 +p)n7

ki jo zlahka dokaZemo z matematicno indukeijo.

Iz definicije abscis xz; sledi: vsota ploséin pravokotnikov od prvega do
n-tega je np, zadnja abscisa pa je x,, = x7. Plos¢ine in abscise tvorijo torej
aritmeticno oz. geometricno zaporedje:

pl2p|3p|...|np
1 3:% mi’ oozt
A
Y
1__
0 T To I3 xry L

Slika 1.

Zapisimo x, malo drugace: z, = (1 + p)” = ((1 + p)Y/P)"" in vpeljimo
oznacbo a = (1 4 p)/P. Tako dobimo zaporedji

p 2p 3p ... np
aP  q?P P np

Iz enacbe x,, = a™P sledi
np = log, x,, . (3)

Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 5 151



Izberimo si sedaj poljubno stevilo > 1 in ga vzemimo za x,,. 1z formule
r=x, = (1+p)"sledi p = Yz —1. Ce pri fiksnem z vecamo n, gre seveda
p prot1 0. Stevilo a = (1 —I-p)l/?’ pa limitira pr1 p — 0 k stevilu e.

Pogled na skico pove, da je vsota np plos¢in pravokotnkov prav Ri
mannova vsota za integral [{° dt/t. Prepricati se moramo, da gredo Sirine
podintervalov proti 0, ko gre n ¢ez vsako mejo:

Zpar — 2 =1+ — (1 +p)f=1+p)'p <1 +p)"p=z.p=2p.

Pri n — oo gre p — 0, zato gre desna stran v zgornji formuli tudi prot:
0. Ker je funkcija 1/t na intervalu (1,z) zvezna, integral obstaja in je po

definiciji enak limiti Riemannovih vsot, pa tudi limiti zgoraj definiranega,
podzaporedja Riemannovih

Upostevajmo formulo (3) in dobro znano dejstvo log, z = 22 p
%1 . Inax
[ —dt=lm — =Inz,
J1 T n—00 N @
saj smo ugotovili, da velja lim, (1 + p)l/p = e. V zgornji enacbi smo

Se upostevali, da je Ina zvezna funkcija za =z > 0, zato velja seveda
im, ,elna =1. Formula (2) je tako dokazana.

Skoraj bi se zgodilo, da b1 prezrli lep zivljenjski jubilej nasega profesorja
in kolega dr. Milana Mursica, kajti s svojo Zivahnostjo in dejavnostjo nanj
ravno ne opozarja. Ceprav z malo zamude mu iskreno vo§éimo, da bi ohranil
svojo zivahnost, predvsem pa mu zelimo dobrega zdravja.

Rodil se je 13. septembra 1927 v Ljubljani in Ljubljana je mesto, kjer
se je zgodilo skoraj vse, kar je oblikovalo njegovo zivljejsko pot. Vojna je
bila kriva, da je moral solanje prekiniti, vendar je ze spomladi 1946 uspesno
koncal gimnazijo in se jeseni istega leta vpisal na strojni oddelek tedanje
tehniske fakultete univerze v Ljubljani. Ob koncu leta 1952 je diplomiral kot
inzenir strojnistva. S solskim delom se je srecal Ze med studijem kot demon-
strator za strojne elemente in tehnisko risanje, poucevanju pa je ostal zvest
vse do danes. Po diplomai je postal redni asistent na fakulteti za strojnistvo
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narodno tekm ovanje studentov matematike v

Plovdivu v Bolgariji

Od 30. julyja do 4. avgusta 1997 je bilo v Plovdivu v Bolgariji cetrto
mednarodno tekmovanje studentov matematike. Slovenijo so zastopali:
Jernej Barbi¢ in Dejan Veluscek iz drugega letnika, Iztok Kavkler iz tretjega
letnika ter Mitja Mastnak 1z cetrtega letnika. Studentje so dva dni vsak dan
po pet ur resevali naslednje naloge (Stevilka v oglatem oklepaju pomeni,
koliko tock je prinesla pravilna resitev posamezne naloge):

1. [10] Naj bo (&,)%2_, zaporedje pozitivnih realnih stevil, ki konvergira k

n—=1
nicli. Poiséi limito

2. [10] Naj konvergira vrsta > - Al1 konvergirata naslednji vrsti:

n..:__:l a/n.

a) ai1+as+a4+asg+ag+ar+ag+as+ajg+ays+---+ag+azs+---

b) a1 +as+az+ag+as+ay+ag+ag+ag+ a1 + a3+ a5+ ap +
+ a19 + ayq + a1 +ay7 + a9 + - - -

Svoja odgovora utemelji.

3. [15] Naj bosta A in B realni matriki velikosti n X n, za kateri velja A% +
1+ B? = AB. Pokazi, da velja naslednji sklep: ¢e je matrika BA — AB

obrnljiva, je stevilo n deljivo s 3.

4. [20] Naj bo a realno stevilo, 1 < a < 2.

a) Pokazi, da lahko v na en sam nacin zapisemo kot neskoncen produkt

1 1
o= (14 m)'(l : nz)

kjer so n; naravna Stevila, za katera velja

2
n; S Mgy

b) Pokazi, da je Stevilo a racionalno natanko tedaj, ko velja: za neko
Stevilo m 1n vse k > m je

2
nk+1 — nk .
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5. [20] Naj bo n naravno stevilo in

g’:m{zn«::(ml,...

75 ={y = (1, .

Za 0 < p < oo naj bo

in ||z]|eo := max;|z;|.
a) Naj za x € Ry velja

maxx; —minz; < 1.
[/ Z

Pokazi, da za vse p € [1,00| in vse y € Z] velja
lzllp < llz+ yllp -

b) Pokazi, da za vsak p € (0,1) obstaja taksno Stevilo n, tak x € Rj
in tak y € Zp, da je

maxz; —minz; <1 in ||z|, > ||z + vyl
[/ (/

6. [??] Naj bo F taka druzina konénih podmnoZic naravnih stevil IN, da

za poljubni mnozici A, B € F velja AN B = 0.
a) Ali lahko izberemo tako konénoc podmmnozico Y C IN, da bo za
poljubni mnozici A, B € F veljalo ANBNY =07
b) Ali velja tocka a) pod pogojem, da imajo vse mnozice iz druzine F
enako stevilo elementov?

7. [10] Naj bo f € C?(R) nenegativna funkcija, za katero velja

£(0) = f'(0) =0 < f7(0).

/

Za x # 0 na) bo g(x) = ( fljz(a;)) in g(0) = 0. Pokazi, da je funkcija g
| x

omejena v neki okolici nicle. Ali to velja tudi, ce je funkcija f le dvakrat

zvezno odvedljiva?
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8. [15] Naj bo M obrnljiva matrika velikosti (2n) % (2n), zapisana v bloéni

obliki (glede na neko bazo prostora) kot
_|A B 1 _|E F
M=|c p|» M =le¢ F

Pokazi, da velja det M - det H = det A.

o (1) 1 ]
9. |15] Pokazi, da vrsta > (=)™ sin(logn)

n—1 n

konvergira natanko tedaj,

ko je a > 0.

10. [15] Naj bo f : M,(IR) — IR linearni funkcional na prostoru realnih
matrik velikosti n x n.

a) Pokazi, da obstaja natanko doloCena matrika C| za katero je f( A
= tr(AC) za vse matrike A € M, (IR). Pri tem tr oznacuje sled
matrike.

b) Naj za poljubni matriki A, B € M,(IR) velja se f(AB) = f(BA).

Pokazi, da Obstaja tako realno stevilo A € IR, da je f(A) = Atr(A)
za vse A c M,(R).

11. [20] Naj bo X poljubna mnoZica, f : X — X pa bijektivna presli-
kava. Pokazi, da obstajata preshkam 91,92 X — X, za kateri velja
f= g1 © 92 in g1 0g; =1d = g9 0 gyg. Pritem 1d pomeni identi¢no presli-

kavo X (.

12. |25] Naj bo f :|0,1] — IR zvezna funkcija. Pravimo, da f seka abscisno
0s v tocki x, ¢e je f(z) = 0, v vsaki okolici tocke = pa obstajata tocki
y in z z lastnostjo f(y) < 0in f(z) > 0
a) Poiscéi primer, ko funkcija f neskonénokrat seka abscisno os.
b) Ali lahko funkcija f seka abscisno os vec¢ kot stevno mnogokrat?

Naloge, ki so jih étuden‘tje resevali prvi dan, so se 1zkazale za bistveno
tezje kot naloge, ki so jih reSevall drugi dan. Sistem nagr ajem,ujd, je puuubeu
sistemu, ki Veha na srednjesolskih matematicnih olimpiadah. Med nasimi
Studenm se je najbolje odrezal Iztok Kavkler, ki je bil v skupni razvrstitvi
pem n je tako dobil prvo nagrado. i drugi trije so se odrezali dobro.

VIitja Mastnak je dobil drugo nagrado, Jernej Barbic tretjo nagrado, Dejan
Vdusa =k pa je dobil pohvalo.

Tudi letos je bila konkurenca huda, saj so se tekmovanja udelezili
studentje 1z mnogih uglednih evropskih univerz. Da bi popestrili tekmo-
vanje, ga bodo organizatorji (sofijska univerza in University College of Lon-
don) preselili v eno od ¢rnomorskih mest v Bolgariji ali pa v London.

Marjan Jerman

Slike z 49. obcnega zbora, ki je bil v Podcetrtku od 10. do 11. oktobra letos,
s1 lahko ogledate na naslovu http://www.dmfa.si/49obc-z/slike.htm.
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51. Mencinger Mate;j Konstrukcija Mycielskega
52. Metlicar Alenka Maksimalni pretok: in prirejanja
53. Pogelsek Katja Volterrove integralske enacbe
54. Pulko Lidya BIB-nacrti
55. Smej Gabrijela Enostavne grupe
56. bmolar Katja Selbergov dokaz 1zreka o porazdelitvi prastevil
57. Tancer kEdita Tlakovanje ravnine
58. Turicnik Igor Fraktali
Turnsek Lea Osnove teorije mere
Vaupot Branka Fourierjeve vrste
Ziadravec Sonja Primeri parcialnih diferencialnih enach

1. Zigert Petra (Generiranje azopoliheksov in n

olekulske kode

g @

ogija — matematika

1. Pecovnik Andreja =  Stozernice

Matematika — proizvodno tehni¢na vzgoja

1. Jesovnik Mojca Stevilski sistemi z iracionalno osnovo
3. stopnja
Matematika — podrocéje izobrazevanja

2. Kosi-Ulbl Irena Uvodna poglavja teorije nekomutativnih kolobarjev
3. Lipovec Alenka Hedetniemijeva domneva

Pedagoska fakulteta — Ljubljana

2. stopnja
59. Skukan Nevenka Konveksne mnozice
60. Schlegel Hrik Uvod v topolosko teorijo grafov
61. Klepej Helena Pellova enacha
62. Bogata] Martina Funkcija z omejeno totalno variacijo
63. Petek Lucija Stieltjesov integral
64. Prijatel] Damjana Strategija ucencev pri racunanju z ulomki
65. Strasek Rok Problem momentov
66. Jereb Mojca Razvoj infinitezimalnega racuna
67. Pantar Anica Zacetki geometrije na Kitajskem

* Seznam diplomantov iz leta 1995 je bil objavljen v (

Nekatere zaporedne stevilke diplomantov se ne ujemajo s prejsnjimi Stevilkami.
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68. Suban Mojca Elipticna geometrija

69. Pintar Melita Geometrija v Egiptu in Mezopotamiji
70. Jakob Mateja Analiza napak pri uporabljanju Zepnega racunalnika v
Srednjih tehniskih solah
- 71. Smolej Tihana Infinitezimalni racun v 17. stoletju
72. Jan Dragica Leonhard Euler in variacijski racun
73. Anzlovar Andrej Usmerjenost spiralnih galaksij v prostoru
Matematika — tehnika
6. Ambrozic Helena Novi pristop pri pouku o motorjih v osnovni Soli
7. Legan Mojca Inverzijska preslikava
8. Flajs Dag Predstavitev strojnih elementov z osnovami robotike
9. Vrtacnik Maja Cantorjeva teorija neskoncénih mnozic
10. Drgajner Jadranka Dvojno stevilo in njegova uporaba
11. Kukovici¢c Andreja Logika v osnovnosolskem programu matematike
12. Smuc Vida Uporaba teorije grafov v arhitekturi
13. Grily Vilma Evkhd
14. Kovacic Mihaela Pitagora
Fizika — tehnika
9. Krmelj Irena Pouk energije v osnovni soli
10. Hajdinjak Ludvik Racunalnisko krmiljeni modeli obdelovalnih strojev

10. Aleksi¢ Jordan Razvoj naprav za merjenje casa in njihova natancnost
11. Trdan Mojca Pojem eksperimenta pri razvijanju kemijskih pojmov
12. Tkavc Marjan Zamisel in priprava srednje poklicno-tehniskega izobra-

zevanja programa za smer kontrolor tehniskih pregledov
motornih vozil

13. Mrzlikar Mihaela Termodinamika gradiv

Fakulteta za matematiko 1n fiziko

1. stopnja

Matematika — uporabna smer

283. Ditrich Tamara 288. Muravec Marko
284. Flek Janez 289. Tomazin Ales
285. Kocjan Branko 290. Vodovnik Smiljan
286. Seljak Rudolf 291. Zavodnik Sonja
287. Mugerli Nadja 292. Gajsek Jerne]

2. stopnja

Matematika — pedagoska smer
488. Novak-Lavrisa Tjasa Izometrije hiperboli¢nega prostora

489. Erker Niko Globalne analiti¢ne funkcije

490. Skarabot Martin Kroznice

491. Komar Mojca Frizne grupe in frizni vzorci

492. Kramar Andreja Izometrije hiperboli¢ne ravnine

493. Jeraj Slavka Osnovna teorija Liejevih algeber

494. Kalan Dragica Tretji Hilbertov problem

495. Cesnik Tanja Metoda najmanjsih kvadratov z omejitvamai
496. Simonic Tatjana Krivulje s konstantno sirino

497. Mohorci¢c Gregor Abelov izrek

498. Ivancic¢ Sonja Ravninske krivulje
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497

o00.

501.
502.

203.

504.
005.
506.
507.

008.

509.
510.
511.

512.

513.
514.
515.
516.
517.

018.
519.

. Dobrovoljc Andreja
498.

499.

Gartner Darja

Miklavié Stefko

Ban Vladimir
Crnjari¢ Nelida
Kosmrly Mate;]

Dolzan David

Gartner Katja
Vosner Kristina
Taskov Marija

Kramar Marjeta

Krsnik Jurij

Demsar Urska

Fijavz Gasper
Zielenc Mitja

Dobravec T

Zepié Mateja
Zornada Leo
Kavkler Alenka
Kurent Katarina
Vrhovnik Mateja

Spolad Marko
Soklic Metka

Nenegativne matrike
Okvirna drevesa

Grothendieck-ova neenakost za bilinearne forme na C™-
algebrah

Posploseni obrati

Diskretno stohasticno dinamicno programiranje

Uporaba modulov VBX in paketa Borland Visual Solutions
Pack v programskem okolju Delphi

Primitivna upodobitev grupe enot kolobarja v simetri¢no
grupo neenot

Polnormalni operatorji

Metoda zveznega nadaljevanja

Prostor zlepkov v dveh dimenzijah

Metode Lomonosova pri iskanju invariantnih podprostorov
Tcl/Tk jezik za pripravo uporabniskih vmesnikov

Sirjenje prometnega hrupa v okolici ceste

Izrek stirih barv

Analiza temperaturnih in napetostnih stanj v komutatorju
pri procesni fazi staranja

Analiza in izracun vrednosti funkcije

Matrike najvecjih skupnih mer

Delphi 1n podatkovne baze

Odvajanja, centralizatorji in sorodne preslikave
Konvolucijski operatorji na prostoru periodicnih funkcij
Resevanje sistemov polinomskih enac¢b z metodo zveznega
nadaljevanja

Permanente
Inverzno-nenegativne matrike

Matematika — teoreticna smer

47.

3.

649.

653

654.

655
656
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Fizika — teha
648.

Lorger Blaz

Resnik Bostjan
Novoselec Peter

Kozuh Vasja

Mali Gregor

Rogelj Igor

Strancar Janez

Rovan Aljosa
Skacej Gregor
Pehani Peter

coska sn

ICNa smer

Konstrukcija orientabilnih sklenjenih 3-mnogoterosti

Cas v formalnem jeziku Lotos
Avtorski sistem Tool Book

Animirane skice pri pouku fzike

Raziskava vgradnje kovinskih ionov v nekatere aluminofos-
fate z jedrsko magnetno resonanco
Merjenje debeline oljnega filma med kovinskima povrsinama

Studij transporta spinsko oznacenih lipofilnih molekul skozi
bicloske membrane z metodo elektronske paramagnetne

resonance
Regulator pretoka

Ureditev tekocega kristala v tanki plasti: molekularne slike
Potek klasi¢nih izoterm v bliZini kriticne tocke
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