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V ¢lanku obravnavamo koncno razsezne linearno urejene vektorske prostore. Dokaze-
mo, da je vsaka usklajena linearna urejenost na realnem koncno razseznem vektorskem

prostoru leksikografska v kaki bazi tega prostora.

T —— e, - ™ g, i i e Koo . or o n e it o
G g 3 i G i I Eci o ) = o Ve 3l A it

In this note we consider finite dimensional linearly ordered vector spaces. We prove
that every compatible linear order of a real finite dimensional vector space 1s lexicographic

in some basis of that space.

uvo d ponovimo nekaj i repmshh pojmov iz splosne teorije urejenosti.
bo M d ana neprazna mi 1071ca. Binarno rdacue < (manjse ali enako)

imenujemo relaciyja linearne urejenosts, kadar je
b < a sledi a = b,

tranzitivna: 1z a < bin b < csledi a < ¢,

metricna: iz a < b in

strogo sovisna: za vsak par (a,b) € [ velja a <balib<a.

- je na M dana relacija linearne urejenosti <, imenujemo M
M, <)) linearno urejena mnozica. Relacija linearne urejenosti na M

zam1 stroge sovisnosti refleksivna (a < a za vsak a € M) in tedaj posebe
mer relacije delne urejenosti.

Linearna urejenost < doloca s predpisom

a<b << (a<binaz#b), abe M,

/a poljubna elementa a € M
h, b < a in a = b (zakon trihoton
pomeni isto kot b < a. ‘
Neprazna podmnoz m& linearno ure j ene IMnozice
odeduje urejenost 1z M. Podedovano linearno urejenost in
mmna urejenost. |
Teh nekaj osnovnih pojmov 1z splosne teorije urejenosm bo dovdj 7.3,
nadahevanj@ v katerem se - no ukvarjali z urejenostjo v vektorskih pro-

h. Vec informacij o splosnih relacijah urejenosti lahko bralec najde v
knjizici [4].

y@EaCHO < (maﬂjSQE

na naraven nacin

& e B8

Definicija 1. Naj bo V realen vektorski prostor. R damj a, imeay 1€
umjenosm < na V je usklajena, kadar ustreza naslednjima pogojema:

c,yeV, x<y=—zcz+2z<y-+z za vsak z € V
V, <y=—re <ry za vsak nenegativen r € IR.

T,y <
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Prostor V skupaj z usklajeno relacijo linearne urejenosti imenujemo linearno
urejen vektorsk: prostor.

Pogoja (1), (2) smiselno usklajujeta algebrski operaciji in delno ureje-
nost prostora V. Posplosujeta naravno povezanost algebrske in urejenostne
strukture standardno urejenega realnega prostora IR. ZabeleZzimo se osnovni
primer koncno razseznega linearno urejenega vektorskega prostora, leksiko-
grafsko urejeni prostor n-teric R™. V tej urejenosti za =,y € IR" velja x < y
natanko takrat, kadar je bodisi x = y bodisi x # y in = < y; za najmanjsi
indeks k, pr1 katerem x, # vyi. Brez tezav se lahko prepricamo, da je leksi-
kografska urejenost linearna in usklajena.

Naj bo V linearno urejen vektorski prostor. Mnozico P = {z € V :
z > 0} imenujemo pozitivni stoZec prostora V, njene elemente pa pozitioni
element:. Element x € V' je negativen, kadar velja £ < 0. Z uporabo pogoja
(1) lahko vidimo, da je = negativen natanko takrat, kadar je —z > 0. Zato
velja —P={zx eV : x <0}

Iz zahteve (1) sledi, da za poljubna elementa x in y iz linearno ureje-
nega vektorskega prostora V s pozitivnhim stozcem P velja ekvivalenca
r <y <= y—x € P. Poleg tega iz (1) zaradi tranzitivnosti relacije <
sledi, da je pozitivni stozec P zaprt za seStevanje:

P+PCP. (3)

S pomocjo pogoja (2) brz ugotovimo, da je P zaprt za mnoZenje z nenega-
tivnimi realnimi stevili:

RTP CP. (4)
Z, uporabo antisimetricnosti in refleksivnosti relacije < lahko brez tezav
dokazemo, da velja

Pn(-P)={0}. ()
Ce upostevamo strogo sovisnost relacije <, brz dobimo se enakost

PU(-P)=V. (6)

Definicija 2. Podmnozico P realnega vektorskega prostora, ki zadosca
pogojem (3), (4) in (5), imenujemo stozec.

S stozci lahko preprosto opisemo vse usklajene relacije linearne ureje-
nosti na danem realnem vektorskem prostoru.

Izrek 3. Naj bo P podmnozica realnega vektorskega prostora V. Potem
lahko V' linearno uredimo tako, da postane linearno urejen vektorski prostor
s pozitivmam stozcem P natanko takrat, kadar je P stoZec, ki ustreza pogoju
(6). Pri tem je linearna urejenost enoliéno dolocena s P.

Dokaz izreka 3 je preprost in zelo podoben dokazu izreka 3 iz [1], zato
ga prepuscamo bralcu. 7 izrekom 3 vzpostavimo bijektivno korespondenco
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druzino vseh
jenih linearnih urejenosti na
Eahko opiSemo Se drugace.

i. Najbo P d?“uzma vseh SMZ@@@ realnega vektorskega prostora
V', urejena z ?”damja inkluzige. P P € P zadosca pogoju (6) tedaj ir
tedaj, ko je P maksimalen element druzine P.

Dokaz. Naj stozec

em je seveda fmdl —P C — ).

velja . € —P () 1 tedaj z € ¢
F. Prishi smo v pmmsi@w e s predpostavko = & P
j@ mr@j v P.

Ocitno Vdj a i+
ga zaplisimo v obliki

z=¢x+u=—((x+v), &€ R™ w,veP

Potem V@Ea (5—%—@@ — —-—-(’u;—{—’ef)) c —F
D 03@ g %s ega 0 E RN (—w R), velja RN (—R) l MV
Ker stozec R OCHHQ VS@ij@ m je zaradi x € R

1 I csimalen element druzine P. e

, od - za,mdlg C €
P razlicen od P

Posledica 5. Vsak realen vektorsk: prostor lahko uredimo z usklajeno
linearno urejenostjo.

Dokaz. D P vseh stozcev danega prostora zaradi )} €
prazia. Naj bo {Fy: A€ A} nga v P. Dokazimo, da potem Q = Uxcp Py

P. Ce de menta  in y pripadata (), obstajata t aka indeksa o, 8 € A
Ps. Tedaj z in y lezita v vedjem od stozcev Py, I 3, zato tudi
X + Yy pmpada temu stozcu. Torej Veha T + y c Q. Podobno dokazemo, da
() 1zpolnjuje po go, j (5), 5 \

() izpolnjuje pogoj (4).
Po Zornovi lemi ima tedaj - ruzina P

aien element P. Po trditvi
4 stozec P ustreza pogoju (6), zato po izreku 3 doloéa usklajeno linearno
urejenost. |

Zabelezimo se nekaj prepmsﬁh lastnosti stozcev. Vzemimo poljubna
elementa x, y 1z stozca P in St@vﬂ@ t € [0,1]. Zaradi (4) je tx € P in
(1 —t)y € " zaradi (3) p m k ksna kombinacija tx + (1 — t)y lezi
v P. Vsak stozec je torej konveksna mmozica. N&j bo sedaj P komreksna
podmnozica realnega vektorskega prostora in naj ustreza pogojema (4)
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in (5). Dokazimo, da potem P zadoS¢a pogoju (3) in je potemtakem stozec.
V ta namen vzemimo poljubna elementa z,y € P. Zaradi (4) velja 2z € P
in 2y € P, zaradi konveksnosti P pa od tod sledi z+y = 3(2z)+ 3(2y) € P.
Torej P res ustreza pogoju (3).

Vektorski podprostor U linearno urejenega prostora V s pozitivnim

stozcem P je v inducirani urejenosti linearno urejen. Inducirano urejenost
na U doloca stozec U N P.

2. Karakterizacija usklajenih linearnih urejenosti z
leksikografskimi

Naj bo V netrivialen konc¢no razsezen realen vektorski prostor in
B ={vy,...,v,} njegova urejena baza, tj. baza z danim vrstnim redom vek-
torjev v njej. Mnozico Pp naj sestavljajo vektor 0 in vsi nenicelni vektor;ji
x € V', ki ustrezajo naslednjemu pogoju:

Ce je ¢ = o &v, & € IR, in je k najmanjsi med indeksi
1 € {1,...,n}, za katere velja &; # 0, potem je & > 0.

Ni se tezko prepricati, da je Pg stozec v V. Ker oéitno velja PgU

U(—Pg) =V, stozec Pg dolo¢a na V usklajeno linearno urejenost. Ime-

nujemo jo leksikografska urejenost glede na urejeno bazo B. Ce je V = IR"

in B obicajno urejena standardna baza, Pp doloca obicajno leksikografsko
urejenost v IR".

7 naslednjim rezultatom si bomo clajsali dokaz, da je vsaka usklajena
linearna urejenost na koncno razseznem vektorskem prostoru leksikografska
glede na kako urejeno bazo.

Lema 6. Naj bo V netrivialen linearno urejen koncno razsezZen evklidsk:
prostor s pozitivnim stozcem P. Potem obstaja natanko en tak vektor v € V
z normo 1, da za vsak x € P velja (v,z) > 0.

Dokaz. Vzemimo ortonormirano bazo {uq, ..., u,} prostora V in posta-
V1mo

"n’

S 1, ceu; € P ;=1
-1, Ceu; g P’ T T

Potem za vsak indeks ¢ velja o;u; € P, zato u = >_." ; o,u; € P. Dokazimo,

da P vsebuje odprto enotsko kroglo Ki(u) s srediscem u.
Vzemimo poljuben y € Kj(u) in ga zapiSimo v obliki y = > 7 ; nu;,
n; € IR. Ker je

= |ly —ull* <1,

za vsak indeks 7 velja |n; — o3| < 1. Potem pa je n;0; > 0 in tedaj nyu; =
= (nio3)ou; € P. Od tod sledi y = > { mu; € P, torej je res Kqi(u) C P.
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Wb

. Ker u
Mnozica

Stozec P je konvek sen, mm je @ﬂV@kSH@ ﬁudg
lezi v notranjosti stozca P in ker je PN(—P) = {0},
— P je zaprta v konéno razseinem nwmimm@m pmgmruj zato obstaja v njej
V@ktm’* w # u, najblizji V@kmmu u. |
Vzemimo poljuben = € P m poljubno realno stevilo ¢ >

R ‘ wos T Zaradi [[u — w]
=inf{[|lu —z||: z€ =P

= [ (u — w) + e

na skalarni produkt brez tezav

S kvadriranjem
dobimo neenakost

2 (u —w,z) > —¢e(x,x).

i an

Ker je ¢ > 0 poljuben, od tod sledi (v — w,z) > 0. Vektor v = ||u — wiﬁ“"’i
«(u — w) z normo 1 teaj ustreza p@goju <@ z) > 0 za vsak z € P. S
Ok&zan obstoj vektorja v 1z E@

Denimo, da tudi vektor v’ z normo 1 ustreza pogoju (v',z) > 0 za
. Brez skode za Sphsmosﬁ dokaza pmdasmw no, da Vdja v—1v € P
(Cev—1v" &P menjamo med sabo v 1n @i}, j@ (v,v — vy > 0 in
(v',v —v") > 0. Od tod sledi (v,v") <1 m (v’ > > 1, torej je <'v v') = 1.
7/ daj se lahko brz prepricamo da je <fv —v' v —v') = @ in tedaj v' = v. =

zrek 7. Naj bo V
pmgim‘ S p@zﬁwmm stoscem

mirana baza B

neﬁmm&kn linearno urejen konéno razsezen evklidsk:
P. Potem obstaja natanko ena taka urejena
da 7e urejenost prostora V leksikografska v teg

Ce je prostor |
Hdina

Pomagali s1 bomo z matematicno indukcijo.
la en sam pozitiven vektor v me n normo enako 1.
j@ tedaj singleton, ki VS@uje ta vektor.
= n > 1, 1izrek pa naj velja za vse prostore z
Po lemi u obsta ja tak element v{ € V z normo
. R mo V na ormgonamo ng pod-
Vi je (n— E_) -razsezen in linearno
na po indukcijski pre dp 08’@ avki t a,ko
un}, da Je leksikografsko urejen
,Un } ortonormirana baza prostora V.

Dokaz.
enorazsezen, In

Naj bo sedaj dimV
razseznostjo manjso od n.
1, da je (vi,x) > 0 za Vsa_
pmsmmv V=R Vi. Evk

mjen V1 o m‘ej@nosm
urejeno ortonormirano bazo C

P in ga zapisimo v Obﬁ kiz =) &,
Ker poleg tega v prim

eru {1 = 0 ocitno

mmsim@

C P, ta pa skupaj s prejsnjo da iskano enakost |

Wi o <Jy> — |
mo nkluz ij o I'p
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Dokazimo Se enoli¢no dolocenost baze iz izreka. Najbo A = {u1, ..., u,}
taka urejena ortonormirana baza prostora V', da je P4 = P. Potem 1z opre-
delitve stozca Py sledi (u1,x) > 0 za vsak z € P, zato po lemi 6 velja u; =
= v1. Ocitno je D = {uo,...,u,} urejena ortonormirana baza prostora V7,
ki1 ustreza pogoju Pp = PN V;. Ker je po indukcijski predpostavki C' edina
urejena ortonormirana baza prostora Vi, ki ustreza pogoju Po = PNV, se
urejenl bazi C in D ujemata. Potem pa se ujemata tudi urejeni bazi A in

Naj bo V netrivialen konc¢no razsezen evklidski prostor, B mnozica vseh
urejenih ortonormiranih baz v njem, P pa mnozica vseh stozcev, ki dolocajo
v V usklajeno linearno urejenost (torej ustrezajo pogoju (6)). Ker za vsako
bazo B € B stozec Pp pripada P, po izreku 7 predpis B —— Ppg doloca
bijekcijo med B in P. Torej so po 1zreku 7 usklajene linearne urejenosti na
V' v bijektivni korespondenci z urejenimi ortonormiranimi bazami prostora
V. Podobno bijektivno korespondenco vzpostavlja naslednji rezultat, ki sta
ga Martinez-Legaz in Singer objavila v |2]. Njun dokaz temelji na teoriji
hemiprostorov [3] in je zato precej zapleten.

Posledica 8. (Martinez-Legaz, Singer) Za vsako usklajeno linearno
urejenost < na R" obstaja natanko ena taka unitarna preslikavad € L(IR
da velja ekviwalenca

L
r<y << Ux<Uy, z,y € R", (7)

L
pri cemer smo s simbolom < oznacily leksikografsko urejenost na IR

tno, za vsako unitarno preslikavo U € L(IR™) je s to ekvivalenco dolocena
R" usklagena linearna urejenost <.

Dokaz. Naj bo < usklajena linearna urejenost na R"™ in P = {z € R" :
x > 0}. Po izreku 7 obstaja natanko ena urejena ortonormirana baza
B = {v,...,v,} v R™, za katero velja Pg = P. Obstaja unitarna
preslikava U € L(IR™), ki vektorje te baze zapored preslika v vektorje
€1, €9, ..., e, standardne baze E. Za vektorje 1z R" ocitno velja ekvivalenca

z € Pp < Uz € Pr. Stozec P doloca obicajno leksikografsko urejenost

L L -
<, torej velja ekvivalenca z > 0 < Uz>0. Ce v njej z zamenjamo z

y —x, z,y € R", dobimo (7).
Denimo, da tudi unitarna preslikava U’ € L(R™) ustreza pogoju
(7), v katerem seveda U nadomestimo z U'. Potem velja ekvivalenca

L
z>0 <= U'z2>0, ki jo zlahka preoblikujemo v z € Pg < U'z € Pg.
Naj bo C urejena ortonormirana baza, sestavljena 1z vektorjev uq,...,u,,
za katere velja U'u; = e;. Ker U'z € Pg natanko takrat, kadar z € P,
lahko z uporabo prejsnje ekvivalence in izreka 7 vidimo, da se urejeni bazi
B in C ujemata. Zato se ujemata tudi preslikavi U’ in U. =
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Naj bo V netrivialen koncnorazsezen realen vektorski prostor. Ker V
lahko opremimo z evklidsko normo, 17 1zreka 7 sledi, da je vsaka uskﬁajena
hnearna rqemost a V' leksikografska glede na usmf“ez 10 urejeno bazo B
m | 5 ni @HOHCH@ doiogena 7z linearno rqe 10st]o0.

mo, d premimo V z leksil cogra. [sko
UE@}@HOSUO glede na urejen L @n} 1]

F Neposredno 1z defini
vidimo, da so elementi iz B pozitivni in da zanje velja naslednji sklep:

1 < j = kv; <wvza vsak k€ IN.

et

Kadar za pozitivnha elementa = in y linearno urejenega vektorskega
prostora velja kx < y za vsak k& € IN m‘wmo da je x neskoncéno manﬁz
od y, in zapisemo z < y ahh y > x. V pmstor V' tore] za elemente iz
baze B velja v1 > vy > . >> v,. Od tod takoj sledi, da v vsakem n-
razseznem linearno n vektorskem prostoru obstaja baza 1z vektorjev,
ki usw@za jo taksnemu pogoju. Se vec o tem zvemo 1z izreka 10, ki ga bomo

dokazali s pomo¢jo naslednjega rezultata.

a

Lema 9. Naj bo V' linearno urejen wvektorski prostor in wi,..., Wn,
m > 1 strogo pozitivnit elemente 1z V. Ce 20 pazwwen wekﬁm“ w E V I za
vsak 1 € {1,...,m} velja w > w;, potem =
napetega na vektorje wi, ..., Wy,.

kE>mmax{|(]:1<i<m}.

> m|(lw;.

Od tod sled:

k 2 velja w > kw;

2 mlGlwi 2 m ) Gw; = ma,

mar——

0. Naj bo V' linearno urejen wvektorski prostor z razseznostjo
n € IN. Potem pozitivnt wvektorp wvy,...,v, 1z V ustrezajo pogoju
vy S>> vg > ... > v, # 0 natanko takrat, kadar je B = {’Uh ..., Un} urejena
baza prostora V in je V' leksikografsko urejen glede na B.

v > vy >

J pozitivni vektorji vy, ..., v, ustrezajo pogoju
. > v, # 0. Potem so vsi ti vektorji Stmgo pozitivni.

Dokazimo najprej, da je B = {v1,...,v,} baza prostora V. Denimo,
da so vy, .. ) Un, linearno odvisni. Potem Obsmjajo tak indeks 7 < n in taki
skalarji &'3 da je & # 0 in Z i—; &ivi = 0. Tedaj v; lezi v podprostoru, ki
ga razpenjajo Ujtl,...,Un. K k 2 > 7 velja v; > v;, od tod po
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lem1 9 sledi v; > v;, kar pa zaradi v; > 0 n1 res. Torej so vektorji vy,...,v,
linearno neodvisni in tvorijo bazo.

Zdaj se prepricajmo, da je V leksikografsko urejen v tej bazi. V ta
namen vzemimo poljuben neniceln element xz € V in ga zapiSimo v obliki
r=> . 1&v;, & € R. Naj bo k najmanjsi indeks, za katerega je &, # 0. Ce
x € Pp, potem je £, > 0 1n zato v > v; za vsak 1 > k. Od tod sledi, da je
£V > v za vsak v 1z podprostora, ki ga razpenjajo vektorji v;, © > k. Tore;
po lemi 9 velja Epvg > > o —&iv; (kadar je k = n, na desni strani znaka >
lahko vzamemo 0) in zato © > 0. Ce z € Pp, potem —z € Pp \ {0}, zato
po prejsnjem velja —x > 0 in tedaj « ¥ 0. Od tod sledi, da je Pp pozitivni
stozec prostora V', torej je V leksikografsko urejen glede na B.

Nasprotno smer ekvivalence 1z 1zreka smo dokazali Ze prej. =

S

Ce zdruzimo ugotovitve izreka 10 in 1zreka 7, dobimo naslednji rezultat:

Posledica 11. Naj bo V' linearno urejen evklidskr prostor z razseznostjo
n € IN. Potem v njem obstaja natanko ena urejena ortonormairana baza
{vi,..., 9.} CV, ki ustreza pogoju vi > vy > ... > v,.

Pozitivni element linearno urejenega vektorskega prostora je neskoncno
majhen, kadar je neskonc¢no manjsi od kakega elementa tega prostora. Tako
so na primer elementi vg, ..., v, urejene baze B = {v1,vs,...,v,} prostora
V' z leksikografsko urejenostjo glede na B neskoncno majhni. Bralec se bo
zlahka preprical, da element v; ni neskonc¢no majhen.

Ce v linearno urejenem vektorskem prostoru ni nenicelnih neskonc¢no
majhnih elementov, za vsak # > 0 in vsak y > 0 1z tega prostora obstaja
tak k € IN (odvisen od z in y), da je kz > y. Tak prostor imenujemo
arhimedski. Naslednji rezultat je podoben izreku 11 iz clanka [1].

[zrek 12. Netrivialen linearno urejen vektorskr prostor je arhimedsk:
natanko takrat, kadar je enorazsezen.

Dokaz. Naj bo V netrivialen linearno urejen vektorski prostor. Ce V ni
enorazsezen, vsebuje dvorazsezen podprostor U. Po ugotovitvah pred 1zre-
kom prostor U (v inducirani urejenosti) vsebuje neskon¢no majhne elemente
in zato ni1 arhimedski. Torej tudi prostor V' ni arhimedski.

Naj bo zdaj dimV = 1. Ce sta x in y nenicelna pozitivna elementa iz
V', obstaja tak pozitiven » € IR, da je y = rz. Od tod sledi, da za vsako
naravno stevilo k£ > r velja kz > y. Prostor V je torej arhimedski. m
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PACS 05.50.+q, 75.10.Hk

Predstavljen je Isingov model za opis faznih prehodov v feromagnetih. Isingov model
obravnava sistem sklopljenih klasi¢nih spinov S = &1 na poljubni mrezi. Model ima
fazni prehod vrste red/nered, e je prostorska dimenzija vecja od d = 1. Predstavljena
sta dva nacina reSevanja Isingovega modela, priblizek povprecnega polja in Monte Carlo
simulacija modela v dveh dimenzijah. 7 Isingovim modelom lahko studiramo tudi fazne
prehode v drugih sistemih, kot so npr. binarne zlitine in mrezni plin.

The Ising model has been originally formulated to study phase transitions in ferro-
magnets. It comprises of a system of interacting classical spins, S = 41, on an arbitrary
lattice. The model has an order—disorder type phase transition in more than one dimen-
sion. T'wo methods of solving the Ising model are discussed, the mean-field approximation
and the Monte Carlo simulation in two dimensions. The Ising model has other applicati-
ons, not just magnetic systems. In particular, it can be used to study phase transitions
in binary alloys and lattice gases.

Kljub temu da je bil Lsi IZOV 1 odel objavljen Ze leta 1920 [1] in v eni
@nzm reSen nekaj let @an@ 2], je svoj razcvet kot eden najbolj stan-
lardnih modelov statisticne mehanike dozivel éde po drugi svetovnl vojni.
Prvotno so namre¢ domnevali, da je model zaradi mV@c poenostavljenega
obravnavanja interakcije med spini neuporaben za opis realnih sistemov. V
sedemdesetih letih, ko se je uveljavila metoda renormalizacijske grupe, pa
so ugotovili, da kriticne lastnosti bolj realisticnih modelov v blizini kriti¢ne
tocke preidejo v lastnosti Isingovega modela. Tedaj namrec¢ postane korela-
cijska dolzina velika in mikroskopsk: detajli postanejo nepomembni.
Danes pomeni Isingov model osnovo vseh mreZznih modelov v statisticni
mehaniki in ga uporabljajo za opis razlicnih fizikalnih sistemov, kot so
magneti, mrezni plini in binarne zhtme poleg tega pa, Npr. ﬁmdi v bmhgm
80610E0g1ﬁ Isingov model je tudi osnova za - nevronskih mrez.
V tem sestavku si bomo najpre] ogﬁ.@ah kratko zgodovino Smgmfega
modela 1n nje OVO up orabnost za opis Som msm nov. Model je toc¢no
reshw v vseh dimenzijah razen v treh, ki so za prakticno uporabo najbol;
mive. Ogledali st bomo enostavno resitev v priblizku p OV} precnega polja
in rezultate veliko b@h natancne Monte C je | modela

na kvadratni m

* Predavanje na Seminarju za ucitelje in profesorje fizike v Ljubljani, februarja 1997.
Sofinanciranje z denarno pomocjo EU v okviru projekta Tempus — Phare Structrural

Joint Huropean Project EDEN S_JEP-09578-95.
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2. Kratka zgodovina Isingovega modela

Kljub temu da model nosi 1ime po Isingu, si ga je prvi zamislil Wilhelm
Lenz, takrat profesor v Rostocku, in to objavil v ¢lanku leta 1920 [1]. Ko
je Ising kmalu nato prisel k Lenzu v Hamburg delat doktorsko disertacijo,
je dobil nalogo, da model resi. Ising je model tocno resil, 1zracunal je
fazno vsoto za enodimenzionalno mrezo [2|. Ugotovil je, da model nima
faznega prehoda v urejeno (feromagnetno) stanje pri konéni temperaturi. V
eni dimenziji je sistem spinov namre¢ premalo povezan 1n Ze pri najmanjsi
temperaturi nad absolutno niclo termicne fluktuacije feromagnetno ureditev
spinov podrejo. Ising se ni zavedal, da ta ugotovitev velja samo v eni
dimenzij, 1n je mislil, da model, kasneje 1imenovan po njem, sploh nima
faznega prehoda, ker je pregrob. Seveda to ni res, saj danes vemo, da ima
model fazni prehod kakor hitro je dimenzija prostora d > 1. Tocno resitev
Isingovega modela na kvadratni mrezi, to je v dveh dimenzijah, je nasel
Lars Onsager 4], v treh dimenzijah pa se vse do danes ni nihée nasel tocne

resitve.

Ising, ki je bil rojen leta 1900 v Kolnu ter studiral fiziko in matematiko v
Gottingenu, Bonnu in Hamburgu, je po doktoratu delal eno leto v patentnem
uradu AEG, nato pa ucil po raznih nemskih Solah do prihoda Hitlerja na
oblast. Takrat je kot Zid izgubil mesto drzavnega usluzbenca in sel ucit
na internat za Zidovske otroke blizu Potsdama. Kmalu zatem, ko so nacisti
v, kristalni noc¢i” novembra 1938 internat zazgali, sta se z Zeno preselila v
Luksemburg z namenom, da emigrirata v ZDA. Vizuma nista pravocasno
dobila in tako sta docakala v Luksemburgu nemsko okupacijo. Med vojno
je moral Ising prisilno delati za nemsko vojsko, kmalu po vojni pa sta se z
zZeno izselila v ZDA in sedaj zZivita v Peorii, drzava Illinois [3].

3. Definicija b

V Isingovem modelu magnetni moment atoma (ali molekule) opisemo s
klasicnim spinom, ki je lahko obrnjen le ,gor” ali ,dol”, S = 41. Spini so
razporejeni v pravilni mrezi in so sklopljeni obicajno le s svojimi najblizjimai
sosedi, lahko pa nanje deluje tudi zunanje magnetno polje.

Energija sistema sklopljenih spinov v zunanjem magnetnem polju je:

Prvi c¢len opisuje sklopitev med spini, zato tece vsota po vseh najblizjih
parih. J je energija sklopitve med dvema najbliZjima spinoma in ima svo]
fizikalni vzrok v izmenjalni interakciji med elektroni na sosednjih atomih
ter je lahko pozitivna ali negativna. Drugi ¢len opisuje sklopitev spinov
7z magnetnim poljem, pri Cemer je H energija sklopitve spina z zunanjum
magnetnim poljem.
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mtven& znacilnost kmgmrega modela ] Je, da je uporaben za opis vseh
Sis’t@mr k1 so S@Sﬁca:vhem 1Z mreze celic in 1ima posamezna celica na razpo-
lago samo dve mozni sta,ﬂﬁ Cdm@ morajo biti tudi m@d%bﬁﬁm - ne.

Sistemov, ki jih lahko opisemo z | Smgow n modelom j@ -
magnetnih sistemov so najbolj znane Se binarne zlitine in mreZzni plin.
Primer binarne zlitine je (B-medenina, sestavljena iz 50% Cu in 50% Zn
ﬁmm@demna tvori pmsmrse centrirano mrezo. Pri nizki te: peraﬁcum S0
atomi Cu in Zn pmvﬂno 1zmeniéno razporejeni na mrezi, gl. shko la. P
T > 740 K {V@ dar -o peraturo mh%a?} zlitina sicer Se vedno tvori
kubic¢no m mi1 Cu in Zn me l sebo] pomesajo, SE 1b.

Cu /n

. 1. Binarna zlitina je urejena pri nizki temperaturi (leva slika) ter neurejena pri
wsgh ‘tempera‘mm (desna slika).

Drugi sistem, ki ga tudi pogosto opisemo z Isingovim modelom, je
mreznl plin. Prostor razdelimo na kocke velikosti, ki je prin eﬂjiva 7 veliko-
stjo molekul phna Na ta nacin dosezemo, c je v vsaki kocki ena
molekula plina. | icam), n ' z molekulo plina, ;
kam pa S = —1. Pri visoki temperaturi so m
,razn efcane po prostoru (sl. Za) pri nizki tem emfmm pa kondenzirajo (sl.
Zb) Vmes je fazni prehod, ki ima enake last: USM model.
Vse nastete sisteme, ki so z makroskopskega stalisca zelo razhcmj
torej obravnavamo z Isingovim modelom. Pravimo, da pripadajo istemu,
Isingovemu unwerzalnostnemu razredu.
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ika 2. MreZni plin v neurejeni fazi pri visoki temperaturi (leva slika) in v kondenzirani
fazi pri nizki temperaturi (desna slika).

. Ureditev spinov

Tipicen makroskopski sistem sestoji 1z velikega stevila delcev s spinom,
njihovo §tevilo je reda velikosti 10%%. Vsak poskus resevanja enacb gibanja
tako velikega sistema je obsojen na neuspeh. Zato si pomagamo z metodami
statisticne mehanike, ki pove verjetnost, da je sistem v doloc¢enem makro-
skopskem stanju.

Pri absolutni nicli (7" = 0 K) je sistem v osnovnem stanju, to je stanju
z najnizjo energijo. Ce je sklopitev med spini J > 0, so v osnovnem stanju

vsl spini obrnjeni v isto smer, to imenujemo feromagnetno osnovno stanje,
gl. sl. 3. Tudi prej omenjeni mrezni plin opisemo z J > 0.

A B
L Y I A Y A I N | LR 2 2N A R N
rT1TrrrrTTY O A T |
rTrtT1T1T7T7TTTY LI N AR I B
£ D A A A N O | V2 R T |
L Y N A A N O I | L A N N N B
| I A A Y N A S M I A A |
£ I Y A I N N | LR 2 N AN S R A B
r+rtr77771t 11 I 2 |
L I A A A A O A | LI A T A N B
L Y A Y O Y A | A

Slika 3. V feromagnetnem osnovnem stanju (J > 0) so vsi spini obrnjeni v isto smer (leva
slika), v antiferomagnetnem (J < 0; desna slika) pa so sosednji spini obrnjeni v nasprotno
smer. V osnovnem stanju vsi spini z S = +1 leZijo na podmreZi A, spini z S = —1 pa na
podmrezi B.

Kadar je J < 0, zelita biti najblizja soseda obrnjena v nasprotno smer.
Na vecini mrez se spini tedaj uredijo antiferomagnetno. Izjema, ki potrjuje

108 Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 4



to - , Je trikotna mreza, gl. sl. 4. Ce ;
, bo &rugi spm Obrnj@n dol”. Tretji s
pa j@ zbegan (fru %mm } m ne ve, kam |
tmtjega spina 1m
stanje Isingovega modelan
d@g amﬁ@m agmeﬁnﬂv OPISEeo 7 J < 0 tudi binarno zhtino | o
sa] je osnovno stanje enako kot pri antiferomagnetu.

Slika 4. Leva slika prikazuje trikotno mrezo, desna slika pa tri sosednje spine na trikotni
mrezi. Kada,r je J < 0, tretji spin ne ve, kam bi se obrnil.

v (ami}f@m nagnetnem osnovnem Stamu SO um}em na velike raz-
m s - mo, c a Obsft 0]1 red

v drugo smer. e je nem spin na poh Ozmj en npr. g
potem je drugl spin dalec¢ stran tudi z vecjo verjetnostjo - navzgor
kot navzdol. Pr1 amifemmagneﬁ je Stvar nekohko boh zapietena Saj je Z@

dar T' > 0 K) so nekateri naklju¢no izbrani
vzbujem obrmem \4 naspmﬁam energgska neugodm simeral.

= +1).

Ce so vsi sosedi mesta ¢ nevzbujeni, je p(S; = —1):

p<g } o emQZj/kT.‘
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Tu je z sStevilo najblizjih sosedov (na kvadratni mrezi npr. je z = 4).
Termicno vzbujanje posameznih spinov ne podre reda dolgega dosega pri
nizkih temperaturah.

Pri visjih temperaturah gostota vzbu-

jenih spinov naraste in vzbujanja spi- | by

nov ne moremo ved opisati z enacbo (2). 1 T i1 L Y
Verjetnost, da bo spin na mestu ¢ obr- | [ (A |
njen v nasprotno smer, je bistveno od- A A P
visna od orientacije bliznjih sosedov in , . | A N

prek njih tudi od orientacije bolj odda- f LT v by
ljenih sosedov. Pri zelo visoki tempera- v [ A B
turi (T' — oo) je veliko spinov termicno T 1 ) T L 4 & T T |
vzbujenih, spini so neurejeni, reda dol- | | ¢+ ¢t | 1+ 1t | 1 1
gega dosega ni, to je paramagnetna faza ? A 1 N A
(SL 5) i& : A N T : : A :

A 4 A 4

Ko je dovolj sosedov termicno vzbu-
Jenih, se tudispin ¢ prav z lahkoto obrne gypa 5. Spini v visokotemperaturni,
OkI'Og, -V'ldiﬂ'lO7 d& termiénega Vzbujanja, pa,ra,magnetni fazi so neurejeni_
spinov pri visjih temperaturah ne mo-
remo veC obravnavati individualno, temvec samo v okviru sistema skloplje-
nih spinov. Pojave, ki so s tem povezane, imenujemo zadruzne (koopera-
tivne) in najbolj znan pojav, povezan s to lastnostjo, je fazni prehod. Pri
Isingovem modelu so torej spini pri nizki temperaturi urejeni, pri visoki pa
neurejeni. Zato govorimo o faznem prehodu vrste red-nered.

Za kvantitativno obravnavo faznega prehoda uvedemo ureditven: para-
meter m, to je povpreéno vrednost spina

m=.95 =

Ureditveni parameter je enak 1 v feromagnetnem osnovnem stanju (pri ab-
solutni nicli), ko so vsi spini obrnjeni v isto smer. Z narascajoco temperaturo
zaradi termicnega vzbujanja spinov m pada, dokler ne izgine pri , kriticni
temperaturi” T, to je pri temperaturi faznega prehoda. Seveda pa sistem
Se daleC ni opisan s tem, da poznamo vrednost ureditvenega parametra. Za
popoln opis sistema v statisticni mehaniki moramo poznati fazno vsoto, saj
1z nje lahko z znanimi termodinamskimi relacijami 1zracunamo Se druge la-
stnosti sistema, kot so prosta energija, ureditveni parameter, entropija, spe-
cificna toplota, itd. Fazno vsoto Isingovega modela lahko izracunamo brez
posebnega truda le za enodimenzionalni Isingov model. V dveh dimenzijah
se sicer tudi da izracunati fazno vsoto, vendar je racun strahotno zapleten.
Zato si bomo v nadaljevanju raje ogledali dve metodi resevanja Isingovega
modela, s katerima se ognemo racunanju fazne vsote, metodo povprecnega
polja i pa Monte Carlo simulacyjo.
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Pri visjih temperaturah ne vemo, k
so obrnjeni sosednji spini glede na 2-t1
spin, zato njithovo vrednost nadomestimo 1.0
s povprecno vrednostjo spinov, S; — m.
T'o nam omogoca, da zapiée no verjetnost,

s katero je S; obrnjen , gor”, kot 05

p§5@’ = “E‘“M o e*m/kT 0.0

0.0 0.5 1.0
/T

C

in verjetnost, da je obrnjen , dol”, kot

p(Si _ ..._.i} - @mzfm/kT. 6. Temperaturna @d@mszmgft
ureditvenega parametra m v pri-
blizku povpreénega polja.

- e—sz/kT

ezxJm/ET | o—zJm/kT’

(3)

Transcendentna enacba (3) ima dve resitvi, trivialno pri m = 0 in pri
dovolj nizkih temperaturah se m # 0. Tempera%urno odwsnost uredﬁ;venega
parametra vidimo na shiki 6. Temp O
imenujemo kriticno temperaturo ali temperaturo faznega, prehoda Kmtlcna
temperatura je:

Kriticna temperatura, izracunana v priblizku povprecnega polja, je
neodvisna od dimenzije sistema, Ceprav je odvisna od stevila sosedov. m
je zvezna funkcija temperature, zato pravimo, da j@ tazni prehod zvezen.
Rezultat (4) je tocen v Stﬂ’lh in vec dim@nmjah azlag je v tem, da so
v stirih (in ved) dimenzijah spini tako mocno povezani med seboj, da se
odstopanja (fluktuacije) vrednosti sosednjih spinov medsebojno unicijo in
je polje na mestu spina dovolj dobro podano z m.

V dveh in treh dimenzijah je rezultat (4) kvalitativno pravilen. Tocnega
VAN VA:) z2 kmtmno temperaturo v treh dimenzijah ne poznamo, v dveh
dim mreza) pa je:
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V eni dimenziji enacba (4) Se vedno da kriti¢no tocko pri konéni tem-
peraturi, Ceprav 1z tocne reSitve Isingovega modela vemo, da tam faznega
prehoda ni oziroma je pr1 7' = 0 K. V eni dimenziji so namre¢ spini urejeni
le pri T' = 0 K, Ze poljubno blizu nad T" = 0 K pa nekaj vzbuditev podre red
dolgega dosega (slika 7), prepletenost spinov v eni dimenziji je premajhna.
Tu nam ne pomaga niti vkljucitev sklopitve z naslednjimi sosedi. Priblizek
povprecnega polja torej v eni dimenziji popolnoma odpove.

L S N N N N A A |

Slika 7. Termic¢no vzbujanje Ze pri najnizji temperaturi podre red dolgega dosega v eni
dimenziji.

7.

Kadar sistema ne znamo resiti analiticno, si pogosto pomagamo z
racunalniskimi simulacijami. Njihova prednost je v tem, da — ¢e imamo
dovolj zmogljiv racunalnik, ki lahko simulira dovolj velik sistem — dajo zelo
natancne rezultate. Med racunalniskimi simulacijami so Monte Carlo si-
mulacije verjetno najbolj znane [5] [6]. Potek simulacije prikazuje slika 8.
Bistvo Monte Carlo simulacije je, da termic¢no vzbujanje spinov simuliramo
tako, da spin obrnemo, izracunamo pripadajoci Boltzmannov faktor ter ta
faktor primerjamo z nakljuéno izbranim stevilom. Obdrzimo le tiste kon-
figuracije spinov, pri katerih je Boltzmannov faktor vec¢ji od naklju¢no iz-
branega stevila. To ponavljamo zelo dolgo in vsaki¢ izracunamo fizikalno
kolic¢ino, ki nas zanima, npr. ureditveni parameter. Na koncu izracunamo
povprecje fizikalne koli¢ine za veliko stevilo simulaci;.

Primere trenutnih konfiguracij spinov na kvadratni mrezi pri razli¢nih
temperaturah vidimo na slikah 9-11. Crmi kvadratki predstavljajo S = +1,
beli pa S = —1. Pri nizki temperaturi (sl. 9a) je vecina spinov pozitivnih,
imamo red dolgega dosega. Vendar je tudi pri nizki temperaturi nekaj spi-
nov obrnjenih v nasprotno smer. T1 spini so zdruzeni v skupke. Skupki so
razlicnih velikosti, velikost najvecjih skupkov pa nam pove, kolikSna je ko-
relaciyska dolzZina sistema. Pri nekoliko visji temperaturi, vendar Se vedno
pod kriticno temperaturo, vidimo na sliki 9b, da je skupkov ve¢ in da so po-
stali veCji. Skupki nasprotno obrnjenih spinov (beli kvadratki) povzrocijo,
da povprecna vrednost ureditvenega parametra pada, ko se blizamo kriticni
temperaturi. Ce b1 delali simulacijo v Zivo, bi tudi videli, da v blizin1 T¢
skupki nastajajo ter izginjajo pocasneje kot pri nizki temperaturi. Skle-
pamo, da-korelacijska dolzina in korelacijski cas narascata, ce se sistem bliza
kriticni temperaturi. Do podobnega spoznanja pridemo tudi, ¢e opazujemo
konfiguracije spinov nad kriticno temperaturo, sl. 10, vendar s to razliko,
da nad kriti¢no temperaturo nimamo reda dolgega dosega, v povprecju je
Stevilo belih in ¢rnih kvadratkov enako.
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Postavimo spine na mrezo
(Zacetno stanje)

Izberemo mesto
Poskusno obrnemo spin na tem mestu
Izracunamo b = exp(—AFE /kT)

Izberemo nakljuc¢no stevilo 0 < r <1

.’.‘1’1‘:}“ = f e .’, J.f -" / .', B “4"‘,?‘7—“-“ I' ’ 7

e A s e

| k=k+1

Spin Vrnemo
v zacetno stanje

Spin ostane obrnjen

wwwwwwwww

B G e et e D P

Izracunamo ureditveni parameter
k—te konfiguracije, my

SRR

Izracunamo povprecno vrednost

ureditvenega parametra:

m=t_S% o

Z‘c&ehh-.x%«. SRR

B R AT

Slika 8. Shematski potek Monte Carlo simulacije.

. OSe p OZOEHOSt Zasluéi

nfiguracija spinov pri
, k1 jo prikazuje sl. 1L kupki

kriﬁéni term

sega ¢ez ves sistem. Ce b1 simuls
spet sega Cez ves sistem. V
relacijska dolzina torej pm TC ..
imulirati velike sisteme in zakaj Zelin

g

ed idimo, zakaj moramo
10 za M arlo simulacije 1meti
oljivejse racunalnike. Ce Zelimo mmskovam Eas*mog*m Smte na blizu

A 1M1vost
velikega sistema izracunali,
na kubiéni mrezi (torej v treh dime

{7]3 Medtem so verjetno z novejsimi i
Se izboljsali. '

dodajm 0, ¢ la Monte C m | ) i
da j@ kmmcna temperatura Isingovega modda
1) TC‘ = (4.5116 + 10~ ) J/k

1mi racunalniki ta rezultat
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lika 9. Primer konfiguracije spinov na kvadratni mrezi pri dveh razliénih temperaturah
pod kriticno temperaturo. Velikost | belih” skupkov narasca, ko se bliZzamo kriti¢ni

temperaturi. Leva slika: T/T¢ =~ 0.9, desna slika: T/T¢ ~ 0.95. (Iz: K. G. Wilson,
Scientific American, 241, st. 2, 140 (avgust 1979).)

Slika 10. Primer konfiguracije spinov pri dveh razlicnih temperaturah nad kriti¢no

temperaturo. Sedaj velikost ,belih” in | ¢rnih” skupkov narasca, ko se bliZamo kriti¢ni
temperaturi. Leva slika: T/Tc = 2, desna slika: T/T¢ = 1,5. (Iz: K. G. Wilson,
Scientific American, 241, st. 2, 140 (avgust 1979).)
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Slika 11. Primer konfiguracije spinov pri kriticni temperaturi. Beli skupek v sredini slike
se razteza od vrha do dna. (Iz: K. G. Wilson, Scientific American, 241, st. 2, 140 (avgust

1979).)
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VINICIO VILLANI

Math. Subj. Class. 00A35

~Ob spremembah, ki se bodo dotaknile tudi pouc¢evanja matematike v nasi osnovni in
srednji Soli, utegne bralce Obzornika zanimati pogled z univerze na poucevanje geometrije
iz clanka Poucevanje geometrije pred univerzo. Veliko vprasanj, nekaj odgovorov. Clanek
je s privoljenjem avtorja priredila Milena Strnad.

GEOMETRY AT PRIMARY AND SECONDARY SCHOOL

As the changes in the school system will touch also the teaching of mathematics at
our primary and secondary school the readers of Obzornik may be interested in a view
from the university on the teaching of geometry as presented in the article Teaching of
geometry before university. Many questions, some answers. The article was edited by
Milena Strnad with the kind permission of the author.

1. Kaj pomeni pojem geometrija? Omejimo se od definicije, na primer:
,Geometrija je znanost o prostoru” in razmislimo raje o bolj obrobnih
zadevah, na primer: Kaj kaze vkljuciti v to, kar imenujemo geometrija? Ali
v pouk sodijo geometrijsko risanje, geometrija na racunalniku (od loga do
videoigric s fraktali), histogrami, diagrami, realni vektorski prostor z eno,
dvema tremi ali veC razseznostmi?

Odgovor. Geometrijo je smiselno razumeti v sirsem smislu. Vsega, kar
zajema pojem geometrija, pa ni treba poucevati na doloceni stopnji. Ce
bi prevec sirili podrocje, b1 to prizadelo kvaliteto poucevanja. Predvsem v
zadnjih letih srednje Sole, v katerih zahtevamo vec sistematicnosti in globine,
je nujno i1zbirati. Najbrz je treba dati prednost osnovnim vidikom ravninske
in prostorske geometrije na skodo bolj , moderni” snovi, kot so fraktali.

2. Kaksni so smotri poucevanja geometrige? Lahko si1 zamislimo sku-
pino med seboj usklajenih ciljev, h katerim naj bi pripeljalo poucevanje ge-
ometrije, na primer: razvijanje prostorske intuicije, vpeljava natancne ter-
minologije, vrsta geometrijskih dejstev (formule, izreki,...), na katere je
mogoce postavitl nadaljnjo rabo, utrjevanje sposobnosti za prehajanje 1z
enega jezika v drugega (graficnega, algebraicnega, simboli¢nega), logi¢no
razmisljanje in sklepanje o dolocenih delih teorije, pomemben zgled za hi-
poteti¢no-deduktivni prijem. Koliksno tezo naj pripisemo vsaki od teh po-
stavk?

Odgovor. V sirsem smislu je poucevanje geometrije zahtevno i tezko
prav zaradi velikega stevila in raznoli¢nosti smotrov, ki si jih zastavljamo
hkrati, in to na vseh stopnjah solanja. Zato je odgovor odvisen od vrste

! Na mednarodnem kongresu julija 1996 o poucevanju matematike ICME 8 v Sevilji je o
Perspektivah za poucevanje geometriye v 21. stoletju predaval tudi profesor z univerze
v Pisi Vinicio Villani. Zahvaljujem se mu, ker mi je ljubeznivo dovolil, da povzamem
glavne misli predavanja kar iz njegovega clanka L’insegnamento preuniversitario
della geometria: molte domande, qualche risposta iz revije L’insegnamento della
matematica e delle scienze integrate 17 (1994) 440-457.
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Sole 1n starosti ucencev. Kl
jafvjajo ves cas %@E&ﬁja
- - jm‘ah v Osnwvm soli, vso srednjo SOE@ m j@ ne

- g1 strani naj ne bi odlasali s san osmjm N Tazim igha jem do Srednje sole.
Razmisljanja seveda ne smemo enaciti samo s formalnim dokazovanjem.
Preprosto geometrijsko sklepanje j@ mogoce z@ v predsolski dobi ter med
vso osnovno solo. Odlocilno vlogo 1m Injih letnikih Sredme sole. Do
takrat bi morali od nastetih smotrov pmhmmm samo vzbujanje obcudovanja
do geometrije kot zgled hipoteticno-deduktivnega prijema.

3. Na katera znanja in sposobnosti, ki so jth ucenct pridobilt v prejsnjem
soi&mu, naj nasionimo poucevanjeg Kako najy pﬁ@Mj@ﬂ@ znanje 1zkori-

1t Poenostavimo: prehodu z ene stopnje na drugo naletimo pri
ummm L na razlicne prijeme od Swag@ didakti kont: do jasnega,
preloma” glede na zasmvh@ le uéne zami naj vzpostavimo rav-
0&@2}%@?

srednjo sab
ste se - :ﬁa‘umh

73 ki, rez” ._
m ne smemo mzsmaﬂm nesn ESEOV W‘Sm ,Pozabite vse,
Ukrej mu je pazljivo j E@V@ma je zn&ma

vsake ‘nove stopnje s MSM ogmf@m

Vendar vsebinskega vidika ne sm
izogniti temu, da bi se vracanje k m pojmom zd
ponavljanje bolj ali manj znanih o je treba uéence mpm@am 0 nuj-
_nosm pravega preskoka, to je mza ed Solskim pnjama. Na prehodu
7 osnovne Sole na srednjo geon dejstva ogtaja,jo v blstvu ista (Se
vedno gmf@mm@ o lastnostih kotov, d.). Bistveno pa
se spremeni prijem, kako obravnava no ta ,,d eometmjske lastno-
st1, ki smo jih do prejsnjega leta lahko ”@pazmrah” na kakem liku, je treba
zdaj ,, dokazati”.

Ziaka) je potrebna tako korenita sprememba zornega kota? Kaksna so
nova pravila igre? Ce ucitelj tega ne pojasni, so u€enci zmedeni 1n ne vedo
veC, kaj se od njih pricakuje. ] ogosm j@ teze razumeti, kaj in zakaj je treba
nekaj natanéno dokazati, kot dok 18

bno, da se ucenci

definicige?  Ali je pomem
ucbenikov? Alil je pomem - , da so
ucenci sposobni z lastnimi besedami razumno - mram stvari, Ki j d@bm
poznajo, na primer, kaj je trikotnik, kaj stirikotnik, kaj kocka? Ali naj se
ucenci dosledno drzijo zapisanih def muj? Ali naj presojajo, ce dolocena
predstava sodi v okvir neke definicije, ki so jo postavili sami ali kdo drug,
all ne?

Odgovor. Definicija v bistvu natanc¢no doloci, o cem govorimo. Torej je
treba ,,ucit’” definirati. Vendar je nujno, ne glede na vidik didakti¢ne dejav-
nosti, napredovati postopoma in z dobrsno mero zdravega razuma. Povsem

Kaksno vlogo 1majo
naucijo na pamet definicije 1z svojih
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nekoristno je, ¢e prisilimo otroka, da se nauc¢i na pamet in nato , oddrdra”
definicijo, ¢e sam se ni dovolj zrel in sposoben, da bi jo povedal z lastnimi
besedami in dosledno dolocil, ali j1 kak pojem ustreza ali ne. V geometriji
Stevilne definicije ostajajo dolgo samoumevne, pogosta raba jih uzakoni,
se zlasti 1zraze z mocno mntuitivno sestavino, kot na primer obravnava tri-
kotnika, stirikotnika, kocke ter pojem dolzine, ploscine, prostornine, kota,
smeri.

Nasprotno se zdi neposteno obravnavati kot definicije nekatere navide-
zne definicije temeljnih pojmov, naprimer premice, tocke, ravnine, smeri,
ki jih na zalost celo krepko tiskane na,vajajo Stevilni osnovnosolskl in sre-
dnjesolski ucbeniki.

5. Kaksno vlogo tmajo domneve, sklepanja,, dokaz? V matematiki in
posebno v geometriji po mnenju vecine , dokazujemo izreke”. Vendar so
tudi za poklicne matematike dokazi samo zadnji korak v dolgem ,, odkrivanju
skritih resnic”, ki se zaCne z opazovanjem, razclenjevanjem posebnih prime-
rov, z oblikovanjem dommnev in nato vodi po vijugastih poteh do sklepa.
Od katere starosti dalje so ucenci sposobni oblikovati domneve, predlagati
sklepe, razumeti dokaze drugih ali pa se sami dokopati do njih? Kaksno
vzgojno vrednost ima vsak od teh korakov?

Se en vidik je vreden posebnega premisleka. Splosno je znano, da ucenci
veliko prej pozabijo dokaze kot dejstva. Tako, na primer, se po dolgih letih
studenti ali bivsi Studenti spomnijo Pitagorovega izreka, skoraj nihce pa se
ne spominja niti enega dokaza. Ce upostevamo vse to, se takoj vprasamo,
ali je smiselno v zadnjih razredih srednje Sole posvetiti pretezni del casa
raziskovanju in dokazovanju izrekov? Al je smiselno izhajati 1z dokazovan],
taksnih, kot so zapisana v u¢benikih?

Odgovor. Intuicija, domneva, dokazovanje, raziskovanje, risba so po-
membne sestavine, ki jih je treba gojiti od zacetka osnovne in srednje sole.

Ze predsolski otroci se po izkusnjah v igri zavedajo pomena trikotniske
neenakosti. (Po Vergnaudu gre za ,lzrek, ki se udejanja”: premocrtne
poti so tiste, ki zmanjsujejo ra,zdaho med dvema dolocenima tockama.)
Osnovnoéolski otroci so sposobni zaznati, Ce jih pravilno vodimo, veljav-
nost 1zreka o vsoti zunanjih kotov veckotnika. Kdor prehodi sklenjeno
veckotnisko pot, se na koncu znajde v zacetni tocki, potem ko je , obsel” ves
krog, in tega sestavlja vsota vseh delnih , zasukov” v ogliscih.

V osnovni soli lahko pozorno opazovanje soncénih senc razlicno dolgih
palic ob istem trenutku pripelje do bistva Talesovega izreka. Ce je ena palica
dvakrat visja od druge, bo tudi senca prve palice dvakrat daljsa od sence
druge palice.

Pri tem seveda ne gre za dokazovanje v pravem pomenu besede. Ven-
dar je vrednost teh i1zkusenj in opazovanj neizpodbitna, saj so osnova za
nadaljnje razumsko urejanje pridobljenega znanja. Naloga srednje Sole je,
da vzbudi razumevanje in zanimanje za ta kvalitativni skok, ko ucenec pre-
1de od razmisljanja, ki je vezano na cutne zaznave, k formalnemu dokazu v
okviru dolocene teorije.
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Res je, da dokaze pozabimo pmj kot dejstva, vendar to se ne pomeni,
da je nepotrebno , uciti dokazovati”. Pomembna je za;vegt da
izpeljava sloneti na pojasnjenih privzetkih, ne ; h 1h pod
Ne gﬁed@ na kulturno in ne samo tehni¢no vrednost hip@‘teﬁénwdedukm
tivnega prijema ni treba vsega dokazovati, ne v srednji Soli in ne na ui ] |
Morda se bo kdo zgrazal nad i1zjavo: p@pamoa upravicenoc -
dokaz zato, ker j@ prevec zapieten ali ker se ponavlija in je dolgocasen ali k
manjka casa. Treba je le glasno povedati in vsem mora biti jasno, kaj bi

bilo treba dokazatsi.

6. Kaksne tehnicne in didakticne pripomocke naj br uporabljali, ce b1
bilo mogoce, mn s kaksnmim namenom?¢ NajveC uporabljamo v gﬁomﬁﬂﬁ
ravnilo in SGSME@ o geoeﬁmjshh likov, mzhan@ Wste -

aksonometricno ah pers pektivno msame likov v trirazsesnem msmru}@
hko vsak od teh pripomockov spodbudi razumevanje in sistematizacijo,
katerima tezi : geﬁﬁtrg@? Ali lahko to zavira?

Oa 1] h so dobrodosli modeli 1z lepenke al:
pﬁ,astik@ in o z ravnilom in S@Sﬁﬂ@ n, vendar z njimi ne smemo nadomestiti
ognmfm Soh bi bilo razlikovanje med geometrijskimi
ms%a ni ali modeli prezgodnje. V srednji sol1 se zacenjajo
ucenci zavedati, da geometrijske like dobimo po idealizaciji 1n abstrakciji,
ceprav smo se vedno vezanl na materialne vzorce in risbe. V srednji soli
se loCitev geon etrije od fizicne resnic¢nosti dodatno poglobi. Se vedno je
dobmdosh pomoc vidne zaznave, vendar je treba ,, videno” lastnost dokazati
na kaki sliki ali modelu, ce h@@@ mo, da se ta p ogenom vkljuci v ustrezni
teoreticni okvir.
Predmet posebne obravnave je didaktiéna programska oprema (na pri-
mer cabri, geometre), ki dovoljuje, da lik na zaslonu deformiramo, ne da bi se
spremenile nekatere njegove lastnosti. Pri tem ne gre jemati kot |, resnicno”
kake lastnosti (obstoj tocke, ki je skupna vsem trem srednjicam trikotnika),
Ce smo Jo samo graficno preverili, in to na enem samem trikotniku. Danes
je mogoce z omenjeno programsko opremo poljubno spreminjati obliko tri-
kotnika. Ali smo lastnost dokazali, ce se pokaze pri vseh trikotnikih na za-
slonu? Odgovor je se vedno nikalen. Na drugi strani je verjetno ta lastnost
,resnicna’, se pravi, da jo je mogoce dokazati s teoreticnim sklepanjem, ¢e
se J1 uspe obdrzati na zaslonu kljub vsem mogocim deformacijam lika. Upo-
raba omenjene programske opreme je lahko zelo koristna za vzbujanje zani-
manja in za odkrivanje zanimivih, tudi nevsakdanjih lastnosti pri obravnavi
ceometrijskih lastnostih in ne kot 1zvlecek tradicionalnih dokazov.

liki 1n nﬁhﬁw
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Ob tem se lahko vprasamo: V kaksni obliki navadno postavimo geometrij-
ski problem? Ali pri tem sami predpiSemo nacin reSitve (na primer sin-
teti¢no, trigonometrijsko, analiticno ali vektorsko metodo)? Ali izhajamo iz
dolocenega sistema koordinat in predpiSemo 1zbiro spremenljivk ali prepu-
stimo 1zbiro ucencem?

Odgovor. Medtem ko je bila nekdaj analiticna geometrija omejena na
srednjo Solo, se zadnja leta javlja teznja k bolj zgodnji uporabi sistema ko-
ordinat v srednji in celo v osnovni soli. Vendar algebrski formalizem ne sme
uniciti geometrijske intuicije. Metoda koordinat lahko privede do pomemb-
nih odgovorov samo, ce znamo postavljati dobra vprasanja in imamo jasen
vpogled v geometrijsko podlago. Zadnja vprasanja pod tocko 7. so name-
noma izzivalna. Pristen geometrijski problem bi bilo treba zastaviti v tipicni
geometrijski obliki in tako dopustiti ucencem ¢im vecjo 1zbiro nacinov pri
resevanju. Poleg tega je treba koordinatni sistem pri analiticnem resevanju
prilagoditi problemu in obratno.

8. Kaksne vrste povezave poskusamo wvzpostavitt med teoriyo in wva-
jame? Na vseh stopnjah Sole se sprasujemo o povezavi med , znanjem” in
njegovo , uporabnostjo”, ali drugace receno, med poznavanjem teorije, ki jo
sestavljajo aksiomi, definicije, 1zreki, pravila in razne formule, in sposobno-
stjo, da njene dele uporabimo pri reSevanju nalog. Poglavitni namen nalog
je, da se ucenci privadijo na uporabo pridobljenega teoreticnega znanja, ali
bolje, da poblize spoznajo nekatere tezave. Nekoliko poenostavljeno, ali je
,teorija” pred prakso ali j1 sledi?” Mogoce ni sprejemljiv ne prvi ne drugi
skrajm vidik.

Odgovor. Teorija 1in vaje so tako povezane in odvisne, da se ne da to¢no
dolociti, kje se zacenja en in kje se koncuje drug vidik. 7 ,,vajami” mislimo
predvsem na ,probleme” ali — bolje — na ,odprte problemske situacije”.
Pri tem gre za neraziskano podrocje bolj kot za pricakovanje natancnega
,odgovora”’. Tako na primer se zdi problem razvrstitve stirikotnikov po
simetrijskih znacilnostih cudovita snov, ce jo prepustim posamic¢nemu ali
skupinskemu odkrivanju uc¢encem sedmega razreda osnovne sole ali prvega,
letnika srednje sole. Izredno dolgocasna pa je, ce jo frontalno razlaga ucitel;
7 vsemil njenimi primeri in podprimeri.

Vecje zanimanje za odprte problematicne situacije ne zmanjsuje pome-
na ponavljajocih se vaj, s katerimi utrjujemo doloceno znanje. Treba pa je
paziti, da ne b1 tehnicna in formalna stran prevladali na skodo resni¢nega,
razumevanja. |

9. Al 9e pomembno, da poucevanje sloni na dolocent akstomatiki? Na
kaksni? Vprasanje zadeva samo didakticni vidik. Na drugi del sta samo dva
mogoca odgovora: Evklidova aksiomatika, nekoliko prirejena po Hilbertu,
na katero se sklicuje velika vecina italijanskih uciteljev, ali aksiomatika
metricnega tipa, kot jo je zastavil Choquet.
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