P4

e

Fry i}

]

s et
frean e

SRR
.

LT

T
S,

of

S

3
s

e
SRS
2

3

i

i
7 ﬂ._mm..m_...wu

o

)
i
iy

i

i

IR R,

SEX

i, .nk‘...mw -m ;
ﬁm@iﬁ
Lm%k.u_m.m... »% MN ]

i

@MMM

il

.mm.w« .
i
0

s
T

i

i

PN

LR
L

SR i
i

R
H

s

4

.wwr i 7l

i

i

i
Al

i

1
i,

i
«uu

'

m,%

i 58 ;
i i i L
wﬁ&%a b i

...

e
EE

i
2k u-an i

ek

.
e

il 377 : %...\.-mﬁ :

%/

S
L

s

22

F12] ..
A
Rt 4 2]
O i
12,
M
i

2

A
.

/i .M%Www 7
T
ﬁw%mwn@ﬂm@

-
s

-

Ml
o
241

ey
i @w
i .w‘.wnmw _\N_ww"w m.%w.- w.h
....m».%..«....-ﬂw ...u i ;

5

T
e it
e A

et

i)
B

w% huw\.._.nw.w i

R

. mﬁw@%
L

@mummw »wd_mm%.% e

.

1;

.,
E
. Wl

a5
»..m.& it
sl
7 r.w.«.m..“wﬁ. 4

f}
o .
A - nwx

Thir
L
i1
15

.

i

et

"

pe

A g

w

23

=4

k5

e

F

et
iy,

&

=

#

i

e

&

=




K ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
LJUBLJANA, MAREC 1997
letnik 44, stevilka 2, strani 33-64

Glasilo Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, 1001 Ljubljana, Ja-
dranska c. 19, p.p. 2964, telefonska st. (061) 17-66-553, Ziro racun 50106-678-47233, devi-
zna nakazila SKB banka d.d. Ljubljana, val-27621-42961/9, Ajdovséina 4, Ljubljana.

Uredniski odbor: Bojan Magajna (glavni urednik), Boris Lavri¢ (urednik za
matematiko in odgovorni urednik), Martin Copi¢ (urednik za fiziko), Bostjan Jaklic
(tehni¢ni urednik).

Jezikovno pregledal Janez Juvan, racunalnisko oblikoval Martin Zemljic.

Clani drustva prejemajo Obzornik brezplatno. Celoletna élanarina 2.500 SIT. Naroé-
nina v knjigarnah in za ustanove 5.000 SIT, za studente 1.250 SIT, za tujino 50 DEM.
Posamezna stevilka za clane 480 SIT, stare stevilke 320 SIT.

Tisk: Tiskarna KURIR. Naklada 1500 1zvodov.

Revijo sofinancirata Ministrstvo za znanost in tehnologijo ter Ministrstvo za Solstvo
in sport.
Po mnenju MZT §t. 415-52/92 7z dne 5.2.1992 steje revija med proizvode iz 13. tocke

tarifne $t. 3 zakona o prometnem davku, za katere se placuje 5% davek od prometa
proizvodov.

DMFA je vélanjeno v Evropsko matematiécno drustvo (EMS), v Mednarodno ma-
tematicno unijo (IMU), v Evropsko fizikalno drustvo (EPS) in v Mednarodno zdruZzenje
za Clsto in uporabno fiziko (IUPAP). DMFA ima pogodbo o reciprocnosti z Ameriskim
matematicnim drustvom (AMS).

(© 1997 DMFA Slovenije — 1310 Postnina placana na posti 1102 Ljubljana

VSEBINA — CONTENTS

Clanki — Articles Str.—Page
Topoloski indeksi v kemijski teoriji grafov — Topological indices in chemical

graph theory (Janez Zerovnik). . ... .. ... .. . L 33-39
Binarna zaporedja, prepogibanje papirja in statisticna fizika — Binary sequen-

ces, paper-folding and statistical physics (Milan Hladnik). ... ... ... .. ... 40-51
Ali lahko zaupamo entropijskemu zakonu? — Can the entropy law be trusted?

(Ivan KKuSCer) . . . o . o e 52—64
Nove knjige — New books (Anton Suhadolc). . ... ... ... ... ... ... IAY
Vesti — News
Seminar za uéitelje in profesorje fizike (T. Prosen in S. Zumer) . . . .. .. ... ... ... 51
Gospa Marta Klopcic (Niko Prijatelj) . . .. . . ... o I11

Na ovitku: H. Matisse, RoZnordece cebule, 1906.



Math. Subj. Class. (1991) 05C90

V ¢lanku predstavimo Wienerjevo stevilo, enega najbolj znanih topoloskih indeksov

v kemijski teoriji grafov.

o, b il 7 23 &1 F - 5% ; ¥ "7 . S 2 ) e T £ % “H 5 FE AT B ETY g THE Y Y T
& ’-‘ g ™ K g B g ¢ 3 i T ¥, e § ¥ P | g B g, i i e ¢ B M OW OB M FECE B ¥ S & % B & 5,
X &3 bt e BR i g3 fre R F4:3 i 31 =) el s, § e i - E 3 & ol N o B P N W i L5 Ly il ket M 8 . AT < i,

The Wiener number, one of the best known topological indices in chemical graph
theory, is introduced.

N s
G
i ; g

Kemikom je doslej uspelo sintetizirati na milijone razlicnih molekul.
Skupaj z mj%@vim% ug@mﬂj@m Easﬁm@%mi je to ogromna amja”
vrasa*&j@ kako naj bodo t1 podatki sl n orgal iizirani, da jih
10 g@@@ cim bolje 1zkoristiti, je zelo zanimivo. Nas p i
kako je mogoce to znanje H@E‘&ﬁ}i za, napoved hgﬁmos‘w novin n
Se ﬁﬁmﬁ niSo bﬂ% Smm%cmmaﬁe? azhgm‘ za tako megame je V@C
sta :ﬁmk&d ja @@mtﬁcm@ j@ h m
nolekul, sa j raste &tevilo razliénih molekul

Ce Stevﬂ@ kandzdatav ne b}, %ﬂ@ prevehko postane pomembem
émm nove Im kmi med primer) proizvajalci zdravil

pa j@ Z@i@

1 1m @Eekaﬁ_ { glej J npr. '1]) lahko dobro napovedo lastnosti
mdekme V@ndar so taki izracum obicajno izredno zahﬁevm predvsem

m.,m@ potrebujemo @gm nno casa.

preden je sii intetizirana? To bi bilo prevec enostavno. Morda pa je to m
vg&j z.a kaks 10 od lastnosti, in to s precejsnjo zan%hw'osm@? zkaza&@ se je
da je mogoce s pomocjo ﬁegm je grafov v mnogih primerih n
dgovoriti pritrdilno.

poenostavlje-

V naravi je molekul idimenzionalni objekt, v nekoliko
nem jemku lahko recemo, da 30 Sestaﬂjago atomi ki so iahka razlicnih

kemijske vezi med njim '
molel ule je poenostavljena koml
cgrafa, vezl pa povezave grafa. V

inatori¢na predstavitev
molekuli

L Arthur Caﬁ@y je leta 1875 resil problem prestevanja dreves prav ;;za,mdl vm’%&ma
stetja stevila izomer v kemiji. Stevilo alkanov (ogljikovodikov s samimi enojnimi
vezmi med atomi) na primer z rastocim Stevilom atomov ogljika raste takole: 1, 1,

1,2, 3, 5,9, 18, 35, 75, 159, 355, 802, 1858 in 4347 (pri n = 15) [7].
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metana, na pmmer Eezg@ stirje nggkow atomi v oglhiscih tetraedra, ogljikov
pa v sredisc Graf, ki ga dobimo, ima enc tocko stopnje stiri in
stir1 tocke Stopnje ena. Pri tem, ko E;Z mo]éekuie naredimo graf, zavestno
zanemarimo informacije, kot so na primer koti med po‘v‘ezaﬁv‘a,j;7 polozaj
atomov, in podobno. Ce imamo v mdd\uh razlicne atome in razlicne tipe
povezav, vcasih tocke in povezave opremimo z ,utezmi”’. Vsaj v primeru,
ko studiramo ogljikovodike, pa se 1zkaZe, da pogosto zadosca, ce studiramo
samo skelet molekule, ki je sestavljen iz ogljikovih atomov, torej enostaven
gral brez utezi.

R

Slika 1. Od ogljikovodika do grafa. Dve izomeri pri n = 4.

Topoloskr indeks je tunkcija, ki molekulskemu grafu priredi stevilo. V
matematiki topoloskim indeksom pravimo grafovske tnvariante. V kemaiji je
znanih prek 120 topoloskih indeksov 5], njihovo stevilo pa Se vedno narasca.
V nekaterih primerih se splaca uporabiti primerno kombinacijo razli¢cnih
indeksov.

Vecina indeksov temelji na povezanosti in na razdaljah v grafu. Eden
prwh in verjetno najbolj znan na razdaljah grafa temehem topoloska ; c
je Wienerjev indeks ali Waienerjevo stewvilo. Leta 1947 je Henry Wiener
opazil zelo dobro korelacijo med vrelis¢em alkanov? in nekim stevilom, ki
ga je dobil s preprostim racunom iz grafa molekule. V nadaljevanju si bomo
ta indeks nekoliko poblize ogledali.

Preprostejse indekse, kot je na primer stevilo atomov molekule, so
kemiki uporabljali Ze prej, siroko uporabnost Wienerjevega stevila in drugih
indeksov pa so zares opazili in zaceli uporabljati sele konec sedemdesetih
let. V zadnjih letih so mnogi raziskovalci preizkusili stevilne druge indekse,
s katerimi napovedujejo razlicne lastnosti na raznih tipith molekul. Nekaj;

* Wiener jih z zdaj nekoliko zastarelo terminologijo imenuje , parafini”.
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jih je predstavljenih v poljudnem ¢lanku |4], Se ve¢ pa (na primer) v knjigi
5]. Na to temo je bilo v preteklih letih objavljenih ogromno znanstvenih

L
élankov. Tema pa ofitno e ni izérpana®.

3.

Wienerjevo stevilo

Wienerjevo stevilo za drevesa, podobno kot je v
Wiener [6].

Definirajmo najpre]
originalnem delu naredil
Drevo je povezan graf brez ciklov. Ce 1zberemo katero koli povezavo
drevesa 1n jo odstranimo, dobimo dve povezani komponenti. Definirajmo

utez povezave € = uU 7

w(é} — Tig yuTlev

kjer smo z n., oznacili stevilo tock v povezani komponenti, v kateri je
tocka x.

Ker v drevesu vsak par tock povezuje natanko ena najkrajsa pot, lahko
pomen utezi opiSemo tudi takole: w(e) je ravno Stevilo najkrajsih poti v
drevesu, na katerih le7zi povezava e.
Wienerjevo stevilo je vsota utezi vseh

povezav drevesa:

e

Wiener je studiral vreliséa alkanov in opazil izredno dobro korelacijo
med izmerjenimi vreliséi in tem sStevilom. Pokazal je tudi zvezo z drugimi
fizikalnimi lastnostmi alkanov, na primer z volumnom molekule, 1zparilno

toploto in drugimi.
Ker niti vse molekule, kaj sSele vsi grafi, niso drevesa, se je naravno

vprasati, kako se da smiselno posplositi definicijo Wienerjevega stevila na
poljubne grafe. Hosoya je prvi opazil, da na drevesih velja

WD =1 S Y dw).
ueV(T)veV(T)
kjer je d(u,v) razdalja med tockama u in v.
Dokazimo!
Najprej je

> 2 dwv)=2 ) dy,v),
uev(T) veV(T) {u,0}

> Ob petdeseti obletnici odkritja Wienerjevega indeksa (1997) bosta izsli posebni
stevilki revij Discrete Applied Mathematics in Communications in Mathematical and
Computer Chemistry (MATCH) 35 (1997), ki ju urejajo Ivan Gutman, Sandi Klavzar

in Bojan Mohar.
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kjer vsota na desni strani tece po vseh (neurejenih) parih tock w,v € V(T).
Na levi smo vsak tak par u # v Steli natanko dvakrat, vse razdalje d(u,u)
pa so seveda enake 0.

Veljavnost enakosti

|

> d(u,v)
{u,v}

pa preverimo tako, da na dva nacina prestejemo povezave na vseh najkrajsih
poteh in se spomnimo pomena utezi w(e). Torej je res

i 1
2

U ) v l )

Wienerjevo stevilo je torej vsota vseh razdaly v drevesu. Zato je bilo
Wienerjevo Stevilo na poljubnem povezanem gratu definirano kot vsota vseh
razdalj grafa:

> 2. dwv).
ueV(G)veV(G)

Potem ko poznamo Hosoyevo posplositev Wienerjevega sStevila na po-

ljubne grafe, lahko pogledamo, kako bi bilo treba posplositi definicijo utezi
na povezavah, da bi dobili Wienerjevo stevilo na poljubnem grafu.

Naredimo takole: e je med tockama a in b ve¢ najkrajsih poti (oznacimo
to Stevilo najkrajSih poti z n,3), potem naj par a, b prispeva k utezem
povezav vsake od najkrajsih poti po 1/n, . Skupaj torej par tock prispeva
k utezem d(a,b), tako kot prej. Ali pa

n

— TNg b

kjer sestevamo po vseh najkrajsih poteh med tockama a in b, na katerih lezi
povezava €.

Pojasnimo definicijo na primeru grafa na sliki 2. Izracunajmo razdalje
in Stevilo najkrajsih poti v grafu in jih zapisimo v tabeli.

par tock {vi,va} {v1,vs} {v1i,v4} {v1,vs5} {va,vs}
razdalja 1 2 3 2 1

stevilo najkrajsih poti 1 1 2 1 1

par tock {va,va} {v2,vs} {vs,va} {v3,vs5} {va,vs}
razdalja 2 1 1 2 1

stevilo najkrajsih poti 2 1 1 2 1

36 Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 2



Zdaj pa 1zracunajmo Se uteZi povezav. Povezava e; = v1vs 1ma utez

w(ey) =w(vivy) = 1/n12 +1/m13+2/n1a+1/n15 =

/1
=141 2<-~> 1 =4.
2

Podobno povezavi eo = vovs pripada utez

‘w(€2> - ’MJ{’U?Ug) mﬁ/nljg - E/%L,@ ~+- E/%Q}S + 1/?@2?4 + 1/?@355 —=
1 1 1

Povezavam ez = @3@4, €4 = @4@5 n eg = vwg prl
Lylpti+i=251+l4+i41=25nl+1+5+1+1=35

Ce 1zracunamo vsoto vseh_ razdaly v grafu 1z prve tabele 1n vsoto vseh
utezi, obakrat dobimo 16, Wienerjevo stevilo grafa.

Namesto dokaza trditve (%), ki ni zahteven, si raje oglejmo Se eno
interpretacijo Wienerjevega sStevila in utezi na gra,fu Mislimo si1, da nas
graf predstavlja mesta, povezave pa ceste med njimi. Recimo, da je promet
med vsakim parom m@ enak. Ce je graf drevo, p@% . utezi w(e) na
povezavah prestejejo promet, utezi torej povedo, koliko je katera od povezav
obremenjena. Kaj pa ¢e graf ni drevo? Potem si mishimo, da se bo promet
enakomerno razdelil na vse najkrajse poti, kadarkoli jih je na razpolago vec.
In spet utezi w(e) merijo obremenjenost povezav.
Primer: Med tockama v in v grafa na sliki 3 so tri
se promet razdeli na tretjine.

poti, zato

najkr aj Se

Slika 3.

Prispevek para tock w in v k uteZem na povezavah.

Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 2 37



cunanje Wienerjevega stevila

Wienerjevo Stevilo pohubnega crafa lahko izracunamo tako, da sesteje-
mo vse elemente v zgorm@ n trikotniku matrike razdal; gmfa Matriko
razdalj grafa dobimo na primer tako, da izracunamo razdalje od vsake tocke
do drugih tock z znanim algoritmom iskanja v Sirino (glej na primer [2]).

ietode je O(mn), kjer n pomeni stevilo tock

Casovna zahtevnost te n
pa stevilo povezav grafa.

Na drevesih pa je mogoce 1
casu reda O(n), z elegantnim aigﬂmtmom Moharja 1n
je izboljSana in poenostavljena verzija algoritma Canfielda,

Rouvraya.

(1) Najprej drevo zapiSemo kot usmerjeno drevo s korenom. Predp
vimo, da je drevo dano v obliki vektorja 13, ¢t =1,2,... , n—1, kj@r 1 =
= 7 pomenl, da je 7 oCe 1-}ja. Take predstavitve drevesa 1ni t@zko do'b:m
Ezberema pohubno tocko za koren (ta nima nobenega oceta), i

Vsi1 sosed1 tocke v so sinovi, tore] postavimo 1, = v, k
nazaj k v. Podobno sinovi sinov pokazejo na svoje ocete, in tako dalje.

(2) Za vsako tocko izracunamo stevilo sinov, torej stevilo puscic, ki kaZejo
nanjo. (To lahko storimo kar sproti, ko zapisujemo vektor T'.)

Postavimo vse liste drevesa v ¢akalno vrsto.

Vzamemo tocko iz Cakalne vrste. Zbrisemo ta list drevesa (0z. povezavo
do njega) in izracunamo w(e) (kot je to opisano spodaj). Novi list, Ce
se je pojavil, vstavimo v vrsto. Ponavljamo, dokler vrsta ni prazna.

(5) Sestejemo vse utezi povezav w(e).

Za konec Se primer. Izracunajmo Wienerjevo stevilo za graf na sliki 4.

Na povezave bomo zapisovali stevilo tock v tisti |, polovici” drevesa, ki smo

ga 7e zbrisali. Oznacimo to Stevilo s t(e). Iz tega zapisa preberemo utez

povezave, w(e) = t(e)(n — t(e)). Nadalje ¢ za usmerjeno povezavo e = uv,
ki je prisla na vrsto za brisanje, dobimo tako, da sestejemo t-je povezav zu

in pristejemo 1.

Drevo na sliki 4 smo Ze usmerili in z utezmi ¢ = 1 (v katerem koli
vrstnem redu) oznacili povezave, ki vodijo iz listov.

Wienerjevo stevilo izracunati Se hitreje, v
Pisanskega [3], ki
Robinsona in

Slika 4. Racunanje Wienerjevega indeksa drevesa. Prvi korak.
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Liste zbrisemo in nadaljujemo postopek z listi novega drevesa (slika 5):

1 /
4

Slika 5. Racunanje Wienerjevega indeksa drevesa. Nadaljevanje.

-]

. %
g
d

Na koncu dobimo utezi (slika

] 2
5 3
.1 5 ec I
I
® ®

Slika 6. Raﬁéunanje Wienerjevega, indeksa drevesa. Dobljene utezi.
=6 x ms 1) +2 % 2(13 — 2)+2 X 3@3 3)—% x 5(13 5)+1x7(13—7) =
= 258.
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7 Elanl defing : :
V clanku definiramo Rudin-Shapi

njune aritmeti¢ne in geometrijske lastnos
modelom iz statisti¢ne fizike.

In the article we define Rudin-Shapiro and paper-folding sequences and explain some
of their arithmetical and geometrical properties. Both sequences are then related to the
one-dimensional Ising’s model from statistical physics. |

Dvojiskl zapis naravnih stevil dobro poznamo. Naravno stevilo n > 0

razvijemo po potencah stevila 2 v vrsto

S e (n)2F,

pri Cemer so Stevke er(n) € {0,1}. Vrsta je seveda koncna in stevilo
n obiCajno zapiSemo z dvojiskimi stevkami v padajocem redu, zacensi z
najvecjo potenco stevila 2, ki ne presega stevila n. V tem sestavku se
raje odlocimo za dvojisko predstavitev naravnega stevila n z neskonénim
zaporedjem stevk (eg(n))r>0. Tako pripada stevilu 0 zaporedje samih nicel,
stevilu 1 zaporedje (1, 0, 0, ...), stevilu 2 zaporedje (0, 1, 0, ...) itd.

Iz zaporedja zaporedij ((ex(n))g>0)n>0 napravimo dve novi zaporedji:
za vsak n > 0 definirajmo -

s(n) =) ex(n) in t(n) = ) ex(n)erta(n)
k=0 k=0

Torej pomeni s(n) stevilo enk v dvojiskem zapisu Stevila n, tako da zapo-
redje s zavzame po vrstl naslednje vrednosti: 0,1,1,2,1,2,2,3,1,... Prav
tako hitro spoznamo, da t(n) v resnici steje zaporedne pare enk v dvojiskem
zapisu stevila n. Torej je t zaporedje: 0,0,0,1,0,0,1,2,0,...

Ce postavimo r(n) = (—1)%™), dobimo zaporedje, ki se zacne z
1 1]1-11]11-11]111 -1 -1 -11 —1 |

(Zaradi lazjega prepoznavanja strukture smo skupine ¢lenov lo¢ili z navpi¢no
értico.) Bralec naj se sam preprica, da dobimo naslednjih 16 ¢lenov tako,
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veor %E}?;
%fg@é:

Obicajno ’ sTetamo v zvezi 7 narascanjem d

N—1 LV
) n=0 ©n © .

imajo namre¢ zaradi ortogonalnosti funkcij ™% na

A

Ce pa je ¢, = r(n), torej ravno
nasprotna ocena

5, S ()] < oms

k1 smo jo om @mh
M@mg S@Sé‘; aﬂg j@

g(n) sodo st o

41

Obzornik mat. fiz.




Torej je g(n) = > 1_1p(k) za n > 1. Zaporedje p ima zacetek (podcrtali

smo clene z indeksom, ki je potenca stevila 2):

i1 -111~-1-1111-1-11 -1 -1111 ...

Dobljeno zaporedje imenujmo prepogibno zaporedje in poimenovanje
opravicimo s prepogibanjem dolgega papirnatega traku. Trak polozim
ravno podlago in ga veckrat zapored prepognemo v isto smer (glej sliko 1)
ter nato spet razgrnemo.

N

Na mestih upogiba ostane vboklina ali izboklina. Ce vboklini (upogibu
navzgor) priredimo simbol V, izboklini (upogibu navzdol) pa simbol A,
moremo rezultat zaporednega prepogibanja traku prikazati z zaporedjem
simbolov: V V AV V A A... Nadomestimo simbol V z 1 in simbol A z
—1, pa dobimo nase prvotno zaporedje.

Podértana mesta doloc¢ajo strukturo zaporedja. Ce npr. s py oznadimo
konéno zaporedje prvih 2%V — 1 ¢lenov zaporedja p, s py pa isto zapo-
redje v obratnem vrstnem redu in z nasprotno predznacenimi cCleni, do-
bimo zaporedje pyi1 tako, da zaporedju py preprosto dodamo 1 in Se za-
poredje py. Drugade reeno, za vsak N > 1ink = 1,2,...,2"Y — 1 velja
p(2NT — k) = —p(k) in p(2"V) = 1. Podobno lahko za zaporedje g ugoto-
vimo zvezo ¢(2V ™ — k) =g¢q(k —1)+1za N>0ink =1,2,...,2".

Zaporedje 1ma stevilne zanimive lastnosti. Npr. Ze sami sodi ¢leni
tvorijo enako prepogibno zaporedje, medtem ko so lihi izmenoma enaki 1
in —1, kar ustreza izmeni¢nim upogibom traku navgor in navzdol. Tore;j

dobimo prepogibno zaporedje tudi tako, da med Ze znane c¢lene 1zmenicno
vstavljamo 1 in —1:

1 1 -1 1 1 -1 -1
11-111-1-1111-1-11-1-1

Na zacetnih clenih naj bralec sam preveri, da je zaporedje p tudi mul-
tiplikativno, se pravi, da za poljubni naravni stevili m,n > 1 velja p(mn) =
= p(m)p(n). Naj Se omenimo, da prepogibno zaporedje p ni periodi¢no.
Realno stevilo med 0 in 1, ki b1 imelo za stevke dvojiskega razvoja c¢lene
(1 4+ p(n))/2, je celo transcendentno [5].
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Opomba. Papir seveda lahko prepogibamo se na razlicne druge nacine.
Ce ga npr. med upogibanjem vedno obrnemo, dobimo t.i. alternativno
prepogibno zaporedje p':

{i-1-11117~-1-11-1-1-111-111 -1

Potem se zaporedje ¢, definirano s ¢'(0) =0, ¢'(n) = > 7 p Ué) zan > 1,
zacne s cleni: 0,1, 0, ml 0,1,2,1,0,1,0, -1, -~——~2 —1,0 ME,QL .. Lahko
se prepricamo, da je v tem primeru r(n) = 19 ‘(2n) spet RudmmShapirova

zaporedje.

2. Krivulje

Prepagi%anju lahko damo se eno geometrijsko interpretacijo. Denimo,
da v skladu s prepogibnim 5ap0red§em 1,1,-1,1,1,—-1,—1, ... upoglb@m@
neskoncen poltrak v ekvidistanénih

(npr. celostevilskil k

v levo (Ce je p(n) = 1) oziroma v desno (e je p(n) = wl). Za rezukat
dobimo neskonénokrat prelomljeno érto (slika 2), ki jo oznacim o),
kjer je 0 < o < r.

Krivuljo opazujmo v kompleksni ravnini: njen zacetek postavimo v
koordinatno izhodisce, polozaj m-tega oglis€a (upogiba) pa oznacimo z
z(m,a) = z(m, a) + iy(m, a). Potem je |

2(m, a) = etq(0) | giog(l) 4 ez’aq(mml)}

kjer je q Ze znano zaporedje: 0,1,2,1,2,3,2,1,2,3,4,3,... Oznadimo w
= e'% pa lahko zapisemo z(m, a) tudi v obliki

2lm, o) = w3 4 1 |y alm=1)

|

Torej je npr. z(1,a) =1, 2(2,0) = 1 +w, 2(3,a) =1+ w+ w?, 2(4, a)
=1+ 2w + w? itd. (glej sliko 2).
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Ker je prepogibno zaporedje neperiodi¢no, nobena od krivuly I'(«) ni
sklenjena. Pri racionalnih vrednostih a/7 ima sicer ocitno le konéno mnogo
razlicnih naklonov, medtem ko pri iracionalnem a niti to ni res.

Oglejmo s1 razne moznosti:
Za o = 0 je w = 1, poltrak ni prelomljen in za vsak m > 0 dobimo
z(m,0) = m. Za o = w dobimo w = —1 ter z(m, ) = 1, ¢e je m sodo, in
z(m,1) = 0, ¢e je m liho stevilo. Krivulja I'(7r) je neskoncnokrat ponovljena
daljica [0,1]. Druge vrednosti za « dajo bolj zanimive rezultate. P
= /2 dobimo znamenito zmajnico D

L

Pri kotu o = 27/3 krivulja I'(«) izriSe mrezo, sestavljeno iz enako-

strani¢nih trikotnikov (slika 4). Ta mreZa pokrije vso ravnino, vendar je to
tezko dokazati (glej |2]).

Dolo¢imo ogliséa z(2"V,a) za N = 0,1,2,.... Z matemati¢no indukcijo
zlahka ugotovimo, da je v splosnem z(2, a) = (1+w)?. Videli smo namret
ze, da za zaporedje q velja ¢(2V1! — k) = g(k — 1)+ 1 za vsak N > 0 in
vsak k=1,2,...,2%. Torej je

Z(2N+1, oz) ZZ(2N, a) .. wq(2N) R MQ(2N+1‘“1) —

=2(2",a) + w [wqm) .. 4 wi® )]
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OZITOMa

Od tod sledi Zelena enakost.
= 2 cos(a/2) /2 dobin

dajel4+w =1+¢% =

Ce se upostevamo,

2(2V, &) = [2 cos(ar/2)]" etVe/2

2(2V, )| = [2cos(a/2)]", lezijo ta ogliséa na logaritmiéni spirali

parametrom ¢ = log |2 @@S{@{/Z}
kota o je odvisno, kako se bo zapored
neskoncno.

Vzemin
“Qﬁﬁj o)
= ?@%5&/2\% < 1. Torej je o-
@@E@%ﬁ@ zapored]e /Qﬁm a), m > 0. Vsako ﬁ.@mv Sfm‘vﬁ@ m
zapiSemo kot vsoto samih razlicnih potenc stevila 2 in zato 1m
M preprosto oceno

yarametra c @Eiﬂém

oF

gpmj f’ﬁ/ 3 < a < . | konvergira zaporedje ogl

@m%u 0, saj je c < 1 + Ww| =

&

z(m,a)] <1+ |1+w|+ 14w+ . =(1-|1+w) ! =

g

Ce je «/m iracionalno Swmb ni tezko spoznati,

ves enotsk:

j@ za 2‘*@/

“@ %mfﬂ '

narascanja, presega okvir éceg&

7. 44 (1997) 2 45

Obzornik mat.



Kadar je a < 27/3, je ¢ > 0 oziroma |1 + w| > 1, zato je krivulja |
v tem primeru neomejena. Za 7/2 < « < 27/3 sama sebe Se vedno seka

(slika 6).

V mejnem primeru o« = 27/3 se vsaka povezava celo neskoncnokrat
DOIOV] (pﬁ merjaj sliko 4). D mejni primer pa je o = T / ko se zmajnica
v nekaterih @gﬁémh k‘veqemu dotakne SaIo sebe, povezave med oglis¢i pa
se nikoli ne ponovijo (gley sliko 3} V tem smislu se zmajnica, kot sta
pokazala Ze Davis in Knuth |2|, Ze izogne sama sebi. P h kotih, za
0 < o< 7m/2, pa krivulja I'(«) ne seka sama sebe, niti se ne dotika, ampak
bolj ali manj hitro zbezi v neskon¢nost (slika 7)

Vedenje krivulje I'(«) pri spreminjanju kota « nas morebiti spomni na
prehajanje snovi prisegrevanju iz trdnega v tekocCe oziroma napre] v plinasto
stanje. Ali je ta podobnost zgol] nakljucna? Koliksno zvezo 1ma vse to s
fiziko, si pogleyjmo v zadnjem razdelku.

Opomba. Podobno kot s prepogibnim zaporedjem p bi lahko zaceh
tudi z aiternatwmm prepogibnim zaporedjem p’ in v skladu z njegovimi ¢leni
upogibali poltrak v levo ali desno za dolocen kot a. Dobili b1 alternativno
krivuljo I''(«). V posebnem primeru pri o = 7/2 je to t.i. Peanova krivulja,
ki | izpolni” ves trikotni izsek (slika 8). Ker nas v tem sestavku alternativni
pristop ne zanima, to dejstvo samo omenjamo. O razlicnih krivuljah, ki
,napolnijo prostor”, se lahko bralec seznani npr. v [6].
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Shka 8

lel je eden od pomemb
mzmh mhod@v ”@ g

Isingov n
za to je vsem

- znana sprememba a gmgaﬁ: nega S’%a anja. NN
je Ernst Ising, ki je v zgodnjih dvaj%fmh letih raziskoval pojave v zvezi s
feromagnetizmom, zlasti nastanek t.1. spontane magnetizacije. Ker je to
v bistvu matematicni model, ga danes uporabljajo Se na stevilnih drugih
p@qu}h npr pm obm‘vna‘w dvokamponﬁmnn zhitin, pa tudi drugie v

kemiji, molekularni biologiji itd., f@ p@im%a po raziskovar

Imejmo sistem delcev, ki so med seboj povezani v (ekvidistan

kvadratno mrezo v (eno-, dvo- ali M‘imzseénem) prostoru. Stevilo N je
ponavadil zelo Vehko npr. N ~ 104‘ , Vsaka tocka v mrezl, razel robmh
ima {odvisno od dim S@S@dOV d;
@BGS‘% avnostl pogosto zanem ]
oziroma regularna (se pravi, d&
Poleg tega predpostavimo, d
plivajo na @E@@ v dani tocka.

Vsakitockie=1,2,... N prem
samo dve vrednosti, +1 in ['a spremenljivka opisuje stan j@ tocke 1
(spin delca v tej tocki). Pri femm&gq@mzmu je npr. m magnetni moment,
ki kaze v eno od dveh moZnih smeri (npr. , navzgor’ ali navdol”), pri
dvokomponentnih zlitinah pomeni, da polazag zaseda, a‘tom ene ali druge
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komponeme7 pri agregatnih spremembah pa je tocka zasedena z molekulo
ali pa je mesto prazno.
Vsak nabor vrednosti vektorja o = (0‘1,0‘23 .oy ON ) kjer je oy = +1,
se lmenuje %onﬁgummga sistema. Vseh konﬁguramg je 2V Ogmmno Stevilo.
Tetaina, energija sistema je dana s hamiltonianom H, ki je v tem primeru
funkcija konfiguracije:

(4,9) ’

Druga vsota tece po vseh mreznih tockah, prva pa po vseh parih sosednjih
tock. Parameter I ustreza energiji zaradi interakcije sosednjih delcev,
parameter J pa interakciji z zunanjim poljem. Pri feromagnetizmu je
npr. stevilo B pozitivno, zato ima ,namagnetena” konfiguracija, ko za
veCino parov (7,7) velja o; = 0, niZjo energijo kot  nenamagnetena’”, ko
produkti o;0; enakovredno zavzamejo tako vrednost 1 kot —1. Zunanje polje
seveda skusa usmeriti magnetne momente v isto smer, temu pa nasprotuje
termicno gibanje v snovi. Le-to pri dovolj veliki temperaturi res unici
vpliv zunanjega polja. Pri dovolj nizki kriticni temperaturi pa ostane snov
namagnetena, tudi ko izklju¢imo zunanje n agﬁetmo polje (J — 0). Pojavu
pravimo spontana (residualna) n agnemzamj& nezveznost v odvisnost:
od parametra J je primer faznega prehoda.

Ce je sistem v ravnovesju pri (absolutni) tempemtuﬂ 1", vse konfigura-
cije o niso enako verjetne. V skladu z osnovnimi zakoni stamstmne meha-
nike je verjetnost konfiguracije o enaka

7
kjer je B = '}?1{7“" inverzna temperatura (k je Boltzmannova konstanta) in nor-

malizacijski faktor Z = 5 _ e PH (9) t.i. Gibbsova particijska funkcija (odvi-
sna je od B, F/, J in seveda velikosti sistema IV, torej Z = Z(6,E,J,N)).

Particijska funkcija je izbrana tako, da dobimo pravo (Gibbsovo) porazdeli-
tev po vseh konfiguracijah. Ce je parameter 5 majhen (t.j. temperatura T
velika), so vse konfiguracije priblizno enako verjetne. Ce je B velik (tempe-
ratura 1" majhna), pa je veCja verjetnost konfiguracije z nizjo energijo.

Mnoge termodinamicne koli¢ine se izrazajo s funkcijo Z. Tako je npr. in-
terna (lastna) energija sistema definirana kot matematiéno upanje (pov-

precna vrednost) hamiltoniana, kar je (do predznaka) isto kot logaritmicni
odvod Gibbsove funkcije po parametru 3, torej

e PH(?) — ;ﬁ log Z(5,E,J,N).

Drug tak primer je t.i. prosta energiya na mrezno enoto, definirana s
,termodinamicno limito”

F=F@FE,J)= lim ilogZ(,@E’JN)

N —oco
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cijo parametrov 3, I, J. Nezveznost tunkciyje F' ali njenih p
dov bi pomenila moznost faznega prehoda.

Opomba. Ze Ising sam je leta 1925 eksplicitno izrac¢unal enorazsezni
model 1 ugotovil, da ne dopusca singularnosti in zato mi faznih preho-
dov. Leta 1936 je R. Peilerls s preprostim argumentom pokazal, da v dvo-
razseznem pﬁmeru pri doloceni temperaturi pride do faznega prehoda, L.
msager pa je ]iem 3&9@@ @d@é po] ‘resitev dvoraz@@zn@g@, %mgmf@a Imo-

0SNOVNo mre%g}ﬂ ﬁﬁmgd‘ﬁ@@& zunanjega p@h& vsa] kolikor je avtorju
tega prispevka znano, se niso eksaktno resili. Prav tako se upira resitvi tri-
razsezni Isingov model, é@ rav vedo, da fazni prehodi obstajajo.

age®

Vrnimo se sedaj od fizike spet k zaporedjem. Ce je n < 2, lahk
dvojiskem razvoju stevila n sestevamo samo do N — 1, torej

€. (n) - {8} E_}.

Za vsak n < 2V in vsak k = 0,1,2.... N — E
=1 — 2ex(n). OCEM’M so vrednosti za o (’n) iahko le +1. Dodatno :

on(n) = 1, kar je smiselno, saj je eny(n) = 0. Priiz

lahko vektor )=
@”Wméﬁ”@m} 1(n),..., 0N

@inearne

za neko konfiguracijo v enorazseznem
pretece n stevila 0,1,2,...,72

(spommnimo se, da je vseh ravno 2
kava n — o(n) je torej bijekcija iz mnozice {0,1, 2, MINOZICO
vseh Isingovih konfiguracij, zato je tudi hamiltonian, ki pripada posamezni
konfiguraciji, v resnici odvisen od 7

N—1

= —N(E + J) — 4Et(n) + (4F + 2J)s(n) — 2Eeg(n).
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Upostevali smo, da so dvojiske stevke enake 0 za £ > /N 1n uporabili oznake
1z 1. razdelka.

/ia konec si oglejmo dva posebna primera:

1. E=1/2, J=0. Potem je H(n) = —N/2 + 28( ) — 2t(n) — eg(n) =
= —N / 2 + g(n). Gibbsova parmujska funkcija 7, ki je odwsna Se od £ in

od IV, je tedaj enaka

Izberimo 0 < o < 7 in § = —ia (kar je fizikalno seveda nesmiselno, saj]
bi pomenilo imaginarno temperaturo). Potem je

kier je z(2",a) ustrezno oglisée krivulje I'(a) iz 2. razdelka.
izracunali, da je z(2V, o) = [2cos(a/2)]" eVe/2  zato dobin

Z(-——‘ia, N) : [2 cos(a/2)]"Y

Ce spet vpeljemo 3, dobimo Z(3,N) = [2 c:oss;h(ﬁ/Z)]I\f7 kar je veljavno tudi
za 3 > 0, kot mora biti v fiziki oziroma Isingovem modelu. Za prosto
energijo na mrezno enoto v tem primeru izracunamo

F(B) = lim —j—%log Z(B,N) = log|2 cosl]

N—oco

(8/2)]

2. E=—J =1/4. Tedaj je H(n) = —t(n) + %5}(?’5)? kjer je s'(n) =

=Y ten(n) = s(n) — eg(n). Spet vzemimo za 3 imaginarno stevilo, to
pot 8 = 1w, pa se Gibbsova funkcija

_ N . (ﬂ,} e-_fé,ﬂ‘gf (n)/2

izraza 7z Rudin-Shapirovim zaporedjem r. Bralec naj se (vsaj za zacetne
“vrednosti V) sam preprica, da za vsak m > 0 in k = 0,1,2 velja formula

Z(3m + k) = 2%(2 — 20)™/k!, od koder za k = 0,1,2 sledi |Z(NV)
= (\/E)Nﬂf/kf, ce jele N =k (mod 3).

V nekem smislu lahko torej recemo, da teorija krivulj F{ ) (in posredno
teorija stevil) ni nic drugega kot Sfmtls‘tmna fizika pri unagmarm ‘&ﬂmpemw
turi. In nasprotno, statisti¢na fizika je samo teorija krivulj I'(«) pri i3
narnih kotih a.

I
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Miath. Intelligencer 4

brana poglavja iz géﬁ:amg'&}.e
(7. in 8. februarja wg*’? v ijbh&m)

, posveceno mpedmm’&mu uciteljev in pm&%mmf fizike, je
bilo ze 19 p @ ‘V%m j@ pod okril j em Oddelka za fiziko Fakult et@ za
matematiko in fiziko ob pomoci Pedagoske fakultete Univerze v Ljubljani in
Drustva matematikov, fizikov 1 astronomov. V dveh dnevih so se zvrstila

naslednja predavanja:

ministicni k
Hribar Amma@j@ in demostracijski poskusi |
Mehka snov (tekoci kristali)
Novosti pri pouku fizike
P@mm @ktiké

1] Hribar in Pahor Studij toplotnih p

Kr@gm P@g@vm 0 pi‘engm pouk
Strnad insteinova kondenzacija

Bose-E
Vﬂfan. Isingov model
k Superprevodnost

da je tudi na tako klasicnih
d modinamika, veliko zanimivih
novosti. Del pmdam,m pa je poskusal pokaza’m tudi nekaj novih moznosti
za pouk tega dela fizike.

Zapise predavanj sta T. Prosen in S. Zum er 1 mdﬂa v Zbornik Izbrana
pai&w& @z %atwﬁwne mehanike n termodinamike, ki bo v naslednjih mese-
h po delih izsel v Obgorniku.

T Prosen in S. Zumer

at. fiz.

Obzornik n
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Pacs 05.20.6¢g

Med splosno sprejetimi zakoni narave je entropijski edini, ki je obcCasno se izposta-
vljen dvomom - zdi se, da zaradi zastarelih formulacij s toplotnimi stroji. Vendar pri
raznih splosnih povezavah med snovnimi lastnostmi, ki sledijo iz tega zakona, ne manj-
ka zanesljivih eksperimentalnih potrditev. Po drugi strani pa se, ko skusamo entropijski
zakon izpeljati iz osnovnih zakonov in iz atomske podobe materije, pokazejo tezave — kot
tudi pri drugih makroskopskih zakonih. V klasiéni statisticni mehaniki prikazemo sistem,
ki je v termodinamiénem ravnovesju, s kanonic¢no verjetnostno gostoto v faznem prostoru,
pg X e PV g povpredjem njenega logaritma se da entropija sistema linearno izraziti.
Gibbs je zamisel Se posplosil na poljubne verjetnostne gostote: S5 = —kln p + konst. Tako
definirani 5 je pri dani povprecni energiji W maksimalen, kadar je p = pg. Natanko vzeto
pa se tako definirana entropija s ¢asom ne more spreminjati, tako da v strogem pomenu
sploh ni priblizevanja k ravnovesju. Gibbs in Ehrenfest sta nasprotje skusala razresiti z
vpeljavo grobe entropije, pri kateri verjetnost razmazemo po celicah v faznem prostoru,
preden njeno gostoto logaritmiramo. Taki samovolji se Zubarev izogne tako, da se omeji
na lokalno kanoni¢ne in lokalno ravnovesne porazdelitve. Druge opisujejo stanje, s prvimi
pa je definirana entropija.

The entropy law is the only one among the generally accepted laws of nature that
is still occasionally subject to doubt — perhaps because of obsolete formulations on the
basis of heat engines. Yet for the various general relations between properties of matter
that follow from the law, there is no shortage of reliable experimental verifications. On
the other hand, attempts of derivation from the fundamental laws, on the basis of atomic
theory, are beset with difficulties, just as is the case with other macroscopic laws. In
classical statistical mechanics a system in thermodynamic equilibrium is described by a

canonical probability density in phase space: pg e PV . The average of its logarithm
allows a linear expression for the entropy of the system. Gibbs further generalized this

concept to arbitrary probability distributions: S = —klnp + const. For a given average
energy W this entropy is maximal when p = pg. However, the Gibbs entropy does
not change with time, so that in a strict semnse, it cannot describe the approach to
equilibrium. Gibbs and Ehrenfest tried to resclve the dilemma by introducing a coarse-
grained entropy, where the probability is smeared out over suitably chosen cells in phase
space before the logarithm is taken. Such arbitrary procedure is avoided by Zubarev, who
restricts himself to locally canonical distributions, which are then modified to represent
systems in local thermodynamic equilibrium. While the modified distributions represent
the thermodynamic states, the local canonical ones serve to define the entropy. |

Med vsemi naravnimi zakoni je entropijski v pedagoskem pogledu neka)
posebnega, ker se vedno znova najdejo ljudje — tudi taki z ustreznimi

* Zapis spada v okvir zbornika Izbrana poglavja 1z statisticne mehanike in termodina-
mtke, v katerem so objavljena predavanja s seminarja za ucitelje in profesorje fizike,
ki je bil 7. in 8. februarja 1997 v Ljubljani. Uredila sta ga T'. Prosen in 5. Zumer.
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covl veljavnosti. Vpras ang e
edinole @m ropijskega zakona. Al
pogovarjamo’? Ce je
bo nesporazuma:
upajo naravnim zakonom,

strokovnimi kvalifikacijami — ki dvom
je, zakaj se dvomljivel E@ﬁ@m@@ ravno in
je morda kaj narobe z nacinom, kako se v @Gh 0 Tjem
dvom upravicen, ponovna razprava ne b
nerad se pmd@m s praznovernezi, ki spl
ampak raje Carajo z astrologijo in drugimi nacini vedezevanja; takim tako
ali tako ni pomodci. Poskusil pa bom odgovoriti tistim, ki sicer naravnih
zakonov na sploSno ne zametujejo, a kljub temu sprasujejo, ali je entropijski
zakon sploh kolikor toliko zanesljivo utemeljen. Opravicujem se, ce bom
ponovil marsikaj splosno znanega [1,2].

Do naravnih zakonov pﬂd@ @&gé na osnovi opazovanj ali pa tako,
aa ﬁh izpeljemo 1z Ze znanih zak " .
fem1 in %ﬁéi kaj uganeimo,

Medn g e spadajo zakoni k
in elektrom agﬁ@m}ega polja.
V@Eﬁ&j@ E@ 72, velje }mse SNOoV1 in M ﬁ L D

] akmgkapge oc a j O P o entropijskega Se vsi fenome-
noloski zakoni, ki pri tran h povezujejo gradiente s tokovi.
lajbolj znani so Ohm plotnega preva janja, zakon visko-
znosti in dﬁumjskz zakon. L zak@mf SO h sprva prisli na osnovi
opazovan] in so Sele kasneje zaceli razglabljati, kako bi jih 1zpeljali iz osnov-
nih zakonov. To se pravzaprav nikoli ni do konca posrecilo, ceprav ne manjka
prepricljivih argumentov, ki jih fiziki na splosno brez pridrzkov sprejemajo.

Medtem ko ljudje brez ugovorov zaupajo eksperimentalnim potrditvam
Ohmovega 1n drugih fenomenoloskih za,k@nmf se pri entropijskem nekaterim
di, da je bolj na sibkih nogah. l mmmw morda iz pretiranih opozoril v
ucbenikih da zakon ne velja h ne z g@mv‘@g’mg ampak samo
v povprecju ali | statisticno”, | | Natanko ’@aka pa
b1 lahko g mromh t udi o dru g@. 5

uide n (A j d@ 1OV rw’@@ all prem a,b
lelajo | " mpak so zadovoljni s

O Sumu raje mzmﬂjajﬁ posebe].

nemara Z&géé arele formu

oce vrste ne more delovati. C
m lahko oprostili, saj uten je zakona z n
jih je Se toliko, res ni prepricljivo.
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Dandanes raje zaCenjamo s Sirsimi trditvami. V soli najprej razpra-
Vhamg o ireverzibilnih spremembah in poudarimo, da so pri toplotno izoli-
ranem sistemu vsele] nepreklicne [3] Vprasamo, a,h lahko najdemo kolicino,
ki za vsako tako spremembo 1zraza stopnjo mevermbﬂnosm, Dokonéni de
~govor najdemo Sele, ko dopustimo tudi spremembe s prenosom toplote.
Entropijski zakon pove, da obstaja za vsako snov in tudi za vsak sesta-
v]jen sistem enolicna funkcija stanja, entropija S(p,T,...), ki je aditivna
(= ,,ekstenzivna”) in ki je takole povezana z dovedeno toploto in tempera-
turo:

ds > u (1)

Pri tem velja enacaj le za reverzibilne spremembe.

Ker lahko rac¢unamo samo z enacbami, ne pa z neenacbami, je entropija
pravzaprav dobro definirana le za taka stanja, ki jih znamo povezati z rever-
zibilnimi spremembami. To so ravnovesna stanja (namre¢ ravnovesna v
termodinamicnem pomenu besede). Kot primera, ki ga lahko vsakdo sam
racunsko preveri, se spomnimo entropije plina. Za /N enakih delcev in
konstantno toplotno kapaciteto ¢, (pri stalnem tlaku) dobimo

S = Nle,InT — klnp + konst|. (2)

V analizo moramo vkljuciti tudi lokalno ravnovesna stanja. Od ravno-
vesnega se loCijo po tem, da se temperatura in drugi parametri pocasi spre-
minjajo s krajem in casom. Zaupamo, da se za vsak majhen kos snovi en-
tropija rac¢una natanko tako kot za pravo ravnovesje. Pomemben razlocek
je, da 1mamo v lokalno ravnovesnem stanju toplotne in druge tokove, zaradi
katerih npr. temperatura stremi k izenacenju. Taka sprememba je ireverzi-
bilna. Ce je sistem pri1 tem toplotno izoliran, se mu entropija veca, vse do-
kler ni dosezeno resnicno ravnovesje. Tedaj je (za izoliran sistem) entropija
maksimalna in ne more vec rasti.

Iz entropijskega zakona sledijo za lastnosti snovl razne omejitve in po-
vezave, ki se dajo pr@veriti 7z meritvami. Znamenit primer je Clausius-Cla-
peyronova enacba, ki j jo 1zpehe no S te n, da primerjamo mesana druga od-
voda t.1. proste energije F' = Wity wTS za zmes pare in kapljevine. Enacba
povezuje temperaturni odvod izparilnega tlaka s kvocientom izparilne en-
tropije in ustrezne prostorninske spremembe:

dp _
ar

Za premnoge snovi so veljavnost enacbe preverili z dolocevanjem 1zpariine
toplote in funkcije p(7'). Vsako tako ujemanje lahko velja kot potrditev
entropijskega zakona. Strojni inzenirji se na Clausius-Clapeyronovo enacbo
na veliko sklicujejo pri obravnavanju parnega stroja, meteorologi pa, ko
razlagajo pojave v oblakih.
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Ce bi radi mékmsko
pren 11sliti, kako naj sploh opisem mod
s1 vecje “*s%itd@ ki je p@m j@ﬁ@ v erm@gﬁmé pri d
turi. N o bz S1 prec gmﬂjam o j@ e laj telo v dolocenem mi
2 1m lelcs nko dolocene lege in
mﬁ“%%w sa] se zamdg gzam& delcev, pa tudi zaradi mﬁemkmg& s termosta-

ﬁ_kmsk@pskg stanje td&sa ﬁ@pf@%iaﬁﬂ Spfemmj& %pre nembe so ne-
g ' O tem nas dodobra

tom m

d se v jen@ n okviru pogovar-
jamo o verjetnost mh @yazdyw@, h po takih njinh. Dogovoriti se moramo
kako sploh opredelimo te vrste pamz&ﬂWe Ce se zaradi lazje raz-
prave zadﬁvdﬁmo s klasicno p@d@bo patmbujemo tazni prostor s koordina-
g zZaznam uj e zbirko koordinat in p vse Em 3 gn*ane 11

nente - alnih |

prostornino dqgdp 1z G dr _
posamezna tocka v fazn@m pmsé.:@ru

stanju sistema us@reza |
upodabba gibanje vseh dekev Smﬂema k@’s oa namkujejo sile in N
zakon. Iz tega zakona sled: m se p
faznem ] rostoru ohranja. C ke znotraj nek@ga o [' faznega
prostora premaknemo v ¢ 0 enache gibanja, velja

(4)

Lahko si

tekocinskem

107 leu je divergenca ?ﬁ ega toka enaka ni

nestisljiva.

/ makrosko m svetu so sile le 1zjemoma, kongewaiw m j@ taksne,

da se dajo - z gradientl potencialne energije. Solska prin

telesa je enaka negativnemu graienﬁu njegove p
polju.

mgz v zemeljskem teZznem

mikroskopskem Mf@fm vse Sﬂe k@ S@EV&MV e, tako da se - vsdq
predstaviti na opisani (ali malo posploseni) n /ia silo, ki deluje na delec

71 Woot (71, ..., 7n). Ce ni
icialne energije ohranja, torej (za

Sﬁ, 1 v sistemu 1z N delcev, zapisemo
jith sil, se vsota kineticne in pote:
m 7z enoatomnimi delci)

()

9O
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Privosgéili smo si kratico |p|? = p2; + -+ + pz n- HEmacba doloca za vsako
vrednost W celotne energije neko (6N — 1)-dimenzionalno hiperploskev; te
ploskve obd aja jo druga drugo kakor listi cebule. Par bliznjih ploskev, ki
ustreza energijskemu intervalu dW, pa doloc¢a energijsko plast. Za 1zoliran
sistem z energijo v tem intervalu vemo, da se njegova podoba v faznem
prostoru giblje znotraj plasti.

Ce ne vemo, kaksno je mikroskopsko stanje sistema, si pomagamo z
verjetnostno gostoto p(q, p,t) v faznem prostoru [5]. Predstavljamo si fmm];
da je z verjetnostjo p(q, p,t) dg d;
taksno, da pade ustrezna tod{a v faznem pmsmru v element dg
(g,p). Za vsakovrstne kolicine J( q,p i
povpreqa J=[[Jpdgdp. ( o 0 vprasanje je, ali se taksno povprecje
ujema z ustrezno termodinamicno kolicino. Pritrdilen odgovor seveda lahko
lr no samo za smiselno 1zbrano g

p stanje sistema ob trenutku ¢ po nakljucju
dp pri

Ko se sestavni deli sistema gibljejo, se verjetnostna gostota v faznem
pmsﬁom_ na spioéno spreminja, podobno kot so oblaki vsak hgp drugacni,
kadar jih nosi veter. Zato se s Casom spreminjaj] :
Nekag osebn@ga pa so stacionarne %memos%m@ m‘a?ehw@
stota od &asa ni odvisna. Za primerjavo s1 zamislim
glo, ki ostaja tudi ob vetru nespremenjena. Nam megle vza-
memo v faznem pmsmra taksno V@me‘mogéna gostoto, c je odvisna samo
od energije, p = p(W); pri tem vstavimo izraz (5). Reéi hoemo: znotra]
vsake tanke energijske plasti je verjetnostna gostota konstantna, od plasti
do plasti pa lahko drugacna. Ce je sistem prepuscen samemu sebi, se za-
radi Liouvilleovega izreka taka verjetnostna gostota ne spreminja, tako kot
je enakomerno gosta megla stacionarna, ce je gostota zraka ves cas enaka.
/ia opisovanje stanj, ki veljajo v termodinamiki kot ravnovesna, priha-
j&j@ v postev seveda samo stacionarne ‘vememestm@ pemz-@h’we pri kate-
h so vsa povpredja J od Easa neodvisna. Vsaka funkmja
namen ni dobra, zato se bomo morali omejiti na tako 1menovane kanoniéne
verjetnostne gostote P ki pojemajo eksponemnﬁ Z en@rg:ﬁ@ PO O e PV
Ravnovesno smnje pri dobs@m temperaturi 1n z nespreme; ]
delcev vselej opisemo s taksno porazdelitvijo. Znan |
Ozmqu 7z enakomerno ’Eemp@m’mm katerega gosmta, d«rsponemo
visino, torej s potencialno energijo mgz posamezne n
teznem polju.

Po navadi izrazimo kanonic¢no verjetnostno gostoto takole:

pri cemer je normirni faktor
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Za enoatomni plin dobimo

enom fazni integral.

znan 7 1m

N

(8)

[nogi pis To je namreC prosta
energija, ki si jo predstavljamo kot zalogo dela pri reverzibilnih 1zotermnih
spremembah [1].)

Ko odvajamo negativni logaritem
v rezultatu povprecno vrednost energije:

prepoznaino

dln 72 B
dg

(9)

m izraza (9)
ckem sistemu relativni
majhni (velikostne sto-

Za plin sledi iz (8),
prid €mo po ﬂeka, g korakih d
pnje 1/ \/m ) tako da 56 ﬂakhucno ugomvijena energija W
stjo precej natanéno ujema z W. Zato po pmwm s tem verjetnostnim pevm-
ftlﬁazw& @Mam@ e - k pozZNnamo 1
S e pravi: ota kineticne in poten-

"z veliko verjetno-

ustreza Sﬁa dm
Zamislimo s1 sedaj, da sestavimo dva neodvisna sistema, med katerima
ni interakcyje. Za oba privzamemo kanonicéni V@m@?m@%m pomz@ﬁm n
sicer 7 istim ﬁg %E@fﬂ P1 X 6“5 V1
malu videli.) Ce ni interakci % tudi ne m biti k med dog
m in drugem Sigm nu. Verjetnostno g%mm 7.3, S@S"mﬂj@m gmm

zam /AR
rezultata je zapisana skupna energija U

mnozenjem, pg = ﬂiﬁz X €Mﬁ Wieg=PWe = =PW v ekgponemu
= Wy + Ws. Samo pr1 kanonic¢nih
3 oblika

porazdelitvah se pri sestavljanju neodvisnih sistemov z enakim
porazdelitve ohrani

Lastnost param @M“& ﬁ , da 1ma pri S@S%cavlg%n@ __
kot v obeh delih, spominja na temperaturo. Da razkrijemo zvezo, se spo-
mnimo na operacnsko definicijo temperature s phnskim termomewom 1n na
Z1ano 1 @écm,mo energijo enoatomnega plina. Iz primerjave %N /6 = —%N kT
sledi, da je

Temperatura (ali pravzaprav njena reciprocna vredr ﬂsﬂ torej doloca, kako
hltro Verjetnostna gostota v faznem pmstoru Z emergijo sistema pogema
Cim visja j@ tememﬁ& ira, tem bolj poCasno je pojemanje — se pravi tem
bolj je energija razmazana.
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O entropiji sistema se je vredno pogovarjati sele, ko mu dovolimo izme-
njavo energije z okolico. Izmenjava mora biti dovol] pocasna, da velja kot
reverzibilna, se pravi da je termodinamicno stanje kljub spremembam ves
Cas ravnovesno. Reci hocemo: verjetnostna porazdelitev v faznem prostoru
naj bo ves Cas kanonicna. Zahteva je smiselna, ker je gibanje tock v ener-
gijski plasti ergodic¢no ali bolje receno taksno, da se vsi deli plasti cez Cas
med seboj premesajo. (Po zdravi pameti je neznansko malo verjetno, da bi
se 7z nadaljnjim gibanjem porazdelitev spet odmesala.)

[zmenjava energije poteka lahko na dva nacina. Prvi je z delom, ki je
vedno povezano z nekim urejenim gibanjem, npr. s premikanjem bata. Drugi
nacin je s prenosom toplote iz okolice. Toplota, to je tisti deleZ energije, ki se
prenese z neurejenim (termicnim) gibanjem, torej z nakljuénimi trki delcev
1z okolice ob delce sistema. Poudariti je treba, da je razlocevanje med delom
in toploto smiselno samo tedaj, kadar makroskopsko opisujemo sistem iz
velikega stevila delcev. Pr1 mikroskopskem opisu se razlocek 1zguba.

Namesto da bi si za toploto i1zmisljali kak zamotan izraz, zapisimi ta
delez prenesene energije kar pavsalno z d(J), saj nadrobmni potek tistih trkov
sploh ni pomemben. Ce ni drugega dela kot zaradi reverzibilnega stiskanja
prostornine, velja torej

(11)

Toliko i1z termodinamike. Po drugl strani si spet pomagamo s faznim
integralom, ki je sedaj odvisen od V 1n (3. Z upostevanjem obeh parcialnih
odvodov dobimo naslednji totalni diferencial:

—~dInZ = - BpdV +WdpB. (12)

Pr1 tem je tlak p definiran z verjetnostnim povprecjem odvoda energije po
V', namrec

ME@EHZW
.._..__/3 pa

p

Prejsnji diferencial pomaga, da eliminiramo delo — pdV. Dobimo

d(nZ + W) = 8dQ = . (14)

Na levi stoji totalni diferencial necesa, kar je ocitno enolicna funkcija rav-
novesnega termodinamicnega stanja, tako da mora imeti tudi desna stran
to lepo lastnost. Da bomo prisli do ujemanja s termodinamicno definicijo
(1), pomnozimo novo funkcijo z Boltzmannovo konstanto, preden ji damo
1me entropija:

Z

S =k (ln i - BV ) -+ const. (15)
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Zapis zahteva p@j&%ﬁﬂ@ Vzell bomo, da ] Je sistemu narejen 1z [N enakih
d@kmf ki se Eahk@ gibljejo po prostornini V. Iz mmgmmﬁ@ E@mmgmmﬁw
moramo teda] izvzeti clen kIn(1/N!), ¢e hocemo, da je v oklepaju zapisani
izraz 7e sam zase aditiven, se pravi pri stalni stevilski gostoti N/V sistema
sorazmeren 7z IN. Vendar velja to sele pri tako velikem NV, da SIMemo
logaritem fakultete aproksimirati s Mﬂmgmr@ formulo v njeni najbolj grob:
obliki: In(N!) =~ In[(N/e)"]. Pripomniti je Se treba, da integracijske
konstante na koncu izraza (15) v okviru klasi¢ne fizike ne moremo predpisati
brez prisile. Ceprav ni pomembna, je ne smemo izpustiti, ker bi se potem
enacba zdela, kot da velja samo za dolocen izbor enot. Take enacbe pa so
dandanes prepovedane.

Ko primerjamo izraza (15) in (6), opazin
snpem stanju linearno izraza s povprecnim logaritmom
stne gostote:

0, da se entropija v ravnove-
kanonicne verjetno-

! pg} -+ const.

7a vajo se spet lotimo enoatomnega plina in potrdimo, da velja izraz (2),

o — 5
kjer je sedaj ¢, = 3 k.

Zadnjl rezultat nas zapeljuje, da bi
na kakrsna koli stanja, tudi neravnovesna. Na m je n
sa] ni treba drugega, kot da v definiciji po zgornjem
ljubno verjetnostno gostoto v faznem prostoru [4].
sova entropija (spet za N enakih d

v verjetnostnem ( ESE
n da po navadi uporabljamo log
Glbbsova emmpga 1ma pmj catle Eastnost da J Je pri dani povprecm ener-
DI eI 1a, kadar }@ porazdeli-

do-

da naj bo W — — const, 1 a,ﬂaze ustrezemo , da sistemu ne
Vohmo nobene 1 1zmeﬂja‘ve energije z okolico. 7e iz termodm&mxke vemo, da
] 11 POgO ju maksimalna emmpga v E&VHOVESju
dene trditve, ki se z zvijaCo izogne variacijskemu racunu,
bomo ponavljali |1]. Lepo se slisi, da je nova definicija kar se da splo$na in
malno lahko uporabimo tudi za sisteme z majhnim stevilom delcev.
e 19 kSna posplositev jalova.
m plinu, za katerega vselej
1. Verjetnosti se

09



zato mnozijo, tako da zadosca poznavanje enodelé¢ne porazdelitvene funkcije
f(7¥,p,t). Po navadi jo normirajo tako, da je f(7,p,t) d3r d*p povpreéno
Stevilo delcev v navedenem elementu enodelénega faznega prostora. Drugace
povedano: n = [ f d°p je stevilska gostota molekul. Verjetnostna gostota v
celotnem faznem prostoru je potemtakem

1

P

Izraz (17) se sedaj takole poenostavi:

S=—kNInf+ const = —k | flin f d3r dgp + const. (19)

Velja podobno, kot smo %e povedali: pri dani povprecn: energiji molekule
doseze S svo] maksimum, kadar je verjetnostna gostota kanonicna — ali
Maxwellova, kot pravimo pri enocdeléni porazdelitvi. Zapisimo jo za primer,
ko ni zunanjega polja:

(20)

Ko ta zapis vstavimo v formulo (19), ponovno sledi izraz (2) za entropijo
plina.

Kdor hoce pojem verjetnosti fizikalno utemeljevati, se rad sklicuje na
operacijsko definicijo z namisljeno mnozico realizacij (ensemble). Namesto
enega sistema si predstavlja veliko stevilo kopiy v razlicnih mikroskopskih
stanjih. Taka mnoZica bi morala seveda biti neznansko bogata, preden bi
1z nje lahko razbrali vrednosti p, tako da podoba navsezadnje ni posebno
prepricljiva. Potrebna pa tudi ni.

Komur se idejne tezave glede verjetnostne gostote v faznem prostoru
sistema upirajo, lahko pri plinu poskusi na drug nacin. Vzamemo eno samo
posodo s plinom in si mislimo, da poznamo funkcijo f(7,p,t). Enodel¢ni
fazni prostor razdelimo na primerno velike celice, recimo s prostornino
d°r d®’p = A, in aproksimiramo gostoto v njih z dejanskim stevilom molekul;
v 1-t1 celici je torej f(7;,p;,t) = N;/A. Ce prej ne obupamo, pridemo s
predrzno kombinatori¢no telovadbo in z izdatno zlorabo Stirlingove formule
do znane Boltzmannove formule, ki 1zraza entropijo z logaritmom stevila
moznih razporeditev [N delcev na izbrane celice. Pri uporabi formule pa
moramo bitil previdni; saj ¢e jo razumemo dobesedno, entropija ni aditivna.
Bolje je, ¢e presedlamo na kvantno mehaniko in Stejemo linearno neodvisna
stacionarna stanja molekule, namesto da bi merili njen fazm prostor.

V nadaljnji razpravi pridemo do trditve, da je entropija merilo za nered.
V soli pridejo take besedne igre kar prav, ceprav se da nered neodvisno od
entropije definirati samo za posebno preproste primere.
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PO njem imentje iﬁ 7.8].
Zmann m@d @rugi 0 ]

Hﬁ ), ce prepmﬁmme sistem samemu o |
| h. misljali, da razumemo o pojave. R
da je dommneva napacna, | 1 (zibbsova entropija se pri adeama
m sistemu sploh ne m 1t
imo si, da k@@rmam v %&zn@

m Miramo
p(0)) se v Casu t pre-
| gaz ega pro-

Uvidimo, da
nespremenjena;
substancialni

(21)

| podobnega dogaja z
1 kolac, ¢e difuzijo lahko

barvo pri mesanju malinovca ali testa za m I
zanemarimo. V faznem prostoru je zagotovo ni, ker je gibanje tock v njem
deterministicno. Ko se v mishih premikamo s sragami malinovca ali testa
naprej, imamo znotraj vsake ves cas enako barvo — podobno, kot je v faznem
prostoru p ves cas enak. Nobeno povprecje se zato ne more spremeniti, tudi
tisto v enacbi (17) ne

m smo trcéili ob hudo nasprotje, ki je Ze dolgo znano kot paradoks
pojavi reverzibilni, ker so enacbe

ireverzibilnosti. V svetu delcev so val
gibanja (po Newtonu ali chrodingerju ali Diracu) invariantne

Finsteinu &E
prot1 obratu Casa. Konstantnost ( o Sove @nfﬁmgjﬁ j@ agkdica te

ﬂ} o veljavi osnovnih 1OV ah po drugi strani o
P ojavov?

__ m pozabil imenitne vecer: e

ki jo je leta 1977 orgas: m iral N. G

soli za statisticno mehanik

' usije o '- 1 ireverzibilnosti,
K al Mednarodni letm
Vsakdo je 1mel svoj
in neverjetno veliko
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