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KI INDEKSI V KEMIJSKI TEOR

JANEZ ŽEROVNIK

Math. Subj. Class. (1991) 05C90

V članku predstavimo Wienerjevo število, enega najbolj znanih topoloških indeksov

v kemijski teoriji grafov.

TOPOLOGICAL INDICES IN CHEMICAL GRAPH THEORY

The Wiener number, one of the best known topological indices in chemical graph

theory, is introduced.

1. Uvod

Kemikom je doslej uspelo sintetizirati na milijone različnih molekul.

Okupaj z njihovimi ugotovljenimi lastnostmi je to ogromna količina znanja.

Ze vprašanje, kako naj bodo ti podatki shranjeni in organizirani, da jih bo

mogoče čim bolje izkoristiti, je zelo zanimivo. Nas pa tokrat zanima, ali in

kako je mogoče to znanje uporabiti za napoved lastnosti novih molekul, ki

še nikoli niso bile sintetizirane! Razlogov za tako vprašanje je več, morda

sta najpomembnejša naslednja dva. 'Teoretično je različnih možnih mole-

kul seveda poljubno veliko. Tudi če postavimo mejo na število atomov v

molekuli, dobimo ogromno molekul, saj raste število različnih molekul izre-

dno hitro!. Če število kandidatov ne bi bilo preveliko, postane pomemben

strošek sinteze nove molekule, v tekmi med (na primer) proizvajalci zdravil

pa je zelo pomemben tudi čas.

Fizikalni modeli molekul (glej npr. |1|) lahko dobro napovedo lastnosti

molekule, vendar so taki izračuni običajno izredno zahtevni, predvsem pa

zanje potrebujemo ogromno časa.

Ali je mogoče s preprostim računom napovedati lastnosti molekule, še

preden je sintetizirana?! 'To bi bilo preveč enostavno. Morda pa je to mogoče

vsaj za kakšno od lastnosti, in to s precejšnjo zanesljivostjo?! Izkazalo se je,

da je mogoče s pomočjo teorije grafov v mnogih primerih na ti vprašanji

odgovoriti pritrdilno.

2. Topološki indeksi molekulskih grafov

V naravi je molekula tridimenzionalni objekt, v nekoliko poenostavlje-

nem jeziku lahko rečemo, da jo sestavljajo atomi, ki so lahko različnih

, tipov", in kemijske vezi med njimi. |

Kemijski graf molekule je poenostavljena kombinatorična predstavitev

molekule. Atomi so točke grafa, vezi pa povezave grala. V molekuli

? Arthur Cayley je leta 1875 rešil problem preštevanja dreves prav zaradi vprašanja
štetja števila izomer v kemiji. Stevilo alkanov (ogljikovodikov s samimi enojnimi

vezmi med atomi) na primer z rastočim številom atomov ogljika raste takole: 1, 1,

1,2, 3, 5, 9, 18, 35, 75, 159, 355, 802, 1858 in 4347 (pri n < 15) [7].
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metana, na primer, ležijo štirje vodikovi atomi v ogliščih tetraedra, ogljikov

atom pa v središču. Graf, ki ga dobimo, ima eno točko stopnje štiri in

štiri točke stopnje ena. Pri tem, ko iz molekule naredimo grafi, zavestno

zanemarimo informacije, kot so na primer koti med povezavami, položaj

atomov, in podobno. Ce imamo v molekuli različne atome in različne tipe

povezav, včasih točke in povezave opremimo z ,,utežmi". Vsaj v primeru,

ko študiramo ogljikovodike, pa se izkaže, da pogosto zadošča, če študiramo

samo skelet molekule, ki je sestavljen iz ogljikovih atomov, torej enostaven

graf brez uteži.

H
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ji H
H C C C C H H C C C H

|
H H H H H H H

|
C C C C ' C C C

S na 4. e Ma 9

Slika 1. Od ogljikovodika do grafa. Dve izomeri pri n < 4.

Topološki indeks je funkcija, ki molekulskemu grafu priredi število. V

matematiki topološkim indeksom pravimo grafovske variante. V kemiji je

znanih prek 120 topoloških indeksov [5], njihovo število pa še vedno narašča.

V nekaterih primerih se splača uporabiti primerno kombinacijo različnih

indeksov.

Večina indeksov temelji na povezanosti in na razdaljah v graftu. Eden

prvih in verjetno najbolj znan na razdaljah grafa temelječi topološki indeks

je Wtenerjev indeks ali Wienerjevo število. Leta 1947 je Henry Wiener

opazil zelo dobro korelacijo med vreliščem alkanov? in nekim številom, ki

ga je dobil s preprostim računom iz grafa molekule. V nadaljevanju si bomo

ta indeks nekoliko pobliže ogledali.

Preprostejše indekse, kot je na primer število atomov molekule, so

kemiki uporabljali že prej, široko uporabnost Wienerjevega števila in drugih

indeksov pa so zares opazili in začeli uporabljati šele konec sedemdesetih

let. V zadnjih letih so mnogi raziskovalci preizkusili številne druge indekse,

s katerimi napovedujejo različne lastnosti na raznih tipih molekul. Nekaj

? Wiener jih z zdaj nekoliko zastarelo terminologijo imenuje , parafini".
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jih je predstavljenih v poljudnem članku |4|, še več pa (na primer) v knjigi

[5]. Na to temo je bilo v preteklih letih objavljenih ogromno znanstvenih

člankov. Tema pa očitno še ni izčrpana?.

3. Wienerjevo število

Definirajmo najprej Wienerjevo število za drevesa, podobno kot je v

originalnem delu naredil Wiener |6|.

Drevo je povezan graf brez ciklov. Ce izberemo katero koli povezavo

drevesa in jo odstranimo, dobimo dve povezani komponenti. Definirajmo

utež povezave e — uv Z

wle) — He uhe,v

kjer smo z n«, označili število točk v povezani komponenti, v kateri je

točka r.

Ker v drevesu vsak par točk povezuje natanko ena najkrajša pot, lahko

pomen uteži opišemo tudi takole: w(e) je ravno število najkrajših poti v

drevesu, na katerih leži povezava e.

Wienerjevo število je vsota uteži vseh povezav drevesa:

Wiener je študiral vrelišča alkanov in opazil izredno dobro korelacijo

med izmerjenimi vrelišči in tem številom. Pokazal je tudi zvezo z drugimi

fizikalnimi lastnostmi alkanov, na primer z volumnom molekule, izparilno

toploto in drugimi.

Ker niti vse molekule, kaj šele vsi grafi, niso drevesa, se je naravno

vprašati, kako se da smiselno posplošiti definicijo Wlienerjevega števila na

poljubne grafe. Hosoya je prvi opazil, da na drevesih velja

1

kjer je d(u,v) razdalja med točkama v in v.

Dokažimo!

Najprej je

Š Ob petdeseti obletnici odkritja Wienerjevega indeksa (1997) bosta izšli posebni
številki revij Discrete Applied Mathematics in Communications in Mathematical and

Computer Chemistry (MATCH) 35 (1997), ki ju urejajo Ivan Gutman, Sandi Klavžar

in Bojan Mohar.
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kjer vsota na desni strani teče po vseh (neurejenih) parih točk u, v e V (T).

Na levi smo vsak tak par u 7£ v šteli natanko dvakrat, vse razdalje d(u, u)

pa so seveda enake 0.

Veljavnost enakosti

» d(u, v) < > wfe)

tuj k

pa preverimo tako, da na dva načina preštejemo povezave na vseh najkrajših

poteh in se DI pomena uteži w(e). 'Torej je res

| > ON 2, du) - >,wfe),
d EV(T) veV (T)

Wienerjevo število je torej vsota vseh razdalj v drevesu. Zato je bilo

Wienerjevo število na poljubnem povezanem grafu definirano kot vsota vseh

razdalj grafa:

7 X 3 d(u, v)
d LEV(G) veV(G)

Potem ko poznamo Hosoyevo posplošitev Wienerjevega števila na po-

ljubne grafe, lahko pogledamo, kako bi bilo treba posplošiti definicijo uteži

na povezavah, da bi dobili Wienerjevo število na poljubnem gradu.

Naredimo takole: če je med točkama a in b več najkrajših poti (označimo

to število najkrajših poti z n,,), potem naj par a, b prispeva k utežem

povezav vsake od najkrajših poti po 1/n,,;,. Skupaj torej par točk prispeva

k utežem d(a,)), tako kot prej. Ali pa

W(G) < Z, wfe) (x)
ecE(G)

in ;

Na,b

kjer seštevamo po vseh najkrajših poteh med točkama a in b, na katerih leži

povezava e.

Pojasnimo definicijo na primeru grafa na sliki 2. Izračunajmo razdalje

in število najkrajših poti v grafu in jih zapišimo v tabeli.

par točk (Vi, V2] dvi,va] (vi,vaj] (vi,vsj 1v2,v3j
razdalja 1 2 3 2 1

število najkrajših poti 1 1 2 1 1

par točk (va, vaj 1v2,v5j 4v3,V4j 1V3,vsj 1Va,v5)
razdalja 2 1 1 2 1

število najkrajših poti 2 1 1 2 1
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Zdaj pa izračunajmo še uteži povezav. Povezava ej; < vjvs Ima utež

w(e,) <w(viv2) < l/ni, S 1/ni,3 S 2/n1,4 -- 1/ni,5 —

Podobno povezavi e3 — vav3 pripada utež

w(es) < w(vavz) <1/ni3 -- l/nja - l/na3 - l/naa - l/n3 5 —

-14142[

-11i 4142 p 535.
2 2. 2

Povezavam eg — UsV4, e4 — V4Vs in ep < V,U;s pripadajo uteži

ibirldic25,isitiisl<25bBinisli;ilti—535

Ce izračunamo vsoto vseh razdalj v grafu iz prve tabele in vsoto vseh

uteži, obakrat dobimo 16, Wienerjevo število grafa.

Slika 2.

Namesto dokaza trditve (x), ki ni zahteven, si raje oglejmo še eno

interpretacijo Wienerjevega števila in uteži na grafu. Mislimo si, da naš

graf predstavlja mesta, povezave pa ceste med njimi. Recimo, da je promet

med vsakim parom točk enak. Ce je graf drevo, potem uteži w(e) na

povezavah preštejejo promet, uteži torej povedo, koliko je katera od povezav

obremenjena. Kaj pa če graf ni drevo? Potem si mislimo, da se bo promet

enakomerno razdelil na vse najkrajše poti, kadarkoli jih je na razpolago več.

In spet uteži ww(e) merijo obremenjenost povezav.

Primer: Med točkama u in v grafa na sliki 3 so tri najkrajše poti, zato

se promet razdeli na tretjine.

Slika 3. Prispevek para točk u in v k utežem na povezavah.
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4. Računanje Wienerjevega števila

Wienerjevo število poljubnega grafa lahko izračunamo tako, da sešteje-

mo vse elemente v zgornjem trikotniku matrike razdalj grafa. Matriko

razdalj grafa dobimo na primer tako, da izračunamo razdalje od vsake točke

do drugih točk z znanim algoritmom iskanja v širino (glej na primer |2|).

Časovna zahtevnost te metode je O(mn), kjer n pomeni število točk, m
pa število povezav grafa.

Na drevesih pa je mogoče Wienerjevo število izračunati še hitreje, v

času reda O(n), z elegantnim algoritmom Moharja in Pisanskega [3], ki

je izboljšana in poenostavljena verzija algoritma Canfielda, Robinsona in

Rouvraya.

(1) Najprej drevo zapišemo kot usmerjeno drevo s korenom. Predposta-

vimo, da je drevo dano v obliki vektorja 1;,i<1,2,...,n—1, kjer T; <

— ; pomeni, da je ) oče 2-ja. Take predstavitve drevesa ni težko dobiti.

Izberemo poljubno točko za koren (ta nima nobenega očeta), imenujmo

jo v. Vsi sosedi točke v so sinovi, torej postavimo 7; < v, kazalec iz z

nazaj k v. Podobno sinovi sinov pokažejo na svoje očete, in tako dalje.

Za vsako točko izračunamo število sinov, torej število puščic, ki kažejo

nanjo. (To lahko storimo kar sproti, ko zapisujemo vektor T'.)

Postavimo vse liste drevesa v čakalno vrsto.

Vzamemo točko iz čakalne vrste. Zbrišemo ta list drevesa (oz. povezavo

do njega) in izračunamo w(e) (kot je to opisano spodaj). Novi list, če

se je pojavil, vstavimo v vrsto. Ponavljamo, dokler vrsta ni prazna.

Seštejemo vse uteži povezav w(e).

Za konec še primer. Izračunajmo Wienerjevo število za graf na sliki 4.

Na povezave bomo zapisovali število točk v tisti , polovici" drevesa, ki smo

ga že zbrisali. Označimo to število s t(e). Iz tega zapisa preberemo utež

povezave, w(e) — t(e)(n — t(e)). Nadalje t za usmerjeno povezavo e — uv,

ki je prišla na vrsto za brisanje, dobimo tako, da seštejemo t-je povezav zu

in prištejemo 1.

Drevo na sliki 4 smo že usmerili in z utežmi it <— 1 (v katerem koli

vrstnem redu) označili povezave, ki vodijo iz listov.

1
e e<———oa

Ji

PA š

»— > >e< š< DP

1 1

Slika 4. Računanje Wienerjevega indeksa drevesa. Prvi korak.
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Liste zbrišemo in nadaljujemo postopek z listi novega drevesa (slika 5):

I/

Slika 5. Računanje Wienerjevega indeksa drevesa. Nadaljevanje.

Na koncu dobimo uteži (slika 6):

x —e
] 2

x š

2 k]

Ko ul go bo

1 1

9

Slika 6. Računanje Wienerjevega indeksa drevesa. Dobljene uteži.

Wlienerjevo število je torej enako W(T) — >, t(e)(n — t(e)) —

—6x1(13—1)42x2(13—2)42x3(13—3)41x5(13—5)-1x7(13—7)—

x 208.
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BINARNA ZAPOREDJA, PREPOGIBANJE PAPIRJA IN

STATISTICNA FIZIKA

MILAN HLADNIK

Math. Subj. Class. (1991) 11B83, 82B20

V članku definiramo Rudin-Shapirovo in prepogibno zaporedje, pojasnimo nekatere

njune aritmetične in geometrijske lastnosti ter ju povežemo z enorazsežnim lsingovim

modelom iz statistične fizike.

BINARY SEOUENCES, PAPER-FOLDING AND STATISTICAL

PHYSICS

In the article we define Rudin-Shapiro and paper-folding seguences and explain some

of their arithmetical and geometrical properties. Both seguences are then related to the

one-dimensional Ising's model from statistical physics.

1. Zaporedja

Dvojiški zapis naravnih števil dobro poznamo. Naravno število n > 0

razvijemo po potencah števila 2 v vrsto

CO

n — , eg(n)2",

k—0

pri čemer so števke e,(n) ec J0,1). Vrsta je seveda končna in število

n običajno zapišemo z dvojiškimi števkami v padajočem redu, začenši z

največjo potenco števila 2, ki ne presega števila n. V tem sestavku se

raje odločimo za dvojiško predstavitev naravnega števila n z neskončnim

zaporedjem števk (e;(n)),>o. Tako pripada številu 0 zaporedje samih ničel,

številu 1 zaporedje (1, 0, 0, ...), številu 2 zaporedje (0, 1,0,...) itd.

Iz zaporedja zaporedij ((e,(n)),>0)n>0 napravimo dve novi zaporedji:

za vsak n > 0 definirajmo UE

s(n) — Na e,(n) in t(n) < >, e,(n)eg,1(Nn).
k—0 k—0

Torej pomeni s(n) število enk v dvojiškem zapisu števila n, tako da zapo-

redje s zavzame po vrsti naslednje vrednosti: 0,1,1,2,1,2,2,3,1,... Prav

tako hitro spoznamo, da %(n) v resnici šteje zaporedne pare enk v dvojiškem

zapisu števila n. Torej je t zaporedje: 0,0,0,1,0,0,1,2,0,...

Če postavimo r(n) < (—1)'"), dobimo zaporedje, ki se začne z

1|1|1-1[|11-11|111-1-1-11 —-1 |

(Zaradi lažjega prepoznavanja strukture smo skupine členov ločili z navpično

črtico.) Bralec naj se sam prepriča, da dobimo naslednjih 16 členov tako,
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da ponovimo prvih osem dosedanjih členov, zadnjim osmim pa spremenimo

predznak. Zgodba se seveda potem kar naprej ponavlja.

To je znamenito Rudin-Shapirovo zaporedje, ki večkrat nastopa npr. v

teoriji Fourierovih vrst. Običajno ga srečamo v zvezi z naraščanjem delnih

vsot trigonometrijske vrste. Vsote Sy(z) <— NDH mi cp 8" s poljubnimi
koeficienti c,, € 41—1,1) imajo namreč zaradi ortogonalnosti funkcij e'""" na

intervalu |0, 27] lastnost

1 pe na V ajaoe > — x7( | J ZZ .ose, Srce) z (57 [| ISole)Par) —w
Ce pa je c,, <— r(n), torej ravno Rudin-Shapirovo zaporedje, velja tudi

nasprotna ocena

Sy(7)| < konst. : NW?p max |Sy(x)| S kons

kar pomeni, da maksimalna vrednost delnih vsot ne narašča hitreje kot VN.
To dejstvo je dostikrat ugodno.

Člene Rudin-Shapirovega zaporedja dobimo tudi kot koeficiente polino-
mov P,, ki so rekurzivno definirani z naslednjimi formulami:

arom n

Pri < Fn EA On, Oni sl, —- X" (Dn za n2>U.

Zaporedje polinomov /, se torej glasi /$ << 1, PF; < I- X,

Pa, <14X4X%1- X)<143X4X'-X% P, <14X4X'- X'4

4X'14X—- X? 4X) —14X4X?—- X?4 X'4, XS —- XS 4 X! itd.
Bralec gotovo opazi isto strukturo tvorbe novih členov polinoma kot prej

pri zaporedju.

Izberimo x € ]R in postavimo X < e'", Ker je sedaj |X| — 1, do-

bimo po paralelogramski enakosti |P, |" 4 |0,|? < 2(|P,-1]' |0,-1%) —

...— 21 ip zato |P,| < 2(n-1)/2. Torej je |S,2(£)| < | P,(e'%)| < vV2a/2",
Vsako naravno število /N pa lahko izrazimo kot vsoto nekaj poleno oa

2 (največja naj bo 2"), zato dobimo |Sy(r)| < v2v2" --. —

VOV a AE) < AVRE DV < MV LIN, To je te
sta ocena, ki smo jo omenili prej v zvezi z naraščanjem delnih vsot, kadar

koeficienti sestavljajo Rudin-Shapirovo zaporedje.
Definirajmo sedaj še eno zanimivo zaporedje. Najprej naj bo za vsak

n >0

g(n) — 2s(n) — 2t(n) — eg(n),

kjer sta s in t prejšnji zaporedji. Za majhne n dobimo naslednje vrednosti:

0,1,2,1,2,3,2,1,2,3,4,3,... Opazimo, da je g(n) sodo število pri sodem in

liho število pri lihem n. Za n > 1 definirajmo še

pin) < g(n) —- ain—1).
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Torej je g(n) < >;.;p(k) za n > 1. Zaporedje p ima začetek (podčrtali

smo člene z indeksom, ki je potenca števila 2):

l1-111l1-l-1111-—-l1-11-1-l1111.

Dobljeno zaporedje imenujmo prepogibno zaporedje in poimenovanje

opravičimo s prepogibanjem dolgega papirnatega traku. Irak položimo na

ravno podlago in ga večkrat zapored prepognemo v isto smer (glej sliko 1)

ter nato spet razgrnemo.

Na mestih upogiba ostane vboklina ali izboklina. Če vboklini (upogibu
navzgor) priredimo simbol V, izboklini (upogibu navzdol) pa simbol A,

moremo rezultat zaporednega prepogibanja traku prikazati z zaporedjem

simbolov: V V A V V A A... Nadomestimo simbol V z 1 in simbol A z

—1, pa dobimo naše prvotno zaporedje.

Podčrtana mesta določajo strukturo zaporedja. Če npr. s py označimo

končno zaporedje prvih 2" — 1 členov zaporedja p, s pn pa isto zapo-
redje v obratnem vrstnem redu in z nasprotno predznačenimi členi, do-

bimo zaporedje pni; tako, da zaporedju py preprosto dodamo 1 in še za-

poredje pn. Drugače rečeno, za vsak N > 1in k < 1,2,...,2N —1 velja

p(2NH o k) — —p(k) in p(2N) <— 1. Podobno lahko za zaporedje g ugoto-

vimo zvezo g(2NH! k) <g(k—1)4lza N >0ink<il,2,...,2N,

Zaporedje ima številne zanimive lastnosti. Npr. že sami sodi členi

tvorijo enako prepogibno zaporedje, medtem ko so lihi izmenoma enaki 1

in —1, kar ustreza izmeničnim upogibom traku navgor in navzdol. 'Torej

dobimo prepogibno zaporedje tudi tako, da med že znane člene izmenično

vstavljamo 1 in —l:

1 1 -1
1 1 -1. 1 1. —1 —-1

11-111-1-1111-1-11-1-1

Na začetnih členih naj bralec sam preveri, da je zaporedje p tudi mul-

tiplikativno, se pravi, da za poljubni naravni števili m,n > 1 velja p(mn) <

— p(m)p(n). Naj še omenimo, da prepogibno zaporedje p ni periodično.

Realno število med 0 in 1, ki bi imelo za števke dvojiškega razvoja člene

(1 --p(n))/2, je celo transcendentno [5].
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Opomba. Papir seveda lahko prepogibamo še na različne druge načine.

Če ga npr. med upogibanjem vedno obrnemo, dobimo t.i. allernativno

prepogibno zaporedje p':

1—-1I1-1111-—-l-11-—-1-1i-l11I-111-1...

Potem se zaporedje g', definirano s g((0) < 0, g/(n) < $., p(k) zan>1,

začne s členi: 0,1,0,—1,0,1,2,1,0,1,0,—1,—2,—1,0,—1,0,1,0,... Lahko

se prepričamo, da je v tem primeru r(n) < ;4(2n) spet Rudin-Shapirovo
zaporedje.

2. Krivulje

Prepogibanju lahko damo še eno geometrijsko interpretacijo. Denimo,

da v skladu s prepogibnim zaporedjem 1,1,—1,1,1,—1,—1,... upogibamo

neskončen poltrak v ekvidistančnih (npr. celoštevilskih) točkah za kot x

v levo (če je p(n) < 1) oziroma v desno (če je p(n) < —1). Za rezultat

dobimo neskončnokrat prelomljeno črto (slika 2), ki jo označimo z (a),

kjerje O < o < r.

Krivuljo opazujmo v kompleksni ravnini: njen začetek postavimo v

koordinatno izhodišče, položaj m-tega oglišča (upogiba) pa označimo z

z(m, a) < z(m,a) £- iy(m, a). Potem je |

z(m, a) — ežag(0) J ežtag(1) pt... ejad(m-1)

kjer je g že znano zaporedje: 0,1,2,1,2,3,2,1,2,3,4,3,... Označimo w
— e!%. pa lahko zapišemo z(m, a) tudi v obliki

z(m,a) <ut% 4,4) 4, 4 galm-),

Torej je npr. z(1,a) <1, z(2,a) <14w, z(3,a) <14w4w?, z(4,a) —

—1 4 2w --w" itd. (glej sliko 2).
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Ker je prepogibno zaporedje neperiodično, nobena od krivulj T(a) ni

sklenjena. Pri racionalnih vrednostih 4/7 ima sicer očitno le končno manogo

različnih naklonov, medtem ko pri iracionalnem a niti to ni res.

Oglejmo si razne možnosti:

Za a —< 0 je w <— 1, poltrak ni prelomljen in za vsak m > 0 dobimo

z(m,0) < m. Za a < 7 dobimo w < —1 ter z(m,7) <— 1, če je m sodo, in

z(m,1) < 0, če je m liho število. Krivulja I'(7) je neskončnokrat ponovljena

daljica [0,1|. Druge vrednosti za a dajo bolj zanimive rezultate. Pri a <

— 7/2 dobimo znamenito zmajnico Davisa in Knutha |2| (slika 3).

LI

Slika 3

Pri kotu a <— 27/3 krivulja [(a) izriše mrežo, sestavljeno iz enako-

straničnih trikotnikov (slika 4). 'Ta mreža pokrije vso ravnino, vendar je to

težko dokazati (glej |2]).

Določimo oglišča z(2",a) za N — 0,1,2,.... Z matematično indukcijo

zlahka ugotovimo, da je v splošnem z(2N, a) < (14w)". Videli smo namreč

že, da za zaporedje g velja g(2NH! — k) — g(k — 1) 4-1 za vsak N > 0 in

vsak k < 1,2,...,2N. Torej je

z(2NH. o) <z(2N,a) 4 ude), 4 jala)

-z(2W,a) bu ju)... posto)
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oziroma

z(2VH 4) <(14w)z(2"N,a).

Od tod sledi želena enakost. Če še upoštevamo, da je 14w — 1 4e'% —

— 2cos(a/2) e'%/?, dobimo za vsak N > 0 formulo.

z(2N, a) < [2cosla/2)]" ešNa/?.,

)| < [2 cos(a/2)]", ležijo ta oglišča na logaritmični spirali

metrom c < log|2cos(a/2)|. Od parametra c oziroma od

kota a je odvisno. kako se bo zaporedje oglišč vedlo, ko bo naraščal N v
neskončno.

Vzemimo najprej 27/3 < a < v. 'Tedaj konvergira zaporedje oglišč

z(2N, a) proti koordinatnemu izhodišču 0, saj je c < 0 oziroma |1 - w| <

— — 2cosla/2) < 1. Torej je zaporedje z(2",a) omejeno, omejeno pa je tudi
celotno zaporedje z(m,a), m > 0. Vsako naravno število m namreč lahko

zapišemo kot vsoto samih različnih potenc števila 2 in zato imamo za vsak

m preprosto oceno

Ob ba Či

W o LSNESU
>
s; MO
Z
Z

[z(m,a)| <14[1£w|£|l£w? 4... < (1- (140/7! < [1 — 2cos(a/2)]7

Ce je a/7 iracionalno število, ni težko spoznati, da vsebuje zaprtje

(a) ves enotski krog s središčem v koordinatnem izhodišču. Vsekakor

je za 27/3 < a < m množica (a) neka kompaktna (omejena in zaprta)

podmnožica kompleksne ravnine, ki je pri racionalnem razmerju a/7 lahko

močno preluknjana (slika 5).

K

uigejAA

ZA
[AI

N z 4 N z 8 N z 15

Slika 5

Mejni primer je kot a — 27/3, ko ležijo oglišča z(2N,27/3) — e'Nm/8
na enotski krožnici (c < 0, H ft wj — 1). Računalniška simulacija pokaže,
da je tedaj zaporedje (z(m, 27/3) 9 neomejeno, vendar se izkaže, da je
naraščanje števil max,<n|z(m,27/3)|, ko n — oo, zelo počasno. Strog

dokaz dejstva, da je sup,,>g/z(m,27/3)| < co, ali celo izpeljava hitrosti

naraščanja, presega okvir tega prispevka.
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Kadar je a < 27/3, je c > 0 oziroma |1 -- w| > 1, zato je krivulja I(a)

v tem primeru neomejena. Za 7/2 < a < 27/3 sama sebe še vedno seka

(slika 6).

V mejnem primeru a <— 27/3 se vsaka povezava celo neskončnokrat

ponovi (primerjaj sliko 4). Drug mejni primer pa je a <— 7/2, ko se zmajnica

v nekaterih ogliščih kvečjemu dotakne samo sebe, povezave med oglišči pa

se nikoli ne ponovijo (glej sliko 3). V tem smislu se zmajnica, kot sta

pokazala že Davis in Knuth |2|, že izogne sama sebi. Pri majhnih kotih, za

0 < a < 7/2, pa krivulja [(a) ne seka sama sebe, niti se ne dotika, ampak

bolj ali manj hitro zbeži v neskončnost (slika 7).

Slika 7

Vedenje krivulje ['(a) pri spreminjanju kota a nas morebiti spomni na

prehajanje snovi pri segrevanju iz trdnega v tekoče oziroma naprej v plinasto

stanje. Ali je ta podobnost zgolj naključna? Kolikšno zvezo ima vse to s

fiziko, si poglejmo v zadnjem razdelku.

Opomba. Podobno kot s prepogibnim zaporedjem p bi lahko začeli

tudi z alternativnim prepogibnim zaporedjem p' in v skladu z njegovimi členi

upogibali poltrak v levo ali desno za določen kot x. Dobili bi alternativno

krivuljo I"(a). V posebnem primeru pri a < 7/2 je to t.i. Peanova krivulja,

ki ,,izpolni" ves trikotni izsek (slika 8). Ker nas v tem sestavku alternativni

pristop ne zanima, to dejstvo samo omenjamo. O različnih krivuljah, ki

,napolnijo prostor", se lahko bralec seznani npr. v [6]. |
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Slika 8

3. isingov model

Isingov model je eden od pomembnih modelov v statistični fiziki in se

ukvarja s študijem faznih prehodov, t.j. kvalitativnih globalnih sprememb

stanja sistema, povzročenih z majhnimi spremembami parametrov. Zgled

za to je vsem dobro znana sprememba agregatnega stanja. Njegov začetnik

je Ernst lsing, ki je v zgodnjih dvajsetih letih raziskoval pojave v zvezi s

feromagnetizmom, zlasti nastanek t.i. spontane magnetizacije. Ker je to

v bistvu matematični model, ga danes uporabljajo še na številnih drugih

področjih, npr. pri obravnavi dvokomponentnih zlitin, pa tudi drugje v

kemiji, molekularni biologiji itd., povsod, kjer je potreba po raziskovanju

, kooperativnega" vedenja velikih sistemov. Njegov namen je namreč po-

jasniti, kako interakcija sosednjih delcev vpliva na globalno obnašanje sis-

tema. Treba pa je reči, da npr. fizika faznih prehodov še vedno ni dovolj

pojasnjena. Opišimo na kratko glavne značilnosti Isingovega modela (po-

drobneje glej npr. |1/).

Imejmo sistem /V delcev, ki so med seboj povezani v (ekvidistančno)

kvadratno mrežo v (eno-, dvo- ali trirazsežnem) prostoru. Število N je

ponavadi zelo veliko, npr. N -— 10%. Vsaka točka v mreži, razen robnih,

ima (odvisno od dimenzije) 2, 4 ali 6 najbližjih sosedov. Robne točke zaradi

enostavnosti pogosto zanemarimo ali pa vzamemo, da je mreža sklenjena

oziroma regularna (se pravi, da ima vsaka točka, enako mnogo sosedov).

Poleg tega predpostavimo, da poleg zunanjega polja samo najbližji sosedje

vplivajo na delec v dani točki.

Vsaki točki z < 1,2,..., /N priredimo spremenljivko o;, ki lahko zavzame

samo dve vrednosti, -l in —1. 'Ta spremenljivka opisuje stanje točke %

(spin delca v tej točki). Pri feromagnetizmu je npr. to magnetni moment,

ki kaže v eno od dveh možnih smeri (npr. ,,navzgor" ali ,navdol"), pri

dvokomponentnih zlitinah pomeni, da položaj zaseda atom ene ali druge
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komponente, pri agregatnih spremembah pa je točka zasedena z molekulo

ali pa je mesto prazno.

Vsak nabor vrednosti vektorja co < (ci1,02,...,0N), kjer je o; — dl,

se imenuje konfiguracija sistema. Vseh konfiguracij je 2", ogromno število.
Totalna energija sistema je dana s hamiltonianom 47, ki je v tem primeru

funkcija konfiguracije:

H< H(c)<-EŠ ojoj ole

(2,3)

Druga vsota teče po vseh mrežnih točkah, prva pa po vseh parih sosednjih

točk. MParameter Z ustreza energiji zaradi interakcije sosednjih delcev,

parameter J pa interakciji z zunanjim poljem. Pri feromagnetizmu je

npr. število E pozitivno, zato ima ,,namagnetena" konfiguracija, ko za

večino parov (2,;) velja c; < c;, nižjo energijo kot , nenamagnetena", ko

produkti c;0; enakovredno zavzamejo tako vrednost 1 kot —1. Zunanje polje

seveda skuša usmeriti magnetne momente v isto smer, temu pa nasprotuje

termično gibanje v snovi. Le-to pri dovolj veliki temperaturi res uniči

vpliv zunanjega polja. Pri dovolj nizki kritični temperaturi pa ostane snov

namagnetena, tudi ko izključimo zunanje magnetno polje (J — 0). Pojavu

pravimo spontana (residualna) magnetizacija. 'Ta nezveznost v odvisnosti

od parametra J je primer faznega prehoda.

Ce je sistem v ravnovesju pri (absolutni) temperaturi T', vse konfigura-

cije co niso enako verjetne. V skladu z osnovnimi zakoni statistične meha-

nike je verjetnost konfiguracije o enaka

P(c) — zeno),

kjer je 8 < pi inverzna temperatura (k je Boltzmannova konstanta) in nor-

malizacijski faktor Z <),, e-8H(c) 4 1. Gibbsova particijska funkcija (odvi-
sna je od 0, Z, J in seveda velikosti sistema N, torej Z < Z(8,E,J, N)).

Particijska funkcija je izbrana tako, da dobimo pravo (Gibbsovo) porazdeli-

tev po vseh konfiguracijah. Če je parameter 8 majhen (t.j. temperatura T

velika), so vse konfiguracije približno enako verjetne. Če je 8 velik (tempe-
ratura 7' majhna), pa je večja verjetnost konfiguracije z nižjo energijo.

Mnoge termodinamične količine se izražajo s funkcijo Z. Tako je npr. 1n-

terna (lastna) energija sistema definirana kot matematično upanje (pov-

prečna vrednost) hamiltoniana, kar je (do predznaka) isto kot logaritmični

odvod Gibbsove funkcije po parametru 8, torej

1 te]

Z 3 Hlo)e OB
Drug tak primer je t.i. prosta energija na mrežno enoto, definirana s

,termodinamično limito"

log Z(8, E, J, N).

1
P— F(B,E,J) — lim slog Z(6,E,J,N).

N—c60
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Glavna naloga lsingovega modela je poiskati analitični izraz za " kot funk-

cijo parametrov 0, 5, J. Nezveznost funkcije F ali njenih parcialnih odvo-

dov bi pomenila možnost faznega prehoda.

Opomba. Že Ising sam je leta 1925 eksplicitno izračunal enorazsežni
model in ugotovil, da ne dopušča singularnosti in zato ni faznih preho-

dov. Leta 1936 je R. Peierls s preprostim argumentom pokazal, da v dvo-

razsežnem primeru pri določeni temperaturi pride do faznega prehoda, L.

Onsager pa je leta 1944 podal popolno rešitev dvorazsežnega lsingovega mo-

dela pri pogoju, da ni zunanjega polja (J < 0). Kasneje jim je s podob-

nimi metodami uspelo ugnati številne druge dvorazsežne modele (z drugačno

osnovno mrežo). Primer neničelnega zunanjega polja, vsaj kolikor je avtorju

tega prispevka znano, še niso eksaktno rešili. Prav tako se upira rešitvi tri-

razsežni Isingov model, čeprav vedo, da fazni prehodi obstajajo.

Vrnimo se sedaj od fizike spet k zaporedjem. Če je n < 2", lahko v
dvojiškem razvoju števila n seštevamo samo do N — 1], torej

N—1

n — » ep(n)2" , e,(n) € 40,1].

k—0

Za vsak n < 2" in vsak k — 0,1,2,..., N — 1 označimo og(n) <
— 1 — 2e,(n). Očitno so vrednosti za ox(n) lahko le 4-1. Dodatno postavimo

on(n) < 1, kar je smiselno, saj je ey(n) <— 0. Pri izbranem n < 2N imamo

lahko vektor

c(n) < (co(n),o1(n),...,6n-1(n))

za, neko konfiguracijo v enorazsežnem (linearnem) Isingovem modelu. Ko

preteče n števila 0,1,2,...,2" — 1, dobimo ravno vse možne konfiguracije

spomnimo se, da je vseh ravno 2"), in sicer vsako natanko enkrat. Presli-

kava n > o(n) je torej bijekcija iz množice 40,1,2,...,2N — 1) na množico

vseh Isingovih konfiguracij, zato je tudi hamiltonian, ki pripada posamezni
konfiguraciji, v resnici odvisen od n:
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Upoštevali smo, da so dvojiške števke enake 0 za k > /V in uporabili oznake

iz 1. razdelka.

Za konec si oglejmo dva posebna primera:

1. E < 1/2, J <0. Potem je H(n) < —N/2 - 2s(n) — 2t(n) — eo(n) <

— —N/2 4 gin). Gibbsova particijska funkcija Z, ki je odvisna še od ( in

od N, je tedaj enaka |

SN SN. 1

n<0 n<0

Izberimo 0 < a < r in B < —ta (kar je fizikalno seveda nesmiselno, saj

bi pomenilo imaginarno temperaturo). Potem je

2N-1 2N.]
Z(—ia, N) — ečiNa/2 3 elaagln) — ečiNa/2 »I us) — z(2N, a) ečiNa/2

nz—0 NE

kjer je z(2",) ustrezno oglišče krivulje T(a) iz 2. razdelka. Tam smo že

izračunali, da je z(2N,a) < [2cos(a/2)]" e'Na/2 zato dobimo

Z(-ia, N) - [2 cos(a/2)]".

Če spet vpeljemo 6, dobimo Z(8, N) — ]2 cosh(8/2)]", kar je veljavno tudi
za B > 0, kot mora biti v fiziki oziroma lsingovem modelu. Za prosto

energijo na mrežno enoto v tem primeru izračunamo

F(6) < lim zlog Z(8, N) <— logi2 cosh(8/2)/.
N—c60

2. E < —J <— 1/4. Tedaj je H(n) < —t(n) 4 šs'(n), kjer je s'(n) <
—1— yioleg(n) — s(n) — eg(n). Spet vzemimo za 8 imaginarno število, to

pot B < 47, pa se Gibbsova funkcija

2N.] 2N. ]

Z(N) — ID ečr(t(n)—s'(n)/2) NB r(n) ečirs(n)/2

n<—0 nz0

izraža z Rudin-Shapirovim zaporedjem r. Bralec naj se (vsaj za začetne

vrednosti N) sam prepriča, da za vsak m > 0 in k <— 0,1,2 velja formula

Z(3m -- k) — 2"(2 — 2i)"/kl, od koder za k < 0,1,2 sledi |Z(N)| <

< (v/2) VEK kl, če je le N < k (mod 3).

V nekem smislu lahko torej rečemo, da teorija krivulj [(a) (in posredno

teorija števil) ni nič drugega kot statistična fizika pri imaginarni tempera-

turi. In nasprotno, statistična fizika je samo teorija krivulj [(a) pri imagi-

narnih kotih a.
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VESTILei

Seminar za učitelje in profesorje fizike
Izbrana poglavja iz statistične mehanike in termodinamike

(7. in 8. februarja 1997 v Ljubljani)

Srečanje, posvečeno izpopolnjevanju učiteljev in profesorjev fizike, je

bilo že 19. po vrsti. Potekalo je pod okriljem Oddelka za fiziko Fakultete za

matematiko in fiziko ob pomoči Pedagoške fakultete Univerze v Ljubljani in

Društva matematikov, fizikov in astronomov. V dveh dnevih so se zvrstila

naslednja predavanja:

Kuščer Ali lahko zaupamo entropijskemu zakonu!

Prosen Deterministični kaos

Likar in Hribar Animacije in demostracijski poskusi pri toploti

Kranjc Mehka snov (tekoči kristali)

Ferbar Novosti pri pouku fizike

Čepič Polarni smektiki
Ponikvar, Hribar in Pahor Študij toplotnih polj in tokov
Kregar Pogovor o prenovi pouka fizike v srednji šoli

Strnad Bose-Einstelnova kondenzacija

Vilfan Isingov model

Ramšak Superprevodnost

Osnovni namen seminarja je bil pokazati, da je tudi na tako klasičnih

področjih, kot sta statistična fizika in termodinamika, veliko zanimivih

novosti. Del predavanj pa je poskušal pokazati tudi nekaj novih možnosti

za pouk tega dela fizike.

Zapise predavanj sta T. Prosen in S. Žumer uredila v Zbornik Jzbrana
poglavja iz statistične mehanike in termodinamike, ki bo v naslednjih mese-

cih po delih izšel v Obzorniku.

TV. Prosen in 5. Zumer
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ALI LAHKO ZAUPAMO ENTROPIJSKEMU ZAKONU?%

IVAN KUŠČER

Pacs 05.20.6g

Med splošno sprejetimi zakoni narave je entropijski edini, ki je občasno še izposta-

vljen dvomom - zdi se, da zaradi zastarelih formulacij s toplotnimi stroji. Vendar pri

raznih splošnih povezavah med snovnimi lastnostmi, ki sledijo iz tega zakona, ne manj-

ka zanesljivih eksperimentalnih potrditev. Po drugi strani pa se, ko skušamo entropijski

zakon izpeljati iz osnovnih zakonov in iz atomske podobe materije, pokažejo težave — kot

tudi pri drugih makroskopskih zakonih. V klasični statistični mehaniki prikažemo sistem,

ki je v termodinamičnem ravnovesju, s kanonično verjetnostno gostoto v faznem prostoru,

oc ečeW . g povprečjem njenega logaritma se da entropija sistema linearno izraziti.0

Gibbs je zamisel še posplošil na poljubne verjetnostne gostote: S < —klnp - konst. Tako

definirani S je pri dani povprečni energiji W maksimalen, kadar je p < po. Natanko vzeto

pa se tako definirana entropija s časom ne more spreminjati, tako da v strogem pomenu

sploh ni približevanja k ravnovesju. Gibbs in Ehrenfest sta nasprotje skušala razrešiti z

vpeljavo grobe entropije, pri kateri verjetnost razmažemo po celicah v faznem prostoru,

preden njeno gostoto logaritmiramo. 'Taki samovolji se Zubarev izogne tako, da se omeji

na lokalno kanonične in lokalno ravnovesne porazdelitve. Druge opisujejo stanje, s prvimi

pa je definirana entropija.

CAN THE ENTROPY LAW BE TRUSTED?

[The entropy law is the only one among the generally accepted laws of nature that

is still occasionally subject to doubt — perhaps because of obsolete formulations on the

basis of heat engines. Yet for the various general relations between properties of matter

that follow from the law, there is no shortage of reliable experimental verifications. On

the other hand, attempts of derivation from the fundamental laws, on the basis of atomic

theory, are beset with difliculties, just as is the case with other macroscopic laws. ln

classical statistical mechanics a system in thermodynamic eguilibrium is described by a

canonical probability density in phase space: po x e-?W The average of its logarithm
allows a linear expression for the entropy of the system. Gibbs further generalized this

concept to arbitrary probability distributions: 5 < —klnp - const. For a given average

energy W this entropy is maximal when p <— po. Nowever, the Gibbs entropy does

not change with time, so that in a strict sense, it cannot describe the approach to

eguilibrium. Gibbs and Ehrenfest tried to resolve the dilemma by introducing a coarse-

grained entropy, where the probability is smeared out over suitably chosen cells in phase

space before the logarithm is taken. Such arbitrary procedure is avoided by Zubarev, who

restricts himself to locally canonical distributions, which are then modified to represent

systems in local thermodynamic eguilibrium. While the modified distributions represent

the thermodynamic states, the local canonical ones serve to define the entropy.

1. Fenomenologija

Med vsemi naravnimi zakoni je entropijski v pedagoškem pogledu nekaj

posebnega, ker se vedno znova najdejo ljudje — tudi taki z ustreznimi

% Zapis spada v okvir zbornika /zbrana poglavja iz statistične mehanike in termodina-

mike, v katerem so objavljena predavanja s seminarja za učitelje in profesorje fizike,

ki je bil 7. in 8. februarja 1997 v Ljubljani. Uredila sta ga V. Prosen in 5. Žumer.
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strokovnimi kvalifikacijami — ki dvomijo o njegovi veljavnosti. Vprašanje

je, zakaj se dvomljivci lotevajo ravno in edinole entropijskega zakona. Ali

je morda kaj narobe z načinom, kako se v šoli o njem pogovarjamo? Ce je

dvom upravičen, ponovna razprava ne bo odveč. Da ne bo nesporazuma:

nerad se pričkam s praznoverneži, ki sploh ne zaupajo naravnim zakonom,

ampak raje čarajo z astrologijo in drugimi načini vedeževanja; takim tako

ali tako ni pomoči. Poskusil pa bom odgovoriti tistim, ki sicer naravnih

zakonov na splošno ne zametujejo, a kljub temu sprašujejo, ali je entropijski

zakon sploh kolikor toliko zanesljivo utemeljen. (Opravičujem se, če bom

ponovil marsikaj splošno znanega [1,2|.

Do naravnih zakonov pridemo bodisi na osnovi opazovanj ali pa tako,

da jih izpeljemo iz že znanih zakonov. Včasih pri tem spočetka tavamo v

temi in tudi kaj uganemo, kar meritve šele kasneje potrdijo. Posebno vlogo

imajo tako imenovani osnovni zakoni, ki jim pripisujemo splošno veljavo.

Mednje spadajo zakoni kvantne fizike ali (v limiti) zakoni klasične mehanike

in elektromagnetnega polja. Drugačen značaj imajo makroskopski zakoni, ki

veljajo le za večje kose snovi in ki jih potrebujemo samo pri makroskopskem

opisovanju narave. Matematik bi rekel, da veljajo šele v termodinamični

limiti (/N — co); fiziki seveda niso tako resni, ker na skrivaj verjamejo, da

je 10? x oo.

Med makroskopske zakone spadajo poleg entropijskega še vsi fenome-

nološki zakoni, ki pri transportnih pojavih povezujejo gradiente s tokovi.

Najbolj znani so Ohmov zakon, zakon toplotnega prevajanja, zakon visko-

znosti in difuzijski zakon. Do takih zakonov so ljudje sprva prišli na osnovi

opazovanj in so šele kasneje začeli razglabljati, kako bi jih izpeljali iz osnov-

nih zakonov. Io se pravzaprav nikoli ni do konca posrečilo, čeprav ne manjka

prepričljivih argumentov, ki jih fiziki na splošno brez pridržkov sprejemajo.

Medtem ko ljudje brez ugovorov zaupajo eksperimentalnim potrditvam

Ohmovega in drugih fenomenoloških zakonov, se pri entropijskem nekaterim

zdi, da je bolj na šibkih nogah. Dvomi izvirajo morda iz pretiranih opozoril v

učbenikih, da zakon ne velja natančno in sploh ne z gotovostjo, ampak samo

v povprečju ali , statistično", kot radi pravijo bolj učeno. Natanko tako pa

bi lahko govorili tudi o drugih makroskopskih zakonih, če pri tem pozabimo

na termodinamično limito in upoštevamo termični šum, torej fluktuacije.

Saj res: tudi Ohmov zakon ne velja natančno in sploh ne z gotovostjo, ker

skozi upornik po naključju lahko uide nekaj elektronov preveč ali premalo.

Vendar pri tem zakonu ljudje ne delajo komplikacij, ampak so zadovoljni s

povprečjem. O šumu raje razpravljajo posebej.

Drug možen vir nesporazumov so nemara zastarele formulacije v nek-

danjih učbenikih. 'TTam beremo, da entropijski zakon pove, da perpetuum

mobile druge vrste ne more delovati. Če bi bila to vsa vsebina zakona, bi

dvomljivcem lahko oprostili, saj utemeljevanje zakona z neuspehi izumite-

ljev, pa če jih je še toliko, res ni prepričljivo. |
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Dandanes raje začenjamo s širšimi trditvami. V šoli najprej razpra-

vljamo o ireverzibilnih spremembah in poudarimo, da so pri toplotno izoli-

ranem sistemu vselej nepreklicne |3|. Vprašamo, ali lahko najdemo količino,

ki za vsako tako spremembo izraža stopnjo ireverzibilnosti. Dokončni od-

govor najdemo šele, ko dopustimo tudi spremembe s prenosom toplote.

Entropijski zakon pove, da obstaja za vsako snov in tudi za vsak sesta-

vljen sistem enolična funkcija stanja, entropija S(p,T,...), ki je aditivna

(— , ekstenzivna" ) in ki je takole povezana z dovedeno toploto in tempera-

turo: d0

> O 1dS > 7 (1)

Pri tem velja enačaj le za reverzibilne spremembe.

Ker lahko računamo samo z enačbami, ne pa z neenačbami, je entropija

pravzaprav dobro definirana le za taka stanja, ki jih znamo povezati z rever-

zibilnimi spremembami. 'To so ravnovesna stanja (namreč ravnovesna v

termodinamičnem pomenu besede). Kot primera, ki ga lahko vsakdo sam

računsko preveri, se spomnimo entropije plina. Za /V enakih delcev in

konstantno toplotno kapaciteto c, (pri stalnem tlaku) dobimo

S — Nle,lnT — klnp - konst]. (2)

V analizo moramo vključiti tudi lokalno ravnovesna stanja. Od ravno-

vesnega se ločijo po tem, da se temperatura in drugi parametri počasi spre-

minjajo s krajem in časom. Zaupamo, da se za vsak majhen kos snovi en-

troplja računa natanko tako kot za pravo ravnovesje. Pomemben razloček

je, da imamo v lokalno ravnovesnem stanju toplotne in druge tokove, zaradi

katerih npr. temperatura stremi k izenačenju. Taka sprememba je ireverzi-

bilna. Če je sistem pri tem toplotno izoliran, se mu entropija veča, vse do-

kler ni doseženo resnično ravnovesje. Tedaj je (za izoliran sistem) entropija

maksimalna in ne more več rasti.

Iz entropijskega zakona sledijo za lastnosti snovi razne omejitve in po-

vezave, ki se dajo preveriti z meritvami. Znamenit primer je Clausius-Cla-

peyronova enačba, ki jo izpeljemo s tem, da primerjamo mešana druga od-

voda t.l. proste energije F"' — W,c,—18 za zmes pare in kapljevine. Enačba

povezuje temperaturni odvod izparilnega tlaka s kvocientom izparilne en-

tropije in ustrezne prostorninske spremembe:

dp AS

dr AV (3)
Za premnoge snovi so veljavnost enačbe preverili z določevanjem izparilne

toplote in funkcije p(7'). Vsako tako ujemanje lahko velja kot potrditev

entropijskega zakona. Strojni inženirji se na Clausius-Clapeyronovo enačbo

na veliko sklicujejo pri obravnavanju parnega stroja, meteorologi pa, ko

razlagajo pojave v oblakih.
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2. Kanonična porazdelitev

Če bi radi mikroskopsko utemeljili entropijski zakon, moramo najprej
premisliti, kako naj sploh opišemo termodinamično ravnovesje. Zamislimo

si večje telo, ki je potopljeno v termostat pri določenem tlaku in tempera-

turi. Nespametno bi si bilo predstavljati, da je tedaj telo v določenem mi-

kroskopskem stanju, torej da imajo njegovi delci natanko določene lege in

hitrosti, saj se zaradi gibanja delcev, pa tudi zaradi interakcije s termosta-

tom mikroskopsko stanje telesa neprestano spreminja. Spremembe so ne-

predvidljive in kar se da neurejene, se pravi kaotične. O tem nas dodobra

prepriča Brownovo gibanje.

Kaotične spremembe upravičujejo uvedbo statistične mehanike. Name-

sto o ostro določenih mikroskopskih stanjih se v njenem okviru pogovar-

jamo o verjetnostnih porazdelitvah po takih stanjih. Dogovoriti se moramo

seveda, kako sploh opredelimo te vrste porazdelitve. Če se zaradi lažje raz-

prave zadovoljimo s klasično podobo, potrebujemo fazni prostor s koordina-

tami (g, p), pri čemer g zaznamuje zbirko koordinat in p vse konjugirane im-

pulze. Pri sistemu iz /V enoatomnih delcev je ta prostor 6/V-dimenzionalen.

Vzamemo koordinate g <— (fi,f2,...,Fn), tako da so impulzi kar kompo-

nente gibalnih količin, p <— (pi,P2,...,PN). Element faznega prostora ima

prostornino dgdp < de,...dzy dpyi...dpzNn. Vsakemu mikroskopskemu

stanju sistema ustreza posamezna točka v faznem prostoru. Njeno gibanje

upodablja gibanje vseh delcev sistema, kot ga narekujejo sile in Newtonov

zakon. Iz tega zakona sledi Liouvilleov izrek, po katerem se prostornina v

faznem prostoru ohranja. Ce torej vse točke znotraj nekega dela I faznega

prostora premaknemo v času t tako, kot velevajo enačbe gibanja, velja

J] aaa [ aadp. a)
(0) T(t)

Lahko si predstavljamo, da točke v faznem prostoru plavajo v nekem

tekočinskem toku. Po Liouvilleu je divergenca tega toka enaka nič, kakor

da je namišljena tekočina nestisljiva.

V makroskopskem svetu so sile le izjemoma konservativne, to je takšne,

da se dajo prikazati z gradienti potencialne energije. Šolska primera: teža

telesa je enaka negativnemu gradientu njegove potencialne energije W,, <

— mgz v zemeljskem težnem polju. Po drugi strani se sila trenja ne

da na tak način prikazati. Med osnovna spoznanja fizike pa spada, da

so v mikroskopskem svetu vse sile konservativne, tako da se dajo vselej

predstaviti na opisani (ali malo posplošeni) način. Za silo, ki deluje na delec

št. 1 v sistemu iz N delcev, zapišemo F, — — Vi Wpot(Fi,..., Fw). Če ni
zunanjih sil, se vsota kinetične in potencialne energije ohranja, torej (za

sistem z enoatomnimi delci)

1
z lPU W6oe(g) < W <— const. (5)
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Privoščili smo si kratico |pi? < p,, -''' A pip. Enačba določa za vsako
vrednost W celotne energije neko (6/N — 1)-dimenzionalno hiperploskev; te

ploskve obdajajo druga drugo kakor listi čebule. Par bližnjih ploskev, ki

ustreza energijskemu intervalu dW., pa določa energijsko plast. Za izoliran

sistem z energijo v tem intervalu vemo, da se njegova podoba v faznem

prostoru giblje znotraj plasti.

Če ne vemo, kakšno je mikroskopsko stanje sistema, si pomagamo z
verjetnostno gostoto p(g, p,t) v faznem prostoru [5|. Predstavljamo si torej,

da je z verjetnostjo p(g, p,t) dg dp stanje sistema ob trenutku t po naključju

takšno, da pade ustrezna točka v faznem prostoru v element dgdp pri

(g, p). Za vsakovrstne količine J(g, p) potem lahko računamo verjetnostna

povprečja J < (f J pdgdp. Odločilno vprašanje je, ali se takšno povprečje

ujema z ustrezno termodinamično količino. Pritrdilen odgovor seveda lahko

pričakujemo samo za smiselno izbrano funkcijo p.

Ko se sestavni deli sistema gibljejo, se verjetnostna gostota v faznem

prostoru na splošno spreminja, podobno kot so oblaki vsak hip drugačni,

kadar jih nosi veter. Zato se s časom spreminjajo tudi povprečja: J < J(t).

Nekaj posebnega pa so stacionarne verjetnostne porazdelitve, katerih go-

stota od časa ni odvisna. Za primerjavo si zamislimo enakomerno gosto me-

glo, ki ostaja tudi ob vetru nespremenjena. Namesto enakomerne megle vza-

memo v faznem prostoru takšno verjetnostno gostoto, da je odvisna samo

od energije, p < p(W); pri tem vstavimo izraz (5). Reči hočemo: znotraj

vsake tanke energijske plasti je verjetnostna gostota konstantna, od plasti

do plasti pa lahko drugačna. Ce je sistem prepuščen samemu sebi, se za-

radi Liouvilleovega izreka taka verjetnostna gostota ne spreminja, tako kot

je enakomerno gosta megla stacionarna, če je gostota zraka ves čas enaka. .

Za opisovanje stanj, ki veljajo v termodinamiki kot ravnovesna, priha-

jajo v poštev seveda samo stacionarne verjetnostne porazdelitve, pri kate-

rih so vsa povprečja J od časa neodvisna. Vsaka funkcija p(W) pa za ta

namen ni dobra, zato se bomo morali omejiti na tako imenovane kanonične

verjetnostne gostote po, ki pojemajo eksponentno z energijo: po x ere Ww,

Ravnovesno stanje pri določeni temperaturi in z nespremenljivim številom

delcev vselej opišemo s takšno porazdelitvijo. Znamenit primer najdemo pri

ozračju z enakomerno temperaturo, katerega gostota eksponento pojema. z

višino, torej s potencialno energijo mgz posamezne molekule v zemeljskem

težnem polju.

Po navadi izrazimo kanonično verjetnostno gostoto takole:

1.

pri čemer je normirni faktor

Z — Jese" dg dp (7)
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znan z imenom fazni integral. Za enoatomni plin dobimo

ze (ESEM s)

(Mnogi pišejo Z — eč??. ker ima F nazoren pomen. To je namreč prosta
energija, ki si jo predstavljamo kot zalogo dela pri reverzibilnih izotermnih

spremembah |1].)

Ko odvajamo negativni logaritem faznega integrala po 6, prepoznamo

v rezultatu povprečno vrednost energije:

dinaz 1 —
— Wer"YW dadp <W. 9IT. Z [ e g dp (9)

Za plin sledi iz (8), da je W < ž N/G. S ponovnim odvajanjem izraza (9)
pridemo po nekaj korakih do zaključka, da so pri velikem sistemu relativni

naključni odmiki energije od navedenega povprečja majhni (velikostne sto-

pnje 1/v.N), tako da se naključno ugotovljena energija W z veliko verjetno-

stjo precej natančno ujema z W. Zato po pravici s tem verjetnostnim pov-

prečjem identificiramo notranjo energijo, kot jo poznamo iz termodinamike.

Se pravi: notranja energija sistema je povprečna vsota kinetične in poten-

cialne energije vseh njegovih delov. Tu je mišljena potencialna energija, ki

ustreza silam med delci.

Zamislimo si sedaj, da sestavimo dva neodvisna sistema, med katerima

ni interakcije. Za oba privzamemo kanonični verjetnostni porazdelitvi, in

sicer z istim 6, torej py oc eč"Wi in pa x eč"W:, (Zakaj tako, bomo

kmalu videli.) Če ni interakcije, tudi ne more biti korelacij med dogodki v
enem in drugem sistemu. Verjetnostno gostoto za sestavljeni sistem dobimo

zato z množenjem, po — pipa x er m e-PW: — e-—8W — V eksponentu

rezultata je zapisana skupna energija W <— W; - W,. Samo pri kanoničnih

porazdelitvah se pri sestavljanju neodvisnih sistemov z enakim ( oblika

porazdelitve ohrani.

Lastnost parametra (G, da ima pri sestavljenem sistemu enako vrednost

kot v obeh delih, spominja na temperaturo. Da razkrijemo zvezo, se spo-

mnimo na operacijsko definicijo temperature s plinskim termometrom in na

znano notranjo energijo enoatomnega plina. Iz primerjave ŠN/B < ŠN KT

sledi, da je

1

Temperatura (ali pravzaprav njena recipročna vrednost) torej določa, kako

hitro verjetnostna gostota v faznem prostoru z energijo sistema pojema.

Cim višja je temperatura, tem bolj počasno je pojemanje — se pravi tem

bolj je energija razmazana.
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O entropiji sistema se je vredno pogovarjati šele, ko mu dovolimo izme-

njavo energije z okolico. Izmenjava mora biti dovolj počasna, da velja kot

reverzibilna, se pravi da je termodinamično stanje kljub spremembam ves

čas ravnovesno. Reči hočemo: verjetnostna porazdelitev v faznem prostoru

naj bo ves čas kanonična. Zahteva je smiselna, ker je gibanje točk v ener-

gijski plasti ergodično ali bolje rečeno takšno, da se vsi deli plasti čez čas

med seboj premešajo. (Po zdravi pameti je neznansko malo verjetno, da bi

se z nadaljnjim gibanjem porazdelitev spet odmešala.)

Izmenjava energije poteka lahko na dva načina. Prvi je z delom, ki je

vedno povezano z nekim urejenim gibanjem, npr. s premikanjem bata. Drugi

način je s prenosom toplote iz okolice. Toplota, to je tisti delež energije, ki se

prenese z neurejenim (termičnim) gibanjem, torej z naključnimi trki delcev

iz okolice ob delce sistema. Poudariti je treba, da je razločevanje med delom

in toploto smiselno samo tedaj, kadar makroskopsko opisujemo sistem iz

velikega števila delcev. Pri mikroskopskem opisu se razloček izgubi.

Namesto da bi si za toploto izmišljali kak zamotan izraz, zapišimi ta

delež prenesene energije kar pavšalno z dO, saj nadrobni potek tistih trkov

sploh ni pomemben. Ce ni drugega dela kot zaradi reverzibilnega stiskanja

prostornine, velja torej

dW < —-pdV 4 do0. (11)

Toliko iz termodinamike. Po drugi strani si spet pomagamo s faznim

integralom, ki je sedaj odvisen od V in 0. Z upoštevanjem obeh parcialnih

odvodov dobimo naslednji totalni diferencial:

— dla Z < — 8BpdV s WabB. (12)

Pri tem je tlak p definiran z verjetnostnim povprečjem odvoda energije po

V, namreč

1 dln Z 1 ( [aW OW
ZZ xx — — — —-BW —P—B av Z (57) ce . dadp — (ov): (18)

Prejšnji diferencial pomaga, da eliminiramo delo — pdV. Dobimo

— dd(ln Z 4 BW) < 6d0 — na (14)

Na levi stoji totalni diferencial nečesa, kar je očitno enolična funkcija rav-

novesnega termodinamičnega stanja, tako da mora imeti tudi desna stran

to lepo lastnost. Da bomo prišli do ujemanja s termodinamično definicijo

(1), pomnožimo novo funkcijo z Boltzmannovo konstanto, preden ji damo

ime entropija:

VA —

S < k (Ia Vi de sw) - const. (15)
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Zapis zahteva pojasnilo. Vzeli bomo, da je sistemu narejen iz /N enakih

delcev, ki se lahko gibljejo po prostornini V. Iz integracijske konstante

moramo tedaj izvzeti člen kln(1/N!), če hočemo, da je v oklepaju zapisani

izraz že sam zase aditiven, se pravi pri stalni številski gostoti /N/V sistema

sorazmeren z N, Vendar velja to šele pri tako velikem /V, da smemo

logaritem fakultete aproksimirati s Stirlingovo formulo v njeni najbolj grobi

obliki: Im(N!) s ln[(N/e)"]. Pripomniti je še treba, da integracijske
konstante na koncu izraza (15) v okviru klasične fizike ne moremo predpisati

brez prisile. Čeprav ni pomembna, je ne smemo izpustiti, ker bi se potem
enačba zdela, kot da velja samo za določen izbor enot. 'lake enačbe pa so

dandanes prepovedane.

Ko primerjamo izraza (15) in (6), opazimo, da se entropija v ravnove-

snem stanju linearno izraža s povprečnim logaritmom kanonične verjetno-

stne gostote:

S — — kln( N!po) -- const. (16)

Za vajo se spet lotimo enoatomnega plina in potrdimo, da velja izraz (2),
poo ne ao 5

kjer je sedaj c, < 3 k.

3. Gibbsova entropija

Zadnji rezultat nas zapeljuje, da bi poskusili posplošiti pojem entropije

na kakršna koli stanja, tudi neravnovesna. Na videz je naloga preprosta;

saj ni treba drugega, kot da v definiciji po zgornjem vzorcu uporabimo po-

ljubno verjetnostno gostoto v faznem prostoru |4|. 'Tako definirana Gibb-

sova entropija (spet za /V enakih delcev),

S — — klni N!p) - const <— — k J] prei) da dp -- const, (17)

je pravzaprav samo zgled za pojem informacijske entropije, kot jo poznamo

v verjetnostnem računu [5]. Edini razloček je, da tam izpuščamo faktor k

in da po navadi uporabljamo logaritem z bazo 2.

Gibbsova entropija ima prijazno lastnost, da je pri dani povprečni ener-

giji W in pri sicer nespremenjenih pogojih maksimalna, kadar je porazdeli-

tev kanonična (p < po), torej kadar je termodinamično stanje ravnovesno.

Predpisu, da naj bo W < const, najlaže ustrežemo tako, da sistemu ne do-

volimo nobene izmenjave energije z okolico. Že iz termodinamike vemo, da

je pri takem pogoju maksimalna entropija v ravnovesju.

Dokaza navedene trditve, ki se z zvijačo izogne variacijskemu računu, ne

bomo ponavljali [1]. Lepo se sliši, da je nova definicija kar se da splošna in

da jo formalno lahko uporabimo tudi za sisteme z majhnim številom delcev.

Vendar tedaj ni aditivnosti, tako da je takšna posplošitev jalova.

Na preprost primer naletimo pri enoatomnem plinu, za katerega vselej

privzamemo, da med njegovimi delci ni zaznavnih korelacij. Verjetnosti se
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zato množijo, tako da zadošča poznavanje enodelčne porazdelitvene funkcije

f(F,B,t). Po navadi jo normirajo tako, da je f(r,p,t) d?r d"p povprečno
število delcev v navedenem elementu enodelčnega faznega prostora. Drugače

povedano: n < [ f d?p je številska gostota molekul. Verjetnostna gostota v

celotnem faznem prostoru je potemtakem

1

P

Izraz (17) se sedaj takole poenostavi:

S<— —kNlnf 4 const — —k J] fla f d?r d?p 4 const. (19)

Velja podobno, kot smo že povedali: pri dani povprečni energiji molekule

doseže S svoj maksimum, kadar je verjetnostna gostota kanonična — ali

Maxwellova, kot pravimo pri enodelčni porazdelitvi. Zapišimo jo za primer,

ko ni zunanjega polja:

folP) <n (z) exp - B Z) (20)

Ko ta zapis vstavimo v formulo (19), ponovno sledi izraz (2) za entropijo

plina.

Kdor hoče pojem verjetnosti fizikalno utemeljevati, se rad sklicuje na

operacijsko definicijo z namišljeno množico realizacij (ensemble). Namesto

enega sistema si predstavlja veliko število kopij v različnih mikroskopskih

stanjih. 'Taka množica bi morala seveda biti neznansko bogata, preden bi

iz nje lahko razbrali vrednosti p, tako da podoba navsezadnje ni posebno

prepričljiva. Potrebna pa tudi ni.

Komur se idejne težave glede verjetnostne gostote v faznem prostoru

sistema upirajo, lahko pri plinu poskusi na drug način. Vzamemo eno samo

posodo s plinom in si mislimo, da poznamo funkcijo f(F,p,t). Enodelčni

fazni prostor razdelimo na primerno velike celice, recimo s prostornino

dsr d$p — A, in aproksimiramo gostoto v njih z dejanskim številom molekul;

v i-ti celici je torej f(F;,D;,t) z N;/A. Ce prej ne obupamo, pridemo s

predrzno kombinatorično telovadbo in z izdatno zlorabo Stirlingove formule

do znane Boltzmannove formule, ki izraža entropijo z logaritmom števila

možnih razporeditev /N delcev na izbrane celice. Pri uporabi formule pa

moramo biti previdni; saj če jo razumemo dobesedno, entropija ni aditivna.

Bolje je, če presedlamo na kvantno mehaniko in štejemo linearno neodvisna

stacionarna stanja molekule, namesto da bi merili njen fazni prostor.

V nadaljnji razpravi pridemo do trditve, da je entropija merilo za nered.

V šoli pridejo take besedne igre kar prav, čeprav se da nered neodvisno od

entropije definirati samo za posebno preproste primere.
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Treba je še povedati, da je Boltzmann v prejšnjem stoletju utemeljil

fiziko enoatomnih plinov z nelinearno integrodiferencialno enačbo, kl se

sedaj po njem imenuje [6,7,8]. Enačba določa, kako se f(F, p,%) spreminja. Iz

nje je Boltzmann med drugim izpeljal, da z enačbo (19) določena entropija

plina narašča proti ravnovesni vrednosti, če plin prepustimo samemu sebi.

A. Paradoks ireverzibilnosti

Po Boltzmannovem uspehu se zdi, da bi morala tudi splošno definirana

entropija (17) naraščati proti svoji maksimalni, to je ravnovesni vrednosti

(16), če prepustimo sistem samemu sebi. Če bi kaj takega uspelo dokazati,
bi si lahko domišljali, da razumemo ireverzibilne pojave. Razočarani bomo

uvideli, da je domneva napačna, kajti Gibbsova entropija se pri idealno

izoliranem sistemu sploh ne more spremeniti.

Mislimo si, da koordinate v faznem prostoru sistema transtormiramo

tako, kot velevajo enačbe gibanja. 'Točka (g(0), p(0)) se v času t pre-

makne v (gl(t), p(£)). Množica točk znotraj kakega dela faznega pro-

stora po Liouvilleovem izreku (4) ohrani svojo prostornino. Uvidimo, da

ostane tudi verjetnostna gostota ob vsaki gibajoči se točki nespremenjena:

p(g(0), p(0),0) < p(g(t), p(t),t). Bolj preprosto povedano: substancialni

časovni odvod verjetnostne gostote je nič,

d

dt
(g(t), plt),t) <0. | (21)

Pravzaprav ne bi smeli biti presenečeni, ker se nekaj podobnega dogaja z

barvo pri mešanju malinovca ali testa za marmorni kolač, če difuzijo lahko

zanemarimo. V faznem prostoru je zagotovo ni, ker je gibanje točk v njem

deterministično. Ko se v mislih premikamo s sragami malinovca ali testa

naprej, imamo znotraj vsake ves čas enako barvo — podobno, kot je v faznem

prostoru p ves čas enak. Nobeno povprečje se zato ne more spremeniti, tudi

tisto v enačbi (17) ne.

5 tem smo trčili ob hudo nasprotje, ki je že dolgo znano kot paradoks

ireverzibilnosti. V svetu delcev so vsi pojavi reverzibilni, ker so enačbe

gibanja (po Newtonu ali Einsteinu ali Schrodingerju ali Diracu) invariantne

proti obratu časa. Konstantnost Gibbsove entropije je samo posledica te

invarlantnosti. Po drugi strani pa dobro vemo, da v makroskopskem svetu

obstajajo ali celo prevladujejo ireverzibilni pojavi. Kako naj oboje spravimo

v sklad, ne da bi podvomili o veljavi osnovnih zakonov ali po drugi strani o

resničnosti ireverzibilnih pojavov!

Ne bom pozabil imenitne večerne diskusije o paradoksu ireverzibilnosti,

ki jo je leta 1977 organiziral N. G. van Kampen na Mednarodni letni

šoli za statistično mehaniko v Jadvišinu pri Varšavi. Vsakdo je imel svoj

nasvet ali predsodek, kako bi se dal paradoks razrešiti, in neverjetno veliko

različnih trmastih mnenj je bilo slišati. Eni so rekli, da je treba upoštevati
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