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Razlika dolZzin vzporednih sklenjenih krivulj je dolocena z razdaljo med krivuljama
in rotacijskim stevilom.

the curves and the rotation number.

erence of lengths of two parallel curves is determined by the distance between

se o nabge th racunsko in vas morebiti wpmsah Za dlmﬁﬁZije

o osnovnosolec pa bo bmz o latni . pods
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cospodiCem Andrejem. P krog jezera prehodita
vsa,ksem tako, da 1ima A.ndrej na svojl desm
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ravininl smo si mbrah koermaﬁm
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normalni enotski vektor n(t) = (v'(¢), —z'(t)). Bodimo pozorni na izbrano
smer. Normala 7(t) kaze pravokotno (in sicer v desno) na smer gibanja
po krivulji, ki ga doloCa naravni parameter. Torej vektor n(s) x k'(s)
kaZe v smeri osi z (navpi¢no navzgor) |5]. Definirajmo vzporedno krivuljo
K(t) = k(t) + rn(t), pri Cemer je r vnaprej izbrana konstanta, ki doloca
tako imenovano razdaljo med krivuljama. Naj funkcija L : [0,]] — IR meri
dolzmo krivulje K (t), torej je L(t) dolzina krivulje K od tocke K (0) do tocke
K(t). V tocki k(t) naj bo radij pritisnjenega kroga enak | p(i)] ukrivljenost
pa x(t) = -bf(lt—}-. Ce je ukrivljenost pozitivna, to pomeni, da leZi srediice

pritisnjenega kroga na levi glede na smer, doloceno z naravnim parametrom.
Ce je ukrivljenost negativna, potem je sredisce na desni. Geometrijsko se
hitro prepricamo, da ¢e n(t) kaZe v nasprotno smer smeri proti sredis¢u

pritisnjenega kroga (p(t) je pozitiven), je dL(t) = £ (t();)—r dt (slika 1).

\dL

\ dt

Ce 7(t) kaze v smeri proti sredidéu pritisnjenega kroga (p(t) je nega-

> r, potem dobimo dL(t) = ( ()t) dt = £ Ef()gr dt

tiven) in Ce je —p(t)
(slika 2).

Obe zgornji moZnosti sta zaobjeti s pogojem x(t) > —=+. Ce n(t) kaze v
smeri proti sredis¢u pritisnjenega kroga (p(t) je negativen) in ¢e je —p(t) < r,
potem je dL(t) = Tj;(%) dt (slika 3).

Slednjo mo#nost doloé¢imo s pogojem x(t) < —2. Definirajmo dL"(t) =

= pgggrdt. Torej je dL™(t) kar enak dL(t) za vsak t, kjer je x(t) > —1.

T

Diferencial dL" (t) je enak —dL(t) v tockah, kjer je x(t) < —+. Izraunajmo:

( pzt))dtml
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1lzraz

c iamo kot celotno ukrivljenost kriv E}@ k 15]. Pri tem stevilo n pove,
krat se "@angemm {@h normalni vektor n(t)) zasuce za 360° v

pozitivni smerl, ko tocka t obkrozi krivuljo k. Celo stevilo n 1menujemo
[

rotacijsko &tevilo sklenjene krivulje k |5]. Izraz [ dL"(t) ni dolZzina krivulje

na negativno stetje delov
lvna 1n absolutno vecja od

su razlik dolzin

vzporedmh krivulj. RazloZzimo: Zamislimo si, da po krivulji k(¢) potuje
tocka A, ki ima na svoji desni (pravokotno na smer gibanja) na razdalji r

k dolzini krivulje, ki jo opise

togo vezano t ocko B.

[
0

cibanja tocke

e namrec upostevana tudi smer

tocka B.

"(t) ]

B. Torej je izraz [ dL"(t) enak dolzini, ki jo pretece tocka B, pri tem se
)

preho 3 ena pot steje negativno.

jo nazornost si mgmvhaj 10 sprehajalca A in sprehajalko
hajalec - A se glbl je po neki kri n gibanje sprehajalke B j@ natancno
doloceno s premiki spreagaka A. lka B se namrec giblje togo
vezana na sprehajalca A na razdalji » na njegovi desni, , kot bi plesala
tango”. V primeru, ko je %(t) > -—;11; za vsak t € [0,1], je pot sprehajalke B
gladka in , neproblematicna” (slika 4).
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Za vsak t, za katerega velja x(t) = ""‘;]Z‘a se sprehajalec A giblje po

kroznem loku okrog sprehajalke B, ki miruje. Drugace povedano, v teh
tockah je hitrost sprehajalke B enaka 0. Na spodnji sliki smo pot spre-
hajalca A sestavili 1z treh polkroznih lokov radija r in enega polkroznega
loka radija 3r (polna C¢rta). Pot sprehajalke B tedaj ocitno sestoji iz dveh
polkroznih lokov radija 27 in enega polkroZnega loka radija 4r (prekinjena
¢rta). Ocitno je, da tedaj, ko se sprehajalec A giblje po srednjem izmed
malih polkrogov, sprehajalka B miruje oziroma se le obraca okrog svoje osi.

Kadar pa je x%(t) < -—-—--%- za kaksen ¢, se pojavi ,, problematicen” primer,

ko se sprehajalka B giblje ritensko (slika spodaj). Podobno kot na zgornji
sliki smo tudi za ta primer pot Sprehajaf ca A sestavili 1z polkrogov, le da

smo tokrat vzell manjsi radij enak 5, vecjega pa ?31 (polna ¢rta). Tokrat se

sprehajai a giblje po dveh polkmgzh radija 5 St m po enem polkrogu radija

%’1 v pozitivni smeri (prekinjena ¢rta), ter po malem polkrogu radija 7

ritensko (pikéasta ¢rta). Ko se je v zgornjem primeru sprehajalec A gibal
- po srednjem 1zmed malih krogov se je sprehajalka B le sukala okrog svoje
os1, tokrat se sprek agaika B giblje ritensko po polkrogu, diametralno glede
na svojega spremljevalca.

Izrek 1. Naj sprehajalec A prehodi sklenjeno gladko pot dolzine [. Ce
sp'rehajaZka B prehodr vzporedno pot, to je, ce se giblye, ,priklenjena” na
razdalj r, pravokotno na desni strant na smer gibanja sprehajalca A, potem
7e razlika med potjo sprehajalke B, prehojene v pozitivni smert, in ritensko
prehojeno potjo sprehajalke B, enaka | + 2mnr. Pri tem stevilo n pove,
kolikokrat se je sprehajalec A med vsem sprehodom zasukal okrog lastne ost
v pozitivni smeri. (V primeru enostavno sklenjene poti je n = 1, v primeru
poti v obliki osmice je n = 0.) Pri zelo ostrih zasukih sprehajalca A v desno
7e morala sprehajalka B stopits nekaj tango” korakov nazaj, ti se v skupni
dolzint prehojene poti sprehajalke B odsiejejo

132 Obzornik mat. fiz. 43 (1996) 5



o je en korak
10 ™ naprej n
b1 1meli Stevec v
napredovanje”
m lahko recemo,
napredovala” za

-- bi lahko rekli, da je tisti, ki
za 10 N nazagh ,,napredé@m?? zZa

meril 1 kar s pozitivnim premik
d potjo dolzine [ sprehajalca A

. in B prehodita
gkmgm poti na medsebojni raz aiﬁ r. Ce j@ ukrivljenost potr, po kater: se
giblje sprehajalec A, v vsaki tocki poti vecja ali enaka ---»—f;—-, potem je [(B) =
= [(A) + 27nr, pri éemer je [(A) dolzina poti sprehajalca A in l(B) dolZina

poti sprehajalke B.

Posledica 2. Naj bo kot v posledict zgoraj in naj bo pot, ki j0 prehod:
sprehagalec A, enostavna (ne seka same sebe). Potem je l(B) = I(A) £ 277,
pri cemer je predznak dolocen tako, da je zunanja, pot daljsa.

Posledica 3. Naj bo kot zgoraj, p
sklenjeno ,konveksno paﬁ”
éemer je predemak dolocen tako, d

Tl Cemer Sp?"‘ehajaiec A pmhad@

= [(A) & 27r, pri

10Z1Ca.

ki ga pot omejuje, konveksna miz

ird m ev 1z nase zadnje 1 c 1ce j@ dobro poznana 1in
jbolj elementarnimi geometrijskimi sredstvi (|6; I'V] aﬁ

1, negladko” . To

geometrije pravimo,
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‘da krivulja ni gladka ali da ima koleno. Zamislimo si torej, da je pot, po
kateri hodi sprehajalec A, le odsekoma gladka. V takem primeru pridemo
do problema definicije poti, po kateri se bo gibala sprehajalka B. Predsta-
vljajmo si sprehod po nacelih klasi¢nega plesa, to je, da vsele; vodi korak
on, v nasem primeru tore] sprehajalec A. Ocitno je, da bo v tocki, kjer se
sprehajalec A na mestu zasuka v levo, sprehajalka B opisala loéno pot v
pozitivni smeri okrog svojega spremljevalca. V tockah, kjer se A zasuka v
desno, bo B opisala locno pot v negativni smeri okrog A. Slednje obnasanje
v, koiensklh” tockah lahko intuitivno razlozimo tudi z ,,zgladitvijo” neglad-
kih kolen v gladko pot z neskoncno pozitivno ukmvhenostjo (levi zasuk spre-
hajalca A) oziroma z neskonéno negativno ukrivljenostjo (desni zasuk spre-
hajalca A). Pri taki definiciji poti, ki jo opise tocka B, ko A potuje po od-
sekoma gladki poti, lahko brez tezav pokazemo, da zgornji izrek in posle-
dice veljajo tudi v tem splosSnejsem primeru. Na tem mestu se bomo 1zo-
egnili tehnicnim podrobnostim, ki b1 o slednjem zagotovo prepricale vsako-
gar. Bralce vabimo, da za vajo sami izdelajo podrobmnosti.

[zrek 2. Zgoraj opisan izrek in wvse posledice veljajo tudi v primeru
odsekoma gladke poti sprehajalca A.

Kot smo sedaj Ze navajeni, sprehajalec A in sprehajalka B hodita na
razdaljl r, pri Cemer je sprehajalka B vsele] na desni strani, pravokotno na
smer gibanja njenega spremljevalca A. Pravimo, da sta poti A-ja in B-ja
vzporedni. Poznane so razne formule, ki primerjajo ploscine ravninskih
obmocij, omejenih z vzporednimi sklenjenimi krivuljami. Na primer, kot v
nasem primeru, ce se sprehajalec A giblje po enostavno sklenjeni konveksni
poti in ¢e oznadimo z S(A) ploscino lika, ki ga omeji pot A-ja, ter z S(B)
ploséino lika, omejenega s potjo B-ja, velja S(B) = S(A) +1(A)r +mr?, kjer
je [(A), kot prej, dolzina poti A-ja ([6; IV] ali [1; 14.12]).
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1 primerjanju dolzin [(A) in I[(B) posplosijo tudi

Podobmni sklepi k
zgornjo formulo za pl

Omejimo se na enostavno Skienjene odsekoma gladke krivulje, katerih

ukrivljenost %(f) je vselej vedja od w; nimo se, da ta p@g@; obS@ga
vse odsekoma gladke enostavno sklen; wveksne | mvulj e. Ob
krivulje, ki niso konveksne éﬁoda v émckah 3onkavn05t1 mora biti ukri-
Vh@nost (kl Je negaf@wna) &bsoiutno manjsSa od 1, To pomem da na poti
dopustimo tudi | konkavne” odseke, to je odseke, na katerih sprehajalka B
hodi pocasneje od sprehajalca A na njeni E@VL N@ bomo pa obravnavali
,ekstremne konkavnosti”, pri kateri je nujna ritenska hoja sprehajalke B.

mrec 1zgubl smiselnost definicije ploscine obmocja,

V sle dnj el pPri

"mo torej giadek del potl k Spreha,jaka A. Razmishjajmo o
lob med B. Nad delom poti dt (desno od

V primeru, ko je ukrivljenost »(f) =
di

— —- pozitivna, dobimo srediscm kot 1zseka ena,k dy = o) In 1zracunamo

p(t)

loséino izseka kolobarja (pri

“““““

e dg

Slika 8.

Kadar je ukrivljenost »(t) = ;(% negativna, 1zracun

kolobarja (slika 9)

amo ploscino 1zseka

dS(t) = (p(t)* = (=p(t) = )°)
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1

dsekoma gladk: enostavno

sklenjent pam s pogajem x(i) > —r 1 S sfmpnﬂ dohmo [, sprehajalka B pa

5@%@ @m@mwg@ S

43, kﬂrekten dokaz 1zreka bi mamh Qbravna,vatz posebej kolenaste tocke
poti sprehajalca A. Pod misleki inah poti bi nad ta-
kimi tockami nasli in &eﬁmmh dg 7 kot kmzm msek 7z radiyjem r. Podrob-

nosti ¢ @kam, spet prepuscamo za vajo bralcu. Omenimo naj se, da se glede
na nase pogoje koleno na poti sprehajalca A lahko pojavi le v ﬁkﬂmfekg

oblil1”’

Opomba 2. Pogoj x(t) > —-;-?l;- v 1zreku dopusca poljubno konveksno pot

sprehajalca A. Izkaze se, da ta pogoj dopusca tudi vse , lepe konkavne poti”,
1zloci Ee tiste p@‘m Spmhajaka A, h POVZIrocijo neenﬂstavno (Sekajoco Se} pO%
spremljevalke B oma 1zloci tiste poti A, pri katerith m - 3
5 vcasih h 1 nazaj.

©(k), enaka

pri cemer 3@ bﬂa celotna ukmvhen@st kmvuhe k, oznacimo jo z
celemu o __

fmtamjsko stevilo kri
niene kri ce evlio.
e krivulie celo stevil

Naj bo torej k : [0,]] — IR? odsekoma gladka krwuha po katem potuje
to¢ka A s hitrostjo 1 (naravni parameter). Kot je op

tocka B giblje pravokotno na desni strani tocke A na raz&abl r. Ponovimo,
da celotna ukrivljenost ©(k) krivulje # lotni zasuk tangentnega
vektorja v pozitivnil smeri, ko tocka prepotuje kmvuhﬂ .. (V kolenskih

43 (1996) 5 137
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tockah ©(k) naraste za kot med ,levo” in , desno” tangento.) Oznacéimo z
| = 1(A) dolzino poti, ki jo prepotuje tocka A, in z [(B) dolzino poti, ki jo
prepotuje tocka B. Naj bo S(A, B) plos¢ina pasu med potema tock A in B,
s tem da zacetek in konec pasu doloca normala. Ponovimo tudi, da pogoj
ukrivljenosti x(t) > ———;1; doloca, da hitrost tocke B (potujoC na desni A-ja,

—c—

ki potuje s hitrostjo 1), ni nikjer negativna.

Izrek 4. Pri pogoju, da za ukrivljenost poti tocke A v vsaki tockr velja
%(t) > -—-——~;,1-;, veljata formuls:

Pogoj x(t) > —-«-% v 1zreku lahko 1zpustimo, ¢e upostevamo

Opomba 3. >
negativne smeri pri dolzini [(B), ter pri plos¢ini dvojno Stetje oziroma
odstevanje posameznih izsekov. Ponovno vabimo bralca, da razmisli o

geometrijski nazornosti slednjega.

Opomba 4. ZahtevnejSega bralca bo Gauss-Bonnetov izrek in dodatna
literatura [3; str. 213], [2], [4] popeljala v bolj abstraktna razmisljanja, ki
jih navdihujejo nasi precej nazorni sklepi.

[1] R. V. Benson, Fuclidean Geometry and Convezity, McGraw-Hill, 1966.

2] M. P. Do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall, Enge-
Ilwood Cliffs, N.J., 1976.

F. Krizanic, Vektorska in tenzorska analiza, DZS, 1996.

J. Stoker, Differential Geometry, Academic Press, New York, 1966.

I. Vidav, Diferencialna geometrija, DMFA 1989.

I. Vidav, Reseni in neresent problem: matematike, Mladinska knjiga, Ljubljana, 1972.

RSN
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Math. Subj. Class. (1991) 11A63

Predstavljeni so stevilski sistemi, ki imajo za osnove Gaussove celo stevilo
b=—n=+i, n &N, in mnoZico stevk D = {0, 1, ... ,nz},

NUMBER SYSTEMS W

Number systems which have for base Gaussian integer b = —n +1, n € IN, and set
of digits is D = {0, 1, ... ?n2}3 are presented.

ma,jno za osnovo Stevilskega gm@ na VZamemo Naravio Stevilo
stevk pa predgmﬂ mnozica vseh
cativnih ostankov pri deljenju z ¢ 1Iskem SESt%EﬁH lahko
egaﬁvno celo stevilo w
I nenegativno celo ste‘vﬂ@ Smmh a; p
m sistemu zapisatl na opisani n

/zemimo za bazo Stevilskega sistema neg
mnozico stevk D pa naj sestavljajo stevila 0, ]

litev 1.1. V stevilskem
| 1n mnozZico stevk D = {!

M. (1.1)

DL

Dokaz. Naj bo w € Z poljubno celo tevilo. Ce je —|b| < w < 0, potem
je bl +w e D. Iz w= (|b| + w) -b® +1-b sledi, da za cela stevila iz mnozice
{— g § ——-1} trditev velja. Oatmo M‘@ﬁmv V@ha a 7.3, Ste‘vﬂa iz mnozice
Ebg + L ..., |bl =1} Z&pige

(1.2)

da je
(1.3)

Od tod zaradi |w| > |b| > ag in

lwy] <
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Je —1b| +1 < |wy| < |b] — 1, potem lahko — podobno kot prej — stevilo wy
zapisemo kot

wi = aj +ash, aj,a; €D.

Ta enakost in (1.3) nam dasta

w = (a1 + asb)b + ag = ag + a1b + azb” .

V primeru, ko je [wi| > [b], postopek ponovimo: Stevilo w; zapiSemo v
obliki wy; = wzb + aj, kjer je wq celo stevilo, za katero velja |wy| < |wi],
stevilo aq pa je stevka i1z D.

Ker za dobljeno zaporedje Stevil w, wy,ws, ... velja |w| > |wy| > |ws| >
> ..., lma pravkar opisani postopek svoj konec. Obstaja taksen indeks k,
da je |wy| < |b]. Tedaj iz (1.2) sledi, da je

wg = ag + agy10, ag,apy1 €D.

Ta enakost nam skupaj s prejsnjimi da

k-+1
wma0+alb+...+ak+1b+,

Algoritem, ki smo ga uporabili v dokazu trditve 1.1, je dobro poznan
KEvkhidov algoritem. Njegova uspesna uporaba v dokazu sloni na dveh
jstvih: mnozica Z je kolobar!, v katerem Evklidov algoritem velja, in
jstvu, da smo za mnozico Stevk D vzeli vse nenegativne ostanke, ki jih
dobimo pri deljenju s Stevilom b in ne presegajo stevila |b| — 1 — za D smo
vzeli enega od popolnih sistemov ostankov po modulu b.

. Gaussova cela stevila so tista kompleksna stevila, katerih realna in
imaginarna komponenta sta realni celi stevili. MnoZico vseh Gaussovih celih
stevil bomo oznaéili z Z|i], torej

={n+im : n,m¢cZ}.

Za operaciji seStevanja in mnoZenja v C je Z|:] kolobar.
V nadaljevanju bomo dokazali posplositev trditve 1.1 na kolobar Z|:|,

najpre] pa se nekoliko poblize seznanimo z Gaussovimi celimi Stevili.

Vsakemu kompleksnemu stevﬂu o = a +1b lahko priredimo normo —
nenegativno stevilo N(a) = a? +b%. Ce je & = a — i b konjugirana vrednost
Stevila o, potem lahko normo stevila a zapisemo tudi kot N(a) = aa. Hitro
se lahko prepriéamo, da za poljubni kompleksni stevili o in 8 velja N(af) =
— N(2)N(p).

Naslednjo trditev bi lahko imenovali izrek o deljenju v kolobarju Z|:
Dokaz najdemo v [4].

! Definicijo kolobarja lahko bralec najde v [4].
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1. Cestaw in z # 0 poiyuém stevilr 1z kolobarja ||,
4], za kateri velja

@é@%mmm stevili g tnr v X

w=qz+Tr | (2.1)

m je N(r) < N(z).

Stevili ¢ in r v trditvi 2.1 nista enolicno doloc¢eni. Za primer lahko
vzamemo w =1 in z = 1 + 1.

Definicija 2.2. Naj bo b # @
1e popoln sistem mm&mﬁ@@@ pri deljenju z b, ce Eaﬁﬂm pr1 vsakem (Gaussovem
celem stevilu w najdemo taksm vaﬂz g in r v Z[i], da velja w = gb +r in

j%?"ER@

‘"ﬁ
A
!

(Gaussovo celo stevilo. Mnozica & C Zjs

et

N(b) > 2,

Ce za osnovo Stevilskega sistema vzamemo Stevilo b € Zz], IV
potem je smiselno, da za mnozico stevk vzamemo popoln sistem ostankov
pri deljenju z b, saj sicer nekaterih Gaussovih celih stevil ne bi mogli izrazit:
v obliki (1.1). V madaigevamu bomo mmg za mnozico Stevk D b‘tevﬂskega
sistema k&t@?@a osnova je Stevilo b € Z V(b) privzeli, da je popoln
sistem

ostankov pri deljenju z b.

V splosnem Gaussovo celo stevilo b nima popolnega sistema ostankov
sestavljenega 1z samih nenegativnih celih stevil.
Dokazimo zdaj trditev, ki pove, kda] popoln sistem ostankov pri de-
jenju z b € Z|i| sestavljajo Stevila 0 N(b) — 1. To trditev je znal
cdokazati ze Gauss.

Trditev 2.3. Cejeb=n+im, N(b) > 2, taksno Gaussovo celo stevilo,
ey e g & .. n 9
da sta si Stevili n in m tugi, potem je mnozica {0,1,...,n%+m* —1} popoln

sistem ostankov pri deljenju z b.

Dokaz. Ker je N(b) > 2 in sta si n ter m tuji stevili, mora veljati n £ 0

bo ) = a-+1b poljubno stevilo 1z Z|i|. Trditev 2.1 nam zagotavlja,
da ohbt&j&ta tcs,ksm Gaussovi celi stevili g in 7, za katem velja w = qgb+r
in je N(r) < N(b). Pokazati Zelimo, da lahko ¢ in r izberemo tako, da je
0 <r < N(b)— 1. I&€emo torej taksna cela stevila z, y in z, za katera velja

a+tb=(x+iy)n+im)+z - (2.2)

gzgmﬁ-g-mﬁm

Enacbo (2.2) lahko zapisemo kot sistem dveh enacb

a=nt—m?y-+z (2 3}
b=mz+ny |
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7z neznankami x, y in z. Ko izlo¢imo neznanko y, dobimo linearno diofantsko

enacbo
(n* +m?)z+nz=an+bm, (2.4)

7z neznankama x 1n z.
Ker sta si $tevili m in n tuji, sta si tuji tudi stevili n? +m
ima enacba (2.4) druzino resitev dano s formulo

2 in n. Zato

T =g + Nt
z=z2— (P +m?t, teZ

kjer je (xg,z9) ena od resitev te enacbe (glej na primer |2|). Z ustrezno
izbiro parametra, t lahko najdemo resitev (z, z), ki ustreza pogoju 0 < z <
< n?+4+m? —1. Izberimo ta par in postavimo = = z. Iz sistema (2.3) dobimo
Se stevilo vy, tako da je g = =z + 1y. Ni se tezko prepricati, da tak y obstaja.

Pogoj, da sta m in n tuji stevili, v trditvi 2.3 ni1 odve¢. Poglejmo
naslednji primer.

Najbob=2+2¢inw = 2+4+1. Vzemimo, da obstajata taksno Gaussovo
celo stevilo g =x + 1y in r € Z, da velja

2+i=(2+2)(z+1iy) +r

Potem velja enakost 1 = 2z + 2y, ki j1 ne more zadoscati noben par celih
stevil z 1n vy.

V stevilskem sistemu z osnovo b € Z|i| bi radi izrazili vsa Gaussova
cela stevila. Toda e je b = n+1m, potem je imaginarna komponenta vsake
potence b*, k = 1,2, ... deljiva z m, o Cemer se m tezko prepricati. Ker

SMOo pmvzeh da so v D stevila 0,1,...,n% +m? — 1 1ma vsako stevilo oblike
Af{ 0Q; b imaginarno komponento deh 1vo z m. Se pravi, da Gaussovo celo
Stevﬂo b, katerega imaginarna komponenta po absolutni Vrednosm presega 1,
ne more bitli osnova Stevilskega Sistema, S stevkaml 0,1,..., N (b) — 1, v
katerem so izrazljiva vsa Stevila iz Z[z|. Oc¢itno je tako tudi v primeru, ko
je m = (. Preostaneta nam torej le moznosti b =n-+1 1n b =n — 1. Vendar
tudi pri taksnih Gaussovih stevilih ne dobimo vedno stevilskega sistema z
zelenimi lastnostmi.

V stevilskem sistemnu z osnovo b wn z mnozico Stevk

lzrek
D ={0,1,...,N(b) — 1} je mogoce izraziti vsa Stevila w 1z Z|i| kot

(2.5)

natanko tedaj, ko je b = n 41 ali b = n — 1 in je n negativno celo stevilo.
Pri tem so stevke a; v (2.5) enolicno dolocene z w.
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Dokaz. Ce je mogoce vsa Gaussova cela stevila 1zrazrt1 v sistemu z
osnovo b =1 1M 1N Z MNOZIco stevk D = {0 L N((b) =1}, p
seveda mora, o i popoln mgfﬁem ostankov pri del jenju s Sﬁevﬂom
smo Ze ugotovili, da mora imeti imaginarna komponenta stevila b absolutno
Vrednast enako 1. Odslej bomo torej privzeli, da je m € {—1,1}.

N dokazimo enolicnost.  Predpostavimo, da obstaja stevilo

4], ki ga lahko zapiSemo na dva razlicna nacina v obliki (2.5):

w:rg+rlb+.,.+rkbk:30+S1b—}-...+5kbk, ri, s;€D. (2.6)

ki v obeh zapisih nastopa,
a]visjih potencah v

Tu smo privzeli, da je najvisja potenca stevila b,
b*, vendar ni izkljuéena mo#znost, da so koeficienti pri n
katerem od zapisov enaki 0.

Iz (2.6) sledi

= (ro—s0) + (r1 —s)b+...+ (e —s)b",  (27)

kar pomeni, da imata stevili rg n 59 pri deljenju z b 1st1 ostanek 1z @ Ker
pa sta ti dve Stevili obe v D, mora veljati rg = sg. Ce (2.7) delimo z b,

=(ry —s81)+ ...+ (rg — sk)bk—lg

Podobno kot prej vidimo, da je 71 = s1. Na koncu postopka torej dobimo

o = 80, 1 — 813ev.45 T — Sk,

kar smo hoteli pokazati.

imeru sStevilo

b ne da izraziti v obliki (2.5).

Pa VZEemimo, da velja nasprotno, tore]

w = ag + aib+ ... + apb®, a; € D za vsak j. (2.8)

2

—(1—-n)4+m’=n’4+m?> —2n+1.
(

Upostevajmo (2.8), pa imamo

r=ag+ (a1 —ag)b+ ...+ (ap — ak_l)bk — apb* Tt

Ker je zapis en sam, od tod sledi

ag =1, ay —ag=0, dots, ap —ap_1 =0, ap =0,

torej je tudi r = 0.
mora veljati n < 0.
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Dokazimo se zadostnost pogoja. Naj bo najprej stevilo b = —n + 1,
n € IN, osnova stevilskega sistema. Kot smo videl v trditvi 2.3, je v tem
primeru mnozica D = {0,1,...,n%} popoln sistem ostankov pri deljenju z b.

Pokazimo, da lahko poljubno Gaussovo stevilo w zapisemo kot

kjer so dy, di, ds in d3 nenegativna cela stevila.

Ocitno obstajata taksni celi Stevili ¢ in d, da je w = ¢+ db. Ce sta
¢ in d nenegativni, smo s tem nasli zapis (2.9), ce pa je Stevilo z € {c,d}
negativno, ga zapisemo v obliki

z = |z|i® = |z|(b+n)* = |z|n® + 2|z|nb + |z|b”

in postavimo to v w = ¢+ d b ter tako dobimo zapis (2.9).

i(’w,D) = dg + di + do + ds.

Ocitno je t(w, D) nenegativno celo stevilo, ki je enako 0 natanko tedaj, ko
je w = 0.
Ker je dg > 0, lahko najdemo taksno nenegativno celo stevilo £ in taksno

Stevilo 79 € {0,1,...,n%}, da je

dy KT9+51V<5> ﬂ?"o—i—t(’nz—}—l).

Ker velja

n? 4+1="0 +(2n — 1)b* + (n — 1)°b,
1mamo
dy =ro+t(n*+1)=rg+t(n—1)b+t(2n — 1)b* +tb°.
Postavimo zdaj desno stran iz (2.10) namesto dy v (2.9):

w =rg + (di +t(n — 1)?)b+ (dy + t(2n — 1))b* + (d3 + t)b* (2.1
=dj, + dib + d3b® + d3b°, |
kjer smo z df, . .., d5 po vrsti oznaéili Stevila 7o, di +t(n—1)?, da+t(2n—1),
ds + t.

Ker je

—t(n®* +1)+t(n —1)* +t(2n — 1) +t =0,
= {d§, di, ds, d3} velja

t(w, D*) = t(w, D),
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Za
wy = df + dib+ dib?

pa Je

w = g + wlb, rg € D. (212}

Naj bo D} = {dj, d5, d3, 0}. Potem je

t(wy, D7) < t(w,D") = t(w, D).
Ce je 7o # 0, imamo neenakost t(wy, DY) < t(w,D), ko pa je rg = 0, je
i(wla Df) - i{wa D)
Pisimo zdaj kar t(w, D) = t(w), t(wy, D
postopek, s katerim smo dobili enakosti (2.11) i

w =w1b + ry

w1 x’wgb T T1

000000000

pri cemer velja: r; € D, t(w) > t(wy1) > ... ter t(w;) > t(w;r1), ¢e je r; # 0.
Ce je w; = 0, se ta proces konca na j-tem koraku. Takrat dobimo

wmrg—!—rlb—!—“.—{—rj_lbj“i,z r; € D.

Pa vzemimo, da se ta proces ne ustavi. Potem je w; # 0 za vsak j, pri
dovolj velikem indeksu 7 pa velja

i(w@-} = i(wi+1) = ... (# 0>,

Torej je
w; = wiy1b, ..., wipp_1 = wigd,. ..

N stevilo b* deli stevilo w;. Toda to velja le,

To pomeni, da pr1 vsakem &k €

ce je w; = 0, kar pa ni res.

S tem je obstoj predstavitve stevila w v obliki (2.5) dokazan za primer
b=—n-+1.

Naj bozdajb = —n—i,n € IN. Vzemimo poljuben w € Z|:
dosedanji del dokaza za Gaussovo celo §tevilo @ in osnovo b = —n + ¢, pa
Imamo |

|, uporabimo

r; € D.

W = 1rg + r1d

Od tod dobimo iskani zapis
wx?‘()—i-le-{—...*f-T‘kbk
za Stevilo w. =
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3. V prejsnjem razdelku smo pokazali, da lahko v stevilskem sistemu,
katerega osnova je stevilo b € {—n+1i,—n —1 : n € IN}, stevke pa so iz

mnoZice D = {0,1,...,n°}, enoli¢no izrazimo vsako Gaussovo celo stevilo
w v obliki (1.1).

Zdaj bomo pokazali, da lahko vsako kompleksno stevilo o 1zrazimo v
takSnem Stevilskem sistemu kot (neskoncno konvergentno) vsoto

j=—00

v kater1 je [ € Z, stevila a; pa so stevke 1z D.

Izrek 3.1. V stevilskem sistemu z osnovo b € {—n +i,—n —1
n € IN} in z mnoZico stevk D = {0,1,...,n%} lahko vsako kompleksno stevilo
a 1zrazimo v obliki konvergentne vrste

a=ab +...+ag+abt4+a b+ .., (3.1)

kjer so a; 12D za vse indekse j.

Dokaz. Najboa=x+1y, =, y € IR, poljubno kompleksno stevilo. Pri1
vsakem k=0, 1, 2,... naj bo

b* = Uy +iVi, Ui, Vi €R.
Pisemo lahko

ab®*  (z+iy)(Up+1iVi)  zU, — yVi + i(aVi, + yUs)

b* b* b*

2

Naj bosta Cp in D, taksni celi stevili in u ter vy taksni realni stevili, za

kateri velja |ug| < 1 in |vg| < 1, da je

4.’L‘Uk — ka — Ck -+ U

1n
m je tore]
Ck: -+ Z_Dgc i UL —+ Z’,Uk
T TR (3.2)
Oznacimo | |
Cr +1 Dy | g i v
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Ker je |b| > 2 in |ugp +1vg| < 2, velja limy_, o, 6 = 0. Se pravi, da zaradi
(3.2) velja limy_, o 21 = «.

(Gaussovo celo stevilo C, + 1 Dy, lahko po izreku 2.4 zapisemo kot

Crp+iDy =albt +...+aj, (3.3)

enegativno celo stevilo,

kjer so ﬁ;j, 7=0,1,..., tétevilaizDinjet =t(k) n
ki je odvisno od £.

Pokazimo, da ima zaporedje celih stevil {t(k) — k}72, zgornjo mejo.

h stevihh £ = C > t(k), potem je ocitno 0
zgornja meja zaporedja {t(k) — } h=0- Podoben sklep velja, ce le za koncno
mmnogo stevil k velja k < t(k). Vzemimo torej, da za neskonéno mnogo stevil

k velja k < t(k).
.3) sledi

Glede na to, da je 2z = ==k iz (3

}— _
2 = aibF 4 alb"

0, da je k &tevilo, pri katerem velja k < t(k). Pis

Predpostavim

—k

x7t—k o * —1 s
até + akak“—G}kmlﬁ “Q,emﬂg

Iz te enakosti sledi ocena

Iatbﬁ ko + .. 4 ag| <|zi|+ap_4]b]" —1 ,.+a3[b|”k
<|a| + 6] + nz([bl“‘l + 167 4 ..)

kjer je 6 = max{|6;] : 7 =0,1,...}. Torej je

+ ...+ a;| <eg (3.4)

kjer je ¢ = c(a) pozitivna konstanta odvisna od «. Znotraj kroga {we C :
}'wl < @} Je le mnogo a,ussow.h celih stevil, in ker je zapils vsakega od

.5) en 3.4) ne more biti poljubno veliko.
Se pravi, da zaoredje {t(k) — k}72, res zgornjo mejo. Oznacimo s K
natancno zgornjo mejo tega za,poredja. Ker so v zaporedju le cela Stevila,
je tudi K celo stevilo.
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Vsako od stevil z;, k=0, 1,... zapisimo kot

Zp, = aJ(K)bK + ...+ aik} + a@b“l +.. (3.5)

kjer so stevila ag_k)) i< K

stevilih z; nekaj prvih stevk v zapisu

. Sevedas se lahk

D konéna mnosic a,

(k)

, Teclmo za Tk, veljati, da je ap’ = rg pri
Sk mnozico vseh tistih k-jev, pri

Zapis (3.5) velja pri vsakem k

mora za vsa) eno stevko 1z D
neskonéno mnogo k-jih. Oznammo S

katerih velja a%) = TK.

V zapisu (3.5) se tudi pri b® ! pojavi vsaj ena Stevka neskonénokrat.
Ker je Sg neskoncna mnozica, obstaja v D stevka, recimo rg_1, za katero

(k)

velja ay’ ; = rg_1 pri neskoncno k-jih 1z Sg. 5 Sk_1 oznaCimo mnozico

vseh tistih k-jev 1z Sk, pm katerih velj

Predpostavimo, da Ze 1m , S11. Zanje velja

nog@ stevilih
h stevil k.

obstaja, taksna stevka r;, za katero pri neskoncno m

(k) _

velja a;7 = 7. 5
mnozma je neskoncn

., rg, r—1, ..., za ka-

tero velja, da je pri n Stevilu £ enaka stevilu rj,

(3.6)

Izberimo zaporedje k1 < kg < ... tako, da bo pri vsakem stevilu 3 =1, 2,...
stevilo k; 1z Sk ;4+1. To lahko storim | so S; neskonéne mnoZice.

Kerjek; € Sg_j41 C Sk—j42 C ... C Sk, velja

K
2, = rebs 4+ ...+ TK—j+1

glede na to, kako smo definirali mnozice S;. Se pravi, da velja
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Ker je limy_, o 2x = a, imamo « = . Od tod sledi, da je (3.6) iskani
zapis Stevila o. =

Zapis (3.1) kompleksnega stevila o skrajsano predstavimo v obliki

a=(a;...ap.a_10_9...)p. (3.7)

ih z osnovo b € N, tudi tu stevilu

Tako kot pri stevilskih sistem

pravimo celi del stevila o, Stevilo

(0.a_1a_o...)p =

pa je neceli del stevila o.

Zapis (3.7) ni enolicen. Kot primer poglejmo sStevilski sistem z osnovo

b= —1+1in z mnozico stevk D = {0, 1}. V tem stevilskem sistemu lahko

stevilo ”’”1;2” 1Zzrazimo na dva nacina:

in (3.8)

“r o S # LAV

kjer ¢rta nad stevkami pomeni, da se zaporedje teh stevk periodi¢no pona-
vlja.

O veljavnosti (3.8) se bo bralec sam preprical, kakor tudi o pravilnosti
naslednjih enakosti

1

[1] William J. Gilbert, Fractal Geometry Derived from Complexr Bases, Math. Intelligencer
4 (1982), 78-86.

2] Josip Grasselli, Osnove teorije stevil, DZS, Ljubljana 1975.

13] 1. Katai in J. Szabé6: Canonical number systems for complex integers, Acta Sci. Math.
(Szeged) 37 (1975), 255—260.

4] Ivan Vidav, Algebra, DMFA, Ljubljana 1980.
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PACS 03.75.Dg

Prispevek opise prvi poskus s casovno interferenco, ki je uspel s curkom atomov. Pri
tem se sestavijo delne valovne funkcije, ki izvirajo iz razli¢nih trenutkov, kot se navadno
sestavijo delne valovne funkcije, ki potujejo po razlicnih poteh. Pri takem poskusu
Heisenbergova neenacba za Cas in energijo prevzame vlogo neenacbe za koordinato in
ustrezno komponento gibalne kolic¢ine,

UNUSUAL INTERFERENCE EXPERIMENTS:

The first interference experiment in time with an atomic beam is described. In
this case partial wave functions are superposed arising from different instants of time as
usually partial wave functions due to different paths are superposed. In this experiment
Heisenberg’s inequality for time and energy takes over the role of the inequality for
coordinate and momentum.

Pri enobarvnem svetlobnem curku, ki ga prekinjamo v zelo kratkih
casovnih razmikih, opazimo interferencne pojave. O tem nas pouci ze zveza
med trajanjem sunka in ustrezno Sirino ¢rte v spektru. Na eni strani nas
to spomni na krajevno interferenco, pri kateri sliko navadno opazujemo v
ravnini, na drugi strani pa na prehodne pojave v elektricnih vezjih. Podoben
pojav nastane tudi pri curku delcev, ki ga prekinjamo v zelo kratkih casovnih

razmikih. Tak curek primerjamo pac s curkom elektromagnetnega valovanja
n

2. Na mesto zveze med
trajanjem curka in spektralno sirina stopi |

mu priredimo de Broglijevo valovno dolZzino®.
leisenbergova neenacba s casom,

ki je na voljo za merjenja, in nedolocenostjo kineticne energije.

/a pojav so se zacell zanimati Ze tedaj, ko so zaceli raziskovati sipanje
delcev. Vprasali so se, kako preide funkcija, s katero opisemo nemoten curek
delcev z doloceno kineti¢no energijo, v funkcijo, s katero opiSemo sipanje,
ko v curek postavimo sipalni center. Kako se spreminja s casom tok takih
delcev, ko odpremo zaklopko? M m ko pojasnimo interferencno sliko
s stacionarno Schrodingerjevo enacbo, je treba v tem primeru uporabiti
enacbo s casovno odvisnostjo.

2 0O de Broglijevem valovanju sodobni uvodi v kvantno mehaniko neradi govorijo, ker
ne gre poudarjati, kako je kvantnomehani¢na valovna funkcija podobna funkeciji, s
katero opisemo elektromagnetno valovanje. Tisti, ki se ukvarjajo s curki nevtronov
ali s curki atomov, pa brez pomislekov govorijo o de Broglijevem valovanju. Pri tem
se dobro zavedajo razlik, na primer tega, da v tem valovanju v danem trenutku ni
mogoce dolociti tocke, v kateri valovanje doseZe vrh ali dolino.
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Schrodingerjeva enacba — {
zaCetnem pogoju: Y(z,t =
Resitev ima obliko ¥(x,?

¢ = e~ 1z — vt)/(2Rt/m)Y/? [1].

@éi@ev mja na funkdj@ S

Schrodingerjeva enacba
Ska enac o 7 1mag

gesmm energij
toka pri “Eﬂd@ﬂu svetlobe na
; I kraja (SE
vredno p@%b@g

mdmgem@w enacbi, m
gostota S‘V@ﬂ@bn@g&, ‘?m%a nenadno

/i druge strani protl t e]
mmﬁ 10 @dbij@
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Najpre 3 S0 Z
L 1 CasovIlo c nost valovne funkcije

pko, ki jo odpremo v
Y(x,t), za katero velja

L]

Do &
0

o S
0 £

slika 1. Izracunana casovna odvisnost
g%mm vmj@ﬁmastmega toka delcev za za-
klopko, ki se odpre v trenutku ¢t = 0, spo-
minja na krajevno odvisnost pri uklonu
svetlobe na ravni meji [1].

ko so i1zdelali hitre
1h funkcij raziskali
Nato so na

m v rezi valovna
e nato linearno s casom
ih diagramov (sl. 2).

imelo zrcalo za nevtralne
10 dielektrika.
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vaiovange, v katerem an ' Jakosh dek‘tmcnega pah& pmvokomo na
mejo eksponentno pojem

r 1.0

tntenstty

2. Krajevna in casovna odvisnost gﬁste‘te verjetnostnega toka delcev za rezo.
Prepusmost zaklopke najpre] naraste sorazmerno s casom in nato linearno s ¢asom pade
na nic. Posevno na levo je nanesena m,zdéa,ha, v milimetrih, posevno na desno cas v
mikrosekundah in navzgor gostota verjetnostnega toka. Leva risba ustreza primeru, v
katerem je prepusﬁmegﬁ nara3¢ala 107° s in nato toliko ¢asa pojemala. Casovna odvisnost
je podobna krajevni. Desna risba ustreza primeru, pri katerem je prepustnost tako narasla
in padla dvakrat in je poteklo med trenutkoma z najvecjo prepustnostjo 2 - 107% s 12].
Drugi primer je mogoce razumeti kot casovni Youngov poskus.

valovanja. Na valovanju s frekvenco blizu resonancne frekvence, ki ustreza
prehodu atoma iz osnovnega stanja v prvo vzbujeno stanje, pa se atomi
odbijejo, ne da bi se dotaknili dielektrika. N ° 1 moment atomov
namrec deluje sila nehomogenega elektricnega p Ta sila je odvisna od

ﬁ’mdg jakosti elektricnega polja, od nj “ I
*vaiovanj& in resonancno frekvenco.

skupaj upravljata Fc
D na ravo sta

razvila tehniko p

- 107° mbar in enaka
¢rpalka v spodnji precej nizji tlak 3 - mbar (Si 3} V vsaki od posod je
bila po ena magnetoopticna past. Kvadrupolno magnetno polje v pasti sta
ustvarili enaki tuljavi na skupni navpicn osi, po katerih so poganjali tok v
nasprotni smeri. Polje je paramagnetne atome zadrZevalo v prostoru med
tuljavama. V ta prostor so usmerili po sest laserskih curkov.

Vsi laserji, ki so jih 0' so bili polprevodniski in so delovali
pri cezijevi resonancni a,h zelo blizu nje. Prehodu 1z osnovnega
stanja atoma cezija v prvem vzbujenem stanju 6ps /2 V 0SNOVNO stanje 6sq /2
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ustrezata valovna dolZzina 852 nm
lovna sirina spektralne crte pa m

a 3. Naprava za opazovanje casovne
interference s curkom atomov: 7 zgormnja
in S spodnja magnetoopticna past, V pri-
kljucka na vakuumski crpalki, P kreme-
nova prizma, na kateri se je laserski curek
totalno odbil in je delovala kot zrcalo za
atome cezija, A akustooptitna naprava, s
katero so vkljucevali in 1zkljucevali krmilni
polprevodniski laser L [5].

agme%gﬁtmm pastl so 1m

1 med zbiranjem atomov za
me o @h]ia, j al j@ 17,1 ]

ki je « d@w@a zrcalo.
______ ho valova Je zbujal polprevodniski krmilni laser z mocjo l E_
10° s vigja od resonanéne frekvence. 7

<1 je bila za 9,5 -
krmilni laser.

ko so vkljucili krmilni laser.
ms po 1zkl Jjucitvi spodnje pasti in

kg ga je bﬂ@ mogoce naravnati.

trikotniski sunek

5 cm/s. Energiji Wy je ustrezala

mehanika pa napove m’@na,% Sunek

1z visine 3,3
frekvenca h /
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e 3

Slika 4. ViSina atomov, ki so jih spustili iz spodnje elektroopticne pasti, nad dielektri¢nim
zrcalom v odvisnosti od ¢asa. Debela ¢rta na desni zaznamuje, kdaj so vkljucili precni
laserski curek, s katerim so merili izdatnost resonancne absorpcije in porazdelitev atomov
po casu preleta. Spodnji del kazZe, kako so si v casu sledili sunki krmilnega laserja, s
katerimi so vkljucili dielektri¢no zrcalo [6].

Porazdelitev atomov po hitrosti v drugi¢ odbitem curku so merili s
casom preleta atomov, ki so se se tretjic odbili. “Zrcalo so namrec se
tretjic vkljucili s sunkom krmilnega laserja s sredino pri casu 57" 1n s
sirtno 7. Odbite atome v visini 1,7 mm nad zrcalom so v precni smeri
osvetlili s Sibkim curkom laserske svetlobe pri resonancni frekvenci. S
hlajeno fotopomnozevalko so zaznavali zmanjSanje svetlobnega toka zaradi
resonancnega sipanja svetlobe. Precni svetlobni tok je bil tem bolj oslabljen,
¢im vec atomov je bilo v curku. Tok fotopomnozevalke v odvisnosti od Casa
je dal porazdelitev atomov po casu preleta.

200 -100 0 100 200 s

Slika 5. Izmerjena porazdelitev atomov v sunku, ki je trajal 7 = 30 us, po casu preleta.
Medtem ko bi klasi¢no pricakovali trikotni sunek, nastane zaradi kvantnih pojavov zvonast
sunek. Podatke za diagram so nabirali v celoti 7 ur (a). Razpolovna Sirina porazdelitve
po casu preleta v odvisnosti od casa trajanja sunka 7. Klasicno bi pricakovali, da
bi Sirina enakomerno narascala s 7 (pikcasta crta), pri kratkotrajnih sunkih pa zaradi
Heisenbergove neenacbe ta Sirina zaéne narascati, ko se zmanjsuje ¢as trajanja (b) [6].

Lansko leto so pri zacetnih poskusih gostoto energijskega toka krmil-
nega laserja modulirali s frekvenco od 800 do 950 kHz. V porazdelitvi po
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casu so @pam‘mh kako so se z H&E&S@@j@é@ c ) POj &vh a,h

Na j prej so je
imerjali z napovedjo
@mzdeﬁm’@ spre-

milnega Ea%ma S
da v Casovnem razmiku 40 \
m delu sunka zman jgah 73, 3%
@E@kécm a, v eri se }@ curek atomo

@mh fazo pri drug@
kusu D @Hﬂi tazo v eni 1zmed rez ( sl.

po Casu preleta pri ,,casovnem Youngovem

poskusu”. Obema deloma drugega sunka 10}

je ustrezala enaka faza (a), drugemu delu

S'&mka so spremenili fazo s tem, da so
aﬁ@ Smmemh gostoto energijskega curka
krmilnem laserju (b) [6].
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analize, L.

Novo delo profesorja Franceta Krizanica Vektorska in tenzorska analiza
— abeceda globalne analize je knjiga 1z teoreticne matematike. Snov, ki
jo obravnava, so poglavja 1z globalne analize 1n diferencialne geometrije.

Ceprav gre za teoreticno matematiko, sodi ta snov v tisti del matematicnega
obzorja, katerega obvladovanje je potrebno za razumevanje problemov in
metod sodobne matematicne fizike

Teoreticno matematiko imamo mnogokraﬁc za vedo, ki se ukvarja zgolj
sama s seboj. Ta predstava mord m napacna, vendar pa ne
odkriva vse resnice. Vsaj od Newtona, napre; Je matem aﬁuka tesno povezana
s fiziko. N ekje v Sredmi dV&jsetega stoletja je Smer ta vez postala Sibk@jSa \4
zadnjih dvajsetih letih pa se je ponovno okrepila. Precej, morda celo vecina
najpomembnejsih matemati¢nih dosezkov v zadmem casu sega bolj ali manj
matematicno fiziko.
siovenskg matematiki je bila matematicna fizika manj obdelano po-
/ mer omenimo, da do sedaj v slovenski matematicni literatur:
imell obravnave ukrwhe uh prostorov, natancneje Riemannovih in

wmammwh nogoécemsm in Riemannovega ukrivljenostnega ten-
| matematik) ne more lotiti Einstei-

nove splosne teomje rdaﬂvnosﬁ

Naloga splosne teorije relativnosti je geometrizacija gravitacijske sile.
Geometrizirati silo pomeni poiskati tako (psevdo-)Riemannovo mnogote-
rost, da bodo delci, ki se glbh@jo pod vplivom te sile, potovali po geode‘&skih
kmmﬂja L dobljene {psgvo JRiemannove m nogotemsh Iskana kolicina v tej
nalogi je torej nekoliko poengséza;vheno receno metricni tenzor. HKnacba, ki
J1 ta tenzor mora ustrezati, govorl o ukmvhengsm torej je parcilalna d}.ferem-ﬁ
clalna enacba drugega reda podana na nasi (psevdo-)Riemannovi m NOgo-
terosti. V primeru gravi ‘tamjske sile gre za Stiridimenzionalno psevdo-Rie-
mannovo mnogoterost. Poleg gmmtaags@ najdemo v naravi tudi elektro-
magnetno, sibko in krepko silo. Z h sil stiridimenzionalni
prostor n1 dovolj 1n ga je treba nadgraditi s prostorom, ki j ammetmzlm no-
trama stanja d Notranja stanja sesta‘vh aje neko Liejevo grupo. Novi,
vecdi (nadgm;em) prostor je glavni Svezenjj katerega baza je prostor—cas,
viakno pa on ienjena Liejeva grupa. ] da smo nad vsako tocko
prostor—casa , obesili” pmsmr notmmxh sta,nj d dca Iskana kolicina je spet
metrika, tokrat na vsem SV@zmu metriko dobili, potrebujemo
metriko na bazi, metriko na Liejevi grupi in predpis, ki pove, kako so metrike
na razlicnih 'via,kmh med seboj usklajene. Ta predpis se imenuje povezava.

Ce predpostavimo, da sta metriki na bazi in na Liejevi grupi znani, je nasa
naioga poiskati pravo povezavo. Tudi tu ima ta naioga obliko parcialne di-
ferenmahle enacbe drugega reda, tudi tokrat govom o ukrivljenosti. Vendar
seda) ne gre za obicajno ukmvhenosﬁ (psevdo JRiem mnogoterosti,
ampak za ukrivljenost glavnega sveznja oziroma natancneje, neke povezave
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ki se ukvar] 2 7 geom @?Emz acij 0 @31@ ktrom 2 gnet: e, sibke

ustreznih diferencialnih enacb, se imenuje
o, da je prav uporaba Yang-Millsove teorije
letih omogocila ogromen napredek v to-

1ogoterosti.

sile ter Z m%vmg@

Omenim
dnih idej v ze adn jih d@g etih
@E@gm SMNM

Lahko bi , da je @ﬂj nove Eﬁaﬂﬁ%m@ kﬁﬁg@ opremiti bralca z zna-
ki je 1. b nih teorij in mu nato te ?E@@mj@

.._ moral v knjigi zajeti mnogo matem
@mmEm pojem knﬁg@ je gladka n n@ggmmgt
@g@émmgm opremi1 7z razlicnimi dod

a nje mnogoterosti 1z razlicnih
110 mﬁc@mmﬂje na mnogoterostih i osnove ’E@@ﬂj@
; JTUgo PO ghﬁf 1e @E&VHBN& WH orsko analizo in
| ki je bila znana pred
W@d}ﬂ%ﬂﬂ@ﬂ&h@ mnogotero-

vmy e mm

Riemannom. V tretjem p@ghwu %p@zn@“aﬁ@
sti s stalisca kom n ne al — gméc losk
glavju se spet p Mno g@éﬁ emsé 1. Op
g@mm 1n k@mng@mm %V@z@m Skupa@ 7 njunimi prerezi, vektorskimi
ﬁ@m @E&hﬂ ni formami. Inte gmm j 2 V@H orskega o ja nam

k@'mm&nfm@ga odvo
1n opise ukmﬂj@m%ﬁ p@*@%%ﬂ@ )d
msmfe %ﬁeor@@

| povezave (sovis: @SM}
ladi z metriko na ﬁa
na osnove splosne i@@ﬁj@ mmﬁw 10st1 in

S‘Muktufa @m@gwa ﬂgbaﬁl&m -- " enach 1z L
*@‘W v Hamilto 10VO. zf@“enﬁmﬁ ﬂ“]a ad@

| 511 E@m iCna geometrija
matematicne fi-

Nova Tenzorska in vektorska analiza je zel 0 0 bsezno delo. Prednost te
@S@%ﬁﬂsﬁ j@ morda v tem, da ima bralec v eni km}sgﬁ zbrane i n na @H@?&:@ﬁ
o navane veliko m am matike, ki moral 1sk
) matematicna terminologija je ponekod nel
1N se ne vedno z Ze uveljavljeno.

novo Vektorsko in ten-
podrocja globalne ana-
hze in dﬁemm&aﬁne geon @imje V SE@V@HS@H}@ phﬂ&%& v&hko matem a’mke

d@V@j miC@V
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Od 31. julija do 5. avgusta 1996 je potekalo v Plovdivu v Bolgariji
tretje mednarodno tekmovanje studentov matematike. Slovenijo so zastopali
Jernej Barbic iz prvega letnika, Mitja Mastnak iz tretjega letnika ter Marko
Kukrika in Gregor Sega 1z cetrtega letnika. Studentje so dva dni, vsak dan
po pet ur, reSevali naslednje naloge (Stevilka v oglatem oklepaju pomeni,
koliko tock je prinesla pravilna resitev posamezne naloge):

1. |10] Zaj € {0,1,...,n} naj bo a; = ag + jd, kjer sta ag in d dani realni

stevili. Izracunaj determinanto matrike

2. [10] Za vsako naravno stevilo n izracunaj naslednji doloceni integral

[ SIN NI

—dx .
J—n (1+2%)sinz

3. [15] Naj bo V n-razsezen vektorski prostor nad C. Linearni preslikavi
AV — V pravimo involucija, ¢e velja A* = I, kjer I pomeni identiteto
V - V.
(i) Pokazi, da za vsako involucijo A obstaja baza prostora V, ki jo
sestavljajo lastni vektorji preslikave A.
(i1) Pois¢i najveCje mozno Stevilo razli€nih, paroma komutirajocih in-
volucyy V — V.,

4. |15| Zaporedje (a, )y definirajmo rekurzivno takole:

a1 =1 m a,=

Pokazi, da velja

1/2

2/3 < limsup,,_,|an|"" < 27

Naj bosta a in b taksni realni stevili, da je b < 0 1n za vsak

5. [25] (i)

z € [0,1] velja 1 + ax + bz? > 0. Pokazi, da je
([ —1/a e je a < 0;
| (1+az+bz?)"dz = < / )

| o0 sicer.

hm n
TL— CO
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katero je f"(x) <0 za vse z € [0

(i1) ]

in velja 0 < L < oo, pokaZzi,
predznak in velja

[, na katere lahko kon-
[/ na mnozico F' je taka
y) za vse x,y € F, pri
cemer d pomeni evklidsko razdaljo. Iy lahko kontraktiramo na

mnoZico [, ¢e obstaja surjektivna kontrakcija E

PokaZi, da za vsako mnozico F C R? velja:

(i) Ce je L zaprta daljica, je stevilo C(L) enako dolzini daljice L.
(11) C(F) > K(E).
(1i1) Tudi ¢e je mnozica F kompaktna, v neenakosti iz tocke (i1) ne velja
nujno enakost,

{w%} z zacetmm clenom g E

Naj bo f :[0,1] — [0,1] zvezna preslik ava. Definirajmo zaporedje
1]%; ku ?gz :?jfk)?n+i‘”“f($n)

boliéni kosinus. Ce sta za dano tevilo k&
in ch(k + 1)8, pokazi, da je racionalno tu
a j Do G najmanjsa podgrupa obrn
ki vsebuje matriki

A =
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Mnozica H C G naj vsebuje vse tiste matrike 1z G, ki 1imajo na glavni
diagonali dve enki. Pokazi, da je H komutativna podgrupa grupe G, ki
pa ni konc¢no generirana.

10. [20] Naj bo B omejena, zapr‘*caj konveksna, sredis¢no simetri¢na pod-
mnozica v IR O B vemo naslednje: med vsemi elipsami, ki

SO Vsebovane v B, ima najvecjo ploscéino krog D polmera 1 s srediScem

v 1zhodis¢u in robno kroznico C. Pokazi, da noben zaprt lok A C (', ki
je dolg vsaj m/2, ne seka roba I'.

11. |20} (i) Pokazi, da velja

hm

z—00 =~ {n n $> — 5 ,

(ii) Pokazi, da obstaja taka pozitivna konstanta ¢, da za vsak « € |1, o)
velja

O
> nz 1

n? + x)?

<

C

2 :

12. [25] (i) Pokazi, da za vsako zaporedje (an), s pozitivnimi ¢leni in s
koncno vsoto velja

> _(a1a2 - an)" <e
e

pri cemer e pomeni bazo naravnega logaritma.
(ii) Pokazi, da za vsako pozitivno stevilo € obstaja zaporedje (an)n s
pozitivnimi ¢leni in konéno vsoto, za katero velja

can)™ >

Naloge so se izkazale za zelo teéke Prvouvrsceni (izmed skoraj 200
udelezencev) Je skupaj zbral 150 tock. 1ste nagraj@v’ama Je podoben
tistemu na sredn] esois ‘1h matematicnih olim h. Tako je na primer prvo
nagrado dobilo prvih deset studentov, k1 so zbrali med 120 in 150 tock.
Podoben razpon Veija za drugo in tretjo nagrado.

Nasi studentje so se odrezali izjemno dobro. Marko Kukrika je prejel
prvo, Mitja Mastnak in Gregor Sega drugo, Jernej Barbic¢ pa tretjo nagrado.
V skupni razporeditvi, ki je bila dolga kar nekaj strani, so bili vsi zapisani
na prvem listu.

Glavni namen tega tekmovanja, ki poteka pod pokroviteljstvom Evrop-
ske skupnosti, je primerjava kvalitete dodiplomskega studija po Evropi. Tek-
movanja se je udelezilo veliko studentov z uglednih univerz (npr. Cambridge,
Oxford, moskovski matemati¢ni institut), zato je uspeh nasih tekmovalcev
se toliko bolj razveseljiv.

Viarjan Jerman
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Tema knjige je precej ozko in na prvi pogled nekoliko nenavadno po-
giawe 17 momje repmzemam} Liejeve algebre 5((2). Na hitro in v grobem
p@‘vejmo kaj je to 67-simbol. Znano je, da za vsako wreducibilno reprezen-
a&g@bm s[(2) obstaja j € N, tako da je V 1zomorina prostoru V'

h kompleksnih p h spremenljivk stopnje 7. Izberimo

SMM naravna stevila a,b,c 1 k m oznatimo s Hom(k, abc) vektorski prostor
utirajo z delovanjem s[(2).

linearnih preslikav Vgc — Ve® Ve Ve, ki kon
Hom(k, abc) ima dve naravni bazi. Dobimo ju z dvema razli¢nima

dekompozicijama pmstam VE - V@ V®® Ve na direktno vsoto ireduci-
bilnih sum " prvem primeru najprej uporabimo Clebsch—Gordanovo

formulo na produktu VQ’ ® V? in dobimo Ve ® V? = & ¢ V

zoriramo Se z V' 1n spet uporabimo Clebsch-Gordanovo formulo. V dru-
m primeru Clebsch-G

-ordanovo formulo najprej] uporabimo na produktu
> ® V¢ in sele nato tenzoriramo z V@ Elementi prehodne n

atrike med
dobljenima bazama so klasicni 6j-simboli. Kvantni 6j-simbol dobin

10, Ce
zamenjamo s[(2) s kvantno grupo s{(2), in obicajne reprezentacije s kvanti-
ziranimi. [Kvantna ireducibilna reprezentacija qu je prostor homogenih po-
linomov stopnje J v dveh nekomutirajocih spremenljivkah. Spremenljivki
ustrezata ,,deformiranemu” pogoju z -y =q - (y - ).

Do poznih osemdesetih let se je 67-simbol pojavljal v glavnem v fizi-
kalni hteraturi in le redko v matematicni. Matematiki so se zaceli zanimati
zanj] s pojavom invariant tridimenzionalnih mnogoterosti, ki sta jih kon-
S‘M‘UH‘&I& [urajev in Viro. Pri tem sta na bistven nacin uporabila kvantni
67-stmbol. Okrog leta 1986 je E. Witten presenetil matematicno javnost s
SVOoJjlm odkmme topoloskih invariant 3-mmnogoterosti. Dobil jih je z upo-
rabo 1dej kvantne teorije polja. Kljub temu da Wittenove mvariante sodijo
med najvecje matematicne dosezke v zadnjem Casu, pa (paradokcra,hm) ma-
tematicno niso dobro definirane. Njihova onstrukﬁlja namrec temelji na
Feynmannoven integralu, tega pojma pa za zdaj matematiki Se ne znajo
prav definirati. Zato so mnogi zaceli iskatl1 matematicno neoporecne kon-
strukcije Wittenovih in sorodnih invariant. NajveC uspeha pri tem so M’H@h
predstavniki sanktpetersburske matematic¢no-fizikalne sole Resetikin, Tura-
jev in Viro. Njithovo delo temelji na uporabi kvantnih grup, ki jih je ta sola
7€ pmg m,zvﬂa v kontekstu integrabilnih sistemov.

Knjiga The classical and quantum 67-symbol bralcu postopno razlozi
vse, kar je potrebno za razumevanje invariant Turajeva in Viroja. Prvo
|, drugo obravnava reprezentacije klasicne algebre s((2) in

poglavie je uvod
klasi¢ni 65-simbol. Tretje poglavije je kvantna razli¢ica drugega. Spoznamo
bol. V cetrtem je se

kvantno sl(2), njene reprezentacije in kvantni 67-sin
nekaj pojmov in rezultatov, ki jih avtorji potrebujejo v zadnjem poglavju,

43 (1996) &
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