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SIMPLEKTIČNE PRESLIKAVE

MIRAN ČERNE

Math. Subj. Class. (1991) 58F05, 70H05, 70H15

V sestavku predstavimo osnovne lastnosti simplektičnih preslikav na R?", Prikažemo

tudi njihovo povezavo s Hamiltonovim sistemom diferencialnih enačb in podamo nekaj s

tem povezanih posledic.

SYMPLECTIC MAPS

We consider basic properties of symplectic maps on R?". Their relation to the
Hamilton's eguations is shown and some related corollaries are given.

1. Osnovne lastnosti linearnih simplektičnih preslikav

Pojem simplektično je v matematiko vpeljal Hermann Weyl [7], da bi

z grškim izrazom nadomestil latinski koren pojma kompleksno, s katerim

naj bi opisal nekatere objekte iz teorije grup, ni pa hotel, da bi prišlo do

zamenjave s kompleksnimi števili. Najprej se bomo posvetili linearni algebri

simplektičnih preslikav. Z 7, bomo označevali matrično identiteto na R", z

E,, pa 2n x 2n realno matriko oblike

0 —/,

(z 0 )
Hitro lahko opazimo, da je matrika E,, pravzaprav v primernih koordinatah

zapisano množenje s kompleksno imaginarno enoto z v prostoru C" — R?.,

Če koordinate na R?" označimo z (4,y) :— (£1,...,€n,Y1,«..,Yn), potem

je E,(£,y) < (—y,). Po drugi strani pa lahko vsak vektor (z,y) iz IR?"

identificiramo s kompleksnim vektorjem z -- iy iz C". Tedaj je i(z - iy) <

< —y lt iz.

Za poljubno matriko A naj bo AT matriki A transponirana matrika.

Definicija 1. Realna kvadratna 2n x 2n matrika A je simplektična

natanko tedaj, ko zadošča enakosti

ATE,A-—E,,. (1)

Neposredna posledica definicije simplektičnih matrik je naslednje dej-

stvo.

Trditev 2. Vsaka simplektična matrika je obrnljiva.

Poiščimo determinanto leve in desne strani enakosti ((1)). Tedaj dobimo

det(AT) det( E,,) det(A) — det(E,). (2)
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Ker je det(E,) < 1 in ker za vsako kvadratno matriko A velja det(AT) —

— det(A), iz enakosti ((2)) takoj sledi, da je (det(A))? < 1. Torej je

|det(A)| — 1 in matrika A je je nesingularna. Pripišimo še, da se da z

uporabo diferencialnih form tudi elegantno pokazati, da je determinanta

vsake simplektične matrike enaka 1.

Ni težko preveriti, da sestavlja množica simplektičnih matrik na R?

grupo za operacijo matričnega množenja. Tej grupi bomo nadeli posebno

ime in posebno oznako. Grupo vseh 2n x 2n, simplektičnih matrik na R?"

imenujemo grupa simplektičnih avtomorfizmov prostora IR?" in jo označimo

z Spin, R).

Predstavimo nekaj zgledov simplektičnih avtomorfizmov IR". Enosta-

ven račun pokaže, da sta za vsako n x n realno simetrično matriko Ag bločno

zapisani 2n x 2n matriki

I, Ao 0. A!

( 0 ZL, ) m (4, 0 )
simplektični. Kot poseben primer vidimo, da je tudi matrika E, sim-

plektična. Med drugimi simplektičnimi avtomorfizmi IR?" omenimo še uni-

tarne transformacije prostora C", ki jih pri tem obravnavamo kot realne

linearne preslikave IR?" < C" vase. Naj bo 4 kompleksno linearna presli-

kava prostora C" vase in U njej pripadajoča realna 2n x 2n matrika. Z (-, -)

označimo običajen evklidski skalarni produkt na IR", z (-,-) pa običajen

hermitski skalarni produkt na C". Tedaj za vsak par vektorjev z, w c R" —

<— (C"? velja identiteta

(z,w) — Re(z, w),

pri čemer vektorja z in w na levi strani enakosti obravnavamo kot realna

2n-vektorja, na desni strani pa kot kompleksna n-vektorja. Ker za poljubna

dva vektorja z,w € R? — €" velja

(UTz,w) < (z, Uw) < Re(z,Uw) — Re(U"z, w),

je UT ustrezajoča realna 2n x 2n matrika adjungirane preslikave %/". Po-

temtakem produkt matrik UT E,,U kot avtomorfizem prostora IR?" ustreza

preslikavi 4"4U < 4U"U. V primeru unitarne transformacije U (za te je

produkt %4"U enak identiteti na C") pa je iW"Uz < iz za vsak z € C" in je

torej pripadajoča matrika kar £,,.

Vrnimo se k splošnim simplektičnim avtomorfizmom prostora C". Iden-

titeta (1) implicira pravzaprav bistveno več, kot je bilo ugotovljeno zgoraj.

Enakost (1) je ekvivalentna enakosti

AT - E,ATLEJ!. (3)
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To pa pomeni, da sta si matriki AT in A"! podobni. Torej, ne samo da

imata matriki AT in A7! isti spekter, imata celo isto Jordanovo formo. Če

je A e C lastna vrednost kvadratne matrike A z algebraično kratnostjo ka,

potem je A tudi lastna vrednost za A? z isto algebraično kratnostjo ka. Za

simplektično matriko A pa zgornja ugotovitev (3) implicira, da je A tudi

lastna vrednost matrike A7!, in to zopet z isto algebraično kratnostjo ka.

Krog našega opažanja sklene splošno dejstvo, da je neničelno kompleksno

število A lastna vrednost matrike Ar! z algebraično kratnostjo k, natanko

tedaj, ko je H lastna vrednost za A z isto algebraično kratnostjo k,.

Trditev 3. Naj bo A € Sp(n,R). Če je kompleksno število X lastna

vrednost matrike A z algebraično kratnostjo k,, so tudi števila

a nji

nak,
lastne vrednosti matrike A z isto algebraično kratnostjo k,.

Dokaz. Pravzaprav smo dokazali že skoraj vse. Pripomnimo le: ker je A

realna matrika, je kompleksno število A njena lastna vrednost z algebraično

kratnostjo k, le, če je tudi A lastna vrednost matrike A z algebraično

kratnostjo k,. m

2. Simplektomorfizmi ali kanonične transformacije

Simplektični pojem bomo sedaj' razširili še na nekatere nelinearne pre-

slikave prostora IR? vase.

Definicija 4. Difeomorfizem f prostora IR" je simplektomorfizem ali

kanonična transformacija prostora IR", če je v vsaki točki x € IR?" njegov

odvod (Df)(z) simplektični avtomorfizem prostora R?.

Očitno je vsaka linearna transformacija prostora IR?", ki je porojena iz

kake matrike A € Sp(n, IR), simplektomorfizem R?".

Posledica 5. Vsak simplektomorfizem f prostora IR?" ohranja Lebe-

sgueovo mero, t.j. za vsako Lebesgueovo merljivo podmnožico E C MR? je

Lebesgueova mera podmnožice f(E) enaka meri množice HE.

Dokaz. Mero merljive podmnožice E dobimo kot integral karakteristične

funkcije xg

m(E) < | xz(2)dm(2).
Spomnimo se, kako se integral po prostoru IR?" transformira pri uvedbi

novih spremenljivk [5, str. 153]. Tako dobimo

mHE) < |, xa) dm(2)- | xa OM|Mdet(DD) dm).
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Ker je f bijektivna preslikava, je x;(p) o f < xg, ker pa je tudi simplek-

tomorfizem, je |det((Df)(y))| < 1 za vsak y € IR". Zato je desna stran

zgornje enakosti enaka meri množice Z. m

Naslednji izrek o vračanju v izhodiščno okolico ([1, str. 71], [2, str. 55],

[4, str. 10]) velja za vse difeomorfizme odprtih podmnožic prostora IR", ki

ohranjajo Lebesgueovo mero. Torej velja tudi za vse kanonične transforma-

cije prostora R?".

Izrek 6 (Poincare). Naj bo X C IR" omejena odprta podmnožica

prostora IR" in naj bo g: 0% — 9 difeomorfizem odprte množice V vase.

Denimo, da g ohranja Lebesgueovo mero. 'Tedaj obstaja taka podmnožica

Eo C 9 s polno mero (m( Eo) < m(%)), da za vsako točko a € Eo in vsako

njeno okolico U C 9, obstaja tako poljubno veliko naravno število k c N,

da je

g"(a) < (gogo...ogl(a)€ U.

k

Če gledamo na spremenljivko k v zaporedju kompozitumov (g")xen kot

na čas, recimo sekunde, izrek 1 lahko interpretiramo tudi tako, da se skoraj

vsaka točka a ec O po dovolj dolgem času z uporabo preslikave g vrne v

poljubno majhno okolico svojega izhodiščnega položaja.

Dokaz. Naj bo V C 0 poljubna odprta podmnožica in k c N. Defini-

rajmo F, :<44 € V; Vj > k,g'(x) £ V ) množico tistih točk iz V, ki po k

iteracijah preslikave g zapustijo množico V in se vanjo nikoli več ne vrnejo.

Množica F;, je zaprta v V in zato Lebesgueovo merljiva. Pokazali bomo, da

je m(F,) <0.

Denimo, da ima množica /F;, pozitivno mero, in si oglejmo naslednje

zaporedje slik množice F;, s preslikavo g:

(Fi), $'(B),..., (FB)...

Ker preslikava g ohranja mero, imamo za vsak j ec N

m(g?"(F,)) < m(F,) > 0.

Po drugi strani je odprta množica V omejena in ima torej končno mero.

Ker je mera aditivna na vsaki števni družini disjunktnih odprtih množic,

obstajata taki naravni števili j in r, r > j, da je presek

g'(B)Ng"(B)
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neprazen. Ker je preslikava g difeomorfizem odprte množice 9, je tudi presek

F, ogoDk(p) (4)

neprazen. 'Tedaj za vsako točko iz preseka ((4)) velja, da se točki z in

gu-)k(7) nahajata v množici F;, C V, kar pa nas pripelje v protislovje z

definicijo množice Fj,. Potemtakem mora veljati m(F,) < 0.

Naj bo Fy :< Ugenfk množica tistih točk iz V, ki množico V zapustijo

in se vanjo s preslikavo g več ne vrnejo. Ker ima števna unija množic z

ničelno mero še vedno mero enako nič, je m(Fy) < 0.

Naj bo (g; € X;% € N) poljubna števna povsod gosta podmnožica

množice £) (npr. vse točke iz O z racionalnimi koordinatami). Za vsak par

1,4 € N naj bo V;; odprta množica tistih točk iz A, ki leže v odprti krogli s

središčem v točki g; in radijem 5 Definirajmo

Fz | £Kv;.

1EN,jEN

Ker je za vsak par indeksov iin j mera množice FYy;, enaka 0, je tudi m(F) —

— 0. Dokaz izreka bo končan, če le pokažemo, da ima vsaka točka a iz

komplementa (2 | F lastnost, da se neskončnokrat vrne v poljubno majhno

okolico svojega izhodiščnega položaja.

Naj bo ae AA F in naj bo U C O njena okolica. Ker je množica

14; € B;i € N; povsod gosta v O, obstajata tak io in jo iz N, da je
a € V;,;, S U. Ker točka a ni iz množice F, za par to, jo tudi velja a £ Fy,,,e

To pa že pomeni, da obstaja tako poljubno veliko naravno število ko, da je -

g'%(a) € V.,j, C U.m

3. Hamiltonov sistem diferencialnih enačb

Koordinate na prostoru IR?" označimo s pi,..., Pr, di,.--, dn. Tako vsak

2n-vektor z € IR" zapišemo z dvema n-vektorjema p in g: z — (p, 4).

Naj bo H(p,g) neskončnokrat odvedljiva funkcija na R?'. Vsako tako

funkcijo na IR" imenujemo tudi Hamiltonova funkcija in ji priredimo ustre-

zajoč Hamiltonov sistem diferencialnih enačb:

p< — oe 4)

i- m0 9 (5)
p(0) < po, 4(0) < go.

Izraza p in g seveda pomenita odvoda po časovni spremenljivki t c R,

medtem ko sta po € R" in go € IR" ustrezna začetna pogoja. Sistem
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diferencialnih enačb (5) lahko z uporabo matrike E,, zapišemo bolj skrčeno.

Cauchyjeva naloga (5) je ekvivalentna nalogi

kjer je VH gradient funkcije /, z < (p,g) € R" in zo < (po, do).

Znano je (npr. [1, str. 55-74]), da se Euler- Lagrangeov sistem diferen-

cialnih enačb za mehaničen sistem v potencialnem polju da s pomočjo Le-

gendrove transformacije prevesti na ekvivalenten Hamiltonov sistem dife-

rencialnih enačb. V tem primeru ima Hamiltonova funkcija tudi povsem

fizikalen pomen. Enaka je celotni energiji, t.j. vsoti kinetične in potencialne

energije mehaničnega sistema. V tem primeru se koordinate g1,..., gr ime-

nujejo posplošene oziroma generalizirane koordinate mehaničnega sistema,

koordinate pi,..., p,, so posplošene oziroma generalizirane gibalne količine,

2n razsežni prostor s koordinatami p;,...,P,,4i,-..; dn pa je fazni prostor

sistema.

Eksistenčni izrek iz teorije navadnih diferencialnih enačb nam pove, da

za vsako Hamiltonovo funkcijo H obstajata enolično določeni gladki vektor-

ski funkciji 69(t) € R" in P(t) € R", definirani na intervalu (—e,e) C R, ki

rešita Cauchyjevo nalogo (5).

Trditev 7. Funkcija t> H(P(t),6)(t)) je konstantna povsod tam, kjer

je definirana.

V terminologiji diferencialnih enačb trditev 3 pravi, da je Hamiltonova

funkcija H prvi integral sistema (5) oziroma (6). Druga interpretacija

trditve 3 pa je fizikalna. Za mehaničen sistem v potencialnem polju namreč

Hamiltonova funkcija H predstavlja celotno energijo sistema. Posledica

zgornje trditve je torej izrek o ohranitvi energije za take mehanične sisteme.

Dokaz. Naj bo X(t) < (P(t),0(0)) in h(t) < H(X(t)). Funkcijo h

odvajajmo po časovni spremenljivki t:

he ((VH)(X))X.

Upoštevajoč, da vektorska funkcija X reši sistem (6), dobimo

h < (VHYX)) E,(VH(X) <0,

saj je matrika E,, poševno simetrična (E7 < —E,).m

Pri določenih pogojih na Hamiltonovo funkcijo H (npr. funkcija H

narašča čez vse meje, ko (p,g) — oo) si lahko zagotovimo, da rešitev

naloge (5) oziroma (6) obstaja za vsak začetni pogoj £o <— (Po,go) na
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vsej realni osi. Od tod naprej obravnavajmo le take Hamiltonove sis-

teme diferencialnih enačb, za katere pri vsakem začetnem pogoju obstaja

rešitev sistema (5) oziroma (6) za vsak t ec IR. Rešitev Cauchyjeve naloge

(5) oziroma (6) pri začetnih pogojih zo < (po,go) označimo s $,(10) <

— (P(t; po, 40), O(t; po, 40)). Do sedaj smo na %,(z0) pri fiksnih začetnih

pogojih zo < (po,40) gledali kot na vektorsko funkcijo iz realne osi z c R

v IR". Sedaj pa naš odnos do $,(z0) spremenimo in jo obravnavajmo pri

fiksnem % € IR kot preslikavo prostora IR?" vase, ki nam za poljubno točko

zo € IR" pove, kam jo je rešitev Cauchyjeve naloge (6) z začetnim pogojem

zo premaknila po preteku časa t. Iz eksistenčnega izreka za sisteme nava-

dnih diferencialnih enačb, ki zagotavlja tudi enoličnost rešitev Cauchyjevih

nalog, sledi, da je tako definirana preslikava

0,: R" — R"

za vsak t ec IR difeomorfizem prostora IR". Ker je funkcija H neodvisna

od časovne spremenljivke t, je inverz preslikave $, podan kar s preslikavo

$.,. Podobno sklepanje nas pripelje tudi do naslednjih dejstev o družini

10,),eR difeomorfizmov prostora R?".:

1. $,,, —< $,0 $, za vsak par z,s € Rin

2. $o < la,

Izrek 8. Za vsakt ec R je difeomorfizem $, simplektomorfizem ali

kanonična transformacija prostora IR".

Takojšnja posledica tega izreka je:

Posledica 9 (Liouville). Dsfeomorfizmi $, prostora IR?" ohranjajo

Lebesgueovo mero.

Dokaz izreka 8. Naj bo A,(x) :< D($,)(7) odvod preslikave $, v točki

z € IR". Radi bi pokazali, da za vsak z € IR?" le ta zadošča identiteti

Ae(2)T E,, A,(x) < E,,.

Naj bo

M,(x) < A,(x)? E, A«(x).

Ker je $o — [7,, je matrična funkcija Mo za vsak z € R% enaka matriki

E,,. Če pokažemo, da je za vsak z € IR" odvod po času M,(£) enak 0,

smo izrek dokazali. Vse nastopajoče funkcije so neskončnokrat odvedljive

po vseh spremenljivkah, zato so vsi mešani odvodi neodvisni od vrstnega

reda odvajanja. Potemtakem velja

M,(x) — A,(x)T E,, A,(x) - Ax(a)" E,, A,(x).
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Po drugi strani pa, ker $,(7) za vsak z € JR?" reši enačbo

0.() — E, (VH($4()),

po odvajanju na 4 dobimo

A,(x) — E, (V?H)(8,(x)) A«(x)..

Oznako V?H smo pri tem uporabili za Hessejevo matriko drugih odvodov

funkcije H. Torej je

M,(x) — Ar(x)" (V?H)($4(7)) Ez Er Ai(x)
4 Ae(r)" E,,E, (V AH )($,(£)) A.(z).

Upoštevajoč enakosti Ef < —E,, in Ež < l,,, je izrek dokazan. m

4. Dve posledici, paradoks in načelo nedoločenosti

Oglejmo si sedaj dve zanimivi posledici Poincarčjevega in Liouvileovega

izreka iz [1, str. 71] (tudi [2, str. 55]).

Prva se nanaša na kroglico v čaši. Če je čaša simetrična, je jasno, da se

bo kroglica, ki jo spustimo po obodu čaše, če le zanemarimo trenje in zračni

upor, vrnila v začetno lego. Manj pa je to očitno v primeru nesimetričnega

kozarca, kjer je trajektorija njenega gibanja mnogo bolj zapletena, kot pri

simetričnem kozarcu. Da se bo vrnila v začetni položaj, sicer ne moremo

trditi, vendar Poincarejev in Liouvilleov izrek implicirata, da se bo kroglica

pri skoraj vsaki začetni legi po dovolj dolgem času vrnila v poljubno majhno

okolico izhodiščne lege. Morda bi še veljalo omeniti, da je zato, ker za

enoparametrično družino difeomorfizmov 4$,)]€R prostora IR?" za vsak par

t,s € R velja $;0 $, — $,,,, kompozitum ($;)" enak difeomorfizmu $,,.

Druga posledica, ki si jo bomo ogledali, se imenuje Zermelov paradoks

in izhaja iz leta 1896 (posredno naj bi to paradoksalno situacijo v enem od

svojih člankov omenjal že Poincarč leta 1893, [2, str. 55]). Tokrat je naš

poskus povezan z na dva dela razdeljeno posodo, katere prvi del vsebuje

neki plin, v drugem pa je vakuum. Ker je število molekul plina v prvem

delu posode končno (resda zelo veliko, vendar vseeno končno!), lahko ves

plin obravnavamo kot eno samo točko v visoko razsežnem faznem prostoru

sistema. Posplošene koordinate sistema so kar koordinate vseh molekul

plina. Sedaj pa odstranimo pregrado med obema deloma posode. Seveda

se plin nemudoma razširi tudi v tisti del posode, kjer je bil prej vakuum,

vendar je posledica Poincarčjevega in Liouvilleovega izreka dejstvo, da se

bo skoraj vedno, ko to naredimo, ves plin po dovolj dolgem času vrnil v

prvi del posode. Paradoksalno? Da in ne. Za razrešitev paradoksa je
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poskrbel že Boltzman, ki trdi, da je čas, ki nam ga zagotavljata Poincarejev

in Liouvilleov izrek, da se bo ves plin znova znašel v prvem delu posode,

zelo zelo dolg.

Na koncu kot zanimivost omenimo še znameniti izrek M. Gromova

[3], ki v angleščini nosi ime Non-sgueezing theorem, v duhu pa nekoliko

spominja na znamenito Heisenbergovo načelo nedoločenosti, ki pravi, da naj

bi kvantnemu delcu sicer lahko določili lego ali hitrost (moment) s poljubno

natančnostjo, ne moremo pa tega storiti za njegovo lego in hitrost (moment)

hkrati.

Izrek 10. Denimo, da obstaja simplektomorfizem, ki odprto kroglo

Kp :z ((p,g € R?; ln? t... bienala...lan | < R?) z radijem
R preslika v neskončen cilinder C, :— 4(p,g) € R"; |pi|? £ |gi|? < r?) z

radijem r. Tedaj je R < r.

Obrat izreka je očiten. Čeje R < r, je krogla Kp že vsebovanav cilindru

C, in simplektomorfizem, ki preslika KR v C,, je preslikava identiteta na

prostoru IR"". Pri branju izreka 10 mora biti bralec pozoren predvsem na

lego neskončnega cilindra. Cilinder C, je podan s p, in g, koordinatama,

ki v primeru mehaničnega sistema v potencialnem polju predstavljata prvo

koordinato momenta (p,) in prvo koordinato lege (gi) sistema v faznem

prostoru. Za primerjavo še opazimo, da za poljuben par pozitivnih realnih

števil r in R simplektična linearna preslikava

(ar, Čo")-E], 0

preslika odprto kroglo KR v cilinder 4(p,g) € R?;[pil? 4 |pa]? < r?) z

radijem r.
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ODVAJANJA NA PRAKOLOBARJIH, II

JOSO VUKMAN

Math. Subj. Class. (1991): 16A12, 16468, 16A72

V članku je dokazanih več rezultatov o odvajanjih na prakolobarjih. Med drugim je

dokazan naslednji izrek: Naj bo K nekomutativen prakolobar brez elementov reda dva in

D: K — K odvajanje. Če za vsak z € K velja [[D(r),],z] < 0, potem je D <O.

DERIVATIONS ON PRIME RINGS, II.

In this paper some results concerning derivations in prime rings are proved. For

example, the following theorem is proved: Let R be a noncommutative 2-torsion free

prime ring and let D : RO — R beaa derivation. Suppose that [[D(r),z], ] < 0 holds for

all z ec R. ln this case D <— 0.

Članek je nadaljevanje članka [5], ki je nedavno izšel v Obzorniku. Vsi

kolobarji v tem članku bodo asociativni. Kolobar K je brez elementov reda

n, če iz na < 0 sledi z < 0. Namesto zy— yz bomo pisali [, y] in uporabljali

identiteti [£y,z] < [z, z]y--z[y,z], [z,yz] < [z, y]z4y[z,z]. Center kolobarja

K bomo označevali z Z( K). Kolobar K je prakolobar, če iz azb — 0 za vsak

x € K sledi a < Oali , < 0 in je polprakolobar, če iz aza <— 0 za vsak

x € K sledi a <— 0. Aditivna preslikava D : K — K, kjer je K kolobar,

je odvajanje, če za vsak par x,y € K velja D(zy) — D(r)y £ z D(y) in je

jordansko odvajanje, če za vsak z € K velja D(4?) < D(r)z 4 £D(z). V

članku [5] smo predstavili nov kratek dokaz Hersteinovega izreka, ki pravi,

da je vsako jordansko odvajanje na prakolobarju brez elementov reda dva

odvajanje. Odvajanje D je notranje, če ga lahko zapišemo v obliki D(7) <

— [a,], kjer je a fiksen element kolobarja. Začnimo z naslednjim izrekom.

Izrek 1 ([4, Izrek 1]). Naj bo K nekomutativen prakolobar brez ele-

mentov reda dva in D : K — K odvajanje. Ce za vsak z € K velja

[[D(£),z], 4] < 0, potem je D < 0.

Izrek, ki smo ga pravkar zapisali, sodi v teorijo komutirajočih oziroma

centralizirajočih preslikav. Preslikava F : K — K je komutirajoča (centra-

lizirajoča), če je za vsak x ec K izpolnjeno [F(z), x] < 0 ([F(z),z] € Z(K)).

Začetki te teorije segajo v leto 1957, ko je E. Posner v članku [3] dokazal,

da na nekomutativnih prakolobarjih ni od nič različnih centralizirajočih od-

vajanj. Za izrek 1 bi lahko rekli, da posplošuje Posnerjev rezultat, ki smo

ga pravkar omenili, če med pogoji izreka ne bi bilo dodatne zahteve glede

reda elementov kolobarja. Teorija komutirajočih oziroma centralizirajočih

preslikav je doživela v zadnjih letih razcvet in to v precejšnji meri po zaslugi

M. Brešarja.
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Dokaz izreka 1. Vpeljimo preslikavo B(.,.): K x K — K

B(a,y) — [D(2),y] £ [D(v),e], z,y€ K.

Preslikava B(.,.) je očitno simetrična (B(z,y) < B(y,) za vsak par

2,y € K) in aditivna v obeh argumentih. Preprost račun nas prepriča, da

za vse z,y,z € K velja

B(xy, z) < B(z,z)y 4 2B(y,z) 4 D()[y,z] 4 [z, z] D(y).

Pri dokazu bomo potrebovali tudi preslikavo f : K > K

J(£) — B(x,r), xE K.

Očitno je f(z) — 2[D(z),r]. Hitro se prepričamo, da za vsak par z,y € K

velja

J(2 9) < f(4) £ f(y) - 2B(2,y).

Pogoj izreka lahko zapišemo v obliki

[f(4),7]<0, 1€ K.

Če v (1) z nadomestimo z z 4 y, dobimo

Substitucija —z za z nam da

[f(2),9] — [F(y),2] - 2[B(z,y), z] — 2[B(z,y),y] <0, z,y€ K.

Iz (2) in (3) dobimo

[/(2),9] 4 2[B(2,y),4] <0, 2,y€ K.

Substitucija zy za y v (4) nam da

0 < [f(£), zy] - 2[B(zy,r), 1] <

< [f(2), zy] -£ 2[f(£)y 2B(c,y) £ D(7)[y,e], <] <

-t 24[B(7, y),z] -£ 2[D(7), s][y,z] -£ 2D(2)([y,z], s].

Če v zgornjem računu uporabimo (1) in (4), dobimo

3/(2)[y,z]-- 2D(2)([y,s],4] <0, z,y€ K.
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Na podoben način dobimo

8[y, e]f(6) 4 2lly,s], 2]D(s) <0, x,yE K, (6)

če v (4) pišemo yz namesto y. Dokazali bomo, da za vsak z € K velja

3/(2)D(r) — D(x)/(x) <0. (7)

V ta namen pišimo v (5) yz namesto y. Imamo

0 — 3/(z)[yz,z] 4 2D(e)[lyz,a],a] —

— 3/(1)(y,e]z4 3/(2)yle,z]-- 2D(2)I[y,z],z]e4

4 AD(1)y, ez, 2] -£ 2D(e)ylle,z], z].

Zaradi (5) dobimo iz zgornjega računa 3f(4)y[z,] -- 4D()[y, r][z, r]

2D(4)yl[z, z],c] < 0, x,y € K in dalje, če pišemo y < D(r),

3/(6)D(7)[z, x] 4 2D(s)f(7)[z,e] - 2D(9)"/[2,2],4] <0, x,y,z€ K.

Če v (5) nadomestimo y z z, sledi od tod (3f(z)D(4) — D(r)f(r))[z, s] < 0,

a,z € K. Če v zadnji enačbi z nadomestimo z yz, dobimo

(3f(4)D(x) — D(r)f(£))yiz,4] <0, z,y,z€ K. (8)

Iz (8) sledi z c Z(K) ali pa 3f(£)D(1) — D(r)f(z) < 0, kar pomeni (ker K

ni komutativen), da je za vsak x € K izpolnjeno 3f(£) D(1)— D(1)f(r) < 0.

Na podoben način bi iz (6) dobili

83D(1)f(x) — f(x)D(£)<0, z€ K. (9)

Iz (7) in (9) dobimo

F(4)D(z) <0, LE K (10)

D(4)f(z)<0, z€K. (11)

S podobnimi prijemi kot na začetku dokaza dobimo iz (10)

F(e)D(y) 4 2B(5,u)D(2) <0, x,y€ K. (12)

Pišimo v (12) yz namesto y. Imamo

0 — f(2)D(yz) -£ 2B(yz,z)D(1)
— He) D(y)e -£ f(e)yD(2) - 2B(e,y)zD(6) - 2yB(1,2)D(1) 4

£2D(y)iz,a]D(e) 4 2ly,x)D(2)D(2).
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Zaradi (12) smemo f(4) D(y) nadomestiti z —2B(z,y) D(r) in 2B(z,z)D()

z — f(1)D(z). S tem dobimo

2B(4, y)[z, D(r)]-£ [f(£),v] D(2) £ 2D(y)(z, z] D(s)

4 2[y, z] D(z)D(6) <0, — z,y,z€ K

in dalje za z — D(r), če upoštevamo (10),

[/(£),v] D"(x) £ 2ly, 2] D"(a)D() <0, z,y€ K.

Če v zadnji enačbi y nadomestimo z zy, dobimo

[f(z),z]y D"(r) 4 2[z, z]y D'(6)D(x) <0, 4,y,z € K (13)

Če v (13) pišemo z < D(r) in upoštevamo (10) in (11), dobimo

K(r)yD"r)D(x) <0, z,y€ K. (14)

Dokažimo, da je

D'(x)D(x) <0 1€ K. (15)

Denimo, da je D?(4)D(4) > 0 za kak a € K. Iz (14) sledi f(a) < 0. Če

pišemo v (13) z < a, dobimo [z, a]yD?(a)D(a) < 0, y,z € K, iz česar sledi

a € Z(K). Dokazali smo torej, da je D?(£)D(r) — 0, če je z £ Z(K). Naj

bo z € Z(K)in y € Z(K). Imamo D?'(y)D(y) < 0 in ker z dy £ Z(K), je

tudi D?(z 4 y) D(z 4- y) < 0. Dalje dobimo

0 < D'a 4 y)D(e v) —

— (D"(z) 4 D"(y))(D(z) 4 D(y)) <

— D"(x)D(r) 4 D"(x)D(y) - D'(y)D(z) 4 DUy)D(y) <

— D"(6)D(z) 4 D'r)D(v) 4 D'y)D(z).

Dobili smo torej

DX5)D(s) £ D"(r)D(vy) 4 D'y)D(s) < 0 (16)

Če v (16) z nadomestimo z —z, dobimo

DYa)D(x) — D"(1)D(y) — D'(y)D(s) <0 (17)

Iz (16) in (17) sledi D?(r)D(z) < 0. S tem je enakost (15) dokazana. Če

pišemo v (15) x 4 y namesto z, dobimo

D'(2)D(y) 4 DYy)D(s) <0, x,yEK. (18)
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Substitucija yz za y nam da

0 — D'(a)D(yz) 4 D'(y2)D(a) —

— Dr) D(y)e - D'r)yD(2) 4 DMy)aD(1)
£2D(y)D(z)D(s) -£ yD"(2)D(s).

Zaradi (18) smemo v zgornjem računu D?(7) D(y) nadomestiti z — D?(y)D()

in D'(z)D(x) z — D?'(r)D(z). S tem dobimo

DEy)[z, D(x)] £ [D"(z), y]D(z) £ 2D(y) D(z)D(s) < 0, x,y,z€ K

in dalje v primeru, ko je z < D(r), [D'(r),y]D'(£) < 0, z,y € K. Iz

zadnje enakosti dobimo [D?(z), y]zD'(z) < 0, z,y,z € K, iz česar sledi

D?(7) <0, z € K ali pa D?(7) € Z(K), z € K. V vsakem primeru imamo

D?'(7) € Z(K), z € K. Množenje enakosti (15) z leve strani z y nam sedaj

da

D?(r)yD(z) <0, z,y€ K. (19)

Iz (19) dobimo D?(r) < 0, z € K ali pa D(r) < 0, z € K. Zagotovo je

D?(r) <0, z € K. Po izreku 6 v [5] je D <0.

Nadaljujmo z naslednjim izrekom.

Izrek 2 ([4, Izrek 2]). Naj bo K nekomutativen prakolobar brez elemen-

tov reda dva in tri tn D: K — K odvajanje. Denimo, da je za vsak z € K

izpolnjeno [[D(r), £],4] € Z(K). V tem primeru je D < 0.

Dokaz. Pogoj izreka lahko zapišemo v obliki

[f(x),x] € Z(K), zEK. (20)

Na podoben način kot pri dokazu enačbe (4) dobimo iz (20)

[f(2),y] -£ 2[B(2,y),2] € Z(K), z,yE K. (21)

Substitucija y < z? nam da [f(z),z?] -- 2[f(7)z 4 2f(7),4] € Z(K), x € K

in dalje [f(£), z]2 - z[f(£),z] - 2[f(£),z]2 4 22[f(£),z] € Z(K), z € K.

Imamo torej

6[f(z),z]x € Z(K), zEK. (22)

Iz (20) in (22) dobimo 6[f(4), z][2,y] < 0, z,y ec K in dalje

[f(2),e]le,y] <0, z,yE K, (23)
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saj smo privzeli, da je K brez elementov reda dva in tri. Če v (23) y

nadomestimo z yz, dobimo

[f(e), z]y[2, z] < 0, s,y,z€ K. (24)

Končno imamo

[J(4),4]<0, zeK, (25)

saj sledi (25) v primeru, ko je x £ Z(K) iz (24), v primeru, ko je z € Z(K)

pa ni potrebno dokazovati. Izpolnjeni so torej vsi pogoji izreka 1, zato

imamo D <0.

Za izrek 2 ne moremo trditi, da posplošuje izrek 1, ker imamo med

pogoji izreka 2 dodatno zahtevo glede reda elementov kolobarja.

Izrek 1 narekuje naslednje vprašanje: Naj bo K nekomutativen prako-

lobar in D : K — K odvajanje. Denimo, da je za neko naravno število n

izpolnjeno f,(1) < 0, z € K, pri čemer je fi(z) < [D(4),z] in fxyi(7) <

— [/k(2), z]. Ali je v tem primeru D < 0?

Pozitiven odgovor na to vprašanje je leta 1993 objavil C. Lanski v

članku [2].

Izrek 3. Naj bo K prakolobar brez elementov reda dva in D,G' odva-

janji, ki slikata K vase. Ce je za vsak x € K izpolnjeno D(1)G(r) < 0,

potem je D<O0 ah Gz-O0.

Dokaz. Iz pogoja izreka

D(x)G(x) <0, zEK, (26)

dobimo

D(£)G(y) - D(y)G(4) <0, TEK. (27)

Če pišemo v (27) yz namesto gy, dobimo

0 — D(e)G(yz)- D(y2)G() —

- D(x)G(u)z -- D(e)G(2) 4 D(y)eG(s) 4 yD(2)G(s).

Zaradi (27) lahko D(r)G(y) nadomestimo z —D(y)G(r) in D(z)G(z) z

— D(£)G(z). S tem dobimo

D(y)iz, G()] 4 [D(r), y]G(z) <0, x,y,z€ K. (28)

V posebnem primeru, ko je z < G(r), dobimo iz (28)

[D(x), y]G'%x) <0, z,y€ K. (29)
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S substitucijo yz za z dobimo iz (29)

[D(x),y]zG'"(r) <0, z,y,z€ K. (30)

Denimo, da za a € K velja G?'(a) £ 0. V tem primeru sledi iz (30)

[D(a),y] < 0, y € K. Z drugimi besedami, D(a) € Z(K). Če pišemo v (26)

4 < a in množimo enačboz leve strani z z, dobimo D(4)£G(a) — 0,2 € K,

iz česar sledi D(a) < 0, saj je G(a) £ 0, ker je G?(a) £ 0. Ker je D(a) < 0,

dobimo iz (27) za y < a D(r)G(a) < 0, z € K in dalje s substitucijo zy

za Z

D(r)yG(a) <0, z,yE K,

kar nam da D(4) < 0, z € K. Dokazali smo torej, da je D < 0, če obstaja

a € K, z lastnostjo G?(a) < 0. Z drugimi besedami, če je D £ 0, potem je

G?'(r) — 0 za vsak z € K. Vemo, da iz G'(z) < 0, z € K sledi G < 0 (glej

[5, Izrek 6]).

Znano je, da na prakolobarju K brez elementov reda dva iz D?(r) —

<— G(r), z € K, kjer sta D in G odvajanji, ki slikata K vase, sledi D < 0

([5, Izrek 6]). V nadaljevanju bomo dokazali, da ta rezultat velja celo na

polprakolobarju brez elementov reda dva. Zanimivo je, da iz D?"(r) < G(7),

x € K ne sledi D < 0. O tem nas prepriča naslednji primer. Vzemimo

a € K z lastnostjo a? < 0, a £ Z(K). Preprost račun pokaže, da v tem

primeru za odvajanje D, definirano z D(1) < [4,7], velja D%(7) < 0,z € K,

čeprav je D A 0.

Izrek 4. Naj bo K polprakolobar brez elementov reda dva in D,G

odvajanji, ki slikata K vase. Če je za vsak x € K izpolnjeno D'(x) < G(r),

potem je D <0.

Dokaz. Iz pogoja izreka

D"(r) < G(r), xEK, (31)

dobimo

0 < D'(ay) — G(ey) — D'(a)y -- 2D(2)D(y) o D'(y) — Gle)y — xG(y)

in dalje zaradi (31) D(7)D(y) < 0, z,y € K. Substitucija yz namesto y

nam da D(r)yD(z) < 0, x,y € K, iz česar sledi D(z) — 0, z c K, kar je

bilo treba dokazati.

Za konec si bomo ogledali dokaz izreka, ki ga je leta 1993 v članku [1]

objavil M. Brešar.
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