G
e

S

g

i

S
ST
P Sk

37
5

eins

el

o
{5

. g SR

e

o

ik

5

B

"
e

2

S

Sty
e

e

i

S

3 R
o SRR £
S o e
Sesniianann

R

G Saad

A
(YT

S

i
DAL )
e

it
SR

PR

e
Sy

e
S

e
S

SEeviaHE
e Ry
iR
o

Py

e
i - S e e
S i

: e o
P &
R B
e
e

S
e

R

i Con
S
s

-

S
Br

e

i
G
i

el
e
o

R
N

>

‘ S SR
Seeniiiar s

i e

o

;
A

-

i

SO
ARV
s
:

T

b
BEERE

Sl

L
A

LI
RRE R
e,

ks
+

i

A
e
ey

R
o

Hee

S
R

s

L

i
AT
ESb
P B
e
ek

R R
B RS

: G

S

G eRn e et

SR T _ S R SR R R R

i S SR

SRR T e 2
i R
S0 S

R L T e

RO

e S
Sl o

Ay

A

e
S

e

s
e

SR
e
e
S

S,

i

e
s

g

Faeed
)

i

e
S
AoieE i
R

=
g
Lk
el

g
i
i

o

Gt
SomaRe AR

gee

e
A

i

"’w}
G
A

S
5
e
L

s
ik

g

A
S

SR e,
SR Sl

5

i3

s
jai

Rt
S : it i s
o 5 o CaziaRd ‘
2 L o
il 7
S

S
e
S

o pretteng
e ey
U potin
S

2
N
o

o
o
IR
5

i

o
7
i

i
S
Sy
BRI

i

2o
i
o5
s
5
A

il S o e R e ol N ) e
ity e i Sy 5 i

o

-
:
:

e
i

i
i

505

Toninsy
e
g,;c

ety
: e S
e Pt et
WATERE i
LR e A Y
e e SRS
S ot

andie
3 ok

i

s
b
WS
o
i
i
by
0
=
L
S
RN
Sota

i
S

e
L
2
T
22
i
5
s
-

=

b
o
z
1
)
A

;
<
5
oF
3
-
:
i

]
ST

< S
S

o
)
e
T
s
T
i

5
e
;

&
2k
.
:
.
&?
&
CEE
i

+

h,
e
i
et

s
%3
i
o5
3
e

i

-
B
o
i

| %ﬂ;
A
fhs
e
feldy
i
bt
.

o
o

i
3’

.

L

iz E}//r{e? -?T’)s

o
-
i

.

%
J
7

x
o
B

.

SRR 2
A S

i e
“'”’“&j*&ﬁ\m%“v S

-
o

.
o

i

5
i
£k

S
R

&
iy

g
-

A
e R il
S LR el
e e
RN

i

Fo
7
A

i
e

G
=
i
3 ijﬁ
é‘fy’f,’g‘
o
L

-

0

G,
St

,<.

-
.
"}).,}“

i
i
iy

ﬁ;
s
o

Sk
i
i

-

-

Sl

FE

o
o .

o
3¢
i

S SR
ety - i
G N e e
RS T N
SR s e
S S e

ik

i
SRETE
7

b

e

i
‘ﬁj’
-

ST
R T

2

.
o
o
B
i

SR
Speted
G s
S

;

L
-
o

0

.
Tt
o

it

S
2
:
i
33}}.‘:;;
R
%
gl
e
e

o

ey
SR
L

i

A%
4
%
7
i
3

i

5
i

o
2
T

S
SR
A
PR
Sh

4

45
i
L
e

2
2
2

o

5
S

AT
R
i
i
e
s
iiy
S

.?

5

s
Soibiainl
A

o

S

g
o

et
L

i

’

S
RO
2 3\%’3@3’3&?:%“&@&‘&

e G SRR A i
T el

R
s

e
SRR
SRR

i

s

A
R
s e
R v

S




LA IVEALILVIVIATIRG 1IN "1A41IRY

LIUBLJANA MAJ 1993
letnik 40, stevilka 3, strani 65-96

UDZLUILININ

Glasilo Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, 61111 Ljubljana,
Jadranska c. 19, p.p. 64, telefonska st. (061) 265-061/53, ziro racun 50101-678-47233,
devizna nakazila SKB banka d.d. Ljubljana, val-27621-42961/9, Ajdovscina 4, Ljubljana.

Urednigki odbor: Mirko Dobovisek (glavni urednik), Boris Lavric (urednik za
matematiko in odgovorni urednik), Martin Copi¢ (urednik za fiziko), Bostjan Jakli¢
(tehni¢ni urednik).

Jezikovno pregledala Marija Janezi¢, racunalnisko oblikoval Martin Zemljic.

Clani drustva prejemajo Obzornik brezpla¢no. Celoletna ¢lanarina 1.500,— SIT.

Naroc¢nina v knjigarnah in za ustanove 3.000,— SI'T, za tujino 40 DEM. Posamezna stevilka
za Clane 300,— SI'T, dvojna Stevilka 600,— SI'T, stare stevilke 160,— SI'T.

Tisk: Tiskarna Kurir. Naklada 1450 1zvodov.
Revijo sofinancirata Ministrstvo za znanost in tehnologijo ter Ministrstvo za Solstvo
in Sport.

Po mnenju MZT §t. 415-52/92 z dne 5.2.1992 §teje revija med proizvode i1z 13. tocke
tarifne §t. 3 zakona o prometnem davku, za katere se placuje 5% davek od prometa
proizvodov.

© 1993 DMFA Slovenije — 1156 Postnina placana na posti 61102 Ljubljana

VSEBINA — CONTENTS

Clanki — Articles Str.—Page
Diagonalizacija simetricnih matrnk z vzporedno Jacobijevo metodo — Parallel

Jacobi method for a symmetric matrix diagonalisation (Ale§ Zupan). ... ... 65-73
Kako razdeliti ogrlico — Splitting necklaces (Neza Mramor). . ... ... ... ... .. 75-80

Igre narave 9. Cudni kvark je dovolj tezek, da se ne sesedemo v ¢udno snov
— Some tricks of nature 9. The mass of the strange quark is sufficient to

prevent the collapse into strange matter (Mitja Rosina) . . . ... ... ... .... 83-84
Aksiom1 geometrije v Soli in znanosti1 — Geometry axioms 1n school and in

science (Herbert Zeitler, prevedla Silva Kmeti¢). .. .. ... ... ... ... ... 85-94
Nove knjige — New books (Bojan Magajna). .. ... ... ... . ......... 73-74
Vesti — News
In memoriam Antonu Peterlinu (France Cvelbar). . ... ... ... ... .......... 80—-82
Seznam diplomantov prve, druge 1n tretje stopnje ter doktorandov 1z matema-

tike in fizike v letu 1992 (zbrala Martina Koman). ... ... ... ........ ... 94-95
Obvestilo (Milan Hladnik) . . ... ... .. o 1v
Utrinek
Dragl profesorji matematike (Slavko ex Machina) . .. .. ... ... .. ... ... ... .. .. 1v

Na ovitku: Slika k ¢lanku na straneh 75-80: Slika 3. VlozZitev prostora Y5 3
v R°. Sestavljen je 1z urejenih parov disjunktnih lic simpleksa A3,



Math. Subj. Class. (1991) 65 F 15, 65 Y 05

V delu je opisana Jacobijeva metoda, s katero diagonaliziramo poljubno realno sime-
tricno matriko. Podan je tudi vzporeden postopek za krozno povezan sistem procesorjev.

ALLEL JACOBI METHOD FOR A SYMMETRIC MATRIX
DIAGONALISATION

The Jacobi method for the diagonalisation of a real symmetric matrix i1s presented.
A parallel algorithm scheme is given for a ring—connected processor system.

znanostih

féxﬁ (1)

dolZine n In A\

pogosto naletimo na problem

/ naravoslovnih in tehnis
racunanja lastnih vrednosti:

|

\

kjer je A realna kvadratna matrika velikosti n X n, z vektor
kompleksno stevilo.
Netrivialna reSitev enacbe (1) obstaja natanko za tiste A,

dobimo polinom n-te stopnje.
pripadajocCe netrivialne resitve

za katere je:

det( A

Ce determinanto razvijemo po potencah
Nicle tega polinoma so lastne vrednosti A
sistema (1) pa lastni vektorji.

Tako skoraj nikoli ne iscemo lastnih vrednosti, ampak raje uporabimo
druge, natan¢nejsSe in numericno bolj stabilne metode [1,2,3], ki nam poleg
lastnih vrednosti dajo tudi pripadajoce lastne vektorje.

Za skupino simetri¢cnih matrik (AT = A) ] oggsto &porab}jama Jacobi-
jevo metodo diagonalizacije [4], ki jo pOZNAMmO ze skoraj 150 let. Obstajajo
sicer hitrejse metode, vendar je Jacobijeva najbolj enostavna in jo lahko
brez veéjih ovir priredimo za racunalniske sisteme z veC procesorji.

K pcatt® B % B
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To izvedemo z zaporednimi ortogonalnimi transformacijami oblike sz;Aqu'

Matrika P,, se od identi¢ne matrike razlikuje le v p-tem in ¢-tem stolpcu in
ima obliko:

S ¢rkama c¢ in s oznacimo kosinus in sinus kota ¢. Matrika P predstavlja
rotacijo, zato imenujemo tako transformacijo tudi Jacobyeva rotacija. Kot
rotacije ¢ v ravnini (p,¢) izberemo tako, da rotacija iznic¢i elementa a,, in

Osnovni korak Jacobijeve metode tako sestavljajo trije deli:
1. izbira indeksnega para (p,q), 1 < p < q < n,
2. izracun para (c, s), tako da velja:

a 0 r | |
( ) , ) N ( : S> | <app apq> | ( : S> ? (2)
0 g —8 C Agp Qgq —8 C
n

‘ . . T
3. obnova matrike A" = P, AP,,.

Opazimo, da se matrika A’ razlikuje od matrike A le v p-ti in ¢-ti vrstici

in p-tem in ¢-tem stolpcu. Ce upostevamo, da ortogonalna transtformacija
ohranja evklidsko normo matrike, lahko pokazemo, da velja:

m_Ff‘(A’)Z — ol“f(A)2 — 2a?

Pq-

Zaporedje off(4)* konvergira monotono proti ni¢, ¢e primerno izbiramo ele-
mente a,,. |

Delovne enacbe

Transformacija (2) spremeni matriki A le p-to in ¢-to vrstico in p-
ti in g-ti stolpec. Formule za spremenjene matricne elemente dobimo z

upostevanjem simetrije matrike A:

CL;T ﬁa;p ZCGTP — Saﬂrq ﬁa'r’p — S(G'rq + Tafrp)v

a,;,,, :‘-(L;q —=Clrq -+ SAyp | —Uprg + S(G?'rp — Ta?'r'q)v
ar, =C ay, + 8% g — 25¢ap, =dyp, — tdyg, _ (3)
a,gq :-:szapp -+ c:Zaqq + 28ca,, = =agq + tay,,

S
|

- (62 — 32)(qu + sc(apy, — aqq) =0.
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Indeks r v prvih dveh vrsticah tece od 1 do n, ne sme pa biti enak p ali g.

V desni stolpec smo zapisali enache v obliki, ki je primerna za uporabo v
S

racunalniskem programu. Definirali smo tudi nov simbol 7 = 3.

Ker hotemo postaviti zunajdiagonalni element &;g na nic, velja za kot

rotacije ¢:

4 — & a.. — a
6E£Ot2¢: — 99 pP
2scC 20y,

Uvedemo ? = s/c in dobimo kvadratno enac¢ho za tangens kota ¢:

21919 —-1=0.

Mamw resitev te kvadratne enache ustreza mmﬁﬁ za kot, ki je mams&
m/4. Izkaze se, da ta reSitev zagotavlja numeri¢no smbﬂn@%

s =lc. M}

Pare (p, q) izbiramo toliko ¢asa, da je evklidska norma matrike zunajdi-
agonalnih elementov manjsa. i ﬂek@ga predpisanega . Po m korakih pro-

kjer je

produkt vseh narejenih transformacij. Diagonalni elementi matrike D so
priblizki za lastne vrednosti matrike A, stolpci matrike V pa priblizki za la-
stne vektorje. Dobimo jih z mnozenjem V' = V - P; pri vsaki transformaciji.

Velja:
/

Vppy =CUpp — SUpq =Upp — 5(@?’@ + T@'f*p)ﬁ

/o —_—
@Tg mﬂS@Tp + g@trq m@rq + 3<’UFP - Tvrq)?

(5)

kjer tece indeks r od 1 do n.

Posvetimo se sedaj izbiri indeksnega para (p

q). Ker bi radi ¢im bolj
zmanjsali kolicino off(A), je logi¢na izbira tak indeksni p ki oznacuje

najvecCji zunajdiagonalni element. Ni tezko pokazati, da tedaj stevila

40 (1993) 3 67
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OHQ(A) padajo vsaj tako hitro kot geometrijsko zaporedje s kvocientom ¢ =
=1-2/(n* - n). Potek tega postopka predstavimo s shemo:

procedure jacobi;

V=1 { V je na zaletku enotska matrika}
£ = iOE]IA!IE;

(p, q) = izberemo tako, da velja |apq| = max|a;;|, © # 3
(c,s) = izraCunamo po formulah (4)

A — PPEAPM; {po formulah (3)}
V — V Pyg; {po formulah (5)}

end

Kot parametre podamo proceduri simetri¢no matriko A € R™X" in tole-
ranco tol > 0. Izvajanje se konca, ko je norma zunajdiagonalnih elementov
pod e. Diagonalni elementi matrike A so priblizki za lastne vrednosti A,
stolpci matrike V' pa za pripadajoce lastne vektorje.

Pri analizi casovne zahtevnosti se pokaze, da je tak postopek preza-
muden. Za vsako transformacijo moramo poiskati najvecji zunajdiagonalni
element, kar je zahtevnosti @(n?). To pa je Ze istega reda zahtevnosti kot
zahtevnost celotnega vzporednega postopka.

Zato raje izbiramo indeksne pare po vrsticah matrike. Za primer ma-
trike velikosti n = 4 bi bili vsi pari tile: (1, 2), (1, 3), (1,4), (2, 3), (2,4) in
(3, 4). Teh parov je Ng¢ = n(n — 1)/2. Navadno imenujemo zaporedje Ng
transformacij za vse razlitne indeksne pare tudi prelet matrike (,,sweep”).
Shema tega postopka je na sliki 1. Tudi pri tej izbiri indeksnih parov se da
dokazati konvergenca postopka.

procedure jacobi;

V=1, {V' je na zaletku enotska matrika}
e = tol||Af[g;

Oﬂ'—{A} > €
for p=1:n-1
for g=p+1:n
(c,s) = izracunamo po formulah (4)
A — PE;APM; po formulah (3)}
V — V Pyq; {po formulah (5)}
end
end
end:

Slika 1. Shema za cikli¢no izbiranje parov (p, ¢). Vhodni in izhodni podatki so enaki kot
pri shemi z 1zbiranjem maksimalnega elementa.

Za zdaj Se ni trdne matemati¢ne teorije, ki bi napovedala, v kolikih
preletih se postopek iztece. Vendar pa se da napovedati, da je Stevilo
potrebnih preletov sorazmerno z logn [5]. To napoved uporabljamo tudi
v praksi, kjer se pokaze, da je tudi za vecje matrike dovolj 6 do 10 preletov.

68 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 3



Jacobijev postopek je sam po sebi vzporeden, zato ga lahko enostavno
0 72 mpom Ine mmm&im&e SES?S@HE@ &mm@ namrec, s matriki

Smlsm da, veba pF£TIn g F S.
lako si moramo izmisliti le dovolj @ﬁgmvm 08@@@@% za 1zZbiro m}gh
Najlaze si ga predstavimo s Sahovskim turnirjem, kjer
igra n igralcev in mora vsak z vsakim 1gm‘t1 namnko enkrat. Pripraviti
MOTamo N = n/2 miz, celotni turnir pa tra j& n— 1 kol. Zaradi enostavnosti

dpostavimo, da je n sodo stevilo. Na sliki 2 je narisana shema za n = 8.

WIS [
N
QO
-]
O 1] e

DN ot
o)

3 ||
ot
G
NO
.y
o~
-
SRS
G | bt
-
b
-

a 2. Primer izbiranja indeksnih parov za vzporedne transformacije matrike velikosti
8 N&Sledﬂjﬁ kombinacijo dobimo mka da ohranimo indeks 1 na zacetnem mestu,
druge pa zavrtimo v smeri vrtenja urnega kazalca.

Korak 7: [ 13

matrike za kroino povezan
imo v dolo¢enem procesorju.

V jeziku matrik 1
postopka N = n/2 i mcesomev 73, pxdet pa I
vzporednih transformacij.

Opmwm n — E

40 (1993) 3 69



krozno povezan sistem

Priredba postopka

V sistemih z ve¢ procesorji je pomembno, kako posamezni procesorji
dostopajo do podatkov in kako si izmenjujejo informacije. V naSem primeru
bomo uporabili sistem, v katerem so posamezni procesorji povezani v krog.
To pomeni, da lahko vsak procesor izmenjuje podatke s svojim levim in
desnim sosedom. Vsak procesor ima tudi svoj lokalni spomin, kjer hrani
podatke [6]. Zaradi enostavnosti privzamemo, da je n sodo Stevilo, §tevilo

procesorjev N pa enako polovici velikosti matrike!.
Stolpce matrike A in V' v zacetku porazdelimo po procesorjih po shemi
na sliki 3, tako da vsak procesor hrani v svojem spominu 2 stolpca matrike A
in 2 istolezna stolpca matrike V. Vsak posamezen procesor nato obravnava
svoj problem, ki je sestavljen iz petih korakov:
1. izracun c in s, ki resita lokalni problem anihilacije zunajdiagonalnega,
elementa,

f\i’\ﬂﬁ'ﬂfﬁ .En.ifﬂ—iﬂ; .E'ﬂ’
e XNJAJAAVI YL AU NDNCULIIRIALEE J.

. prenos pa,ra,metm c in s vsem drugim procesorjem,

. sprejem parametrov ¢ in s od vseh drugih procesorjev in obnova lokal-
nih stolpcev A,

. 1zmenjava stolpcev matrik A in V po shemi s slike 3.

‘iT ﬂ"&‘)f?“:l}' aﬂ /

1
TV illuuiln 3 111 ¥V

C“)

SEN SN

-y

Koraka 3 in 4 moramo narediti zato, ker mnoZzenje prf;A vpliva na p—to
in g—to vrstico matrike A, matrika A pa je shranjena po stolpcih.

Izvajanje posameznih delov vzporednega postopka poteka v procesorjih
socasno. 7Zgodi se sicer lahko, da kak procesor prej konca s korakoma 1

in 21, vendar mora nato pocakati na preostale procesorje, da lahko z njimi
sinhrono izmenja podatke (koraki 3, 4 in 5).

Navadno zaustavimo ta postopek po konénem, prej dolocenem stevilu
preletov M. Potek takega postopka je na sliki 4. Simbol V.1 v shemi

predstavlja matriko ( ___f i) a

procedure jacobi;

local.init[V, p=my.id, left, right, n, Ajpe = A(:, 20 — 1 : 2p)

Viee = In(5, 210 — 1 : 2p); {Vige je na zaletku enotska matrika}
left = 1:2:n; {indeksi levih stolpcev}

right = 2:2:n; {indeksi desnih stolpcev}

{ Dolo&imo leve in desne sosede za izmenjavo stolpcev.}

{Lsend (Rsend) oznacuje ciljni procesor za levi (desni) stolpec,}
{Lrecv (Rrecv) oznaluje izvorni procesor za novi levi (desni) stolpec.}
if p = 1 then Lsend = 1; Rsend = 2; Lrecv = 1; Rrecv = 2;

f Ce to ni res, si pomagamo tako, da matriko zapolnimo z mdamﬁ (n < 2N) ali pa
uporabimo Maczm Jacobijevo Shemo (n > 2N).

! Glej EISPACK izboljsave (stran 72).
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eif p = N then Lsend = N; Rsend = N-1; Lrecv = N-1; Rrecv = NV,

@ége E_S@nd = p+1; Rsend = p-1; Lrecv = p-1; Rrecv = g,g,-H

n &

for sweep=1:M preletov}
for set=1:n-1 {n — 1 vzporednih transformacij v enem preletu}
=min(left{n),right(n)); {upostevamo pogoj 1 < p < ¢ < n}

max(left(p),right(u));

(¢,s) = izratunamo po formulah (4)
Aloe +— Aloe Vemanl: {osveZimo p-ti in q-ti stolpec;
Viee = Vioe Vsmall;

A= p
for k=1:N {posljemo in sprejemo par (¢, s) za vse procesorje}
é%maibﬂghﬂ; gegé%maﬁ ,Eeﬁ};
p0=min(left(),right(A));
- q0=max(left(A),right(1));
50{3 o Vg;mﬁﬂi@@; {@Sif’@fi

0 p0-to in g0-to vrstico}

S

gmim‘@ po gﬁmmi na sliki 3}
ecv( A, C( e? t), é_ mw} re

w(ﬂgw(r gm) mw}

d( V), (left),Lsend); send(V},.(ri ght) Rsend);
ecv( Vi, (left), Mew} recv( Vi, (right) mw}

Eéeﬁ right] = permutiramo indekse po she i s slike 3

4. Jacobijev postopek za ciklitno povezan sistem. Kot parametre p
proceduri simetri¢cno matriko A € R™?*", kjer je n = 2N in M stevilo preletov. Vsak
procesor je pri inicializaciji enoznacno oznacen s parametrom pg. Desni sosed p-tega
procesorja ima oznako u + 1, levi pa p — 1. Prvi procesor ima za levega soseda N-ti
procesor, [V-ti procesor pa za desnega prvi procesor. Po konc¢anih M preletih hrani p-ti
procesor 2g4 — 1-vi in 2u-t1 stolpec diagonalne matrike A 1n istoleZna stolpca matrnke V.

postopkom s slike 4 lahko dmganahmmm@ m&fﬁmke do V@M{OSU n =
= 2N. Ponavadi pa Je velikost m mnog ila p

da velja r = n / {EN } pm@m razdelimo v bloke rx T
Problem anihilacije ni veé dimenzije 2 X 2, ampak r x r:

- Wﬁ@gﬁ r X 7.

oznosti za 1zbiro vrstnega reda resevanja

.

Imeru mm INOLO N
, da je izbira kriti¢na |7
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Ocena zahtevnosti

Za vsako rotacijo moramo izratunati par (¢, s), kar zahteva konstanten
cas ne glede na velikost matrike. Nato moramo obnoviti dva stolpca in dve
vrstici matrike A. To zahteva 4n operaci) mnoZzenja in seStevanja. Za diago-
nalizacijo tipicne matrike s klasi¢nim (zaporednim) postopkom potrebujemo
6 do 10 preletov, to je 3n? do 5n? transformacij. Celotna zahtevnost
postopka je torej 12n3 do 2073 racunskih operacij ali O(n3). Ce zelimo
izracunati Se lastne vektorje, moramo pri vsaki transformaciji obnoviti Se
dva stolpca matrike V', kar prinese Se dodatnih 2n racunskih operacij za
vsako transformacijo, oziroma dodatnih 50% vseh operacij.

Pri vzporednem postopku izvedemo n/2 Jacobijevih rotacij vzporedno,
tore] potrebujemo za 6 do 10 preletov 6n do 10n vzporednih transformacij.
Celotna zahtevnost je tako 24n“ do 40n* operacij ali G(n®). Pri tem smo
predpostavili, da izmenjava podatkov med procesorji porabi le malo ¢asa.

Primerjava zahtevnosti zaporednega postopka z vzporednim pokaze, da
je vzporedni postopek za red hitrejsi. V navadi je, da v sistemih z vet pro- |
cesorji definiramo ceno postopka [8], ki je enaka casovni zahtevnosti, po-
mnozeni s Stevilom potrebnih procesorjev. Za vzporedni postopek potre-
bujemo O(n) procesorjev, njegova cena je tako O(n®). Tudi za zaporedni
postopek je cena enaka (O(n?), kar pomeni, da smo zaporedni postopek op-
timalno priredili za sistem z vec procesor]i.

V dokumentaciji EISPACK-a [2] najdemo recept za izboljsavo zapore-

dnega Jacobijevega postopka. Ta pravi:

o V prvih treh preletih izvedemo transformacijo P,, le tedaj, ko je
|a,,| > €. Prag za transformacijo je dolocen z:

kjer je Sy vsota absolutnih vrednosti naddiagonalnih elementov na
zacetku.

o Po Stirih preletih postavimo element a,, takoj na nic, ce velja
apy| < ap,| in |ay,] < lag,|. Za to moznost se odlo¢imo takrat, ko
velja |a,,| < 107 P*+|a, | in |a,,| < 107P+a,,|, kjer je D stevilo
decimalnih mest v zapisu realnega stevila v plavajoci vejici.

Namen prvega predpisa je izbira tistih rotacij, ki res nekaj prinesejo k
zmanjsevanju kolicine off(A). Prihranek pri ¢asu izvajanja postopka je tako
lahko precejsen, Se posebej ¢e imamo matrike z zelo velikimi in zelo majhni-
mi elementi. Smiselno je seveda najprej izniciti velike elemente in Sele nato
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z upostevanjem

da je lahko casovni prihranek
r1 prvih treh preletih.

majhne. Izkusnje povedo,
tega predpisa tudi do ene Cetrtine p
Drugi predpis sledi iz dejstva, da lahko realno Stevilo predstavimo v
ra¢unalniku le s konénim stevilom decimalnih mest. Zato nima smisla delati
rotacij, ki imajo tako majhen vpliv na rezultat, da ga sploh ne moremo
zaznati. '

Za vzporedni postopek sta ta dva predpisa neucinkovita. Prvi ali drugi
pogoj bi moral biti zaradi sinhronizacije izpolnjen na vseh procesorjih hkrati.
To pa ni zelo verjetno.

/ahvaljujem se prof. dr. Juriju Tas: digitalne komunikacije
Instituta Jozef Stefan v Ljubljani, ki me je usmeril v Smdu vzporednega,
Jacobijevega postopka in mi omogocil delo na transputerskem sistemu ter
mi dajal koristne nasvete pri implementaciji.
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Fieldsova medalja, | podeljujejo za izjemn
nem matemati¢cnem kongresu vsaka SMH . ﬁ
do a %@m kot Nobelova nagras
iro¢jih. Knjiga vsebu j e predavanj
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Rene Thom v svojem prispevku opisuje blescec zacetek njegove teorije
katastrof, kritiko, ki je sledila temu zacetku, svoje skepti¢no stalisce do me-
todologije moderne znanosti nasploh in Se posebej do t.i. matemati¢ne logike
ter svoj umik v filozofijo. (Sam pravi, da je iz matematika ,,degeneriral v”

filozofa.)

Iz prispevka Sergeja Novikova lahko zvemo nekaj zanimivih podrob-
nosti o ruski matematiki v prejsSnjih dveh do treh desetletjih. Svoj prvi
znanstveni clanek je objavil ,Sele” pri 21 letih, zaradi cesar se je njegova
mati pritozevala, da je Ze vsakdo napisal znanstveni ¢lanek, razen njenega
sina. Drugi del prispevka pa se poglobl v parcialne dlferenuzﬂne enache, ki
so pomembne tudi za fiziko.

Shing-Tung Yau razmislja o sedanjem stanju in perspektivah v geo-
metriji, nelinearnih parcialnih diferencialnih enacbah in singularnostih.

Alain Connes utemeljuje nujnost nekomutativne diferencialne geome-
trije, ki je posplositev obicajne diferencialne geometrije v takem smislu kot
so C*-algebre posplositev algeber zveznih funkcij na kompaktnih prostorih.
Iz clanka lahko dobimo vtis o tem, kaj je cikliécna kohomologija, in kako je
mogoce osnovne diferencialno geometri¢ne pojme definirati v operatorsko
algebraicnem jeziku.

Stephen Smale obravnava teorijo racunskih algoritmov nad realnimi
Stevili in topolosko kompleksnost numeri¢nih problemov.

Matematicna teorija vozlov je zrasla v prejSnjem stoletju iz vprasanj
hidrodinamike in elektromagnetizma, v tem stoletju pa je postaia, del to-
f)ologlje Nov zagon je ta teorija dobila pred nekaj leti, ko je Vaug]
i'. R. Jones odkril reprezentacijo grupe kit v druzino (,* algeber in s  tem
novo polinomsko invarianto za vozle. Njegov ¢

¢lanek obravnava povezave
med teorijo vozlov, statistiéno mehaniko in teorijo poha,

V zadnjem c¢lanku te knjige pa
dosezke v geometriji diofantskih enach.

ngs op 1S UJ € 1 &j Nnov ej se

Diskusija na koncu knjige zajema naslednje teme: podobnosti in razlike
med matematiko in ostalimi znanostmi ter umetnostjo, vlogo racunalnikov
pri dokazovanju izrekov in simuliranju naravnih pojavov, zveznost in diskre-
tnost v naravoslovju, odnos matematika — druzba, kako vrednotiti pomen
in tehtnost odkritij, ...

Posamezni deli knjige sicer vsebujejo natancno formulirane rezultate,
katerih pravo razumevanje bi zahtevalo od bralca ogromno predznanja, toda
vecinoma je knjiga pisana v pripovednem slogu, ki bo pritegnil vsakega
matematika. Bralec bo lahko dobil vtis o pomembnih problemih matematike
in njihovi povezanosti s temelji fizike.

Bojan Magajna
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V ¢lanku opiSsemo dokaz izreka o razdelitvi k-barvne ogrlice na m enakih delov z
minimalnim Stevilom rezov, kar predstavlja lep in znacilen primer uporabe topoloskih
metod v kombinatoriki.

g 2 el o i, W g e, e s
B b B F 0 B F I8 9 B3 % teh, 3 e
£ &y & = § B F % S, § 25 - i, § B
) £ kS i 4 P oW EE E % ¥ Fesieald
kS £2 B £ TN - — 8 o i B
b i i 2 ] T T A
i 1 R ...

We describe the problem of splitting a k-colored necklace into m equal parts with a
minimal number of cuts. The solution of this problem represents a typical example of an
application of topological methods to combinatorics.

Zamislite si tolpo m tatov, ki so ukradli d
dragulji £ razli¢nih barv (in vrednosti). Stevilo drag
barve je deljivo z m in ogrlico é@ﬁj@ razdelitl tako, ¢
delez waguhw wake bawe Mudi jih zanie. k

1zﬂ Jev @s&mez e
D ob ﬂ en a,

2 pa morata rezati kar stirikrat. \ endar pa se } c . Je raz D oreditev na

sliki 2 v nekem smislu najslab

Alon je v [2

ka 1. Stiribarvna ogrlica, razdeljena na dva dela z enim rezom

ol

Stiribarvna ogrlica, pri kateri so potrebni stirje rezi




[zrek o delitvi ogrlice. Na vsakr k-barvni ogriici z m-a; draguly: barve
1 obstaja k(m — 1) rezov, tako da lahko dobljene kose ogrilice razporedimo na
m kupckov z enakim stevilom draguljev vsake posamezne barve na vsakem
kupcku.

Problem delitve ogrlice in njegova resitev imata (poleg ocitnega pomena
za tatove) dolo¢en pomen pri nacrtovanju VLSI vezij (glej [4]), zanimiva pa
sta tudi zato, ker predstavljata Se en nov primer uporabe topoloskih metod
pri reSevanju kombinatori¢nih problemov. Takih primerov se je nabralo Ze
kar precej in to je lepo, kajti kombinatorika nekako steje med ,,uporabna”
podro¢ja matematike, topologija pa ima (Cisto po krivici) sloves neuporabne
matematicne discipline, ki je povrhu se tezko pristopna. Topologija vstopa
v kombinatoriko po razlicnih poteh. Pogosto na podlagi dane kombinatorne
situacije zgradimo simplicialni kompleks in pokazemo, da ima kaksne lepe
topoloske lastnosti (na primer povezanost ali enostavno povezanost ali pa
naravno delovanje kak$ne grupe), tako da iz znanih rezultatov algebraicne
topologije sledi Zeleni kombinatorni rezultat. Izdaten spisek takih proble-
mov najdemo v [6]. Drug pusmp, ki je prav tako pogost, pa je tale. Dano
kombinatoricno konfigur a,cuo opisemo s pomocjo kaksne podmnozice sfere
ali evklidskega prostora in uporabimo standardne topoloske rezultate, na
primer Borsuk-Ulamov izrek, ali kaksen soroden rezultat. Problem razdeli-
tve ogrlice spada v to kategorijo.

adva tatova

Razdelitev ogrlice

. i e

Oglejmo si najprej najpreprostejsi primer, ki je bil tudi najprej razresen
(v [1]), to je delitev ogrlice med dva tatova (torejnaj bom = 2). Ta problem
resimo s pomocjo Borsuk-Ulamovega izreka, o katerem smo v Obzorniku ze
pisali (glej [8]).

Dokazimo, da si lahko dva tatova k-barvno ogrlico vedno pravi¢no
razdelita z najvec &k rezi. Ostevilcimo barve s Stevili 1 do £ in izberimo
merilo na realni osi K tako, da bo dolzina ogrlice enaka 1 Ogﬂico pa polozimo
na enotski interval [ = {@ 1] C R. Tako dobimo barvanje totk intervala,
mnozica A; = {z € I|z je barve @} pa je za vsako barvo 1 € {1,...,k} unija
konéno mnogo podintervalov v I (in zato merljiva mnozica).

Delitev intervala z najveé k rezi je doloctena z zaporedjem tock tg = 0 <
<t <. < tp <ty = 1, kjer sta lahko dve (ali vec) tocki tudi enaki.
Razli¢nih rezov bo natanko k takrat, kadar so v zaporedju med pogameznimi
tockami sami strogi neenacaji, ¢e pa sta dve delilni tocki enaki, pa je rezov,
dolocenih s takim zaporedjem, manj kot £. Poiskati moramo ta,ko delitev,
da bomo lahko dobljene intervale I; = [t;_1,%;], 7 = 1,....,k + 1 razdelili v
dve druzini, od katerih bo vsaka vsebovala natanko polovico vsake mnozice
A;.

Naj bo

5% ={ o= (21, m041) € R¥ | [lof| = TfHa? = 1} ¢
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enotska sfera. Vsaki tocki z € 5% priredimo
< vl St St = 1 intervala I z delilnimi tockami ¢;

I < 3 < k. Oznacimo z mw{ﬂ gm@ d@hﬁm mmwﬂ@v
7-tem @mmmﬁm [, = |t;-1,t;] delitve, ki pripada tocki z.

rajmo preslikavo j ﬁﬁg} %?‘5‘ —  R® takole: za vsak 7 =

1 = 1,....k, torej je f h& f%hm& Poleg tega je f zvezna preslikava. C
j@ namrec m@ a z € 5% taka, da ] je T + 0 za vsak j, velja to tudi v kaksni
njeni dovolj majhni okolici, 2at0 je v taksni @k@hu Sﬁgn{@j} za vsak j kon
stantna "}mgﬁ @mp@m@n’m 1 ﬁmkm@ f pa so kar Em@m e :
zveznih funkcij m; jé ). Ce pa je kaksna koordinata z; = 0
da je ',zma intervala /; enaka 0, pa tudi m; (z)=0 K 1,
clen Sggm zj)m (2) v okolici take tocke v vsaki komponenti f; zvezno pr oti
0, tako da je funkcija f tudi v takih tockah zvezna.
Preslikava f ’mﬁ"@j zadosta predpostavkam Borsuk-
, d ! 5% v evklidski
iste ¢ me zije R¥ v neki tocki na &f@ﬁ zavzame vrednost 0. P

£=(¢ -H} = 3 taka tocka, da je ﬂ £) = 0. Pokazimo, da pnpadamae
@E@m iskano d @hmv intervala.

N

@amzi

A,
g8

naj bo

Ulamovega izreka,
prostor

prvi ¢len ravno skupna dolzina vseh intervalov barve 1 v mnozici Fj,
drugi clen pa je dolZina vseh intervalov barve ¢ v f5. Zgornja enacba torej
pove, da vsebujeta mnozici Fy in F5 vsaka natanko polovico vsake barve.
Skratka, delitev intervala I smo opisali s pomocjo tock na sferi
S* ¢ RFtL definirali zvezno preslikavo f:S* — RF in z uporabo Borsuk-
Ulamovega izreka dokazali obstoj tocke, ki dolo¢a ravno pravo delitev.

med vec¢ tatov

V naslednjem koraku bomo razdelili ogrlico med m tatov, kjer je
m > 2 kaksno liho prastevilo. V tem primeru za popis vseh mozZnih delitev
ne zadosca vec sfera, potrebovali bomo prostor z malo bolj zapleteno struk-
turo, za katerega pa velja nekaksna posplositev Borsuk-Ulamovega izreka,

ki so jo dokazali Barany, Shlosman in Sziics [3].
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Opisimo najprej prostor Yy, i, ki bo v tem splosnejSem primeru prevzel
vlogo sfere, torej prostor, s katerim parametriziramo mozne delitve intervala

I. Naj bo

T
= : e RVt |z >0,
LENA+1
standardni simpleks dimenzije N = (m — 1)k. Nosilec supp(z) tocke

z € A" je najmanjse lice simpleksa A" (torej simpleks, napet na neka]
oglis¢ simpleksa A™Y), ki vsebuje tocko z. Naj bo

m ic — { y 15005 Y m} I Y, &

,supp(y;) Nsupp(y;) =0 za 1 # 3 } ,

Tocke prostora Y,  so tore] m-terice vektorjev prostora RN+ 3n jih

lahko predstavimo kot matrike dimenzije (N + 1) X m z vsoto komponent
v vsakem posameznem stolpcu enako 1. Ker so nosilci posameznih stolp-
cev disjunktni simpleksi in lezijo v razliénih koordinatnih podprostorih pro-
RN+ 5e v vsaki vrstici kvetjemu po ena komponenta razliéna od
0. Oznacimo z a:Y,,  — Yy, preslikave, ki ciklicno zamenja stolpce ma-

trike y € -Kn’k? ﬁOfej @:<yhy2”’aym> = (y?;a“*?ym?yiy

Ker so vektorji y;
v razliénih koordinatnih podprostorih, je a(y) # y za vsak y, poleg tega je
a™(y) = y za vsak y, torej je o’ identicna preslikava (drugace povedano,
a dolocta prosto delovanje cikliéne grupe Z,, na prostoru Y, ).

n Szucsa. Poljubna zvezna preslikava
f: Ym k= Rk 1 p?éshka vsa) eno m-terico {a(yb e, T 1(y), a™(y) =y},
Yy € Yk v eno samo tocko.

Prostor Y, 1 je unija lepo zlozenih simpleksov in produktov simpleksov,
tako da je njegova struktura po svoje enostavna in pregledna. Vendar pa
postane Stevilo sestav:i’ delov, ko m in k& narascata, hitro zelo veliko. Na
primer Y3 je 2-dimenzionalen prostor, sestavljen iz skoraj 2000 elementov.
Za k = 2 se lahko bralec sam hitro preprica, da je prostor Y, 9 homeomorfen
sferi S, za k = 3 pa bi ga morala slika 3 na naslovni strani prepricati,
da je Y3 3 homeomorfen 5. Prostor Y, je (k — 1)-dimenzionalen polieder,
ki ima, kot so dokazali Barany, Shlosman in Sztics v [3], homoloski tip
sfere S*~! (homoloske grupe tega prostora so torej izomorfne homologkim
grupam sfere). Zdi se verjetno, da je Y, tudi homeomorfen sferi, vendar
pa je, kolikor je nam znano, to vprasanje Se nereseno.

Vsaki matriki y = (y1, .-, Ym) € Yk priredimo delitev intervala 7 na
N 4+ 1 podintervalov Iy, ..., INt1, katerih dolzine so ravno vrstitne vsote

matrike y pomnoZene z -%—- torej komponente vektorja
L1
N 1
T = : = —(y1+ .. + Ym).
m
L IN+1
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Delilne tocke te delitve so top = 0,%; = > i 2;,1 <1 < N in typq =
UL S Dobljene podintervale razdelimo na m disjunktnih druzin

z;
Fy, .. Fm takole: interval I, = [t;-1,1;] sodi v druzino [} natanko takrat,
Ker je v vsaki vrstici

kadar je v stolpcu y; na 7-tem mestu nenicelno stevilo.
matrike y najvec eno nenicelno stevilo, je m}m m’éﬁ:ewﬁ {@EZH > ()
nedvoumno razporejen in so druzine [
je skupna dolZina vseh mt@m’&bv v druzini F; za vsak [ ravno vsota, I- %@

vrstice v matriki v, tm‘q . Naj bo preslikava g:Y,,  — R*~! definirana s

predpisom: za vsak 1 <7 < é — 1 je g;(y) mera barve ¢ v uniji podintervalov
druzine i, U{ﬁ I, € Fy}. Hitro se vidi, da je to zvezna preslikava, tore]
izrek Baranyja, SM@S:@@MH& in Sziicsa zagotavlja obstoj take totke £ €

da je

L,k s

m— 1 {

) = ... = g(a

Ker je ¢g;(a’(€)) ravno mera barve ¢ v druzini F;.q, p
delitev intervala [ na druzine podintervalov Fi, ..., F},, k mwum razdeli
barve 1,...,k—1. Pa tudi barva k£ je s tem pravi¢no razdeljena, kajti dolzina

podintervalov zadnje barve je razlika med skupno dolzino intervalov vseh

drugih barv in ;—%

mp&d@, tej tocki tista

Delitev intervala je tako opravljena. Vendar pa ni nujno, da smo s
tem dobili dobro delitev ogrlice, kajti delilne tocke so lahko sredi kaksnega
dragulja. Takih , slabih” delilnih tock se zlahka drugo za drugo odkrizamo.
Ker je mera vsake barve mnogokratnik dolZine enega dragulja, morajo vsi
.slabi” rezi nastopati v parih — wvsaki slabi tocki barve ¢ pripada vsaj Se
ena slaba tocka iste hkrati rinemo v nasprotnih smereh,
dokler ena od nmu ne doseze ba svoje barve, to pa pomeni, da je tuds
robu dragulja. Tako imamo eno slabo tocko manj, s ponavljanjem opisanega
postopka pa se znebimo Se ostalih.

Za prastevilske tolpe tatov je tako poskrbljeno — vsako k-barvno ogrlico
res lahko z {m — 1)k rezi ; mwme razdelimo med m tatov, ¢ce je le m
lo Ce je m = mymy, prod ] in Mo, razdelimo ogrlico
najprej na my kupov z (my — razdelimo
my dobljenih 3
razdeljena n
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V dneh, ko smo se spominjali
stoletnice smrti prvega slovenskega
fizika Jozefa Stefana (1835-1893),
je v Ljubljani ugasalo zivljenje ute-
meljitelja slovenske fizike akademika
prof. dr. Antona Peterii. .

s

Prol. Peterlin se je rodil 25. sep-
tembra 1908 v Ljubljani kot sin sre-
dnjesolskega profesorja, ki je bil uce-
nec Jozefa Stefana.

Leta 1930 je z odlicnim uspe-
hom diplomiral iz matematike in fi-
zike na Filozofski fakulteti Univerze
v Ljubljani. Naslednje leto je bil
asistent na fizikalnem institutu teh-
niske fakultete. Na dunajski teh-
niki se je nekaj tasa izpopolnjeval
v mmg@nskih preiskavah kristalne 722 0
zgradbe snovi. V Solskem letu 1936~ ‘i
37 je prvic predaval splosno fiziko na Umverm Vv Ljubham Leta 1937 j je odsd
na podiplomsko izobrazevanje v Berlin potem, k

30



za tak stud @ v Zagrebu. Dok ko disertacijo Viskoznost razredcene razto-
pine sferoitdov je d@km@mﬁ v dobrem letu in w 7 mﬁmmm uspehom (summa
cum laude) branil na Humboldtovi univerzi v Berlinu leta 1938. S SVO jim
mentorjem je nato sodeloval vse do njegove smrti.
Leta 1939 je bil imenovan za docenta za hiziko na tehniski fakulteti uni-
verze v Lmhh&m mmﬁe@m@ leto se je ﬁn@nm&mu nridruzila tudi filozofska
fakulteta. Med vojno je bil veckrat zaprt. Po vojni je leta 1945 postal izre-
dni, naslednje leto pa redni profesor za predmet teorijska fizika. Leta 1951
je bﬁ med pobudniki za uvedbo studija tehniske fizike v Ljubljani.
Dopisni ¢lan Slovenske &k&d@m%j@ znanosti in umetnosti (SAZU) je
p@g‘m& Eem 1946. Njen redni clan j@ bil od leta 1949, ko je ustanovil tudi
[izikalni institut SAZU, ki danes nosi ime po Jozelu Stefanu. Direktor tega,
instituta je bil vse do E@m 1959

Od leta 1960, ko je neprostovoljno odsel v tujino, je pmﬁ‘ Peterlin
&h@vﬁ SVO je pﬁ@ no delo na m&mh mzm@m,h};@ pedagoskih @@n‘mh
svetu. Najprej je bil eno leto vodja fizikalnega institu m in p
na Tehniski univerzi v N\ ummhﬁu& I&m se je odzval vabilu iz ZDA in
bil v letih 1961-1973 pokojitve (ob starosti 65 E@ﬂ H‘@k@m
nOvVo ustan ovljenega C @mﬂ@ | mﬁns Mbgmmma za velemolekulsko fiziko
in kemijo v Research 'ﬁ’mgﬁ@ [nstitutu 5 ammm ki s0 ga ustanovile
razne mus%m%ke korporacije za proizvodnjo umetnih vlaken. V %ﬂ@%f&ﬂj@
novega, gsmmmﬁ ki j@ @SME ‘mﬂm v svetovnem memm 3@ ﬁﬁzﬂ
vse svoje E@ﬁ Sam j@ de

predaval fiziko na
ku za polimere v

| leta 1973 do

National Bure au of Standar ds B
druge (univerzne) upokojitve leta 19
leta 1975 j@ %}ﬂ obenem

Reserve University, Cleveland, Ohb |
(kot upokojenec) pomocnik nacelnika Ods elka za polimere NBS, na lastno
zeljo pa razbremenjen administrativnih dolZznosti.

V vedini raziskovalnih del, katerih Stevilo je nekaj pod 400, je prof. Pe-
terlin ostal zvest podrocju svojega doktorskega dela, t.j. fiziki velikih mo-
lekul in polimerov. V svojem Zivljenjepisu jih razvrséa pod naslednja ge-
sla: plasticna deformacija kristaliniénih pﬂﬁm@mv transportne lastnosti,
%@Mﬂdgamma kmsmhzam& morifologija, jedrska magnetna resonanca in

m&gﬁ@m@ resonanca, akusticna @mmm E@m sipanje sevanja X
p@hmm ov ter w@ms e m @MM@@ lastnosti razred mmh raztopin poli-

N | -* j@ ‘m@m@ dvo . loma OhEﬂ@E‘m

msm@gm
Peterlina stet:
O tem pricajo

mednarodni od mwa@%m njegovega d @m smemo proi.
a,qu@ SE@WHS%@ M&V@SE@W@ v zadnjih desetletjih.
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Bil je castni doktor univerz v Mainzu in v Ljubljani, castni ¢clan Instituta
Jozef Stefan, castni ¢lan Drustva matematikov fizikov in astronomov Slove-
nije, clan avstrijske akademije znanosti, clan Washington Academy of Sci-
ences ter ¢clan New York Academy of Sciences.

Bil je glavni urednik revije Macromolecular Reviews, sourednik Macro-
molekulare Chemie, ¢lan v uredniskih odborih Polymer Science, Colloid and
Polymer Science, ¢lan svetovalnega odbora Journal of Macromolecular Sci-
ence, Journal of materials science in Journal of Polymer Science.

Leta 1949 je bil nagmjen z redom dela I. stopnje. Prejel je PreSernovo
nagrado (leta 1955), ] Rheology (leta 1970),

Jinghamovo medaljo Society of R
nagrado Ford Motor Company amemske ﬁzﬂ&aﬁne druzbe (leta 1972).

75-letnici rojstva je leta 1983 prejel Kidricevo nagrado za zZivljenjsko delo.

Prof. Peterlin se je odlikoval po vseh treh lastnostih dobrega razisko-
valca: bil je prodoren na svojem raziskovalnem podrocju, bil je odlicen pre-
davatelj in sposoben organizator raziskovalnega dela.

O njegovem osebnem prispevku k napredku znanosti, predvsem o po-
limerih, pricajo Stevilne razprave h katerim se bodo raziskovalci pogosto
vracali.

Prof. Peterlina upraviceno imenujemo za utemeljitelja slovenske fizike.
To veliko nalogo je opravil kot predavatelj teorijske fizike na ljubljanski
univerzi in kot m‘gamzator raziskovalnega dela na Institutu J. Stefan. Za
slovensko fiziko je bil kot voditelj narodnega preporoda.

Zgodilo se je po vojni. Cas je bil ugoden, saj so tedaj ljudje po svetu
in tudi pri nas stavili vse upe v naravoslovno znanost, v kateri imata
matematika in fizika vodilno vlogo. V tako pogojenem casu bi kaj lahko
pognala povrsna kvaziznanost, ki se prilagaja potrebam politikov in javnega
mnenja. Ceprav je moral zaéeti od ni¢, se po njegovi zaslugi to ni zgodilo.
Nasprotno. Okrog sebe je zbral vecino takratnih slovenskih naravoslovcev
in tudi nekaj tehnikov ter za vsa podrocja postavil trdne temelje. Takratni
njegovi kriteriji, predvsem pa stalisce, da raziskovalno delo nima vrednosti in
ni dokoncano, vse dokler o njem ni obvescena svetovna znanstvena javnost,
so uporabni tudi danes. In ne samo, da je kriterije postavil. S svojo
neomajno avtoriteto jih je vcepil mnogim mladim sodelavcem. Ni nakljucje,
da vecina teZe naravoslovnega raziskovalnega dela v nasi mladi drzavi sloni
na teh sodelavcih in njihovih ucencih.

Po zaslugi prof. Peterlina Slovenci v svetovni fiziki nismo neznano pleme
7 juzne strani Alp, ampak so naSa imena skupaj z njegovim zapisana Vv
svetovni zakladnici znanja.

Slava njegovemu spominu!

France Cvelbar

82 | Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 3



PACS 21.65.4+f; 21.80.+a

Zaradi Paulijevega principa bi bila energijsko ugodnejsa jedrska snov 1z kvarkov u, d

in s, ¢e b1 bil kvark s dovolj lahek.

o e ) i e W, g
# o ¥ O % cI: &
3 ; OB O e
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COLLAPSE INTO STRANGE MATTER
lavours of

The Pauli Principle would favour a nuclear matter mmp%e@ @ﬁ' several fi
quarks (for example s quarks in addition to u and d quarks) if s quarks were not sufficiently
heavy.

im so sestavljena iz nukleonov, ti pa iz kvarkov uin d (p =
d, n = udd). Jedrska sila, ki je rezultanta moc¢nih sil med kvarki, je na
mz@zﬂﬁ @kmg } m zelo privlacna, pod 0.5 {fm pa zelo odbojna. Jedra bi bila
dost1 m@meje vezana, ce se ne bi ﬁu}de@m na kmﬂu razdaly zelo odbua,h
za kar ima velik « @E@z krivde P ncip, | m @nahm kvarkom
blizau. Narava bi lahko Paulija d

nadomestila s kvarki s in bi bila srecan j& enakih kvarkov red
kvarki s ' "in se to ne izplaca. To je sreca za nas, ka}
snov 1z kvarkov u, d in s bi bila nevtralna, mozna bi bila ogromna jedra, (ker
ne bi motil eiemmgmt%ka odboj), najbrz bi se Vse ; sesedlo v supergosto snov,

katere se verjetno ne more razvitli razumno b

Ocenimo kriticno maso ¢udnega kvarka, ki zagotavlja stabilnost nase
snovi. Za razumevanje bistva pojava zadosca najenostavnejsi kvarkov mo-
del, medtem ko s kvantitativnim racunom sSe do danes niso uspeli. Opisimo
jedro kar z idealnim plinom kvarkov u in d, ki zapolnjuje kvantna stanja od
dna lonca do Fermijeve gibalne kolicine pr. V vsak predalcek gre ¢
kvarkov (u in d; spin gor in dol; 3 barve). Zveza med gostoto plina n ter pg

je

Wkin,2 = T

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 3 83



V jedru pride na vsak nukleon parcela v velikosti krogle z radijem 1,2 fm.
Gostota kvarkov je torej n = 3/((47/3)(1,2fm)) = 0,50 fm~°.

Potem je kineti¢na energija na kvark (pri dveh okusih kvarkov) wg;, » =
= 19700 MeV?/mc?. Celotna energija na nukleon pa znasa

Ex = 3me* + 3Wkin 2 = 3(223 4+ 87,5)MeV = 931 MeV |

|

e prilagodimo maso kvarka m = 223 MeV/c?, tako da dobimo pravilno

maso jeder.

Poglejmo, kaj se zgodi, ce vzamemo tri okuse kvarkov (u, d in s) in zato
statisticni faktor g3 = 18. Vzemimo isto Iaso m = 223 MeV /c? za kvark u
in d ter neko maso m, za cudni kvark. Kineti¢na energija u in d kvarkov

se zmanjsa za faktor (go/g3)%/3 = (12/18)%/3, za kvark s pa $e dodatno za
m/ms. FEnergija na nukleon

Ef = (2me® + msc?) 4+ (2 + m/my)(12/18)2 3@,

ima isto vrednost kot Fpn pri dveh okusih, ¢e vzamemo za maso cudnega
kvarka kriti¢cno vrednost

MeV / 2

me, —m = 80

Navajam raje masno razliko, kajti absolutna vrednost kvarkove mase je
zelo odvisna od modela. Odvisno je, kaj stejemo h kvarku, goli kvark ali tudi
gluonsko polje in oblak parov kvark-antikvark, ki jih nosi s sabo. V nasem
modelu smo Steli k mirovni energiji kvarka vse razen kineti¢ne energije, zato
so mase razmeroma velike. Masne razlike pa so precej neodvisne od modela,
sa] se pri vseh modelih razlikujejo zaporedni hiperoni priblizno za m; — m.
Iz razlik barionov n = udd (939 MeV/c?), A = uds (1116 MeV/c?) in Z =

= uss (1315 MeV/c¢?) sklepamo na razliko mg; — m ~ 180 MeV /c?. Torej
smo varni!

Kaj pa, ¢e naSa ocena ni zanesljiva? Mnogi natancnejsi modeli tudi na-
povedujejo, da je masa cudnega kvarka dosti ve¢ja od kriticne mase. Toda
model massachusettske vrece (MIT bag model, MIT = Massachusetts In-
stitute of Technology) napoveduje kolaps nase snovi v ¢udno snov.

Ker
se Se nismo sesedli, naj bi bili metastabilni, prehod naj bi bil zelo oviran
in neverjeten. Toda,m,, Da bi clovestvo potolaiili, so skusali zadevo raz-
iskati tudi eksperimentalno. Doslej Se niso nasli moc¢no vezanega sistema
AA = uuddss kot produkta pri trkih jeder. Znanih je zelo malo dvojno hi-
peronskih jeder. ki vsebujejo dva A poleg protonov in nevtronov, toda dvo-
jica A nikjer ne kaze posebnega privlaka. Najbrz je strah prazen.
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Math. Subj. Class. (1991) 00A35, 00A30, 97A15, 98A15

Clanek je povzetek seminarja iz didaktike matematike na temo Aksiomatika geome-
trije in priporoclyivo ozadje sistema aksiomov za delo v 3@5@ a BTH v me& Ker je
pouk geometrije problem v mnogih solah po svetu in tudi pri nas, sem ¢lanek s prijaznim
avtorjevim dovoljenjem prevedla.

The article 1s based on a seminar 1n didactics of mathematics with the title: Geomeiry
artoms and recommended background systems of arioms for use in schools on ETH

(Zirich).
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Kakor hitro hocemo izlusciti osnove geometrije, zaidemo v filozotske
tokove, kot so platonizem, formalizem, konstruktivizem in drugi ,izmi”
Nekateri matematiki imajo svoja filozofska stalisca za stvar vere, za svetovni
nazor. Sledijo obi¢ajni opisi treh eksplicitno omenjenih struj.
Platonizem {eaﬁmm} Matemati¢ni objekti — in mko tudi vsa mate-
maﬁa - @b%m%jﬂ vecno, onstran vseh casovnih okvirov in neodvisno od
clovekovega bivan ja, Naloga matematika je razvozlati in raziskati obstojece
resnice. Matematik je b@h raziskovalec kot kreator.

Formalizem. Matematika je zbirka formalnih sistemov. Elemente
sistemov upr aﬁvh&m@ in jih S@S%vh&mo clede na th a pravila igre. Ta
pravila ] igre, 50 edina skrb matematikov. Formalist
je kreator in ne mmﬁ @{Hﬁ”ﬁf&@ /anj se ne po jaﬂj& vprasanje eksistence
matematicnih objektov. Zadovolji se z ugotovitvijo, da so njegova pravila
igre neprotislovna.

Konstruktivizem (Intuicionizem). Matematika je priznana v obsegu, v
katerem so njeni objekti konstruirani iz dolo¢enih najosnovnejsih objektov
v koncnem stevilu korakov. Vprasanje konstruktivisticnosti je dominantna
in permanentna skrb privrzencev te struje.

V injih nekaj E@ﬁ se je formalizem zelo okrepil z delom in
Bourbakija. Njegov vpliv je dosegel tudi nase ucilnice. T
bolj Eesenemw@ ker je vecina matematikov tako ., Eammsmv
h%v se za skrite %pimgmgm s formalisticno

nizma ne pouda @m%mkiwmm
rijo manjsino. Zarad lormall
omefrijo, celo na mammaﬁko




vprasanje pretehtamo bolj podrobno. Formalizem je sinonim za aksiomat-
sko metodo. Lahko recemo, da je formalizem aksiomatika v popolni obliki.

1.2 MATEMATIKA KOT IGRA

Nadaljnja dejstva nam bodo dala mero natancnosti pri dolocanju osnov-
nih konceptov. Najprej moramo preuciti v sploSnem: ,Kaj je aksioma-
tika?” Formalisticna obravnava podrocja m&tematike nas vodi v raziskavo
treh skupin problemov. Oznacimo jih z A, B, C. Pri razlagi si pomagajmo
z igro. Naj bo to Sah.

(A) Aksiomatski sistem

Ce zelimo igrati, moramo poznati vsa pravila igre. Kaksna je vloga
kralja? Kako premikamo kraljico? Kaj je sah? Kaj je poteza? Pravila
igre tvorijo logitno ogrodje, strukturni temelj. V matematiki pravila igre
nadomestijo aksiomi. Problemi v skupini A so problemi postavitve aksiomov
za posamezno disciplino.

(B) Teorya

Ce imamo pravila igre, lahko sklepamo o logi¢nih posledicah in formu-
liramo izreke. Pri sahu so ti rezultati v premetenih otvoritvah in bistrih
koncnicah iger. Celoto logi¢nih posledic aksiomov imenujemo teorija. Ra-
zvo] teorije je vsebina problemov skupine B. V tej povezavi citirajmo Poin-
caréja:

Da vidimo geometrijo jasno, moramo avtomatsko zaupati aksi-
omom taksnim, kakrsni pac so.

Poudarimo, da je raba slik in skic v geometnﬂ % prmupu nepotiebna
in vcasih tudi skodhwa Partijo igramo z zavezanimi ocmi.

(C) Modeli

Sah igramo z dejanskimi figurami. Premikamo jih. Vidimo jih. Drzimo
jih v rokah. Figure so realizacija, interpretacija, model. Problemi v skupini
C obravnavajo konstrukcijo takih modelov.

1.3 KAKO NAJDEMO AKSIOME?

Platonist najde aksiome v svetu, ki ga obdaja. To pomeni, da sledi
zaporedju ' — A — B (heteronomen sistem aksiomov). V primeru ge-
ometrije lahko uporabimo izraz ,naravna” geometrija. Formalist bo na-
redil drugace. On je kreator. Igra vlogo bozanstva. Sledil bo zaporedju
A — B — (C (avtonomen sistem aksiomov). Modele bo iskal, ko bo teorija
popolnoma razvita. V tem primeru lahko govorimo o , umetni” geometriji.

Celo kreativna svoboda formalista je omejena. Meje je prvi postavil

Arhimed.

1.3.1 Ne premalo aksiomov

Zahtevamo kompleten sistem aksiomov. Trditev, formulirana v jeziku
sistema aksiomov, mora biti dolocljiva: trditev ali negacija trditve morata
slediti iz sistema aksiomov. Potem je aksiomov dovolj. V sahovskem jeziku
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to pomeni, da je resljiva vsaka razporeditev figur — vedno obstaja ustrezno
pravilo igre.

Egggg N

Ne prevecC aksiomov

Aksiomi morajo biti neodvisni. To pomeni, da nobeden ne sme biti
logicna posledica drugih; ne sme biti odveénih aksiomov. 1.3.1 je zahteva,

3.2 pa Zelja.

1.3.3 Brez protislovij

/ razvoju teorije iz sistema aksiomov ne sme priti do protislovja (sin-
takticna konsistenca). Protislovna igra Saha je igra, v kateri lahko oba
igralca istocasno proglasita zmago po pravilih igre. Najve¢ matematikov
ima eksistenco modela za dokaz konsistence (semantiéna konsistenca).

i AUE DAY,

I prvi Sésmm aksiomov za , mm jno” g @@M@Mﬁj& /ajeta
Eem@mmr lo o matematiki v Platonovi
Delo odlikuje izreden i nacin. lid, avtor Elementov, Sk@M@
kreativnl matematik. Na Wam&q S1 1IN naﬁ@zﬁ deli
Logicne

pomanjkljivosti Elementov so postale

soli. |
gotovo ni bil izvrsten
Elementov so delo drugih.
ocitne 2000 let kasneje.

1.4.2 Hilbertova priredl

Flementov

matematikov i mp@%m vrzeli evkhdsk@
aksiomatske geometrije. N j@gmro l lelo Osnove ¢ @@memﬂe je sodobna verzija
[ovklidovih Elementov. Hilbert ne gleda Nmm ravnin kot mnozic tock.
Govori o treh razlicnih mnozicah reéi. Ima jih za spremenljivke. To je

zelo jasno iz njegovega stavka: , Namesto o tocki, premici, ravnini lahko
govorimo o mizi, stolu in vréu piva. Vazno je le, da aksiomi veljajo.”

Hilbert je izkoristil delo mnogih

L

Pogosto aksiomatiziramo le dele geometrije: na primer geometrija, ki
nava le lastnosti incidence ali le lastnosti urejenosti ali le zrcaljenja.
i bomo dva primera taksnih okles¢enih geometrij.

\fine ravnine R.

genberga,

7 . zadoscaj} Jo

_e bazitni elementi ,,tocke” in ,premice
S@,mw &{Sim@m mu @ﬂﬁ@ n smm
/) 1 ukvarj iala B. A

fine ravnine in
ega kolobarja.
npr. ce vdja

jeni pari elementov kolob &U& SO ao 1AV
ppusov gzmk v alini m&zmm
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Bachmanna

1.5.2 Geometrija zrcaljenj F.

Srce te geometrije so zrcaljenja. Zacnemo z grupo skladnostnih presli-
kav, ki jih generirajo zrcaljenja. Doloceni aksiomi zrcaljenja dajo geome-
trijo, ki jo imenujemo Bachmannova metricna ravnina. Dva dodatna aksi-
oma dasta bogatejso geometrijo, ki jo je Bachmann imenoval evklidska rav-
nina.

Kot v primeru Lingenbergove geometrije dobimo z dodatnimi aksiomi
klasi¢no evklidsko ravnino (glej [3]).

1.6 VSI POZNAMO REALNA STEVILA

Kriticni pregled Hilbertovega aksiomatskega sistema pokaze, da vsebuje
sistemn aksiomatsko osnovo za realna stevila. Kljub temu je pot k R na-
porna in nadlezna. Tudi tukaj so urejenost in aksiomi zveznosti nujno po-
trebni. Ker je tako, je naravno razvijati sisteme aksiomov, ki privzemajo
realna stevila. Eden taksnih sistemov aksiomov je 0SNOVa Za, g@ometﬁ jo raz-
dalj L. M. Blumenthala (giej 15, pog. VII]). Drugi primer pa 3@ geometrija
ravnila in kotomera G. D. Birkhoffa. Zasnova te geometrije je didakti¢na.
Zeli utemeljiti svojo izbiro a,ksmmmg zeli, da bi bralec videl, od kod pri-
dejo aksiomi in zakaj imajo taka imena, kot jih imajo. (Glej [4], [5] [14,

pogl. 3-8]).

1.7 GEOMET]

1JA 1ZGUBLJA SVOJO AVTONOM

Bachmannov sistem aksiomov se zelo opira na elemente teorije grup,
aksiomatska sistema Blumenthala in Birkhoffa pa na realna stevila. Tega
opiranja na znane in dobro razvite teorije je zmeraj vec in njegov rezultat
je vlozitev klasi¢ne geometrije v bolj splosen kontekst. Tako je v primeru
Blumenthalovih dognanj Sirsi kontekst teorija metricnih prostorov. Najbolj
popularen primer pa je linearna algebr ' °
propagiral J. Dieudonné z bojevito odlo¢nostjo (glej [6]).

Samo Stevilo potrebnih aksiomov ne zagotavlja pogosto reklamirane
enostavnosti razvoja tega zadnjega sistema. Po drugi strani pa spremljajo
ta razvoj razlitne matemati¢ne prednosti (zamenjava R z drugim obsegom,
ki ni nujno komutativen; moznost vpeljave katerekoli dimenzije n € IN;:
razsiritev na druge geometrije z modifikacijo nekaterih aksiomov).

Zaklju¢imo ta razdelek s pregledom omenjenih aksiomatskih sistemov
in njihovih avtorjev.

klasicen delne privzeta viozitev v
pristop | geometrije R sir$1 okvir
Evklid | Lingenberg | Blumenthal | Dieudonné
Hilbert | Bachmann Birkhoft
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odifikacije

ksiomov, kot je Hilbertov, lahko predelamo na
i hko nadomestimo z ekvivalentnimi.
a,skdﬂ ji n@dwm primer je napravil
dperner s SVO jJimil ym@m poud mmm @@m@famm 50
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1.9.1 Zmaga

Vodeni s platonisticnimi mislimi so matematiki izdelali drugaéne aksio-
matske sisteme od tistih, ki so poudarjali klasi¢cno evklidsko geometrijo, in
razvili pripadajoce teeme Nekateri sistemi in teorije vsebujejo projektivno
geometmo sfericno geometrijo, inverzijsko geometrijo, geometrijo Minkow-
skega in posamezne delne geometrije.

Uporaba aksiomov, ki jih ne sugerira izkusnja, oznanja zmago forma-
lizma. Rezultati tega razvoja so hiperboli¢cna geometrija, ne-Desargueove
geometrije, ne-Arhimedove geometrije in nazadnje koncne geometrije. Se-
daj imamo geometrije, v katerih je $tevilo vzporednic k dani premici skozi
dano tocko, ki ni na tej premici, samo ena, natanko 225, ni¢ ali neskon¢no.
Vse to je vprasanje individualnega okusa. Aksiome lahko izbiramo po zelji.
Vsi so proste kreacije ¢lovekovega duha. Geometrija je reducirana na igro
in vsak igra svojo geometrijsko igro.

1.9. Dobljeno izgubljeno

Prvi in najvisji cilj formalistov je bil ustvariti kompleten aksiomatski
opis raznih podrocij. Vsaka trditev, ki pripada taksnemu podroc¢ju, bi bila
predvidoma, dolocljiva znotraj sistema. Toda leta 1931 je izSel revoluciona-
ren clanek K. Godela, v katerem je dokazal nepopolnost ,,dovolj bogatih”

in konsistentnih aksiomatskih sistemov. ,,Ce je aritmetika konsistentna, po-
tem je nepopolna,” je bil eden taksnih Godelovih Sokantnih zakljuckov. To
pomeni, da vsi taksni sistemi vsebujejo nedolocljive trditve in je zato glavni
cilj formalistov — popolna aksiomatizacija vseh podro¢ij matematike — v
principu nemogoce doseci. To je omejitev za vse matematicne teorije.
Drugi kljuc¢ni cilj formalistov je bil potrditi konsistenco aksiomatskih
sistemov brez izdelave modelov za te sisteme, toda z logi¢nimi dokazi, ki
temeljijo na ustreznih aksiomih (glej 1.3.3). Cutili so, da je eksistenca stvar
prepricanja, prepricanje pa ni sprejemljiv dokazovalni nacin. Tu je zopet
Godel zrusil ekstremne formaliste z dokazom, da sintakticna konsistenca
,dovol] bogatega” sistema aksiomov ne more biti izpeljana znotraj sistema.

Taksen dokaz pripada visjemu (metamatematiénemu) sistemu. ,,Ce je arit-
metika konsistentna, potem njena konsistenca ne more biti potrjena z ma-
temati¢nimi argumenti, ki slonijo na formalizmu aritmetike.” To omejuje
obseg aksiomatskih metod. Kljub svojim zaslugam aksiomatika ni zmozna
narediti vsega, kar so od nje pricakovali ali $e pricakujejo. ,,Se” pomeni
danes, vec kot petdeset let po Godelovih odkritjih.

1.9.3 Pravkar nastala dognanja,

Bistvene spremembe so nastale v filozofskih osnovah matematike v
splosnem in konkretno tudi v geometml Na prvem mestu se moramo na-
potiti k pionirskemu delu K. Paperja v epistemologiji. Pogledi na pomen in
metode dokaza so prav tako delezni radikalnih sprememb. Tako Imre Laka-
tos v svoji knjigi Proofs and refutations vidi matematiko kot pomanjkljivo
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in zanesljivo ne brez dvomov. Verjame, da se matematika kakor druga po-
dro¢ja znanosti, razvija skozi kritiko in izboljsavo teorij, ki niso nikoli v ce-
loti brez @mem@sm ali zavarovane proti zmotam in napakam. 1o so re-
snicno skrajno m%n@é jivi pogledi! Moralt bi jih @p@%gmm zm razmisljam
o osnovnih aksiomatskih sistemih geomelrije za uporab

\vtorja obvezuje bavarsko poreklo,

1.10.1 Geometrije kot teorije o invariantah g

Lorenzena, ki smo ga omenili v razdelku
Se manj tako gmem@vam

Konstruktivisticne raziskave
ne IMoremao Sﬂaﬁm v okvir ﬁmmahzm&
& program 17 Eem 1872. 1 a program nima absolutno n
; “ in naértno izrazeni cilj avtorja . Kle
'TUPNO mmetgma MSEE@M}& geometrij. Klein je cenil intuicijo b

iomatiko. 5 Kleinovimi besedami: ,,Namesto da trosimo geometriji
da bi razvili njeno zZivo vizualno zmoZnost, ga uj @mﬁam@ '
za obvladovanje mrtvega formalizma ali spretnih trikov brez principov.” Al
ni to resnica nasih dni?

0.2 Nekateri detajli erlangenskega, pmgmma

predstavlja ,erlangenski program” p
oredje %mmfmma& jski
ﬁ ohranjajo o© a

/ nekem smislu
Klein je Osnm’aﬁ naslednje V%H%Zd@ﬁ@ 7]
grupe kongruenc, podobnosti {tm Sfmm&m@

sti in pTO jek M%J nosti {S@ m sodi tudi grup Kako
grupe v zaporedju narascajo po %VQOSM pa, se pripadajoce %m%ﬁj@
ozijo v smislu upadanja Stevila invariant. N &sﬁe nja raz] m&dma lustrira

znacilnosti tega zaporedja.

skladnostna | podobnostna afina projektivna

geometrija geometrija | geometrija | geometrija

dolZina X

plos¢ina

mera kota

paralelnost

X X X X
X
X

dvorazmerje X X X

Grupa pro jemwmh m@shk&v {mw’ﬂme} &a vse (mvmm e) | dm@&mosm
Zato Cayleyjev slavni izrek: . P

jz&ﬁﬁ@




skladnost

afinost

podobnost

Slika 1.

skladnost podobnost afinost projektivnost

Slika 2. Kaze zaporedno, skladno, podobno, afino sliko kvadrata in sliko kvadrata v
projekciji (vklju¢no z diagonalama in srednjicama stranic).

skladnost podobnost " afinost projektivnost

Slika 3.
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NA UNI-

Uvodna opomba. Avtorju je domaca situacija na nemskih univerzah in
domneva, da je ta podobna, simptomati¢na za katerckoli univerzo. Ce ne
upostevamo topologije in diferencialne geometrije, je na nemskih univerzah
zelo malo ¢asa namenjenega geometriji in Se manj njenim osnovam. V casih
se omenja geometrija pri predavanjih ali pri vajah iz linearne algebre. V
zadnjem casu postaja celo to tabu. Obcasno se morda nekaj ur predavanj
ukvarjajoz Lingenbergovo postopno izgradnjo geometrije. Toda cilj teh ur je
pokazati tesno povezavo med izreki o zaprtju in algebrai¢nimi strukturami,
ne pa razvijati klasicno evklidsko geometrijo. Ker je to m&{m se vse konca Ze
pu Pappusovem izreku. V bistvu in n&mwm% poved &H@j@ status geometrije
in OSNOV geometrije na nemskih univerzah obzalovanja vreden in kaze, da
bo v prihodnosti Se slabse,
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428.
431.

331.
334.
337.
340.
343.
346.

NGO

L o0 3 O O

Pedagoska fakulteta — M

1. stopnja
Matematika in fizika

Fosnari¢c Karmen 429. Kovacic Renata 430. Ocepek Brigita
Potoc¢nik Nadica 432. Rajh Jozica
Tehniéna vzgoja in fizika
Bevc Blaz 332. Bezjak Joze 333. Bjegovi¢ Veljko
Casar Alenka 335. Dmitrovic Olga 336. Erlih Katica
Furman Jelka 338. Hamler Anica 339. Jandrasi¢c Bogdan
Juder Andrej 341. Novak Andreja 342. Polutnik Anton
Rajnar Stanka 344. Rozman lvan 345. Solari¢c Ladislav
Steger Ljudmila 347. Vaupotic Bogomir 348. Vodopivec Valerija
2. stopnja
Matematika — fizika

. Hauptman Natasa Pouk matematike v 4. letniku gimnazije

. Jug Albina Elektrokardiografija

. Kosi Irena Simulacija prenosa zZivénega impulza s pomocjo eksperi-

mentalnega modela vezja RC ¢lenov

. Kostanjevec Monika Razli¢ni dokaz1 problemov s trikotniki

. Kranjec Gyongyike Urejanje s kopicami

. Krivec Mojca Grafi intervalov in popolni grafi

. Lipovec Alenka Kompaktnost in kompaktifikacije

. Savora Simona Metrizabilnost topoloskih prostorov
Proizv. teh. vzgoja — fizika

. Ceplak Toma?z Strategije vzgojno izobrazevalnih procesov v primerjavi

z metodo stirth stopen;

. Fosnaric Samo Zvrsti vzgojno izobrazevalnega dela v funkciji strategij, s

poudarkom na projektni nalogi

. Gril Franc Zvrstl vzgojno izobrazevalnega dela v funkciji strategij, s

poudarkom na konstrukcijski nalogi

. Zafosnik Tatjana Meritve elasticnih deformacij v jeklu z rentgensko struk-

turno analizo

fakulteta — Ljubljana

Pedagoska

2. stopnja
Fizika — tehnika

. Djordjevit Aleksander Racunalniska regulacija frekvence elektromotorja

* Seznam diplomantov iz leta 1991 je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz. 39 (1992) 3.
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141.

238.
241.

244.
247.

464.
469.
466.

422.

423.
424.
425.
426.
427,

428.

429.
430.
431.
432.
433.
434.
435.

436.

437.
438.
439.

440.

. Mati Danica

— kemija

Naravoslovno berilo za ucitelje razrednega pouka

1. stopnja

Matematika

Borovmik Marko

Osterc Helena
Gersak Darja
Mlakar Igor
Ivsek lgor

2. stopnja

Matematika

Kavka Dusan
Hernaus Tatjana

Paternost Helena

s fiziko — pedagoska smer

142. Colneri¢c Monika

— uporabna smer

240. Vr¢on kErik
243. Kosir Barbara

246. Trpin Miha

239. Belc Jasna
242. Ferjancic Helena
245. Pivk Katarina

— pedagoska smer

Nevtralna geometrija
Linearno dusena nihanja
Izonemalne tkanine

Matematika — uporabna smer

Sajna Mateja

Crnugelj Aleksander

Bubni¢ Marija
Planinc Natasa
Indihar Mojca

Caks Ivan

1los

Zelran M

Marincek Joze
Mocivnik Primo7z
Enci Matej

Zitnik Arjana
Klobucar Tomaz

Govekar Manica
Zaletel Marjeta

Senk Matija

L@éﬂj @,k BE‘ anka

Jakoncic Faganel Janja

Micovi¢ Jelena

Kastelic Matejka

Genericni rang matrike

Odnosi med nizi

Karakterizacija evklidskih prostorov

(Geometricno programiranje

Delitvem algoritmi

Zlepkt v aproksimativnih nalogah

Postopek vlaganja grafov v ravnino z uvrscanjem v leve
in desne sklade

Vlozitve grafa v torus

B-zlepki

Teorija gnetenja

Risanje grafov na ploskve
Bernsteinovi polinomi
Vzporedni sortirni algoritmi

Pregled veckoracnih metod za numeri¢no reSevanje na-
vadnih diferencialnih enach

Vodljivost in opazljivost linearnih sistemov ter povezava
z geometrijo krivuly v R"
Polgrupe linearnih operatorjev
Elasticna vec¢plastna posoda

Mathematica kot orodje pri obdelavi eksperin
podatkov
Konveksne vlozitve grafov v torus

entalnih
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