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V ¢lanku opiSemo osnovne koncepte 1z teorije gmhm'zh m&mm -
zem, homomorfizem, krepki homomorfizem, retrakcija, togi in retrakino ﬁ:@gg

gm{&

Basic concepts from the theory of graph homomorphisms are described: izomorphi-
SIM, Emm@m@mﬁmzm strong homomorphism, retraction, rigid and retract-rigid graphs,

ﬂ%e core of a graph.

zzomorﬁzem pomeni preslikavo, ]
objek m 1Zon oﬁmh objektov : aﬁ@ o

* Clanek je nastal na osnovi predavanja v @me pm‘m&nenmgga 1zobrazevanja ucite-
ljev na FNT v Ljubljani, 19. 3. 1992.
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2. (Krepki) homomorfizem

Naj bosta G in H dana grafa. Preslikava f : V(G) — V(H) je ho-
momorfizem ali grafovska preslikava, ce ohranja sosednost, tj. ce iz uv €
€ E(G)sledi f(u)f(v) € E(H). Otitno homomorfizem slika tudi povezave v
povezave; ustrezno inducirano preslikavo iz F(G) v E(H) bomo oznacevali z
*. Ker homomorfizem f : V(G) — V(H) slika tocke v tocke in povezave v
povezave, ga bomo krajse pisali f : G — H. Izomorfizem lahko redeﬁmramo
kot obrnljiv homomorfizem, tj. homomorfizem f, za katerega obstaja f~! i
je tudi f~! homomorfizem. '

Produkt homomorfizmov g : G — H, in h : H — I definiramo na
obiajen natin: hog:G — I, (hog)(u):= h(g(u)). Produkt homomorfiz-
mov je spet homomorfizem. Homomorfizem vase imenujemo endomorfizem.
Mnozica vseh endomorfizmov grafa G tvori monoid za produkt homomor-
fizmov, oznatimo ga z End(G). Hedrlin in Pultr sta dokazala naslednjo po-
splositev Fruchtovega izreka. Tako kot za grupe lahko tudi tu pokazemo, da
obstajajo ustrezni grafi s Se natancneje predpisanimi lastnostmi.

Izrek 2. Za vsak konéen monoid M obstaja tak graf G, da sta monoida
M in End(G) izomorfna. '

Graf H je podgraf grafa G, ¢e je V(H) C V(G) in E(H) C E(G).
Podgraf H grafa G je porojen: podgraf, ce je H maksimalni podgraf na tockah
V(H),tj. zau, v € V(H)jeuv € E(H)natanko tedaj, kojeuv € E(G). Naj
bosta dana grafa G in H in predpostavimo, da je V(H) C V(G). Podgraf
H na naraven nacin vlozimo v G tako, da vsaki tocki podgrafa priredimo
ustrezno tocko grafa. Torej, Vv € V(H), i(v) := v € V(G). Tedaj je H
podgraf v G natanko tedaj, ko je vlozitev ¢ homomorfizem in H je porojeni
podgraf v G natanko tedaj, ko je ¢ : H — i(H) izomorfizem.

Graf G je n—-obarvljiv, ¢e obstaja homomorfizem ¢ : G — K,,. Funkcijo ¢
imenujemo n-barvanje grafa G. Ce je n najmanjse $tevilo, za katero obstaja
n—-barvanje grafa G, pravimo, da je kromatiéno Stevilo gra.fa, G enako n,
x(G) = n. Ta definicija je ekvivalentna z obifajno, intuitivno definicijo
kromati¢nega stevila: to je najmanjse stevilo barv, ki jih potrebujemo, da
tocke grafa pobarvamo tako, da imata vsaki sosednji tocki razlicno barvo.

Trditev 3. Naj bo f : G — H homomorfizem. Tedaj je x(G) < x(H).

Dokaz. Naj bo f : G —» H homomorfizem in naj bo x(H) = n. Po
deﬁmcgl kromatlcnega stevila obstaja homomorfizem g : H — K,,. Ker je

g o f homomorfizem G — K,, sledi x(G) < n = x(H).

Homomorfizem f : G — H je krepki homomorfizem, e sta f in f*
surjektivni preslikavi. Ce je f : G — H krepki homomorfizem, H imenujemo
homomorfna slika grafa G. Akromatiéno stevilo grafa G, ¥(G), je najvedje
stevilo n, za katerega obstaja krepki homomorfizem G — K,,. Definicija
je ekvivalentna s standardno: akromatiéno stevilo grafa je najvecje stevilo
barv, s katerimi lahko pobarvamo tocke grafa tako, da vsaki sosednji tocki
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Sh ki 1. St a prepro sta

med G je izometricni P d, 1' af, ce za v
veb a: d G (u v) = dy(u, @} Izo metricni podgraf je porojeni
ni podgraf je podgraf. Obratni implikaciji ne veljata.

PokaZimo enostavna, vendar zelo uporabna potrebna pogoja za retrak

Naj bo H retrakt v G. Tedaj velja:
H je zzometmgm podgraf v G in

(it) (
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Dokaz. (i) Naj bo H retrakt v G in 7 retrakcija. Naj bosta u,v €
€ V(H) ter P pot med u in v v G, za katero velja |P| = dg(u,v). Ker je
r retrakcija, je r(P) sprehod med u in v v H in ker vsak sprehod vsebuje
pot, mora biti 7(P) pot, sicer bi ne veljalo |P| = dg(u,v). Od tod sledi, da
je dg(u,v) > dp(u,v) in ker olitno velja dg(u,v) < dy(u,v), je trditev (i)
dokazana.

(ii) Najbo r: G — H retrakcija. Tedaj iz trditve 3 sledi, da je x(G) <
< x(H). Ker je H podgraf v G, je otitno tudi x(H) < x(G). =

Z G — v oznacimo graf, ki ga dobimo i1z G tako, da odstranimo tocko v
(in seveda vse povezave iz v).

Posledica 6. Naj bor : G — H retrakcija in naj za neko tocko v €
€ V(G) velja x(G — v) < x(G ) Tedaj je r(v) = v.

Dokaz. Recimo nasprotno: r(v) # v oziroma v ¢ V(H). Tedaj je H
podgraf v G — v, zato je x(H) < x(G — v). Ker je H retrakt v G, je po
izreku 5 (ii), x(H) = x(G). Ugotovitvi zdruzimo v protislovje:

x(G) = x(H) < x(G-v) < x(G).

4. Homomorine razsiritve

Tako kot v topologiji je tudi v teoriji grafov razsirljivost homomorfizma,
(v posebnem razsirljivost barvanja) v tesni zvezi z retrakti. Po drugi strani
pa lahko retrakte karakteriziramo z zmoznostjo razsiritve homomorfizmov.

Naj bo H podgraf v G, H' podgraf v G'in f: H — H' homomorfizem.
Homomorfizem g : G — G’ je homomorfna razsiritev f, krajse razsiritev
f, ¢e za vsako tocko v € V(H) veha g(v) = f(v). Pri razsiritvah pogosto
nastopa poseben primer H' = G'. '

Izrek 7. Naj bo H podgraf v G in f : H — G' homomorfizem. Naj
bo X graf, ki ga dobimo tako, da v disjunktni uniji G in G’ vsako toéko
v € V(H) identificiramo s sliko f(v). Pri tem morebitne veékratne povezave

identificiramo. Tedaj f lahko razsirimo na G — G' natanko tedaj, ko je G’
retrakt v X .

Dokaz. Definirajmo preslikavo 7 : V(G) — V(X), j(v) = v. Opazimo,
da j ni vedno vlozZitev, saj sta lahko dve razlicni tocki iz V(G) identificirani
v X. Ker pa lahko identificiramo samo nesosedni tocki, je 7 homomorfizem.

Predpostavimo najprej, da je G' retrakt v X inr : X — G’ retrakeija.

Produkt homomorfizmov f’ .= r 0 j je homomorfizem G — G'. Se veé, naj
bo v € V(H). V tem primeru je f'(v) = r(j(v)) = fr(v) Ker sta tocki v
in f(v) identificirani v X, je r(v) = 7(f(v)). Ker pa je f(v) € V(G'), je
r(f(v)) = f(v). Zav € V(H) je.tako f'(v) = f(v), zato je f' homomorfna
razsiritev f. ' '

Naj bo f' homomorfna razsiritev f. Deﬁmrajmo r: V(X)) — V(G s
predpisom:
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Naj bo (A, *) kon¢na polgrupa in a € A. Zaradi koncnosti polgrupe A
obstajata naravni stevili n,m, n > m, tako da velja a™ = a". Ce je n =

= m + 1, takoj dobimo a*™ = a™, sicer pa imamo:
am(n-—-—m) " am(n--—m) — am-{-m(n-—-m) N am(n-—-—m-—-—-l)
— g™ % am(n-—m—l)
— am(nmm)e

S tem je lema A dokazana, lotimo se izreka.

Ce je graf tog, potem je ocitno tudi asimetricen in retraktno tog. Obrat-
no, naj bo grupa Aut(G) trivialna, G retraktno tog in predpostavimo, da G
ni tog. Zaradi asimetricnosti je zaloga vrednosti vsakega endomorfizma grafa
G prava podmnozica v V(G). Ker je mnozica vseh endomorfizmov grafa
G polgrupa za produkt endomorfizmov, po Lemi A obstaja idempotenten
endomorfizem r. Naj bo H podgraf v G, dolocen s sliko »(G). H je pravi
podgraf v G in r : G — H je olitno retrakcija, protislovje. =

- Pripomnimo, da v dokazu izreka 9 bistveno potrebujemo lemo A, saj
izrek ne velja za neskonéne grafe.

Vprasanje obstoga togih grafov je netrivialno vprasanje. Pozitiven od-
govor seveda sledi iz izreka 2, vendar je v splosnem tezko dokazati, da je
kak graf tog, saj imamo na Iazpola,go le malo tehnik za dokazovanje. Dokaz
na,slednjega, izreka nam bo pokazal uporabnost izreka 9 (v kombinaciji z
izrekom 5 in posledico 6) pri dokazovanju togosti grafa.

Izrek 10. Za vsako naravno stevilo n, n > 8, obstaja tog graf na n
tockah. |

Dokaz. Najbon > 8in p = (n—4)/2, ¢e je n sodo Stevilo, ter p = (n—
— 5)/2, te je n liho Stevilo. Konstruirajmo graf G, na naslednji nacin. Naj
bo C lih cikel dolzine 2p + 1 in 0, 1, ...2p njegove tocke. Dodajmo tocko
¢ in jo poveZimo z vsemi tockami cikla C. Nazadnje dodajmo Se tocki a in
b ter povezave, ki so prikazane na sliki 2. Ce je n liho stevilo, dodajmo Se
tocko d, ki jo povezemo s tockami a, b in 2.

Ker avtomorfizem izomorfno slika (porojene) cikle na (porojene) cikle
in ohranja stopnje tock, se hitro prepricamo, da je graf G,, asimetricen.

Naj bo r retrakcga. G, — H. Opammo da je x(G,) = 4. Neposredno
se tudi prepri¢amo, da Velja, -

(G =)= x(G—0)=x(C-1)=x(G-2) =3,

zato po posledici 6 veljar(c) =¢, 7(0) =0, (1) =11in r(2) = 2.

Recimo, da je 7(3) # 3. Tedaj je »(3) = 1, r(a) = c in 7(b) = «c,
protislovje. Torej je r(3) = 3.

Recimo sedaj, da je r(a) # a. Toda tedaj mora biti 'r(a) cin r(b) = ¢,
protislovje. Zato je r(a) = a in odtod tudi r(b) = b in r(d) =
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Slika 2. Togi grafi G,

mn ejo nam le se tocke 4, 5, . 2p. Recimo, da j
- fﬁ(&) = 2. In dahe ?(5) c {1 3} 'r(G) E {O

’mo to g in ker Je
dokaz koncan.

G " je mfej
G, graf na n tockah, je

ma druzina podgrafov H v G, za
inimalne elemente glede na mh c1jo

vsebovanosti.

Na j bosta H 1o je - 1 gr af a G in f

gl 0 fz homomozﬁzem G — Hy{ in ker ; Je I jedm mora ‘bm gl

m. Pod ob no naj demo surjektivni homomorfizem £
H, izomorfna.

. Za graf G je ekvivalentno:
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(i) G je jedro,
(i) End(G) = Aut(G),
(112) G je retraktno tog.

Dokaz. (i)=(ii). V splosnem je Aut(G) C End(G). Ker je G jedro,
so njegovi edini endomorfizmi surjektivni homomorfizmi G — G. Vsak tak
endomorfizem pa je avtomorfizem. Zato je tudi End(G) C Aut(G).

(ii)=>(iil). Ker je netrivialna retrakcija endomorfizem na pravi podgraf,
seveda ne more biti avtomorfizem.

(iii)=>(i). Recimo, da G ni jedro in naj bo H jedro grafa G, H # G. Naj
bo f : G — H homomorfizem. Ker je H jedro, je zoZitev homomorfizma f
na H izomorfizem, g : H — H. Tedaj pa je ¢~ ! o f retrakcija G — H, torej
G ni Ietrak tno t 0g. =
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VESTI

VA ZA

USTANOVITEV SLOVENSKEGA DRUS1

Ustanovna skupscéina Slovenskega drustva za umetno inteligenco (an-
gl. Slovenian Artificial Intelligence Society, SLAIS) je bila na Institutu Jozef
Stefan v Ljubljani dne 11.5.1992. Na njej je bilo 32 udelezencev, stevilo
clanov pa Ze presega 50. Na ustanovni skupscini je bil sprejet statut in izvo-
ljeni ¢lani izvrsnega odbora. Drustvo bo intenzivno navezovalo stike s slo-
venskimi in mednarodnimi organizacijami in skrbelo za razsirjanje podrocja
umetne inteligence. Clanarine ni, vendar pa bodo ¢lani delezni podobnih
ugodnosti kot pri drugih drustvih. Pristopno izjavo in dodatne informacije
dobite na naslovu:

Laboratorij za umetno inteligenco, Institut Jozef Stefan, Jamova 39,
61111 Ljubljana.

K sodelovanju vabimo vse posameznike, ki jih kakorkoli zanima umetna
inteligenca, in vsa slovenska in mednarodna drustva in zdruZenja.

Matjaz Gams

104 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 4



Math. Subj. Class. (1991) 65L05

Gt o

V ¢lanku je opisana najpreprostejéa n umemcm& meﬁ,mfh 7.3, msem,m@ o
diferencialnih enacbh: Eulerjeva metoda. |

nastopajo v numeri¢nem reSevanju diferencialnih ena,cb,

metode ter stabilnost.

In this paper ﬂm %Empﬁe% method for mhfm systems of
ons, Buler’s method, 1s described. Some basic zd@ag connected w

{h@mnhﬂ equatlons, such as local and global errors and stabi
this simple method.




2. Eulerjeva metoda

Najstarejsa in najpreprostejsa numericna metoda za resevanje diferenci-
alnih enacb je Eulerjeva metoda. Z njo dobimo priblizke k vrednosti resitve
na zaporedju vozlisénih tock (zg,21,...). Zaporedje korakov metode naj bo
definirano kot hy = 2y — 2, hy = 25 — 2, ... . Poleg g, ki je enak vrednosti
reSitve y(zg), je zaporedje priblizkov y; = y(z1), y2 = y(z2),... doloceno s
formulo

Yn+1 = Yn + hn—}—i f(yn)a n=1,2,... (2)

Geometrijska interpretacija te formule je za skalarne enacbe d = 1
ocitna. Diferencialna enatba (1) definira polje smeri v ravnini (z,y). Resiti
diferencialno enacbo z geometrijskega vidika pomeni dolociti krivuljo y =
= y(z), ki poteka skozi zaletno tocko (zo, %) in njen naklon v vsaki tocki
sovpada z naklonom, ki ga definira polje smeri. Ce priblizek k resitvi, ki

smo ga z (2) definirali le na diskretni mnoZici tock, razsirimo s predpisom

(Y T =T '
Y(m) - Yn + (33 "’""" mn)f(yn) S (mnv mn-}-l]a Za T = 09 19 se° 9 (3)

dobimo zvezno funkcijo. Graf funk-
cije Y(z) je poligonska érta, ki se 2y

zaCenja v zacletni tocki (zg,¥yp) in '\
s . 2y * | ° 1.75¢ ©
ima lastnost, da je naklon vsake nje- I\
ne povezave predpisan s poljem sme- ;s
ri v njenem levem krajiscu (sl. 1).
- . | - 1.25}
1f
0.75['
0.5}
~ o.2s
Slika 1. Resitev diferencialne enacbe z |
Eulerjevo metodo kot poligonska ¢rta. 5

Formula (2) nam ponuja tudi nekaj analiti¢nih interpretacij:

1. Ce v enachi (1) odvod v toéki'(a:n,yn) aproksimiramo z diferené¢nim
kvocientom, dobimo

Iz te enacbe izra¢unamo ¥, in dobimo (2).
2. Ce integriramo enacbo (1) na intervalu [z, 2,41], dobimo

Y(Tnt1) — y(‘a’n) = /‘”“ﬂ f(y(t))de.

Ln
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kjer je y(z)




Zaradi enostavnosti privzemimo, da je korak metode konstanten: h; =
= hy = ---=h, = h. Ce predpostavimo Se, da je tocna resitev dvakrat zve-
zno odvedljiva, lahko ocenimo globalno napako metode v skalarnem primeru
d=1.

Izrek 3. Toéna resitev zaletnega problema naj na intervalu [zq, z,,) za-
dosca neenacbi

y"(2)] < K,

kier 7e K > 0. Potem je globalna napaka Fulerjeve metode v tocki z,, = x¢
+ nh omejena z

hK , (, g ‘
lgnl < ‘“ff(e( =Tl _ 1), (6)

kjer 7e L Lipschitzova konstanta za funkcijo f.

Dokaz tega izreka lahko najde bralec v [3] ali [4].

Iz enatbe (6) vidimo, da se pri A — 0 globalna napaka v fiksni tocki ob-
nasa kot O(h), torej priblizki, izracunani z Eulerjevo metodo, konvergirajo
proti pravi resitvi problema (1). Metode s to lastnostjo imenujemo konver-
gentne metode. Zavedati se moramo, da z oceno (6) dobimo zgornjo mejo
za globalno napako, ta pa je obicajno zelo pesimisti¢na, zato pa tudi nepri-
merna za dejansko vnaprejsnje ocenjevanje napake.

Slika 2. Obmoéje absolutne stabilnosti
Eulerjeve metode

Stabilnost. Poleg lokalne na-
pake metode in globalne napake na
fiksnem intervalu je velikokrat za-
nimivo opazovati obnasanje nume-
ri¢nega priblizka na daljSem interva-
lu. Za testno enacbo navadno vza-
memo kar preprosto linearno homo-
geno enacbo s konstantnim koefici-
entom

y' = Ay, rec. ' (7)
Eulerjeva metoda (2) nam v tem primeru da '
yn“:(l-}-hz\)ym n=1,2,,,.;

Ce pisemo z = k), je tore] v, = (1 + z)"yo, prava resitev enacbe (7) pa
je seveda y(z,) = e™yy. Kadar je R(2z) < 0 (to je na vsej levi polravnini

108 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 4



[lulerjevo m

Lokalna napaka

Globalna napaka

8

h=0.1

h = 0.01

h = 0.001

h=20.1

h = 0.001

9.1
6.7
5.1
4.0
3.1
2.5
2.1
1.7
1.5

O W 0 =D T W B

N S T

. 1073
.107°

7.6
5.9
4.6
3.7
3.0
2.0 -1
2.0

7.5 -1077
5.8
4.6
3.6 -1
3.0
2.4
2.0
1.7 -10~7
1.5 -107°

0.9 -1072

2.0 -1
2.0 -]
2.0
1.9 -
1.9 -1
1.8

1.4 -107% 1.
. —2 4
1.7 - 1072 1.
1.9 - 1074 1.

0.8 .107°

G

9 0 o b oo o N1 &
Jommd
-
|
oo

1079 1.
@ i@mg j.a

0.8

ik mat. fiz.




Zaradi 0f/0y = —2y lahko vzamemo za Lipschitzovo konstanto L = 2,
iz (6) pa dobimo
2

e
9.] < h 5

~ 3.2h,

kar je ocitno zelo pesimisticna ocena.

. MozZne posplositve

Eulerjeva metoda je preprosta za uporabo, vendar ima razmeroma veliko
lokalno napako in zelo omejeno obmocje absolutne stabilnosti. Pri iskanju
bolj§ih metod za resevanje problema (1) moramo paziti predvsem na red
konsistence metode in na njeno obmocje absolutne stabilnosti. Ti dve
lastnosti pa sta zal velikokrat v nasprotju z enostavnostjo metode in njeno
ratunsko zahtevnostjo. Iskanje pravega kompromisa je seveda odvisno od
problema, ki ga resujemo.

Oglejmo si zato nekaj mozZnosti za posplositev Eulerjeve metode.

Upostevajmo visje odvode. Ugotovili smo ze, da Eulerjevo metodo
lahko interpretiramo kot Taylorjevo vrsto, pri kateri smo upostevali le prva
dva ¢lena (do vkljuino prvega odvoda). Ce upostevamo en ¢len veé, pridemo
zaradi

V'(2) = 2o10(2)) = T 1) F(u(z)

yn+| — y’n I hrn] (gn) l J(gn) l J(gn)7
. | 2 y

ki je drugega reda. Z upostevanjem Se visjih odvodov lahko dobimo metodo
poljubnega reda, cena ki jo moramo za to placati, pa je seveda racunanje
vi§jih odvodov funkcije f. Zato v preteklosti te metode niso bile zelo
priljubljene, s pojavom racunalniskih paketov za simbolicno racunanje pa
postajajo vse bolj zanimive.

Izracunajmo veé vrednosti odvoda. Namesto da vrednost funkcije
f izracunamo le enkrat kot pri Eulerjevi metodi, lahko pois¢emo metodo,
pri kateri je potrebno na vsakem podintervalu vrednost funkcije f izracunati
veckrat, zato pa dobimo mnogo boljsi priblizek. Za primer vzemimo dvosto-
penjsko metodo Runge-Kutta v obliki

Y1 = Yn + Pnp1(b1ky + b2k2), - (9)

kjer sta _
kl — f(yn) in k2 — f(yn + ahn+lk1)°
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BATAGELJ V., Klavzar S., Zbirka resenih nalog 1z diskretnih
struktur, 2. del, DMFA Slovenije 1992, 144 str. (Izbrana poglavja
1z matematike in racunalnistva ; 26)

Potem, ko je pred kratkim izsel prvi del zbirke resenih nalog iz diskretnih
struktur, je sedaj pred nami Se drugi del. Naloge v njem pokrivajo snov, ki
jo studentje prvega letnika racunalnistva na ljubljanski univerzi poslusajo v
drugem semestru pri predmetu Diskretne strukture.

Tako dobro polovico zbirke sestavljajo naloge iz algebre in mnjihove
resitve. Po vrsti sledijo poglavja z nalogami iz algebrskih struktur z eno
operacijo, grup in permutacijskih grup. Vecina nalog je standardna in pre-
verja Studentovo razumevanje osnovnih pojmov ter podaja nekatere osnov-
ne prijeme priresevanju podobnih nalog. Nato sledijo naloge iz polkolobar-
jev in mrez. Naloge o teh strukturah redko srecamo v zbirkah, ki obsegajo
le osnove algebre, vendar pa so tako polkolobarji kot mreZze pomembni pri
formaliziranem pristopu k nekaterim algoritmom. Poudarek je na koncnih
obsegih, katerih uporaba je v racunalnistvu precej razsirjena.

Drugi del zbirke pokriva osnove teorije grafov. Naloge so razdeljene v
tri razdelke. V prvem so tiste, ki obravnavajo nekatere pomembne skupine
grafov, zaporedja stopenj tock in druge osnovne invariante grafov. V dru-
gem se resevalec sreca s sprehodi in obhodi v grafih ter povezanostjo. Tret;ji
razdelek o grafih pa sestavljajo predvsem kombinirane naloge, ki zahtevajo
preverjanje nekaterih klasiénih lastnosti grafov ali druzin grafov. Student
mora ugotoviti, kako je z barvanostjo, hamiltonostjo ali ravninskostjo poda-
nega grafa. Pri tem mora bralec poznati standardne kriterije za dolocanje
omenjenih invariant.

Vsebina zbirke je trenutno usklajena s programom predmeta Diskretne
~ strukture na FER (prvi avtor Ze nekaj let predava ta predmet) in je name-
njena predvsem studentom te smeri. Naloge iz algebre so vecinoma lahke in
namenjene prvemu stiku bralca z abstraktno algebro. Klub temu pa bodo
nekatere med njimi koristno dopolnilo tudi studentom matematike pri pred-
metu Algebra II in pa studentom matematicne smeri na pedagoski fakulte-
ti. Tudi naloge iz teorije grafov predstavljajo prijetno novost. Kolikor vem,
dosedaj v slovenscini se nimamo podobne zbirke. Nekatere naloge iz teorije
grafov bi po mojem mmnenju lahko uporabili tudi na matemati¢no usmerje-
nih sred_mlh solah. Vse naloge v zb1rk1 so resene, nekatere pa poleg tega
vsebujejo Se dodatno razlago.

Zbirka je napisana matemati¢no korektno in ne prezapleteno. Za bral-
ce, ki ne poslusajo predmeta Diskretne strukture, bi bilo dobro v zbirko
vkljuciti Se nekaj dodatnih strani s seznamom uporabljenih definicij in po-
membnejs$imi izreki (to velja predvsem za teorijo grafov). Sicer pa je zbirka
napisana primerno krogu bralcev, ki jim je namenjena.

Martin Juvan
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Prispevek obravnava vlogo racunskih nalog pri pouku fizike v srednjih solah.

Some open questions regarding the role of problem solving in secondary school are
discussed.
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pri reSevanju. Pri tem si pomagajo z analogijami in sploh z neformalnim
razmisljanjem. | '

Dve spoznavnostni kategoriji, kaze, loCujeta novince od ekspertov. To
sta organizacija in uporaba znanja. Znanje novincev je bolj ali manj nepo-
vezano, amorfno. Ucenci ga uporabljajo lokalno in skusajo priti do resitev s
povezavami na osnovi formalnih kriterijev. Znanje ekspertov je hierarhi¢no
urejeno, z mnogimi povezavami. Uporabljajo ga globalno, potem ko s kvali-
tativno analizo umestijo problem v miselno shemo.

Naslednji zgled, ki ga povzemamo po (2), naj bi kazal razliko v pristopu.
Postavljeno je bilo naslednje vprasanje:

1. Lata z maso 1 kg in z dolZino 1 m je na vodoravni podlagi in se vrti
brez trenja s kotno hitrostjo 3 s=' okoli navpicne osi skozi krajisce (sl. 1).
Na lati je 50-gramska kepa ilovice v razdalji 80 cm od osi. Koliksna je sila
med kepo in lato? |

A. Lata z dolzino 1,5 m in z ma-

so 0,2 kg je na vodoravni podlagi in
se vrti brez trenja s kotno hitrostjo
5 s~! okoli navpiéne osi skozi kra-
jisce. Kepa ilovice z maso 35 g pa-
de na sredo late v navpicni smeri in
se prilepi nanjo (sl. 2). Koliksna je
potem kotna hitrost late?
B. Kvader z maso 60 kg zadrzujemo na gladkem klancu z nagibom 25°.
Na kvader navezemo lahko vrvco, ki je napeljana prek skripca na vrhu klanca
in ima na drugem krajis¢u prosto viseco utez (sl. 3). Koliksna naj bo masa
utezi, da kvader miruje, ko ga spustimo?

050

Slika 3

Vprasanje: Katero od nalog A in B bi resevali na podoben nacin kot
nalogo 17 Pojasnite odgovor!

Novinci so se odlocali za nalogo A, ker nastopata v njej vrteca se lata
in kepa ilovice. Eksperti so se odlocali za nalogo B, ker jo tako kot nalogo 1
resimo z uporabo Newtonovih zakonov.

Vprasanje je, ali lahko s primernim delom v Soli pomagamo ucencem
vzpostaviti zvezo med zakomni fizike in vprasanji, ki jih morajo resevati, ali
celo zvezo med zakoni fizike in pojavi v vsakdanjem okolju.
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in sprejemnih izpitih. Na to nehote opozarja naslov zbirke, ki obeta lahko
pot skozi fiziko.
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VESTI

IZNANJA AMI

P] 3bASADOR

ZNANOSTI

Zaradi spoznanja o pomenu znanosti tudi pri uveljavljanju mednarodne
podobe in utrjevanju mednarodnega polozaja Slovenije se je Ministrstvo za
znanost in tehnologijo odlocilo, da bo podeljevalo priznanje Ambasador re-
publike Slovenije v znanosti, in to tistim posameznikom, ki so v zadnjih dveh
letih s svojim znanstvenim delom dosegli najve¢jo mednarodno odmevnost.

Priznanja so bila podeljena prvi¢ v lanskem letu, ko sta med Sestimi
nagrajenci prejela priznanje tudi dva clana nasega drustva in sicer akademik
prof. dr. Robert Blinc s Fakultete za naravoslovje in tehnologijo in
prof. dr. Ivan Bratko s Fakultete za elektrotehniko in radunalnistvo.

V letosnjem letu so prejeli to priznanje stirje znanstveniki, med njimi
pa tudi ¢lan nasega drustva prof. dr. Gabrijel KERNEL s fakultete za
naravoslovje in tehnologijo.

BLIKE SLOVENLJE V

Profesor Kernel je ustanovitelj slovenske eksperimentalne fizike osnovnih
delcev in zasluZen za njeno uveljavitev v mednarodnem prostoru, predvsem
v najvedjih evropskih laboratorijih CERN (Conseil Europeen de Recherches

Nucleaires) v Zenevi in DESY (Deutsches Elektronen-SYnchrotron) v Ham-
burgu.

V mednarodno raziskovalno delo je pritegnil mlajse sodelavce iz Slovenije
in na Institutu Jozef Stefan razvil laboratorij za nove merilne metode, ki je
pomembna tocka za pretok znanja iz sveta in v svet. Njegova skupina je
vkljucena v mednarodne projekte ARGUS, CPLEAR, DELPHI in v evropski

projekt za meritev parametrov krsitve simetrije CP v sistemu mezonov B.
Skupaj s sodelavci je v tujini objavil vec kot 120 znanstvenih prispevkov
in 30 referatov.

Prir. Ales Stanovnik
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se mora jedro znebiti veliko vrtilne koli¢ine ali ¢e ima kake druge tezave,
je reducirani razpolovni Cas mnogo daljsi. V tabeli je v zadnjem stolpcu
naveden reducirani ra2polovm cas za razpade, ki nas zanimajo. Navedena
je tudi sproscena energija, ustrezni faktor faznega prostora, razpolovni cas
in razvejitveno razmerje. Ker so spremembe vrtilnih kolicin Al majhne, ne
ovirajo razpadov in mora biti razlog za izjemno oviran razpad *C drugje.

- . Al AF f t1/2 T flajaf7
MeV S S
oMU N 0-—10,156 0,0061 1,8-10'' 100 % 10%°*
Mo 14N 014,12 1600 71 0,61 % 107
40 M4 N* 001,81 45 71 99,33 % 10°°
40 M4 N** 0 — 10,17 0,011 71 - 0,058% 10%2
n n

<

Slika 1. Ra.zpad e 0+e 4.

Nekaj Feynma,nowh grafov ki med sebOJ n

interferirajo.

Z V je oznaCena jedrska interakcija, s p*
ali n* pa nukleon v vimesnem stanju 1p, 1d
all 2s. '

Kot vidimo, je ra 4pa,d B~ pri 1%C oviran za 6 velikostnih stopen;j,
zrcalni razpad ﬁ‘*’ pri '“O pa za 4 velikostne stopnje. To lahko razlozimo
le z destruktivno interferenco. Amplitude za razpad (Feynmanovi grafi
na sl. 1) se morajo odsteti na promile, da bo verjetnost (kvadrat vsote
amplitud) zmanjSana za 6 velikostnih stopenj. Amplitude pri zrcalnem
razpadu se Iazljkujejo tipicno za 1% od tistih pri razpadu ogljika, torej za
ta odstotek zgresijo skoraj 4popohlo izravnavanje in je rezultat kak odstotek
vsake amphtude zase (10™* pri Vergetnostl)

To je razlaga a posteriori, ko Zze poznamo efekt. Ali bi se dal efekt
predvideti? Ker jedrskih sil ne poznamo s toliksno natanénostjo in ker
je lupinski model jedra razmeroma grob, tako delikatnega odstevanja ne
moremo predvideti. S podrobnimi racuni pa so preverili, da je pojav v

118 , Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 4



. Ferrell, Bete D

. Baranger, S. Meshkov, Configuration Mizing in the
Lett. 1 (1958) 30. |

° [5. Wri . Bennhold, D. S.
. 38 (1988) 923 .

3 esolcev, kar zlas m ve j 2, 7
P mcej zan @SEO - _ nje odk

z. 39 (1992) 4

Obzornik mat.



121. SE O ROTHOVI NALOGI

Resitev Rothove naloge iz lanske druge $tevilke Obzornika nam je poslal
tudi Franc Savnik iz Dobove. Njegova resitev se bistveno ne razlikuje od
Ze objavljene resitve (Obzornik mat. fiz. 38 (1991) 158). Dobil pa je med
ustreznimi koli¢inami zanimivo zvezo, 1z katere lahko ta.koj izpeljemo enacbo

w @ oy

za tezisce trikotnika. Na kratko povzemamo ta del njegovega odgovora.

Dane so tri kolinearne tocke U, V, W. Konstruirati je treba trikotnik,
katerega nosilke potekajo skozi tocke U, V, W (skozt vsako natanko ena) in

w ? v oW

s teziscem na premict skozi te tocke.

Iz podatkov neposredno sledi, da premca skozi U in W seka nata,nko

dve stranici iskanega trikotnika. Tezis¢e mu oznacimo z M in privzemim
da V lezi med U in W s tem na splosnosti ni¢ ne izgubimo.

Iskani trikotnik imenuymo ABC,
skupno krajisée stranic, ki ju seka
premica skozi U in W, pa oznacimo
s C'. TezisCe je v notranjosti trikot-
nika na premici med U in V ali pa
med V in W. Denimo, da je med
Uin V (sl. 1). Premica, ki je vzpo-
redna stranici AB in seka eno stra-

W B oy wy

CR v totki N, drugo stranico pa
v P. Vzporednica, skozi V' pa naj
teziscnico C'R seka v tocki 5. | \ ‘Slika 1.

Naj bo (vektorsko) MU = AMV in MW = pMV, tako da je A < O

w 9w oW

i g > 0. (V primeru, ko tezisce M lezi med V in W, zamenjamo vlogi
skalarjev A in p.) Zaradi podobnih trikotnikov UM N, VMS in WM R je
MN = AMS in MR = uMS. Ker pa tocka N razpolavlja daljico U P,
velja zaradi podobnih trikotnikov CNP in CSV tudi CN = -ACS. Z

w O N

upostevanjem dejstva, da lezi tezisce trikotnika na eni tretjini teziscnice,
dobimo (vektorsko) CN = CM + MN = 2MR+ MN = (2p+ A)MS in

CS=CM+MS =2MR+ MS = (2p + 1)MS Od tod na,Jdemo ZVezo
241 + A = —A(Zﬂ + 1) oziroma

e = —1. - _~ (1)

Ce oznaéimo UM = tUV in UW = kUV ter ﬁpoétevamo, da je MV =
=MU+UV=1-)UVin MW = MU +UW = (k —t)UV, dobimo iz
(1) isto enatbo 3t* — 2(k + 1)t + k = 0 kot v Ze objavljeni resitvi.

Milan Hladnik
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V zadnji tocki pa je predsednik Drustva matematikov, fizikov in astro-
nomov Slovenije prof. dr. Peter Petek predstavil dolg seznam drustvenih
prireditev, ki bodo v letosnjem letu posvecene spominu na prof. dr. Josipa
Plemlja, prvega ¢astnega clana nasega Drustva. Popoln seznam je objavljen
na strani 125.

- Poreferatih so prof. dr. Peter Vencelj, prof. dr. Ivan Vidav in prof. dr. Pe-
ter Legisa. govorih se o pomanjkanju strokovnih kadrov v srednji soli in o
sprememba.h ucnega programa za Studij pedagoske smeri matematike. Do-
seli zelimo, da bo postal poklic uiitelja veliko bolj privlagen, kot je sedaj.
Glede problema finanénih sredstev za znanstveno delo slovenskih matemati-
kov, za ureditve centralne Matematicne knjiznice in za obnovo Plemljevega
doma na Bledu, smo pred zakljuckom seje slisali ve¢ vzpodbudnih besed.
Med njimi naj omenimo le besede prof. dr. Petra Tanciga, ministra za zna-
nost in tehnologijo, ki nas je povabil, naj , trkamo na odprta vrata”.

Ciril Velkovrh

RAZISKOVALNO DELO V MATEMATIKI V SLOVENIJI*

Ceprav se je raziskovalno delo v matematiki na Slovenskem zares raz-
mahnilo Sele po Plemljevi smrti, je profesor Plemelj nanj posredno mocéno
vplival. Plemljeva matematicna odkritja so bila zelo globoka in pomembna,
zato je matematiéno raziskovanje na Slovenskem Ze takoj ob zacetku dobilo
mednarodni meter za kvaliteto in mednarodna kvaliteta je od Plemlja na-
prej ostala stalnica raziskovanja v matematiki v Sloveniji. Seveda meter za
kvaliteto ni dovolj, treba je tudi ljudi, ki kvalitetne stvari delajo. Ker Ple-
melj ni ustvaril raziskovalne matematicne sole, bi se prav lahko zgodilo, da
takih judi v Sloveniji se danes ne bi bilo. Plemelj je imel le dva doktorska
studenta: Antona Vakslja (1923) in Ivana Vidava (1941). Z Vidavom smo
imeli Slovenci veliko sreco, saj je osnoval v Ljubljani matematiéno solo. V
Plemljevi tradiciji kvalitete je bil mentor Sestnajstim doktorjem matemati-
ke, v Ljubljano' je prinesel novejse matematicne discipline in osnoval podi-
plomski $tudij matematike na Univerzi v Ljubljani. Od leta 1973 do danes
je na tem studiju magistriralo 68 ljudi.

V Sloveniji je raziskovanje v matematiki do konca Sestdesetih let teme-
ljilo le na kvalitetnih posameznikih (Plemelj, Vidav), potem pa je ob po-
vecanem zanimanju za matematiko in ob odpiranju novih asistentskih in
uciteljskih mest na univerzi v zacetku sedemdesetih let dozivelo nagel ra-
zvo]. Delati je pricéela tudi podiplomska sola matematike na Univerzi v Lju-
bljani in stevilo raziskovalcev se od tedaj pocasi, a stanovitno veca. Ob kon-
cu sedemdesetih let je bilo stevilo objav v mednarodnih matematiénih revi-
jah Ze okoli deset na leto, ob koncu osemdesetih let pa Ze prek trideset na
leto. V organiziranem raziskova,nju v matematiki v Sloveniji sta najstarejsi
podrocji analiza ter numericna in racunalniska matematika, saj so bile pr-
ve raziskovalne naloge na obeh podroc¢jih zakljuéene ze 1. 1964. Topologija

* Prispevek, prebran na prvi seji castnega odbora Plemljevega leta 1992, dne 11.5.1992.
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Trenutno Ministrstvo za znanost in tehnologijo financira 10,70 FTE
(= Full Time Equivalent — obraéunska enota v raziskovanju) za raziskave
v matematiki, kar je ob 700 FTE za vse raziskovalne projekte odlocno
premalo glede na splosno pomembnost matemati¢ne kulture, matematike
kot stroke in glede na kvaliteto matemati¢nih raziskav pri nas. Tako je delez
matematike v celotnem stevilu FTE za raziskovalne projekte Ministrstva za
znanost in tehnologijo pri nas le 1,5%. Za primerjavo povejmo, da npr. delez
matematike v sredstvih National Science Foundation v ZDA presega 4%.
Stanje je torej nezadovoljivo. Ustreznejsa raven financiranja je potrebna
tudi za zagotovitev pogojev, da se vrnejo domov vsi nasi matematiki, ki se
izpoponjujejo v tujini. Potrebe obeh slovenskih univerz po matematikih so
take, da bi se vsi lahko brez tezav zaposlili.

Ministrstvo za znanost in tehnologijo je Sele lani z namensko dotacijo
podprlo Matematicno knjiznico in nabavo revij. Ta dotacija je, zal, skromna
in pokrije le 8% celotnih stroskov nabave. Manjkajoca sredstva vsa leta
zbirata Oddelek za matematiko in mehaniko FNT (tudi na raéun osebnih
dohodkov) in Oddelek za matematiko Instituta za matematiko, fiziko in
mehaniko (iz priliva za raziskovalni program, v zadnjih letih pa tudi iz
programa mladih raziskovalcev). Skrb za knjiZnico vsa leta spremlja strah,
da bo treba zaradi pomanjkanja denarja del revij odpovedati. Ta bojazen je
v zadnjem casu Se bolj utemeljena, saj se pripravlja sprememba financiranja
univerze. Vse kaze, da na racun osebnih dohodkov ne bo ve¢ mogoce izloéati
dodatnih sredstev za knjiznico. Prav tako ni jasno, ali se bodo zmanjsala
dodatna sredstva, ki pritekajo z Ministrstva za znanost in tehnologijo ob
financiranju stazistov. Pomanjkanje sredstev za knjiznico bi za raziskovalno
delo pomenilo pravo katastrofo. Ena od posledic tega bi bila, da bi se nasi
matematiki, ki se izpopolnjejo v tujini, teze odlocili za vrnitev. Tudi tujci,
s katerimi sodelujemo na ramskovalnem podrocju, bi se bolj neradi odlouh
za daljsa gostovanja pri nas.

Kaj bi o vsem tem menil pokojni profesor Plemelj, ¢e bi Se zivel? Najbrz
bi bil zadovoljen s tem, da je raziskovanje v matematiki v Sloveniji zazivelo
in da nasi matematiki sodelujejo z veliko matematiki po svetu. Brez dvoma
pa bi ga bilo skupaj z nami strah za usodo Matemati¢ne knjiZnice; gotovo
bi si prizadeval, da postane centralna knjiznica in da se njeno financiranje
sistemsko uredi.

Josip Globevnik
VABILO

Ob 190. obletnici smrti velikega slovenskega matematika

JURIJA VEGE

vas vabimo na kulturno prireditev, ki bo v soboto, 26. 9. 1992 ob 11. uri,
v njegovi rojstni vasi ZAGORICI nad Dolskim. Slavnostni govornik bo
prof. dr. Tomaz Pisanski.

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
Skupscina Obcine Ljubljana Moste-Polje
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Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije s svojimi podruZnicami svoje
aktivnostl, ki p@tek&ja 7e w%@ Eei posveta v letu 1992 spominu proi. dr. Josipa Hemba;

Tekmovanja

osnovno$olcev i1z matematike za Vegova priznanja: Solska, ob&inska, drZzavno
srednjesolcev iz matematike: izbirna, drzavno, udelezba na olimpiadi
osnovnosolcev 1z fizike: podro¢na, drzavno |

srednjesolcev iz fizike: 1zbirna, driavno, udelezba na olimpiadi
osnovno$olcev iz racunalnistva: Solska, podrocéna, drzavno

srednjesolcev 1z raCunalnistva: drzavno, udelezba na ohimpiadi
osnovnosolcev 1z logike: 1zbirno, drzavno

srednjesolcev 1z logike: 1zbirno, drZavno, udelezba na ﬁhmpi&ﬁ
osnovnosolcev 1z razvedrilne maten ahke

srednjesolcev iz razvedrilne matematike

Udelezba v mednarodnem matemati¢nem tekmovanju mest

Na vseh tekmovanjih sodeluje okrog 16 000 ucencev. Najboljse povabimo na naslednja

srecanja: Poletna Sola iz matematike za osnovnoSolce, Poletna Sola racunalnikarjev,
Raziskovalni dnevi iz matematike za srednjesolce, Raziskovalni dnevi iz fizike za sre-
dnjesolce

Raziskovalne naloge

fizike 1n astronomije za ucence

Predavanja iz matematike,

IzobraZevanje uéiteljev: 14. seminar iz matematike, statistika: permanentno izo-

brazevanje uciteljev matematike, predavanja za ucnehe fizike

Dledu

Plemljevega doma na 1

Publikacije |

Pri izdajateljski dejavnosti bomo posvetili Plemljevemu letu: Obzornik za matematiko
in fiziko 39 (1992) 3, Presek 19 (1991/92) 5, Zbornik Celovita predstavitev drustevene
dejavnosti od 1949 (50 1992

matemati¢nem

Predstavitev na I. evropskem

Poster Zgodovina slovenske matematike,
kongresu

azstave Zivljenje in delo Josipa Plemlja v Sﬁmp ini Republike Slovenije in na Pedagoski

fakulteti v Mariboru

Sreé¢anje z ucitelji mentorji in razgovor o tekmovanjih

strokovno srecanje matematikov, fizikov in astronomov osmdma proslava
leta, Shvnmm& otvoritev Obnovhenega Piemheveg& dema, |
Drustvo samo ne bi mogh izvesti tako obseznega programa. Z nami S@ddujq@ hmmm
- za matematiko fiziko in mehaniko, Institut Jozef Stefan, Ministrstvo za Solstvo in Sport,
Ministrstvo za znanost in tehnologijo, Oddelki Univerze v Ljubljani, Oddelk: Univerze
‘Mariboru, Zveza organizacij za tehni¢no kulturo Slovenije

Predsednik DMFA Slovenije
prof. dr. Peter Petek
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