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RFIZMI V TEORIJI GR

SANDI KLAVŽAR

HOMOMOJ]

Math. Subj. Class. (1991) 05C12, 05C15, 05C25, 05C60.

V članku opišemo osnovne koncepte iz teorije grafovskih homomorfizmov: izomorfi-

zem, homomorfizem, krepki homomorfizem, retrakcija, togi in retraktno togi grafi, Jedro

grafa.

HOMOMORPHISMS IN GRAPH THEORY

Basic concepts from the theory of graph homomorphisms are described: izomorphi-

sm, homomorphism, strong homomorphism, retraction, rigid and retraci-rigid graphs,

the core of a graph.

1. Uvod

Kaj v matematiki pomeni (izo, homo, ...)morfizem? Preslikavo, ki

nam omogoča primerjati različne matematične objekte. Tako na primer

izomorfizem pomeni preslikavo, ki v abstraktnem smislu izenači različne

objekte; izomorfnih objektov zato ne ločimo.

In kaj so morfizmi v kategoriji grafov? Predlaganih je bilo več različnih

morfizmov, med katerimi sta najpomembnejša: relacija , minor" in relacija

» homomorfizem". V tem članku si bomo ogledali nekatere osnovne rezult ate

teorije homormorfizmov.
Za graf G naj V(G) označuje množico njegovih točk in E(G) množico

njegovih povezav. Vsi obravnavani grafi bodo enostavni (brez večkratnih

povezav in zank), neusmerjeni in končni. Vendar pripomnimo, da lahko

večino konceptov in rezultatov posplošimo tudi na splošnejše grafe. K, je

polni graf na n točkah, C,, cikel na n točkah in F, pot na n točkah.

Najpomembnejši morfizem grafov je vsekakor izomorfizem. Bijektivna

preslikava f : V(G) —- V(H) je izomorfizem, če je uv €

€ E(G) natanko tedaj, koje f(u)f(v) e E(H). Grafa G in H sta izomorf-

na, G — H, če obstaja izomorfizem V(G) — V(H). Izomorfizem grafa nase

je avtomorfizem. Grupo vseh avtomorfizmov grafa G označimo z Aut(G).

Klasični Fruchtov izrek pravi: |

Izrek 1. Za vsako končno grupo A obstaja tak graf G, da sta grupi A

in Aut(G) izomorfnu.

Kasneje je Frucht dokazal, da za vsako končno grupo obstaja tudi

ustrezni kubični graf (stopnja vsake točke je tri), še kasneje pa so Sabidussi,

Izbicki in drugi pokazali, da obstajajo tudi ustrezni grafi s še natančneje
predpisanimi lastnostmi. |

" Članek je nastal na osnovi predavanja v okviru permanentnega izobraževanja učite-

ljev na FNT v Ljubljani, 19. 3. 1992.
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2. (Krepki) homomorfizem

Naj bosta G in H dana grafa. Preslikava f : V(G) — V(H) je ho-

momorjfizem ali grafovska preslikava, če ohranja sosednost, tj. če iz uv €

€ E(G) sledi f(u)f(v) e E(H). Očitno homomorfizem slika tudi povezave v

povezave; ustrezno inducirano preslikavo iz E(G) v E(H) bomo označevali z

f". Ker homomorfizem f : V(G) — V(H) slika točke v točke in povezave v

povezave, ga bomo krajše pisali f : G — H. Izomorfizem lahko redefiniramo

kot obrnljiv homomorfizem, tj. homomorfizem f, za katerega obstaja fo! in
je tudi fo! homomorfizem. |

Produkt homomorfizmov g : G — H, in h: H — I definiramo na

običajen način: hog: G — I, (hog)(u) :<— h(g(u)). Produkt homomorfiz-

mov je spet homomorfizem. Homomorfizem vase imenujemo endomorfizem.

Množica vseh endomorfizmov grafa G tvori monoid za produkt homomor-

fizmov, označimo ga z End(G). Hedrlin in Pultr sta dokazala naslednjo po-

splošitev Fruchtovega izreka. Tako kot za grupe lahko tudi tu pokažemo, da

obstajajo ustrezni grafi s še natančneje predpisanimi lastnostmi.

Izrek 2. Za vsak končen monoid M obstaja tak graf G, da sta monoida

M in End(G) izomorfna.

Graf H je podgraf grafa G, če je V(H) C V(G) in E(H) C E(G).

Podgraf H grafa G je porojent podgraf, čeje H maksimalni podgraf na točkah

V(H), tj. zau, ve V(H)je uv c E(H) natanko tedaj, koje uv ec E(G). Naj

bosta dana grafa G in H in predpostavimo, da je V(H) C V(G). Podgraf

H na naraven način vložimo v G tako, da vsaki točki podgrafa priredimo

ustrezno točko grafa. Torej, Vv ec V(H), i(v) :< v e V(G). Tedaj je H

podgraf v G natanko tedaj, ko je vložitev z homomorfizem in H je porojeni

podgraf v G natanko tedaj, ko je i: H — 4(H) izomorfizem.

Graf G je n-obarvljiv, če obstaj a homomorfizem c: G — K,,. Funkcijo c

imenujemo n-barvanje grafa G. Ce je n najmanjše število, za katero obstaja

n-barvanje grafa G, pravimo, da je kromatično število grafa G enako n,

x(G) < n. Ta definicija je ekvivalentna z običajno, intuitivno definicijo

kromatičnega števila: to je najmanjše število barv, ki jih potrebujemo, da

točke grafa pobarvamo tako, da imata vsaki sosednji točki različno barvo.

Trditev 3. Naj bo f: GG — H homomorfizem. Tedaj je x(G) < x(H).

Dokaz. Naj bo f : G — H homomorfizem in naj bo x(H) < n. Po

definiciji kromatičnega števila obstaja homomorfizem g: H — K,,. Ker je

g o f homomorfizem G — K,,, sledi x(G) < n< x(H). m

Homomorfizem f : G — H je krepki homomorfizem, če sta f in f'

surjektivni preslikavi. Ceje f : G — H krepki homomorfizem, H imenujemo

homomorfna slika grafa G. Akromatično število grafa G, V(G), je največje

število n, za katerega obstaja krepki homomorfizem G — K,. Definicija

je ekvivalentna s standardno: akromatično število grafa je največje število

barv, s katerimi lahko pobarvamo točke grafa tako, da vsaki sosednji točki
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dobita različni barvi in da za vsaki dve barvi obstajata sosednji točki, ki

imata izbrani barvi. |

Trditev 4. Naj bo f :G— H krepki homomorjfizem. Tedaj je W(G) >

3. Retrakti

Naj bosta G in H dana grafa. H je retrakt v G, če obstajata homomor-

fizma k: H—G in r: G— H, tako da za vsako točko v e V(H) velja

(ro k)(v) < v. Preslikavo r imenujemo retrakcija, k pa koretrakcija. Če je
H retrakt v G, potem lahko H identificiramo z ustreznim podgrafom v G.

Zato bomo brez izgube za splošnost uporabljali poenostavljeno definicijo:

podgraf H grafa G je retrakt v G, če obstaja homomorfizem r: G — H,

tako da za vsako točko v e V(H) velja r(w)<v. > NE

Na sliki 1 sta preprosta primera retrakcij. Točke, ki pripadajo retraktu,

so na sliki pobarvane črno. Leva retrakcija je enolično določena, v drugem

primeru pa lahko poiščemo tudi druge retrakcije na cikel C,,.

Razdalja med točkama vu in v grafa G, dg(u,v), je dolžina najkrajše

poti med vu in v. Podgraf H grafa G je izometrični podgraf, če za vse u, v €

€ V(H) velja: dg(u,v) — d,y(u, v). Izometrični podgraf je porojeni podgraf

in porojeni podgraf je podgraf. Obratni implikaciji ne veljata.

Pokažimo enostavna, vendar zelo uporabna potrebna pogoja za retrakt.

Izrek 5. Naj bo H retrakt v G. Tedaj velja:

(1) H je izometrični podgraf v G in

(ti) x(H) < x(G).
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Dokaz. (i) Naj bo H retrakt v G in r retrakcija. Naj bosta v, v €

ec V(H) ter P pot med vu in v v G, za katero velja |P| < dg(u,v). Ker je

r retrakcija, je r( P) sprehod med vu in v v H in ker vsak sprehod vsebuje

pot, mora biti r( P) pot, sicer bi ne veljalo |P| < da(u,v). Od tod sledi, da

je da(u,v) > dy(u,v) in ker očitno velja dg(u, v) < dy(u,v), je trditev (i)

dokazana.

(ii) Najbor:G — H retrakcija. Tedaj iz trditve 3 sledi, da je x(G) <

< x(H). Ker je H podgraf v G, je očitno tudi x(H) < x(G). m

Z G — v označimo graf, ki ga dobimo iz G tako, da odstranimo točko v

(in seveda vse povezave iz v).

Posledica 6. Naj bo r: G — H retrakcija 1n naj za neko točko v €

ec V(G) velja x(G — v) < x(G). Tedaj je r(v) < v.

Dokaz. Recimo nasprotno: r(v) £ v oziroma v £ V(H). Tedaj je H

podgraf v G — v, zato je x(H) < x(G — v). Ker je H retrakt v G, je po

izreku 5 (ii), x(H) < x(G). Ugotovitvi združimo v protislovje:

x(G) < x(H) s x(G-v) < x(G). m

4. Homomorfne razširitve

Tako kot v topologiji je tudi v teoriji grafov razširljivost homomorfizma

(v posebnem razširljivost barvanja) v tesni zvezi z retrakti. Po drugi strani

pa lahko retrakte karakteriziramo z zmožnostjo razširitve homomorfizmov.

Naj bo H podgraf v G, H' podgraf v G' in f:: H — H' homomorfizem.

Homomorfizem g : G — G' je homomorfna razširitev f, krajše razširitev

f, če za vsako točko v € V(H) velja g(v) < f(v). Pri razširitvah pogosto

nastopa poseben primer H' < G".

Izrek 7. Naj bo H podgraf v G in f : H — G' homomorfizem. Naj

bo X graf, ki ga dobimo tako, da v disjunktni uniji G in G' vsako točko

v € V(H) identificiramo s sliko f(v). Pri tem morebitne večkratne povezave

identificiramo. Tedaj f lahko razširimo na G — G'"' natanko tedaj, ko je G'

retrakt v X.

Dokaz. Definirajmo preslikavo j : V(G) 5 V(X), j(v) < v. Opazimo,

da j ni vedno vložitev, saj sta lahko dve različni točki iz V(G) identificirani

v X. Ker pa lahko identificiramo samo nesosedni točki, je j homomorfizem.

Predpostavimo najprej, da je G' retrakt v X inr: X — G' retrakcija.

Produkt homomorfizmov f' :< ro j je homomorfizem G — G'. Še več, naj

bo v e V(H). V tem primeru je f'(v) < r(j(v)) < r(v). Ker sta točki v

in f(v) identificirani v X, je r(v) < r(f(v)). Ker pa je f(v) ec V(G"), je

T(f(v)) < f(v). Za ve V(H) je tako f/(v) < f(v), zato je f' homomorfna

razširitev f.

Naj bo f' homomorfna razširitev f. Definirajmo r : V(X) — V(G') s

predpisom:
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'(u), ue V(G);

z(u) <4 (9 EV(G),
Pokažimo najprej, da je r dobro definirana. Recimo, da je u c V(G)

in u e V(G'). Tedaj je u dobljen z identifikacijo neke točke x ec V(H) ter

(z) € V(G'). Zato je r(2) < f'(x) < f(£) < r(f(£)), torej definicija r ni

protislovna. Naj bosta u, v c V(G) točki, ki ustrezata isti točki v X. Ker je

tedaj f'(u) < f(u) < f(v) < f'(v), je funkcija r dobro definirana. Preslikavi

f' in j sta homomorfizma in ker je vsaka povezava grafa X povezava v G"'

ali v j(G),je r retrakcija. s

Izrek 8. Naj bo H podgraf v G. Naslednje trditve so ekvivalentne:

(1) H je retrakt v G,

(ii) vsak homomorfizem H — X lahko razširimo na G — X,

(iti) vsak homomorfizem X' — H (X' podgraf v X), ki ga lahko

razširimo na X — G, lahko razširimo tudi na X — H.

Dokaz. (i)—(ii). Naj bo r retrakcija G — H in f : H — X

homomorfizem. Tedaj je f or homomorfizem G — X in za vsako točko u €

e V(H) velja f(r(u)) < f(u). Produkt for je torej homomorfna razširitev f.

(ii)—(i). Postavimo X < H in izberimo homomorfizem it: H — H,

i(v) < <— v. Po predpostavki £ lahko razširimo do homomorfizma G — IT, to
pa je iskana retrakcija.

(i)>(iii). Naj bor: G — H retrakcija, f' : X' — H homomorfizem in

f : X — G homomorfna razširitev f'. Produkt homomorfizmov ro f: X —

— H je homomorfna razširitev J'.

(iii)—(i). Naj bo X' izomorfen H in X izomorfen G'. Identiteto X' > H

lahko razširimo na identiteto X — G, zato po predpostavki lahko identiteto

X' — H homomorfno razširimo do X — H. Ker je X izomorfen G, je

slednja razširitev retrakcija.

Izrek 5 (ii) je posledica izreka 8. Res, če predpostavimo x(H) < nin v

točki (ii) izreka 8 za X izberemo K,,, je izrek 5 (ii) pred nami.

5. Togi in retraktno togi grafi

Graf G je as?metričen, če je njegova grupa avtomorfizmov, Aut(G), tri-

vialna in je tog, če je njegov monoid endomorfizmov, End(G), trivialen. Graf

je retraktno tog, če nima netrivialnih retraktov.

Najprej dokažimo pomembno zvezo med togimi in retraktno togimi grafi.

Izrek 9. Graf je tog natanko tedaj, ko je asimetričen in retraktno tog.

Dokaz. Dokažimo najprej naslednjo lemo:

Lema A. Vsaka končna polgrupa vsebuje idempotentni element.
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Naj bo (A,«) končna polgrupa in a € A. Zaradi končnosti polgrupe A

obstajata naravni števili n,m, n > m, tako da velja a" < a". Ce je n <

< m 11, takoj dobimo am — < a", sicer pa imamo:

m(n—m) x gm(n-m) mdm(n— m(n—m-1)a —a m) za
— a" x gml(n—-m-1)

— g"ln—-m) |

S tem je lema A dokazana, lotimo se izreka.

Ce je graf tog, potem je očitno tudi asimetričen in retraktno tog. Obrat-

no, naj bo grupa Aut(G) trivialna, G retraktno tog in predpostavimo, da G

ni tog. Zaradi asimetričnosti je zaloga vrednosti vsakega endomorfizma grafa

G prava podmnožica v V(G). Ker je množica vseh endomorfizmov grafa

G polgrupa za produkt endomorfizmov, po Lemi A obstaja idempotenten

endomorfizem r. Naj bo H podgraf v G, določen s sliko r(G). H je pravi

podgraf v G inr:G — H je očitno retrakcija, protislovje. m

Pripomnimo, da v dokazu izreka 9 bistveno potrebujemo lemo A, saj

izrek ne velja za neskončne grafe.

Vprašanje obstoja togih grafov je netrivialno vprašanje. Pozitiven od-
govor seveda sledi iz izreka 2, vendar je v splošnem težko dokazati, da je

kak graf tog, saj imamo na razpolago le malo tehnik za dokazovanje. Dokaz
naslednjega izreka nam bo pokazal uporabnost izreka 9 (v kombinaciji z

izrekom 5 in posledico 6) pri dokazovanju togosti grafa.

Izrek 10. Za vsako naravno število n, n > 8, obstaja tog graf na n

točkah. |

Dokaz. Naj bon > 8inp< (n—4)/2, čeje n sodo število, ter p < (n—

— 5)/2, če je n liho število. Konstruirajmo graf G,, na naslednji način. Naj

bo C lih cikel dolžine 2p - lin 0,1,...2p njegove točke. Dodajmo točko

c in jo povežimo z vsemi točkami cikla C. Nazadnje dodajmo še točki a in

b ter povezave, ki so prikazane na sliki 2. Ce je n liho število, dodajmo še

točko d, ki jo povežemo s točkami a, b in 2.

Ker avtomorfizem izomorfno slika (porojene) cikle na (porojene) cikle

in ohranja stopnje točk, se hitro prepričamo, da je graf G, asimetričen.

Naj bo r retrakcija G,, — H. Opazimo, da je x(G,) — 4. Neposredno

se tudi prepričamo, da velja |

X(G-c) <x(G-0)< x(G-1)<x(G-2) <3,

zato po posledici 6 velja r(c) < c, r(0) <0, 7(1) <1 in r(2)< 2.

Recimo, da je r(3) %£ 3. "Tedaj je r(3) < 1, r(a) < c in r(b) < c,

protislovje. Torej je r(3) < 3.

Recimo sedaj, da je r(a) 7 a. Toda tedaj mora biti a) — cin r(b) < c,

protislovje. Zato je r(a) — a in odtod tudi r(b) <— b in r(d) <—
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Ostanejo nam le še točke 4, 5,..., 2p. Recimo, da je r(4) 7% 4. Tedaj

mora biti r(4) < 2. In dalje, r(5) € (1,3), r(6) ec 410,2),..., r(2p—1) e

€ 411,3). Nazadnje, r(2p) < 1, protislovje. Zato je r(4) <— 4 in analogno

ugotovimo, da se tudi preostale točke cikla C preslikajo vase.

G,, je torej retraktno tog in ker je tudi asimetričen, je po izreku 9 tog.

Ker je G,, graf na n točkah, je dokaz končan. m

Brez dokaza omenimo, da togih grafov G, 2 < |V(G)| < 7, ni.

6. Jedro grafa

Podgraf H grafa G je Jedro grafa G, če obstaja homomorfizem G — H

in ne obstaja homomorfizem G — H', kjer je H' pravi podgraf v H. Graf

imenujemo jedro, če je sam svoje jedro.

Trditev 11. Jedro grafa je enolično določeno (do izomorfizma).

Dokaz. Jedro grafa obstaja, ker ima družina podgrafov H v G, za

katere obstaja homomorfizem G — H, minimalne elemente glede na relacijo

vsebovanosti. |

Naj bosta H; in H, jedri grafa G in f; :G — H, ter fa: G — H,

homomorfizma. Naj bo g,; : H, — H, zožitev preslikave f; na H,. Ker je

g, 9 fa homomorfizem G — H, in ker je H, jedro, mora biti g, surjektivni

homomorfizem. Podobno najdemo surjektivni homomorfizem H; — H,. To

pa že pomeni, da sta /, in H, izomorfna. m

Izrek 12. Za graf G je ekviwalentno:
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(i) G je jedro,

(ti) End(G) < Aut(G),

(iti) G je retraktno tog.

Dokaz. (i)—(ii). V splošnem je Aut(G) C End(G). Ker je G jedro,

so njegovi edini endomorfizmi surjektivni homomorfizmi G — G. Vsak tak

endomorfizem pa je avtomorfizem. Zato je tudi End(G) C Aut(G).

(ii)5(iii). Ker je netrivialna retrakcija endomorfizem na pravi podgraf,

seveda ne more biti avtomorfizem.

(iii)5(i). Recimo, da G ni jedro in naj bo H jedro grafa G, H £ G. Naj

bo f :G — H homomorfizem. Ker je H jedro, je zožitev homomorfizma f

na H izomorfizem, g : H — H. Tedaj paje g !o f retrakcija G — H, torej
G ni retraktno tog. m
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VESTI

USTANOVITEV SLOVENSKEGA DRUŠTVA ZA
UMETNO INTELIGENCO

Ustanovna skupščina Slovenskega društva za umetno inteligenco (an-

gl. Slovenian Artificial Intelligence Society, SLAIS) je bila na Inštitutu Jožef

Stefan v Ljubljani dne 11.5.1992. Na njej je bilo 32 udeležencev, število

članov pa že presega 50. Na ustanovni skupščini je bil sprejet statut in izvo-

ljeni člani izvršnega odbora. Društvo bo intenzivno navezovalo stike s slo-

venskimi in mednarodnimi organizacijami in skrbelo za razširjanje področja

umetne inteligence. Clanarine ni, vendar pa bodo člani deležni podobnih

ugodnosti kot pri drugih društvih. Pristopno izjavo in dodatne informacije

dobite na naslovu:

Laboratorij za umetno inteligenco, Inštitut Jožef Stefan, Jamova 39,

61111 Ljubljana.

K sodelovanju vabimo vse posameznike, ki jih kakorkoli zanima umetna

inteligenca, in vsa slovenska in mednarodna društva in združenja.

Matjaž Gams
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EŠEVANJE DIFERENCIALNIH E

I. EULERJEVA METODA

BOJAN OREL

NUMEI

Math. Subj. Class. (1991) 65L05

V članku je opisana najpreprostejša numerična metoda za reševanje sistema navadnih

diferencialnih enačb: Eulerjeva metoda. Ob njej bomo spoznali osnovne pojme, ki

nastopajo v numeričnem reševanju diferencialnih enačb, kot so lokalna in globalna napaka

metode ter stabilnost,

NUMERICAL SOLUTION OF DIFFERENTIAL EOUATIONS

I. EULER'S METHOD

In this paper the simplest method for solving systems of ordinary differential eguati-

ons, Euler's method, is described. Some basic ideas connected with numerical solution of

differential eguations, such as local and global errors and stability will be explained with

this simple method.

1. Uvod

Za mnoga področja naravoslovja in tehnike so diferencialne enačbe na-

ravni jezik, s katerim opisujejo pojave, ki jih proučujejo. Ker te enačbe na-

vadno niso rešljive s klasičnimi analitičnimi metodami, ali pa je analitična

rešitev težko izračunljiva, so numerične metode za njihovo reševanje glavno

orodje za pridobivanje kvantitativnih informacij o preučevanih pojavih.

Najprej si zastavimo okvir: reševati želimo začetne probleme, ki jih

lahko zapišemo kot avtonomni sistem

y < y(zo) < go, (1)

kjer je y: R — R'in f : IR) — IR). Ta okvir je dovolj splošen, da vanj
lahko spravimo tudi sisteme neavtonomnih navadnih diferencialnih enačb

višjih redov, saj lahko neavtonomni sistem reda d

z < g(2,z)

prevedemo v avtonomnega reda d 4-1 tako, da dodamo novo odvisno spre-

menljivko z in novo enačbo 4' < 1. Tako dobimo razširjeni sistem oblike

(1), kjer je

y(x) — (£, zi, za,.. -, Za)

J(y) < (1,9(Y),..., gay).

Vseskozi bomo predpostavljali, da funkcija f(y) zadošča Lipschitzovemu

pogoju s konstanto L in da obstaja natanko ena rešitev problema (1).

Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 4 105



2. Eulerjeva metoda

Najstarejša in najpreprostejša numerična metoda za reševanje diferenci-

alnih enačb je Eulerjeva metoda. Z njo dobimo približke k vrednosti rešitve

na zaporedju vozliščnih točk (20, £,,...). Zaporedje korakov metode naj bo

definirano kot h; < z; —to,h, < £,3—4;,.... Poleg yo, ki je enak vrednosti

rešitve y(£o), je zaporedje približkov y, s y(£;,), y2 % y(£2),... določeno s

formulo

VnJi — Un EH h,ja f(wn), n — 1, 2, ... (2)

Geometrijska interpretacija te formule je za skalarne enačbe d < 1

očitna. Diferencialna enačba (1) definira polje smeri v ravnini (x,y). Rešiti

diferencialno enačbo z geometrijskega vidika pomeni določiti krivuljo y <

< y(z), ki poteka skozi začetno točko (zo, yo) in njen naklon v vsaki točki

sovpada z naklonom, ki ga definira polje smeri. Če približek k rešitvi, ki.

smo ga z (2) definirali le na diskretni množici točk, razširimo s predpisom

Yo t — to

Y(z) — Un EH (2 nm €n)J(v,) z € (£,,, £,ih za Nn — 0, 1, see 5 (3)
dobimo zvezno funkcijo. Graf funk-

cije Y(4) je poligonska črta, ki se 2

začenja v začetni točki (£o,Yo) in

ima lastnost, da je naklon vsake nje-

ne povezave predpisan s poljem sme- ,.l

ri v njenem levem krajišču (sl. 1). |

1.75

1.25

0.75

o.st

o.2si

Slika 1. MRešitev diferencialne enačbe z

Eulerjevo metodo kot poligonska črta. m 15 ; IE 5

Formula (2) nam ponuja tudi nekaj analitičnih interpretacij:

1. Če v enačbi (1) odvod v točki (4, Vn) aproksimiramo z diferenčnim
kvocientom, dobimo

Vn-1 — vn —

Iz te enačbe izračunamo y,,, in dobimo (2).

2. Ce integriramo enačbo (1) na intervalu [z,,, £,41], dobimo

sleni) - slan) z Zlo)
Tn
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Če integral aproksimiramo z levim pravokotniškim pravilom in vzamemo
Yn, namesto y(£,), spet dobimo (2).

3. Rešitev enačbe (1) lahko formalno razvijemo v Taylorjevo vrsto okoli

točke z,:

v(z, ft hja) — y(2,,) ft h,ja Fyle n)) ft 5 zbija! (z n) bete. (4)

Formulo (2) dobimo, če to vrsto nadomestimo z vsoto prvih dveh členov.

Lokalna napaka metode. Pri numeričnem reševanju diferencialne

enačbe (1) nas predvsem zanima kvaliteta približka, ki je odvisna od raz-

ličnih faktorjev (numerična metoda, velikost koraka (h,), obnašanje točne

rešitve problema y(z), računalnika, na katerem računamo, ...). 'Tu si bomo

ogledali le, kako na kakovost približka vpliva izbor metode (v našem primeru

Eulerjeve metode), zanemarili pa bomo vse druge možne vplive. Najprej si

oglejmo, kakšna je napaka, ki jo naredimo z Eulerjevo metodo na vsakem

posameznem koraku. Definirajmo:

Definicija 1. Lokalna napaka metode v točki z,, je razlika med numerič-

nim približkom y,, in točno rešitvijo začetnega problema |

y (2) < f(y(x)), v(n-1) < Vn-a,

izračunana v točki z,,., d h,,:

[,, — y(2x) — Un

Iz enačbe (4) vidimo, da je lokalna napaka Eulerjeve metode enaka
ostanku Taylorjeve vrste, ki ga lahko izrazimo z drugim odvodom

ož | |
— — y"(€,) | Ln—1 < En < Le (5)

Red konsistence metode za reševanje diferencialnih enačb definiramo kot

celo število p, za katerega je l, < O(h5"). Metoda, ki ima red konsistence
večji ali enak 1, je konsistentna. Eulerjeva metoda je torej konsistentna in

ima red konsistence enak 1.

Globalna napaka metode. Pri ocenjevanju kvalitete numerične

rešitve nas bolj kot lokalna napaka metode zanima razlika med približno in

točno rešitvijo danega problema.

Definicija 2. Globalna napaka metode v točki x,, je razlika med nume-

rično in točno rešitvijo:

In — Un — V(,),

kjer je y(x) točna rešitev začetnega problema (1).
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Zaradi enostavnosti privzemimo, da je korak metode konstanten: h, <

— h, < ---< h,, < h. Ce predpostavimo še, da je točna rešitev dvakrat zve-

zno odvedljiva, lahko ocenimo globalno napako metode v skalarnem primeru

d <1.

Izrek 3. Točna rešitev začetnega problema naj na intervalu |6, 2,,) za-

došča neenačbi |
HI

[y (z) S K,

kjer je K > 0. Potem je globalna napaka Eulerjeve metode v točki z, < 0

- nh omejena z

hK , /, zo |

[9] S — 2L el a-ne)L o 1), (6)
kjer je L Ltpschttzova konstanta za funkcijo f.

Dokaz tega izreka lahko najde bralec v [3] ali [4].

Iz enačbe (6) vidimo, da se pri h — 0 globalna napaka v fiksni točki ob-

naša kot O(h), torej približki, izračunani z Eulerjevo metodo, konvergirajo

proti pravi rešitvi problema (1). Metode s to lastnostjo imenujemo konver-

gentne metode. Zavedati se moramo, da z oceno (6) dobimo zgornjo mejo

za globalno napako, ta pa je običajno zelo pesimistična, zato pa tudi nepri-

merna za dejansko vnaprejšnje ocenjevanje napake.

Slika 2. (Območje absolutne stabilnosti

Eulerjeve metode

Stabilnost. Poleg lokalne na-

pake metode in globalne napake na

fiksnem intervalu je velikokrat za-

nimivo opazovati obnašanje nume-

ričnega približka na daljšem interva-

lu. Za testno enačbo navadno vza-

memo kar preprosto linearno homo-

geno enačbo s konstantnim koefici-

entom

y' < Ay, AE CU. | (7)

Eulerjeva metoda (2) nam v tem primeru da

Vnai Z (1 4 hA)y,, n<1,2,....

Če pišemo z < ha, je torej y, < (1 z), prava rešitev enačbe (7) pa
je seveda y(2,) < e""yo. Kadar je 8%(z) < 0 (to j je na vsej levi polravnini
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kompleksne ravnine), je absolutna vrednost prave rešitve omejena. Nume-

rični približki pa so omejeni, kadar je izpolnjen pogoj |1 -- z| < 1, to paje

le na zaprtem disku polmera 1 in s središčem v točki —1. Ta zaprti disk

imenujemo območje absolutne stabilnosti Eulerjeve metode (sl. 2).

Pri reševanju začetnih problemov z omejenimi rešitvami moramo veli-

kost koraka metode vedno izbirati tako, da bo RA znotraj območja absolutne

stabilnosti, sicer se nam lahko zgodi, da bo omejena rešitev enačbe aproksi-

mirana z neomejeno, to pa obenem pomeni, da bo tudi napaka lahko neo-

mejeno naraščala. 'Ta pogoj pa pri nekaterih problemih drastično omejuje

velikost koraka h.

3. Primer

Kot primer rešimo začetni problem

y' < —y', y(1)<1 (8)

na intervalu [1,2|. V tabeli 1 so tabelirane lokalna in globalna napaka v

točkah 1.1,1.2,...,2.0 pri treh različnih dolžinah koraka.

Tabela 1. Napaka pri reševanju problema (8) z Eulerjevo metodo.

Lokalna napaka Globalna napaka

z | h<o01 | h<0.01 |kh <0.001| h<0.1 | h<0.01 |k < 0.001

1.1|9.1 -107?%7.6 .107'%/7.5 .107'/0.9 .1072/0.8 .107?/0.8 .107?

1.2|6.7 .107?%/5.9 .107?%[5.8 .107'[1.4 .107? 1.3 .107"|1.3 .107?

1.3|5.1 -107%/4.6 -107"%|4.6 .107'[1.7 .1075?[1.6 .107?[1.6 .107?

1.4| 4.0 -107'[3.7 .107"|3.6 .107'[1.9 .107?[|1.7 .107?/1.7 .107?

1.5|3.1 -107"%/3.0 .107"|3.0 .107'|2.0 .107?|1.8 .107$|1.8 .107'

1.6| 2.5 -107'|2.5 .107"|2.4 .107'[2.0 .107?|1.8 .107?%|1.8 .107'

1.7|2.1 -107'|2.0 .107"|2.0 .107'|2.0 .107?|1.8 .107?[1.8 .107?

1.8|1.7 .107"[1.7 .107'|1.7 .1075'[1.9 .107?|1.8 .107?[1.8 .107?

1.9| 1.5 .107%/1.5 .107"|1.5 -107'[1.9 .107?[|1.8 .107%|1.8 .107?

2.0|1.2 .107%/1.2 .107?|1.2 .1075'[1.8 .107?]1.7 .107?|1.7 .107?

Opazimo lahko, da je v vsaki fiksni točki lokalna napaka sorazmerna

kvadratu dolžine koraka, globalna napaka pa je sorazmerna z dolžino koraka.

Torej moramo dolžino koraka zmanjšati za isti faktor, za katerega hočemo

povečati natančnost rezultata.

Poglejmo še, kako dober približek za lokalno napako je (5) in kako

natančna je ocena globalne napake (6). Ker je točna rešitev začetnega pro-

blema (8) y < 1/4, je |y"(€,)| < 2 za č, € [1,2], torej je po (5) lokalna

napaka približno enaka [,, < h2, karje dober približek le na začetku intervala,
potem pa je lokalna napaka dejansko manjša.
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Zaradi 0f/0y < —2y lahko vzamemo za Lipschitzovo konstanto L <— 2,

iz (6) pa dobimo
2

2
[9,| < k—— x 3.2h,

kar je očitno zelo pesimistična ocena.

4. Možne posplošitve

Eulerjeva metoda je preprosta za uporabo, vendar ima razmeroma veliko

lokalno napako in zelo omejeno območje absolutne stabilnosti. Pri iskanju

boljših metod za reševanje problema (1) moramo paziti predvsem na red

konsistence metode in na njeno območje absolutne stabilnosti. 'Ti dve

lastnosti pa sta žal velikokrat v nasprotju z enostavnostjo metode in njeno

računsko zahtevnostjo. Iskanje pravega kompromisa je seveda odvisno od

problema, ki ga rešujemo.

Oglejmo si zato nekaj možnosti za posplošitev Eulerjeve metode.

Upoštevajmo višje odvode. Ugotovili smo že, da Eulerjevo metodo

lahko interpretiramo kot 'Taylorjevo vrsto, pri kateri smo upoštevali le prva

dva člena (do vključno prvega odvoda). Ce upoštevamo en člen več, pridemo

zaradi

y'(2) < Z (vle) - z (le) 62)

do metode

with ha lu)

ki je drugega reda. Z upoštevanjem še višjih odvodov lahko dobimo metodo

poljubnega reda, cena ki jo moramo za to plačati, pa je seveda računanje

višjih odvodov funkcije f. Zato v preteklosti te metode niso bile zelo

priljubljene, s pojavom računalniških paketov za simbolično računanje pa

postajajo vse bolj zanimive.

Izračunajmo več vrednosti odvoda. Namesto da vrednost funkcije

f izračunamo le enkrat kot pri Eulerjevi metodi, lahko poiščemo metodo,

pri kateri je potrebno na vsakem podintervalu vrednost funkcije f izračunati

večkrat, zato pa dobimo mnogo boljši približek. Za primer vzemimo dvosto-

penjsko metodo Runge-Kutta v obliki

kjer sta
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Konstante b;, 5, in a moramo določiti tako, da se bo desna stran enačbe (9)

čim bolje ujemala z ustrezno Taylorjevo vrsto:

y(e, EH haja) — y(2,) EH haja yn)
h.

ZE Hm) (sm) 0(haa). (10)--

Po drugi strani pa je zaradi

k, — fUvy,) En ah,ja k, F(vn) - O(hž,a)

razvoj desne strani enačbe (9) v Taylorjevo vrsto enak

Yn4i — Yn - (b; EN ba)h,.a (yn) -- abahž a, fy) f (Un) EX O(hš,,). (11)

Primerjajmo vrsti (10) in (11), pa vidimo, da se ujemata do vključno

členov drugega reda, če sta izpolnjena pogoja

bj -ba <1

ab, — bo] pas

Ta sistem enačb ima splošno rešitev b; < —, ba, < 1— č-. a Ž 0, ena
izmed njih je

Če želimo, da se vrsti (10) in (11) ujemata v še več členih, moramo na
vsakem podintervalu vrednost funkcije f računati večkrat.

Upoštevajmo več že izračunanih točk. Namesto da na vsakem

podintervalu večkrat računamo vrednost funkcije f, jo lahko računamo le

enkrat, zato pa poleg y, upoštevamo več že prej izračunanih vrednosti

neu JlYncihh Vne2, JlUno2),.... Take metode imenujemo veččlenske meto-

de. Kot primer navedimo 2-člensko metodo drugega reda

Vngi — Vn-i T 2hf(y,,),

ki je poznana pod imenom sredinska metoda ali tudi metoda žabjega skoka

(ang. leap-frog method). Izpeljemo jo bodisi tako, da odvod aproksimiramo

s simetrično diferenco, bodisi s sredinsko kvadraturno formulo.

V nekaj naslednjih člankih si bomo podrobneje ogledali posplošitve

Eulerjeve metode v nakazanih smereh.
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NOVE KNJIGE

BATAGELJ V., Klavžar S., Zbirka rešenih nalog iz diskretnih

struktur, 2. del, DMFA Slovenije 1992, 144 str. (Izbrana poglavja

iz matematike in računalništva ; 26)

Potem, ko je pred kratkim izšel prvi del zbirke rešenih nalog iz diskretnih

struktur, je sedaj pred nami še drugi del. Naloge v njem pokrivajo snov, ki

jo študentje prvega letnika računalništva na ljubljanski univerzi poslušajo v

drugem semestru pri predmetu Diskretne strukture.

Tako dobro polovico zbirke sestavljajo naloge iz algebre in njihove

rešitve. Po vrsti sledijo poglavja z nalogami iz algebrskih struktur z eno

operacijo, grup in permutacijskih grup. Večina nalog je standardna in pre-

verja študentovo razumevanje osnovnih pojmov ter podaja nekatere osnov-

ne prijeme pri reševanju podobnih nalog. Nato sledijo naloge iz polkolobar-

jev in mrež. Naloge o teh strukturah redko srečamo v zbirkah, ki obsegajo

le osnove algebre, vendar pa so tako polkolobarji kot mreže pomembni pri

formaliziranem pristopu k nekaterim algoritmom. Poudarek je na končnih

obsegih, katerih uporaba je v računalništvu precej razširjena.

Drugi del zbirke pokriva osnove teorije grafov. Naloge so razdeljene v

tri razdelke. V prvem so tiste, ki obravnavajo nekatere pomembne skupine

grafov, zaporedja stopenj točk in druge osnovne invariante grafov. V dru-

gem se reševalec sreča s sprehodi in obhodi v grafih ter povezanostjo. Tretji

razdelek o grafih pa sestavljajo predvsem kombinirane naloge, ki zahtevajo

preverjanje nekaterih klasičnih lastnosti grafov ali družin grafov. Študent

mora ugotoviti, kako je z barvanostjo, hamiltonostjo ali ravninskostjo poda-

nega grafa. Pri tem mora bralec poznati standardne kriterije za določanje

omenjenih invariant.

Vsebina zbirke je trenutno usklajena s programom predmeta Diskretne

strukture na FER (prvi avtor že nekaj let predava ta predmet) in je name-

njena predvsem študentom te smeri. Naloge iz algebre so večinoma lahke in

namenjene prvemu stiku bralca z abstraktno algebro. Klub temu pa bodo

nekatere med njimi koristno dopolnilo tudi študentom matematike pri pred-

metu Algebra Il in pa študentom matematične smeri na pedagoški fakulte-

ti. Tudi naloge iz teorije grafov predstavljajo prijetno novost. Kolikor vem,

dosedaj v slovenščini še nimamo podobne zbirke. Nekatere naloge iz teorije

grafov bi po mojem mnenju lahko uporabili tudi na matematično usmerje-

nih srednjih šolah. Vse naloge v zbirki so rešene, nekatere pa poleg tega

vsebujejo še dodatno razlago.

Zbirka je napisana matematično korektno in ne prezapleteno. Za bral-

ce, ki ne poslušajo predmeta Diskretne strukture, bi bilo dobro v zbirko

vključiti še nekaj dodatnih strani s seznamom uporabljenih definicij in po-

membnejšimi izreki (to velja predvsem za teorijo grafov). Sicer pa je zbirka

napisana primerno krogu bralcev, ki jim je namenjena.

Martin Juvan
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RAČUNSKE NALOGE PRI POUKU FIZIKE

MARJAN HRIBAR

PACS 01.40.Ej 01.40.Gm

Prispevek obravnava vlogo računskih nalog pri pouku fizike v srednjih šolah.

THE ROLE OF PROBLEM SOLVING IN PHYSICS EDUCATION

Some open guestions regarding the role of problem solving in secondary school are

discussed.

V novejšem času je v revijah s področja pouka fizike živahna razprava

o računskih nalogah iz fizike, o reševanju nalog in o njihovem pomenu za

razumevanje predmeta. Razpravo je vzpodbudilo spoznanje, da z nalogami

pri učencih ne dosežemo širšega razumevanja fizike [1]—|4].

Reševanje računskih nalog ima tudi pri nas dolgo tradicijo. Ne le, da so

naloge učiteljem učinkovito sredstvo za zbiranje ocen, tudi tekmovanja jih

vzpodbujajo, v zadnjem času pa še sprejemni izpiti na prehodu iz osnovne

v srednjo in iz srednje v visoko šolo. Zato ni čudno, da so cenjene zbirke

nalog iz fizike, zlasti take z rešitvami. Izid zadnje je vzpodbudil pričujoče

pisanje [6].

V čem je težava?

Pri obravnavi fizikalnih pojavov pridemo do matematičnih zapisov za-

konov, do enačb, ki so v okviru veljavnosti uporabne v najrazličnejših, na

prvi pogled povsem nesorodnih primerih. V dijaških očeh je zato uporaba

enačb nejasna in skoraj mistična. Razumevanje je dano le peščici izbrancev.

Ni čudno, da je reševanje nalog za dijake od , teorije" povsem ločena veščina.

Z obširnimi raziskavami so psihologi ugotavljali razlike med postopki, ki

jih uporabljajo pri reševanju fizikalnih problemov dijaki in študenti, recimo

jim novinci, na eni strani in izkušeni fiziki, recimo jim eksperti, na drugi [5].

Novinci se lotevajo nalog naravnost, ne da bi si skušali ustvariti o

problemu jasno kvalitativno predstavo. Pri reševanju uporabljajo nekatere

standardne postopke, ki jih lahko predstavimo takole:

- zapiši vse enačbe, ki povezujejo neznane podatke z znanimi, in jih zmešaj

med seboj tako, da lahko izračunaš zahtevano količino;

- pobrskaj po zbirki rešenih nalog in poskusi z zgledom, pri katerem najdeš

iste ključne besede;

- povprašaj inštruktorja in se nauči na pamet.

Dijaki so lahko pri tem kar uspešni, saj različnih tipov nalog ni veliko.

Za pozitivno oceno pri pismeni vaji iz posameznega poglavja fizike jih je

treba obvladati le nekaj.

Eksperti se lotijo fizikalnih problemov najprej z okvirno kvalitativno

analizo. Skušajo poiskati osnovna načela in zakone, ki jih lahko uporabijo
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pri reševanju. Pri tem si pomagajo z analogijami in sploh z neformalnim

razmišljanjem. |

Dve spoznavnostni kategoriji, kaže, ločujeta novince od ekspertov. To

sta organizacija in uporaba znanja. Znanje novincev je bolj ali manj nepo-

vezano, amorfno. Učenci ga uporabljajo lokalno in skušajo priti do rešitev s

povezavami na osnovi formalnih kriterijev. Znanje ekspertov je hierarhično

urejeno, z mnogimi povezavami. Uporabljajo ga globalno, potem ko s kvali-

tativno analizo umestijo problem v miselno shemo.

Naslednji zgled, ki ga povzemamo po (2), naj bi kazal razliko v pristopu.

Postavljeno je bilo naslednje vprašanje:

1. Lata z maso 1 kg in z dolžino 1 m je na vodoravni podlagi in se vrti

brez trenja s kotno hitrostjo 3 s"! okoli navpične osi skozi krajišče (sl. 1).
Na lati je 50-gramska kepa ilovice v razdalji 80 cm od osi. Kolikšna je sila

med kepo in lato? |

"o oe o o 2

Slika 1

A. Lata z dolžino 1,5 m in z ma-

so 0,2 kg je na vodoravni podlagi in

se vrti brez trenja s kotno hitrostjo

5 s-! okoli navpične osi skozi kra-

de na sredo late v navpični smeri in

se prilepi nanjo (sl. 2). Kolikšna je

potem kotna hitrost late?

B. Kvader z maso 60 kg zadržujemo na gladkem klancu z nagibom 25.

Na kvader navežemo lahko vrvco, ki je napeljana prek škripca na vrhu klanca

in ima na drugem krajišču prosto visečo utež (sl. 3). Kolikšna naj bo masa

uteži, da kvader miruje, ko ga spustimo?

Slika 3

Vprašanje: Katero od nalog A in B bi reševali na podoben način kot

nalogo 1? Pojasnite odgovor!

Novinci so se odločali za nalogo A, ker nastopata v njej vrteča se lata

in kepa ilovice. Eksperti so se odločali za nalogo B, ker jo tako kot nalogo 1

rešimo z uporabo Newtonovih zakonov.

Vprašanje je, ali lahko s primernim delom v šoli pomagamo učencem

vzpostaviti zvezo med zakoni fizike in vprašanji, ki jih morajo reševati, ali

celo zvezo med zakoni fizike in pojavi v vsakdanjem okolju.
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Zdi se, da uveljavljene metode pouka same vzpodbujajo odnos, ki ga

imajo učenci do reševanja nalog. Običajno učitelj pokaže učencem na nekaj

zgledih, kako je zakone mogoče uporabljati. Pri tem ne more mimo formalne

plati pri reševanju naloge, kot so zapis podatkov, skiciranje, zapis zakonov

in enačb. Kvalitativno predstavitev naloge in razmislek pri iskanju rešitve,

ki sta bistvena za razumevanje, učenci pogosto preslišijo. Na tabli in v

zvezkih ostanejo le enačbe. To ustvarja napačen vtis, da so enačbe tiste, ki

prinesejo rešitve. Pri nadaljnjem delu tudi učitelj rad spregleda kvalitativni

opis pojavov in je zadovoljen, če je reševanje formalno pravilno. |

Kako preseči to stanje? Poskusiti bi bilo vredno s poudarjanjem kvali-

tativne analize problemov in z vztrajanjem na njej. Kvalitativna analiza z

uvajanjem potrebnih fizikalnih količin naj bo uvod v reševanje naloge. Temu

koraku naj sledi iskanje zakonov in nazadnje zapis enačb. 5 tem je glavni

del naloge rešen. Reševanje enačb in iskanje neznanih količin v srednješolski

fiziki ne bi smelo povzročati težav. Rezultate, ki jih da račun, je treba spet

preveriti s fizikalnega stališča. Pomeni, da morajo imeti pravo enoto, da mo-

rajo imeti smiseln red velikosti, da morajo voditi v smiselne limitne primere.

Kvalitativna analiza pogosto pelje v različne možne poti do rešitve, navaja

učence k postavljanju in ocenjevanju hipotez in analogij. Razgovor o tem

lahko popestri eksperiment.

V podrobnostih je smiselno ločiti postopek pri reševanju nalog nekako

v pet faz. Prva je branje teksta, izvleček podatkov, morebitna skica. Druga

je ustvarjanje nazorne predstave o dogajanju oziroma kvalitativna analiza,

v katero vpletemo ustrezne fizikalne količine ali nadomestimo fizične objekte

z njihovimi fizikalnimi predstavitvami. V to fazo sodijo vse potrebne po-

enostavitve in abstrakcije in iskanje fizikalnih zakonitosti, ki pri dogajanju

veljajo. To je najzahtevnejša in najpomembnejša faza pri reševanju naloge.

Prav bi bilo, da bi bil rezultat te analize vselej zapisan kot del rešitve. Tre-

tja faza je zapis enačb in četrta reševanje enačb. Končna, peta faza je vre-

dnotenje rezultatov, morebitno preverjanje limitnih vrednosti in podobno.

Kvalitativna analiza, ki naj privede do predstavitve problema s fizikal-

nimi pojmi in ustreznimi zakonitostmi, naj bi bila osnova pri reševanju vsa-

ke fizikalne naloge, pa čeprav še tako preproste. Tudi vrednotenje rezultata

je potrebno posebej poudariti. Reševanje nalog naj bi med drugim učencem

pomagalo ustvariti tudi kvantitativno predstavo o svetu okoli nas. V nalo-

gah morajo biti zato podatki smiselni in rešitve nalog naj jih še dopolnijo.

Kakšno mesto imajo zbirke rešenih nalog pri prizadevanjih, da bi osmi-

slili reševanje nalog!

Zapis reševanja v večini zbirk nehote poudarja formalno plat reševanja.

Avtorjevega razmišljanja, ki je vodilo do rešitve, v tekstu ni. Učencu je tako

prepuščen najzahtevnejši del naloge: sam si mora o postavljenem problemu

ustvariti fizikalno predstavo, ki bo osmislila rešitev. Za mnoge je preprosteje,

da se postopek reševanja naučijo na pamet in ga uporabijo v sličnih primerih.

Tudi najnovejša zbirka rešenih nalog iz fizike za srednješolce ne prinaša

novosti. Kljub skrbno izdelanim zgledom bo za večino dijakov le zbirka

receptov, ki jih bodo lahko z več ali manj sreče uporabljali pri šolskih nalogah
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in sprejemnih izpitih. Na to nehote opozarja naslov zbirke, ki obeta lahko

pot skozi fiziko.
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VESTI

PRIZNANJA AMBASADOR REPUBLIKE SLOVENIJE V

ZNANOSTI

Zaradi spoznanja o pomenu znanosti tudi pri uveljavljanju mednarodne

podobe in utrjevanju mednarodnega položaja Slovenije se je Ministrstvo za

znanost in tehnologijo odločilo, da bo podeljevalo priznanje Ambasador re-

publike Slovenije v znanosti, in to tistim posameznikom, ki so v zadnjih dveh

letih s svojim znanstvenim delom dosegli največjo mednarodno odmevnost.

Priznanja so bila podeljena prvič v lanskem letu, ko sta med šestimi

nagrajenci prejela priznanje tudi dva člana našega društva in sicer akademik

prof. dr. Robert Blinc s Fakultete za naravoslovje in tehnologijo in

prof. dr. Ivan Bratko s Fakultete za elektrotehniko in računalništvo.

V letošnjem letu so prejeli to priznanje štirje znanstveniki, med njimi

pa tudi član našega društva prof. dr. Gabrijel KERNEL s fakultete za

naravoslovje in tehnologijo.

Profesor Kernel je ustanovitelj slovenske eksperimentalne fizike osnovnih

delcev in zaslužen za njeno uveljavitev v mednarodnem prostoru, predvsem

v največjih evropskih laboratorijih CERN (Conseil Europeen de Recherches

Nucleaires) v Zenevi in DESY (Deutsches Elektronen-SYnchrotron) v Ham-

burgu.

V mednarodno raziskovalno delo je pritegnil mlajše sodelavce iz Slovenije

in na Inštitutu Jožef Stefan razvil laboratorij za nove merilne metode, ki je

pomembna točka za pretok znanja iz sveta in v svet. Njegova skupina je

vključena v mednarodne projekte ARGUS, CPLEAR, DELPHl in v evropski

projekt za meritev parametrov kršitve simetrije CP v sistemu mezonov B.

Skupaj s sodelavci je v tujini objavil več kot 120 znanstvenih prispevkov

in 30 referatov.

Prir. Aleš Stanovnik
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IGRE N

4. JEDRO !C JE ZA DEVET VELIKOSTNIH STOPENJ BOLJ
DOLGOŽIVO OD ZRCALNEGA JEDRA 140

MITJA ROSINA

PACS 24.10.-i

Jedri ?"C in !'!O lahko razpadeta v osnovno stanje ''N po več poteh. Slučajna
destruktivna interferenca je pri ''C skoraj popolna, pri ''O pa ni. Poleg tega lahko ''O
neovirano razpade v dve vzbujeni stanji ''N.

SOME TRICKS OF NATURE

4. THE ''C NUCLEUS HAS A NINE ORDERS OF MAGNITUDE
LONGER HALFLIFE THAN THE MIRROR NUCLEUS !'O

The ''C and '?O nuclei can decay into the ground state of ''N through several

intermediate states. The accidental destructive interference is almost perfect in !'C, but

not in ''O. Moreover, the latter nucleus can also decay into excited states of ''N,

Igra narave

— Jedro !!'C ima 6 protonov in 8 nevtronov, jedro !!O pa 8 protonov in
6 nevtronov. Taki ,zrcalni jedri" imata navadno zelo podobne energijske

nivoje ter matrične elemente za razpade in reakcije. Razlog za to je neodvi-

snost jedrske sile od vrste nukleona, ki velja na odstotek natančno. Simetri-

jo med zrcalnimi jedri malo pokvari tudi elektrostatska energija, ki jo čutijo
le protoni. Ta sicer napravi '4O za nekaj MeV/c" težji od !C, pri matričnih

elementih pa bi pričakovali kvečjemu kak dodaten odstotek razlike.
Zato nas preseneti, da je jedro !!C izredno dolgoživo z razpolovnim

časom 5730 let < 1,8-10!! s, razpolovni čas "O pa je le 71 s.

Izredna dolgoživost 14G je darilo narave zgodovinarjem in arheologom,
da lahko določajo starost raznih predmetov in ostankov živih bitij.

Razlaga

Razpadna konstanta w za razpad 8" je sorazmerna s kvadratom ma-

tričnega elementa in s faktorjem f, ki pove, koliko faznega prostora je na

razpolago za končna stanja. Ce imamo več možnih končnih stanj (z) z raz-

vejitvenimi razmerji r;, lahko zapišemo ,zlato pravilo"

lIn2 — 2

tija

TT

SP IMifi.W; ET;

Matrični element M,; je odvisen od valovne funkcije začetnega in konč-

nega jedra, faktor f pa je odvisen le od sproščene energije. Ce želimo

primerjati lastnosti jeder, faktor faznega prostora vključimo v ,reducirani

razpolovni čas" fti;a/r. Tipičen reducirani razpolovni čas je 3000 s. Če
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se mora jedro znebiti veliko vrtilne količine ali če ima kake druge težave,

je reducirani razpolovni čas mnogo daljši. V tabeli je v zadnjem stolpcu

naveden reducirani razpolovni čas za razpade, ki nas zanimajo. Navedena

je tudi sproščena energija, ustrezni faktor faznega prostora, razpolovni čas

in razvejitveno razmerje. Ker so spremembe vrtilnih količin A/ majhne, ne

ovirajo razpadov in mora biti razlog za izjemno oviran razpad !4C drugje.

MeV S S

HGLOJIE NV. 0——10,156 0,0061 1,8-10!! 100 % 10%94
UG..JE NV 0 — 1412 1600 71 0,61 % 10"
UGLJEN" o—01,81 45 71 99,33 % 10?»
UGOTENM O— 10,17 0,011 71 0,058% 10%?

n n
n jona

| na

Slika 1. Razpad !!C 5!!! O ge tv.

Nekaj Feynmanovih grafov, ki med seboj
interferirajo.

n

Z V je označena jedrska interakcija, s p"

ali n" pa nukleon v vmesnem stanju lp, ld

ali 2s.

Kot vidimo, je ra zpad 8- pri 'C oviran za 6 velikostnih stopenj,

zrcalni razpad Bt pri '"O pa za 4 velikostne stopnje. To lahko razložimo
le z destruktivno interferenco. Amplitude za razpad (Feynmanovi grafi

na sl. 1) se morajo odšteti na promile, da bo verjetnost (kvadrat vsote

amplitud) zmanjšana za 6 velikostnih stopenj. Amplitude pri zrcalnem

razpadu se razlikujejo tipično za 1% od tistih pri razpadu ogljika, torej za

ta odstotek zgrešijo skoraj | popolno izravnavanje in je rezultat kak odstotek

vsake amplitude zase (10"" pri verjetnosti).

To je razlaga a posteriori, ko že poznamo efekt. Ali bi se dal efekt

predvideti? Ker jedrskih sil ne poznamo s tolikšno natančnostjo in ker

je lupinski model jedra razmeroma grob, tako delikatnega odštevanja ne

moremo predvideti. S podrobnimi računi pa so preverili, da je pojav v
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10 (v okviruskladu z modelskimi silami in modeli jeder, ki jih uporabljan

grobe napake) in ne kaže na nepoznano fiziko.

Pred leti so bile burne debate, katere značilnosti sil in mešanja konfi-

guracij dajo pravo velikost in predznak amplitud, da se odštejejo. Če so se
omejili le na lupini ls in 1p, so rabili močno tenzorsko (< mimobežno) je-

drsko silo [1]. Če so dopustili vmesna stanja v lupini 1d2s, so shajali brez

tenzorske sile, toda predpostaviti so morali močno mešanje konfiguracij, kar
naj bi bilo podprto tudi s študijem nekaterih jedrskih reakcij [2]. Tretji so
klicali na pomoč relativistične popravke [3]. Vsak ima po svoje prav v okvi-

ru veljavnosti svojega modela.
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NOVE KNJIGE

PAAR V., Atomi, molekule, poluvodiči, supravodiči, Školska knji-
ga, Zagreb 1989, 197 str.

Knjiga je bila izdana kot priročnik za zaključni razred naravoslovno-

matematične in matematično-informacijske usmeritve hrvaških srednjih šol.

Je torej produkt (vsaj v Sloveiji) že umrlega usmerjenega izobraževanja, kjer

naj bi učenec fizikalne usmeritve spoznal v zadnjem letniku precej podrob-

no osnove kvantne fizike kot tudi njeno uporabo za razlago periodične pre-

glednice elementov, kemijske vezave, polprevodniških snovi in vezij ter po-

java superprevodnosti. Ni težko ugotoviti, da je to skoraj nemogoča naloga

pri danem splošnem predznanju srednješolcev. Očitno pa se je dela lotil ze-

lo izkušen avtor, saj precej uspešno zaobide nevarne čeri pri opisu valovnih

funkcij v kvantni mehaniki, elektronskih stanj v polprevodnikih, delovanju

diode itd. Zlasti je treba pohvaliti preglednost snovi in živahnost pri poda-

janju. Vseeno pa ostane dvom, če ni daleč presežena raven sprejemljivosti

srednješolcev, kar zlasti velja za poglavje o superprevodnosti. Tu je avtorja

precej zaneslo tudi tedanje odkritje visokotemperaturnih superprevodnikov.

V naših razmerah knjige ne morejo neposredno uporabljati srednješolci, je

pa lahko koristen pripomoček in dodatno branje za učence in učitelje, morda

pa še bolj za študente kemije, elektrotehnike in drugih tehničnih usmeritev.

Peter Prelovšek
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ODGOVORI

121. ŠE O ROTHOVI NALOGI

Rešitev Rothove naloge iz lanske druge številke Obzornika nam je poslal

tudi Franc Savnik iz Dobove. Njegova rešitev se bistveno ne razlikuje od

že objavljene rešitve (Obzornik mat. fiz. 38 (1991) 158). Dobil pa je med

ustreznimi količinami zanimivo zvezo, iz katere lahko takoj izpeljemo enačbo
A dd dia

za težišče trikotnika. Na kratko povzemamo ta del njegovega odgovora.

Dane so tri kolinearne točke U, V, W. Konstrutrati je treba trikotnik,

katerega nosilke potekajo skozi točke U, V, W (skozi vsako natanko ena) in

s težiščem na premici skozi te točke.

Iz podatkov neposredno sledi, da premica skozi U in W seka natanko

dve stranici iskanega trikotnika. Težišče mu označimo z M in privzemimo,

da V leži med U in W; s tem na splošnosti nič ne izgubimo.

Iskani trikotnik imenujmo ABC,

skupno krajišče stranic, ki ju seka

premica skozi U in W, pa označimo

s C. Težišče j je v notranjosti trikot-
nika na premici med U in V ali pa

med V in W. Denimo, da je med

U in V (sl. 1). Premica, ki je vzpo-

redna stranici AB in seka eno stra-
ob us ns

CR v točki N, drugo stranico pa
v P. Vzporednica skozi V pa naj
težiščnico CR seka v točki S. Slika 1.

Naj bo (vektorsko) MU —< AMV in MW < gMV, tako daje A <0
yo ooo

in u > 0. (V primeru, ko težišče M leži med V in W, zamenjamo vlogi

skalarjev A in ,u.) Zaradi podobnih trikotnikov UMN, VM Sim WMR je
MN < AMSŠ in MR < uyMS. Ker pa točka N razpolavlja daljico UP,
velja zaradi podobnih trikotnikov CNP in CSV tudi CN < —ACS. Z

oo na no "o D ne tiv

upoštevanjem dejstva, da leži težišče trikotnika na eni tretjini težiščnice,

dobimo (vektorsko) CN < CM 4 MN < 2MR4 MN <— (2u 4A)MS in

CS < CM <4 MS <2MR4MS z (2u4 1)M 5. Od tod najdemo zvezo

2u -- A — —AX2yu 4 1) oziroma

d-— < -1. UR H (1)

Če označimo U M < tUV in UW < kUV ter upoštevamo, da je MV <
— MU 4UV — (1—t)UV in MW — MU 4 UW < (k — t)UV, dobimo iz

(1) isto enačbo 3? — 2(k -- 1) -- k < 0 kot v že objavljeni rešitvi.

Milan Hladnik
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PLEMLJEVO LETO 1992

Ob 25. obletnici smrti prvega rektorja Univerze v Ljubljani akademika

profesorja dr. Josipa Plemlja je na predlog našega Društva Vlada Republike

Slovenije proglasila leto 1992 za leto prof. dr. Josipa Plemlja. Obenem je

prevzela pokroviteljstvo nad vsemi prireditvami, ki bodo letos posvečene

tej obletnici. Za predsednika častnega odbora je imenovala prof. dr. Petra

Venclja, takratnega ministra za šolstvo in šport, ki je v častni odbor povabil

še naslednje člane, ti so:

prof. dr. Peter Tancig, minister za znanost in tehnologijo

prof. dr. Andrej Capuder, tedanji minister za kulturo

akad. prof. dr. Janez Milčinski, tedanji predsednik SAZU

akad. prof. dr. Ivan Vidav

akad. prof. dr. Peter Gosar

akad. prof. dr. Josip Globevnik

akad. prof. dr. Miha Tišler, rektor Univerze v Ljubljani

prof. dr. Alojz Križman, rektor Univerze v Mariboru

prof. dr. Aljoša Volčič, Univerza v Trstu

prof. dr. Mitja Kregar, dekan FNT

prof. dr. Peter Legiša, predstojnik Oddelka za matematiko in mehaniko

FNT

prof. dr. Alojz Kodre, predstojnik Oddelka za fiziko FNT

prof. dr. Dragan Marušič, predstojnik Oddelka za matematiko PF v

Ljubljani

prof. dr. Sandi Klavžar, predstojnik Oddelka za matematiko PF v Ma-

riboru | |

prof. dr. Jernej Kozak, direktor IMFM

prof. dr. Joso Vukman, predstojnik oddelka za matematiko IMFM

prof. dr. Peter Petek, predsednik DMFA Slovenije

Marija Munda, profesorica matematike, Maribor

Rudolf Turšič, profesor matematike, Dutovlje

inž. Vladimir Cerne, župan občine Radovljica

Prva seja častnega odbora je bila 11. maja 1992 v veliki sejni sobi

Univerze v Ljubljani.

V prvi točki je akademik prof. dr. Ivan Vidav orisal življenje ter

znanstveno in pedagoško delo prof. J. Plemlja.

V drugem delu je akademik prof. dr. Josip Globevnik predstavil znan-

stveno delo slovenskih matematikov danes (celoten referat je objavljen v na-

daljevanju). Omenil je tudi pomanjkanje finančnih sredstev za nadaljevanje

kvalitetnega znanstvenega dela v matematiki in delovanje centralne Mate-

matične knjižnice.
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V zadnji točki pa je predsednik Društva matematikov, fizikov in astro-

nomov Slovenije prof. dr. Peter Petek predstavil dolg seznam društvenih

prireditev, ki bodo v letošnjem letu posvečene spominu na prof. dr. Josipa

Plemlja, prvega častnega člana našega Društva. Popoln seznam je objavljen

na strani 125.

Po referatih so prof. dr. Peter Vencelj, prof. dr. Ivan Vidav in prof. dr. Pe-

ter Legiša govorili še o pomanjkanju strokovnih kadrov v srednji šoli in o

spremembah učnega programa za študij pedagoške smeri matematike. Do-

seči želimo, da bo postal poklic učitelja veliko bolj privlačen, kot je sedaj.

Glede problema finančnih sredstev za znanstveno delo slovenskih matemati-

kov, za ureditve centralne Matematične knjižnice in za obnovo Plemljevega

doma na Bledu, smo pred zaključkom seje slišali več vzpodbudnih besed.

Med njimi naj omenimo le besede prof. dr. Petra Tanciga, ministra za zna-

nost in tehnologijo, ki nas je povabil, naj ,trkamo na odprta vrata".

Ciril Velkovrh

RAZISKOVALNO DELO V MATEMATIKI V SLOVENIJI"

Čeprav se je raziskovalno delo v matematiki na Slovenskem zares raz-
mahnilo šele po Plemljevi smrti, je profesor Plemelj nanj posredno močno

vplival. Plemljeva matematična odkritja so bila zelo globoka in pomembna,

zato je matematično raziskovanje na Slovenskem že takoj ob začetku dobilo

mednarodni meter za kvaliteto in mednarodna kvaliteta je od Plemlja na-

prej ostala stalnica raziskovanja v matematiki v Sloveniji. Seveda meter za

kvaliteto ni dovolj, treba je tudi ljudi, ki kvalitetne stvari delajo. Ker Ple-

melj ni ustvaril raziskovalne matematične šole, bi se prav lahko zgodilo, da

takih ljudi v Sloveniji še danes ne bi bilo. Plemelj je imel le dva doktorska

študenta: Antona Vakslja (1923) in Ivana Vidava (1941). Z Vidavom smo

imeli Slovenci veliko srečo, saj je osnoval v Ljubljani matematično šolo. V

Plemljevi tradiciji kvalitete je bil mentor šestnajstim doktorjem matemati-

ke, v Ljubljano: je prinesel novejše matematične discipline in osnoval podi-

plomski študij matematike na Univerzi v Ljubljani. Od leta 1973 do danes

je na tem študiju magistriralo 68 ljudi.

V Sloveniji je raziskovanje v matematiki do konca šestdesetih let teme-

ljilo le na kvalitetnih posameznikih (Plemelj, Vidav), potem pa je ob po-

večanem zanimanju za matematiko in ob odpiranju novih asistentskih in

učiteljskih mest na univerzi v začetku sedemdesetih let doživelo nagel ra-

zvoj. Delatije pričela tudi podiplomska šola matematike na Univerzi v Lju-

bljani in število raziskovalcev se od tedaj počasi, a stanovitno veča. Ob kon-

cu sedemdesetih let je bilo število objav v mednarodnih matematičnih revi-

jah že okoli deset na leto, ob koncu osemdesetih let pa že prek trideset na

leto. V organiziranem raziskovanju v matematiki v Sloveniji sta najstarejši

področji analiza ter numerična in računalniška matematika, saj so bile pr-

ve raziskovalne naloge na obeh področjih zaključene že l. 1964. Topologija

" Prispevek, prebran na prvi seji častnega odbora Plemljevega leta 1992, dne 11.5.1992.
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se je kot področje uveljavila l. 1973. Pozneje sta se kot področji uveljavi-

li še osnove matematike (1977) in teorija grafov (1981). L. 1990 se je kot

področje uveljavil verjetnostni račun in statistika.

Danes je v matematičnem raziskovanju v Sloveniji aktivnih okoli 60 lju-

di. Posejani so po različnih fakultetah obeh slovenskih univerz. Med nji-

mi je 27 takih, ki so doktorirali v Ljubljani in devet takih, ki so doktorirali

v tujini. V raziskovanju so povezani z Oddelkom za matematiko Inštituta

za matematiko, fiziko in mehaniko v Ljubljani, prek katerega Ministrstvo

za znanost in tehnologijo financira raziskovalne projekte iz matematike in

izpopolnjevanje sedemnajst mladih raziskovalcev, od katerih se devet izpo-

polnjuje na kvalitetnih univerzah v tujini. Poleg omenjenih devetih mla-

dih raziskovalcev se izpopolnjujejo v tujini še trije, ki niso formalno mladi

raziskovalci. Na Oddelku za matematiko Inštituta za matematiko, fiziko in

mehaniko teče devet stalnih raziskovalnih seminarjev (topološki seminar od

l. 1971, seminar za numerično in računalniško matematiko od l. 1971, topo-

loški seminar Ljubljana-Zagreb od l. 1974, seminar za kompleksno analizo

od 1. 1975, seminar za teorijo grafov od l. 1980, seminar za numerično ana-

lizo od l. 1982, seminar za teorijo operatorjev od l. 1982, seminar za geome-

trijsko topologijo od l. 1983 in seminar za funkcionalno analizo od l.1987).

Ob Inštitutu je zelo dobra Matematična knjižnica, za katero skupaj skrbi-

ta Oddelek za matematiko in mehaniko FNT in Oddelek za matematiko na

IMFM.

Tako Plemelj kot Vidav sta se pri raziskovanju ukvarjala z matematično

analizo, ki je še danes najmočnejše področje raziskovanja v matematiki

pri nas: ukvarjamo se z njenimi vejami: funkcionalno analizo, operatorsko

teorijo in kompleksno analizo. Prvi dve sta moderni veji analize, ki ju še

ni bilo, ko je Plemelj raziskovalno delal. Kompleksna analiza pa je bila

eno od področij Plemljevega zanimanja — tedaj je bila to predvsem teorija

analitičnih funkcij ene spremenljivke. Danes pa se pri nas ukvarjamo s teorijo

funkcij več kompleksnih spremenljivk, ki je bila v Plemljevi raziskovalni dobi

šele v prvih začetkih. | |

Rezultate matematičnega raziskovanja v Sloveniji objavljamo v med-

narodnih matematičnih revijah in v zbornikih mednarodnih konferenc. Ce

preštejemo le članke in razprave v mednarodnih matematičnih revijah, vi-

dimo, da je npr. v letih 1987-1991 38 avtorjev objavilo skupaj 175 takih

člankov in razprav, torej v povprečju 35 na leto. Kvaliteta raziskav je omo-

gočila, da smo pri raziskovalnem delu, ki ga financira Ministrstvo za zna-

nost in tehnologijo, že v letu 1992 v matematiki kot edinem področju v

celoti prešli na mednarodno recenzirane projekte. Ker pa so sredstva zelo

omejena, je večina dobro ocenjenih projektov le delno financirana. Poleg že

omenjenih objav v mednarodnih revijah in zbornikih ima kvaliteta matema-

tičnih raziskav v Sloveniji za posledico tudi veliko povabil našim matemati-

kom na različne konference in na različne univerze. Rezultat tako vzposta-

vljenih osebnih stikov so tudi številni obiski tujih matematikov v Sloveniji.

Tu ima ključni pomen kvaliteta matematične knjižnice, ki tujcem omogoča

nemoteno delo med gostovanjem pri nas.
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Trenutno Ministrstvo za znanost in tehnologijo financira 10,70 FTE

(< Full Time Eguivalent — obračunska enota v raziskovanju) za raziskave

v matematiki, kar je ob 700 FTE za vse raziskovalne projekte odločno

premalo glede na splošno pomembnost matematične kulture, matematike

kot stroke in glede na kvaliteto matematičnih raziskav pri nas. Tako je delež

matematike v celotnem številu FTE za raziskovalne projekte Ministrstva za

znanost in tehnologijo pri nas le 1,5%. Za primerjavo povejmo, da npr. delež

matematike v sredstvih National Science Foundation v ZDA presega 4%.

Stanje je torej nezadovoljivo. Ustreznejša raven financiranja je potrebna

tudi za zagotovitev pogojev, da se vrnejo domov vsi naši matematiki, ki se

izpoponjujejo v tujini. Potrebe obeh slovenskih univerz po matematikih so

take, da bi se vsi lahko brez težav zaposlili.

Ministrstvo za znanost in tehnologijo je šele lani z namensko dotacijo

podprlo Matematično knjižnico in nabavo revij. Ta dotacija je, žal, skromna

in pokrije le 8% celotnih stroškov nabave. Manjkajoča sredstva vsa leta

zbirata Oddelek za matematiko in mehaniko FNT (tudi na račun osebnih

dohodkov) in Oddelek za matematiko Inštituta za matematiko, fiziko in

mehaniko (iz priliva za raziskovalni program, v zadnjih letih pa tudi iz

programa mladih raziskovalcev). Skrb za knjižnico vsa leta spremlja strah,

da bo treba zaradi pomanjkanja denarja del revij odpovedati. Ta bojazen je

v zadnjem času še bolj utemeljena, saj se pripravlja sprememba financiranja

univerze. Vse kaže, da na račun osebnih dohodkov ne bo več mogoče izločati

dodatnih sredstev za knjižnico. Prav tako ni jasno, ali se bodo zmanjšala

dodatna sredstva, ki pritekajo z Ministrstva za znanost in tehnologijo ob

financiranju stažistov. Pomanjkanje sredstev za knjižnico bi za raziskovalno

delo pomenilo pravo katastrofo. Ena od posledic tega bi bila, da bi se naši

matematiki, ki se izpopolnjejo v tujini, teže odločili za vrnitev. Tudi tujci,

s katerimi sodelujemo na raziskovalnem področju, bi se bolj neradi odločili

za daljša gostovanja pri nas.

Kaj bi o vsem tem menil pokojni profesor Plemelj, če bi še živel? Najbrž

bi bil zadovoljen s tem, da je raziskovanje v matematiki v Sloveniji zaživelo

in da naši matematiki sodelujejo z veliko matematiki po svetu. Brez dvoma

pa bi ga bilo skupaj z nami strah za usodo Matematične knjižnice; gotovo

bi si prizadeval, da postane centralna knjižnica in da se njeno financiranje

sistemsko uredi.

Josip Globevnik

VABILO

Ob 190. obletnici smrti velikega slovenskega matematika

JURIJA VEGE

vas vabimo na kulturno prireditev, ki bo v soboto, 26. 9. 1992 ob 11. uri,

v njegovi rojstni vasi ZAGORICI nad Dolskim. Slavnostni govornik bo

prof. dr. Tomaž Pisanski.

Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije

Skupščina Občine Ljubljana Moste-Polje
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Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije s svojimi podružnicami svoje

aktivnosti, ki potekajo že vrsto let, posveča v letu 1992 spominu prof. dr. Josipa Plemlja:

REDNE DEJAVNOSTI

Tekmovanja

osnovnošolcev iz matematike za Vegova priznanja: šolska, občinska, državno

srednješolcev iz matematike: izbirna, državno, udeležba na olimpiadi

osnovnošolcev iz fizike: področna, državno

srednješolcev iz fizike: izbirna, državno, udeležba na olimpiadi

osnovnošolcev iz računalništva: šolska, področna, državno

srednješolcev iz računalništva: državno, udeležba na olimpiac

osnovnošolcev iz logike: izbirno, državno

srednješolcev iz logike: izbirno, državno, udeležba na olimpiadi

osnovnošolcev iz razvedrilne matematike |

srednješolcev iz razvedrilne matematike

jumi o

Udeležba v mednarodnem matematičnem tekmovanju mest

Na vseh tekmovanjih sodeluje okrog 16 000 učencev. Najboljše povabimo na naslednja

srečanja: Poletna šola iz matematike za osnovnošolce, Poletna šola računalnikarjev,

Raziskovalni dnevi iz matematike za srednješolce, Raziskovalni dnevi iz fizike za sre-

dnješolce

Raziskovalne naloge

Predavanja iz matematike, fizike in astronomije za učence

Izobraževanje učiteljev: 14. seminar iz matematike, statistika; permanentno izo-

braževanje učiteljev matematike, predavanja za učitelje fizike

JUBILEJNE DEJAVNOSTI

Obnova Plemljevega doma na Bledu

Publikacije |

Pri izdajateljski dejavnosti bomo posvetili Plemljevemu letu: Obzornik za matematiko

in fiziko 39 (1992) 3, Presek 19 (1991/92) 5, Zbornik Celovita predstavitev društevene

dejavnosti od 19/9 do 1992

Poster Zgodovina slovenske matematike, Predstavitev na |. evropskem matematičnem

kongresu

Razstave Življenje tn delo Josipa Plemlja v Skupščini Republike Slovenije i in na Pedagoški
fakulteti v Mariboru

Srečanje z učitelji mentorji in razgovor o tekmovanjih

OBČNI ZBOR NA BLEDU

strokovno srečanje matematikov, fizikov in astronomov, osrednja proslava Plemljevega
leta, slavnostna otvoritev obnovljenega Plemljevega doma

Društvo samo ne bi moglo izvesti tako obsežnega programa. Z nami sodelujejo: Inštitut

za matematiko fiziko in mehaniko, Inštitut Jožef Stefan, Ministrstvo za šolstvo in šport,

Ministrstvo za znanost in tehnologijo, Oddelki Univerze v Ljubljani, Oddelki Univerze
v Mariboru, Zveza organizacij za tehnično kulturo Slovenije

Predsednik DMFA Slovenije

prof. dr. Peter Petek
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NOVE KNJIGE

PRIJATELJ N., Osnove matematične logike, 2. del, Formalizacija,
196 str., DMFA Slovenije, Ljubljana 1992 (Matematika- Fizika ; 33)

V drugem delu monografije Osnove matematične logike obravnava av-

tor formalne sisteme, njihovo sintakso in semantiko ter dokaže nekatere po-

membne teoreme o teorijah prvega reda. | IH |

Oglejmo si na kratko vsebino. Knjiga je razdeljena na tri poglavja.

Prvo poglavje seznanja bravca z zgradbo formalnih sistemov, to je z jezikom

sistema, s termi in formulami, s pravili sklepanja in z izpeljavami oziroma

formalnimi dokazi. Drugo poglavje govori o sintaksi in semantiki izjavnega

računa. V sintaksi so opisani aksiomi in pravila sklepanja. Nato so dokazani

razni izreki in izpeljave, ki veljajo v tem računu. Izjavni račun ni polna

teorija, v njem obstajajo namreč formule, ki niso dokazljive, prav tako pa

niso dokazljive njihove negacije. Pač pa je to popolna teorija, ker so izreki

izjavnega računa natanko tiste formule, ki so tavtologije. Izjavni račun je

zato odločljiva teorija, obstaja namreč algoritem, s katerim je mogoče za

vsako formulo teorije določiti, ali je izrek ali ni. Nadalje velja teorem o

kompaktnosti, ki pravi, da je množica formul kompatibilna natanko tedaj, ko

je vsaka njena končna podmnožica kompatibilna. Aksiomi izjavnega računa

so med seboj neodvisni.

Najobsežnejše je zadnje poglavje, ki je posvečeno formalnim sistemom

prvega reda. Opisana je splošna teorija prvega reda, posebej predikatni

račun. Nadalje govori o razširitvah teorij in o ekvivalentnih teorijah. Za-

nimiva je semantika formalnih sestavov prvega reda. Predikatni račun je

neprotislovna teorija, ni pa polna. V tem poglavju zvemo, kdaj je pri dani

interpretaciji kakšna formula izpolnljiva, kdaj veljavna in kdaj ima teorija

model. Pomemben je teorem o popolnosti predikatnega računa, ki trdi, da

so v tem računu dokazljive natanko tiste formule, ki so logično veljavne, to se

pravi, veljavne v vsaki interpretaciji. Ta teorem je ekvivalenten teoremu, da

je teorija prvega reda neprotislovna natanko tedaj, ko ima model. Dokaz te-

ga teorema je avtor naslonil na Lindenbaumovo lemo, ki pravi, da ima vsaka

neprotislovna teorija prvega reda razširitev, ki je polna. Zal je pri dokazova-

nju te leme treba uporabiti logično načelo tertium non datur, načelo, ki pri

marsikom vzbuja pomisleke. Teorem o popolnosti pove, da je pojem sintak-

tične dokazljivosti ekvivalenten s pojmom semantične veljavnosti. Neproti-

slovna teorija ima nešteto modelov. Za vsako neskončno kardinalno število

obstaja model, katerega moč je to kardinalno število. Neskončna množica

formul, ki so zapisane v jeziku prvega reda, pa premore model natanko te-

daj, ko premore model vsaka njena končna podmnožica formul.

Zadnji razdelek zadnjega poglavja govori o teoriji prvega reda z ena-

kostjo. Normalen model take teorije je model, v katerem pomeni predikat

enakosti relacijo istosti. Vsaka neprotislovna teorija z enakostjo ima norma-

len model. Obstajajo pa tudi modeli, kjer pomeni ta predikat ekvivalenčno

relacijo.
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