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Letos 22. maja bo minilo 25 let od smrti nestorja slovenske matematike
akademika Josipa Plemlja. O njegovem zivljenju, delu in vpliva na sloven-
sko matematiko je bilo v nasem tisku Ze veliko objavljenega. V seznamu
hteratm‘e na koncu tega sestavka, SO navedeni le sesta;vki 0 Pienﬂju ki so

mlja poznal
SkOI‘&J trideset let, bil njegov ucenec, kolega prua‘teh in tudi naslednik, je
7z njim prezivel mnoge ure v prijetnem pogovoru. Tako je izvedel za mno-
go zanimivih podrobnosti iz Plemljevega otrostva, studentskih let, njegove
unjverzitetne kariere v stari Avstriji in na. ljubljanski univerzi v casu med
mMero strokovnostl da bralcu z matematicno izobrazbo privlaéno pricarata
Plemljeve znanstvene uspehe.

'V tem sestavku zZelim le na kratko obnoviti najpomembnejse podatke
o Josipu Plemlju, povzete iz dela [9]. Nekoliko veé¢ pa bi rad napisal o
svojem stiku s profesorjem Plemljem, o njegovem pedagoskem delu v zadnjih
letih pred upokojitvijo in o svojem pogledu na njegove zasluge za razvoj
matematike na Slovenskem.

Josip Plemelj se je rodil 11. decembra 1873 v vasi Grad na Bledu. Tam
je tudi obiskoval osnovno solo, gimnazijo pa v Ljubljani, kjer je leta 1894
maturiral. Med gimnazijskim soia,ngem se je vzdrzeval sam z mstrukczj
Ker je ze v srednji Soli pokazal velik talent za matematiko — saj je bil z zna-
njem vedno dalec pred snovjo, ki so jo obravnavali — se je po maturi odloéil
za Studij matematike na Dunaju. Bil je tako izjemen student, da je zZe leta

1898 uspesno zagovarjal doktorsko disertacijo z naslovom U ber lineare ho-
mogene Differentialgleichungen mit eindeutigen periodischen Koeffizienten.
Po doktoratu se je eno leto izpopolnjeval v Berlinu pri1 profesorjih Fuchsu in
Frobeniusu, drugo leto pa v Gottingenu pri profesorjih Kleinu in Hilbertu.
Leta 1902 je postal privatni docent za matematiko na dunajski univerzi, le-
ta 1907 pa izredni profesor za matematiko v Cernovicah. Ze naslednje leto
je bil imenovan za rednega profesorja, star komaj 35 let. Ob ustanovitvi
ljubljanske univerze leta 1919 je bil imenovan za rednega profesorja na filo-
zofski fakulteti. Postal je prvi rektor nove univerze. Na ,,svoji” univerzi je
profesor Plemelj predaval matematiko matematikom, naravoslovcem in teh-
nikom prek 40 let. Upokojil se je leta 1957, star 84 let. Po upokojitvi je se
nekaj let predaval matematikom kot honorarni profesor. Umrl je 22. maja
1967 v visoki starosti 94 let.

Plemljevo znanstveno delo obsega 5 knjig (eno v nemskem, tri v sloven-
skem in eno v angleskem jeziku) in 28 clankov (25 v mednarodnih in 3 v
domacih matemati¢nih revijah). Izvirne prispevke ima Plemelj na mnogih
matematicnih podrocjih: v diferencialnih in integralnih enacbah, teoriji po-
tenciala, funkcijski teoriji in teoriji stevil. Njegova dela so tako pomembna,
da si je v svojem razmeroma kratkem kreativhem obdobju pridobil sloves
enega vodilnih svetovnih matematikov. Najpomembnejsi Plemljev uspeh je
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Za svoje znanstveno in pedagosko delo je dobil Josip Plemelj stevilna
priznanja. Se pred prvo svetovno vojno je dobil v Avstriji dve zelo pomemb-
ni nagradi za knjigo Potentialtheoretische Untersuchungen, po drugi svetov-
ni vojni pa je prejel leta 1954 Presernovo nagrado. Bil je dopisni ¢lan Jugo-
slovanske akademije znanosti in umetnosti, Srpske akademije nauka in Ba-
varske akadenuje od ustanovitve leta 1938 pa redni clan Slovenske aka,deml—
je znanosti in umetnosti. Ob devetdesetletnici rogstva leta 1963 mu je uni
verza v Ljubljani podelila castni doktorat. Po smrti je bil deleZen 5e mnogih
casti. Po njem se imenuje osnovna sola na Bledu. V njegovi hisi na Bledu je
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije uredilo spominsko so-
bo, ki je vredna obiska. V njeni neposredni blizini stoji Plemljev doprsni kip
z vklesanima znamenitima formulama. V Ljubljani v Sentvidu se po njem
imenuje ulica. Leta 1969 mu je univerza v Ljubljani kot svojemu prvemu
rektorju postavila spomenik pred glavnim poslopjem na Kongresnem trgu.
Ob stoletnici rojstva je bil na Bledu mednarodni simpozij, ki je bil posvecen
podroc¢jem, na katerih je Plemeb aktivno delal. Letos — ob petindvajset-
letnici smrti — pa je koordinacijska komisija vlade R epubhke Siovemje dala
soglasje predlogu Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije, da
se leto 1992 proglasi za leto prof. dr. J osipa Plemlja. benem je ta komjsija,
sklenila, da vlada Republike Slovenije prevzame pokroviteljstvo nad vsemi
prireditvami, ki bodo posvecene Plemljevernu spominu, in imenovala mini
stra za Solstvo in Sport dr. Petra Venclja za predsednika castnega odbora za
Plemljevo leto. Ve¢jih ali enakovrednih casti je bilo doslej deleznih le malo
Slovencev. Med njimi ni nobenega znanstvenika. '

Po teh nastevanjih Plemljevih znanstvenih dosezkov in ustreznih pri-
znanj naj mi bo dovoljeno napisati nekaj besed o Plemlju — ucitelju, kot
smo ga dozivljali njegovi zadnji ucenci. Kot sem Ze omenil, je Plemelj pre-
daval matematikom visjih letnikov tri glavne predmete ki so se ponavljali
v triletnem ciklusu. Vsak od teh predmetov je obsegal po 5 ur predavanj
in 3 ure vaj tedensko. Tako  debelih” predmetov danes v uc¢nih naértih ni
vec. Ko je prisla v drugi Eetmk moja generacija, ki je maturirala leta 1953,
razpolovljena po bitki s profesorjem Vidavom, je bil pri profesorju Plemlju
. na vrsti predmet teorija analiti¢nih funkcij. Predavanja so se zacela z uved-
bo kompleksnih stevil z dvojicami in nas prvi vtis je bil, da je ta predmet
zelo lahek. Seveda se je kmalu pokazalo, da je resnica drugaéna. Profesorju
Plemlju je kljub visoki starosti 81 let in kljub mnogo pocasnejsemu tempu
predavanj kot v svojih najboljsih letih uspelo v nekaj tednih popelj atinas v
povsem nov svet kompleksnih funkcu Na svojstven nacin, ki mu je bilo zelo
lahko slediti, je nastajaia pred nami matematicna teorija. Vsako uro je pro-
fesor zacel s snovjo na sredini prejsnje ure, tako da smo vso snov praktiéno
slisali dvakrat. Tudi ¢e doma nismo preétudjr i prejsnje snovi, smo nada-
ljevanju lahko sledili. Predaval je pocasi, jasno, razlo¢no, na tablo je zelo
lepo pisal. Definicije, 1zreki in dokazi so si sledili naravno, kot je narekovala
potreba. Njegov slog je bil dale¢ od danasnjega suhega, strogo znanstvenega
zaporedja: izrek, dokaz, izrek, dokaz ... brez vinesne povezave in potrebne
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Princip ciklicnih predavanj je bil po eni strani zelo pameten in ekonomi-
cen, saj je en predavatelj opravljal delo treh, po drugi strani pa ni bilo vseeno,
kdaj si se rodil. Mi, ki smo zaceli z analiticnimi funkcijami, nadaljevali z
algebro in teorijo stevil, smo prisli do diferencialnih enacb Sele v cetrtem
letniku. Potrebovali pa smo jih Ze v prvem in drugem letniku pri fiziki in
mehaniki. No, tolazili smo se na koncu s tem, da smo vsaj pri studyu za
diplomski izpit razumeli tisto, kar smo ze imeli za seboj. Profesor Plemel;
je izpraseval matematike le pri obeh diplomskih izpitih. Pri B diplomi so
‘bile na vrsti diferencialne enacbe, pri A pa teorija analiticnih funkcij in
algebra in teorija Stevil. Bil je zelo prizanesljiv eksaminator, saj je bila
stroga selekcija storjena ze po prvem letniku. Kdor je prisel do diplomskega
izpita, je prakticno ta izpit tudi opravil. Izjeme so bile zelo redke. Izpraseval
je tako, da je moral kandidat v pregledni obliki obnoviti priblizno polovico
snovi. Govoriti je bilo treba vedno na pamet, brez pisanja na tablo ali na
papir.

Nasa generacija 1953-57 je bila zadnja, ki je poslusala Plemlja kot
aktivnega profesorja. Leta 1957 je konec maja odpredaval svojo zadnjo redno
uro. Ko nam je to povedal, se mu je v imenu studentov zahvalil France
Bresar. Ob spontanem aplavzu smo bili vsi zelo ginjeni, saj smo se zavedali,
da odhaja velikan, ki je bil na svoje delo zelo navezan. Takrat nam namrec
ni bilo znano, da je bil Ze pred petdesetimi leti svetovno znan znanstvenik,
zavedali smo se le, da je po svojih sposobnostih visoko nad nami, a vendar
clovek, ucitelj, dobricina.

Na koncu tega sestavka pa bi rad po svoje ocenil Plemljeve zasluge za
razvo] matematike na Slovenskem. Slovenci smo imeli 1zredno sreco, da se
je med nami rodil tak matematicni veleum, da je dobil za tiste case ugodne
pogoje za razvo]j, da se je uveljavil v svetu kot avstrijski matematik in tako
imel vse moznosti za stike z vodilnimi matematiki tistega casa. Ko je bila
po prvi svetovni vojni ustanovljena nova univerza v Ljubljani, pa smo ime-
i dodatno sreco, da se je profesor Plemelj odpovedal svojemu nadaljnjemu
uveljavljanju v svetu, se vrnil domov in zaoral ledino ne samo na novousta-
novljenem visokosolskem studiju matematike, pri poucevanju visje matema-
tike za tehnike, ampak tudi pri vodenju nove univerze in njene katedre za
matematiko. 7Zdi se mi, da je danasnja visoka kvaliteta nase visokosSolske
matematike predvsem posledica dejstva, da je bil prvi matematik na nasi
univerzi tako uspesen raziskovalec in tako izvrsten pedagog. Njegova osebna,
zasluga je, da se na matematiki ni mogel uveljaviti povprecnez, ki bi zacel
zbirati okrog sebe kvecjemu manj sposobne. Nekatere druge stroke na no-
vl univerzi take srece niso imele in se danes se poznajo posledice. Profesor
Plemelj je imel tako razvit cut za ocenjevanje sposobnosti posameznikov in
tako dobro intuicijo, da je lahko pocakal na pravega naslednika. Rajsi je
sam predaval za tri, kot da bi si za naslednika izbral neprimernega. Tako
mu je uspelo docakati, da se je na matematiko vpisal Ivan Vidav, talent is-
tega reda, kot je bil sam. Plemelj je Zze kmalu spoznal Vidavove sposobnosti,
ko je ta se kot student resil problem, ki ga je profesor kot neresenega ome-
nil pri predavanjih iz diferencialnih enach. Rezultat tega je bil, da je Vidav
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mocno narastle, saj je tudi stevilo studentov in stevilo studijskih smeri, ki
so vpeljale matematiko kot predmet, mocno narastlo. Izkljucno Vzdavova,
zasluga je, da je stevilo doktorjev znanosti, ki je bilo pred njim zelo majhn
(Anton Vakselj in Alojzij Vadnal), kmalu zacelo narascati. Bil je mentor
Francetu Krizanicu, Rajku Jammniku, Niku Prijatelju, Jozetu Grasselliju,
Antonu Suhadolcu, Zvonimirju Bohtetu in Gabrijelu Tomsicu, da nastejem
le tiste, ki so Se poslusali profesorja Plemlja. Do danes je Stevilo doktorjev
matematiénih znanosti narastlo na 40 in med njimi so nekateri tako sposobni,
da sami skrbijo za naraséaj. Za bodo¢nost slovenske matematike se ni treba
bati, saj ni vec odvisna od rojstva enega, za matematiko izjemno nadarjenega
posameznika.

Zvonimir Bohte
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Math. Subj. Class. (1991): 66F25, 13J25

Na elementaren nac¢in dokazemo, da je urejen arhimedski kolobar 1zomorfen enocli¢no
dolo¢enemu podkolobarju urejenega obsega R, 1n pois¢emo vse polne urejene kolobarje.

It 1s shown 1n an elementary way that an Archimedean ordered ring 1s isomorphic to
a uniquely determined subring of the ordered field R, and a description of all complete
ordered rings 1s given.

I1.9 Marsikatero Easﬁ nos &
enaﬁ{ na.sm kot z a ur ej en obseg. Tak
netricna, tranzitivna ter sovisna (v
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Podkolobar urejenega kolobarja uredimo z isto relacijo < in je urejen kolobar.
Definicija 3. Naj bosta K in £ urejena kolobarja.
Preslikava ¢ : K — L je naraséajoca, ce velja

a<b = ¢(a)<ed), abek.

Bijektivna preslikava ¢ : K — L je 1zomorfizem (urejenih kolobarjev), ce je
aditivna, multiplikativna in narascajoca.

Narascajoca preslikava je injektivna, zato z zozitvijo kodomene aditivne,
multiplikativne in narascajoce preslikave ¢ : X — £ na njeno zalogo dobimo
izomorfizem KX — ¢(K) C L.

Definicija 4. Urejen kolobar K je arhimedski, kadar za vsak par
pozitivnih elementov a,b € K obstaja tak n € IN, da je b < na.

1. nedski kolob arj 1

Urejen obseg je arhimedski natanko takrat, kadar je arhimedsko urejen
po definicijiiz {1, II1.9]. Vsak podkolobar kolobarja IR z obi¢ajno urejenostjo
je arhimedski. Tudi obratno je (do izomorfizma natancno) res, saj velja
naslednja posplositev izreka 18 iz |1, III].

Izrek 1. Urejen arhimedsk: kolobar K je 1zomorfen nekemu podkolobarju
urejenega kolobarja R. Pri tem sta podkolobar in 1zomorfizem nanj enolicno
dolocena.

Dokaz. Ce je K nicelni kolobar, izrek otitno velja. Denimo, da je K #
+ {O} Potem obstaja, pozitiven element e € K. Vzemimo pohuben a € KX.
Za vsak par m cZ, neNN Veha bodisi me < na bod151 me > na, vendar ne
oboje hkrati. Ce pa.ra m' € Z,n' € Nin m" € Z, n" € IN ustrezata pogoju
m'[n' = m”/n” velja

/ / /1 /7
me<na <= me<na,

zato mnozica vseh racionalnih stevil razpade na podmnozici

Sa _..{-—-—- m € Z,n € N, me < na},
m

Z, :{—;—- :m € Z,n € N, me > na}.

Ker je X arhimedski, sta S, in Z, neprazni. Dokazimo, da je vsako stevilo
1z S, manjse od vsakega stevila iz Z,.
Ce je my/ny v S, in my/ny v Z,, velja

mie < N4 1N Moe > Nya .
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Od tod brez tezav dobimo oceno

minqe < ninya < nymye,

Zato je stevilo nymy — myny pozitivno,

ki pove, da je | Ny My — M Ny )8 ~ 0.
torej n 1/'n1 < my/n;.

nih lastnosti sledi, da S

Ce mi/ny €5

od koder sleda

Podobno vidimo, da je vsota tevil iz Z, in Z, v Z
ola)+ @(b) =inf Z, +inf Z, > inf Z,,, = ¢(a+ b),

kar skupag s prejsnjo oceno da (2).
D mo, da je preslikava ¢ narascajoca. N

1) ; ﬁak LlATaVEIL 7% da, Je e < n
p(b—a)>1/n. S pomoqo (2) dobimo

p(a) < p(a)+ o(b—a) = p(b),

mie < nyain moe < nob,

zato
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in zaradi narascanja ¢ Se

Ty 1My

p(e’) < p(ab).

g 719

Od tod s pomod¢jo (1) dobimo oceno

o(a)e(b)e(e?) < @(ab) .

Podobno s pomoc¢jo mnozic Z, in Z, dokazemo, da velja tudi obratna
neenakost, kar skupaj s prejsnjo oceno da enakost

e(ab) = p(a)p(b)p(e?) . (3)
Ker je ¢(C) = 0 in zaradi (2) ¢(—c) = —¢(c) za vsak ¢ € K, velja (3) za
vsak par a,b € K.

Zaradi naras¢anja preslikave ¢ iz e* > 0 sledi ¢(e?) > 0.
Opredelimo preslikavo ¢ : X — IR s predpisom

P(a) = o(e?)p(a), a€k.

Iz (2) sledi aditivnost v, enakost (3) pa nam pove, da je 1 multiplikativna:

Y(ab) = Y(a)y(d) za vsak a,b € K .

Ker je funkcija ¢ narascajoca, @ preslika urejeni kolobar X na izomorfen
podkolobar 9(K) kolobarja RR.

Dokazimo Se enoli¢nost. Naj bosta £ in A
nega kolobarja IR in ‘

[ urejena podkolobarja ureje-

c:K—-Lint: K - M
izomorfizma urejenih kolobarjev. Potem je
p=10" L > M

izomorfizem urejenih kolobarjev £ in M. Vzemimo poljuben pozitiven r €

€ L in pri vsakem naravnem n izberimo tak m € Z, da velja

m+ 1
—.

<7r <

T
(L

Potem je mr < nr* < (m+ 1)r, in zato mp(r) < np(r?) < (m+ 1)p(r). Ker
je p(r) > 0 in p(r*) = p(r)? velja

m + 1
—

m
— <
— < p(r) <
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Ker zaporedje stevil a;, > 0 konvergira proti 0 in ker £ vsebuje vse cele
veckratnike clenov ay, je £ gost v IR. Od tod sledi, da je £ = IR, saj v
nasprotnem primeru pri » € R\ £ navzgor omejena mnozica {a € £ : a < r}
v £ ne bi imela najmanjse zgornje meje.

Pravkar dokazani izrek nam da naslednjo karakterizacijo sistema realnih
stevil.
Posledica 2. Poln urejen kolobar KX je 1zomorfen urejenemu kolobarju
R, ¢e 1ma vsay eno od naslednjih lastnosti:

(1 ) Mnozica KP je neprazna in nima najmanjsega elementa (za vsak poziti-
ven a € K obstaja takbeK da je 0 < b<a)

(2) Obstaja tak a € K, da je a* < a.

K ]e teda] urejen obseg, 1zomorfizem urejenih kolobarjev K — IR
en sam 1n je tudt 1zomorfizem obsegov.

pa je

Posledica 2 nam pomaga skrciti obi¢ajno druzino aksiomov za sistem
realnih $tevil, ki jo najdemo v 2, I.1].
Ohrammo aksiome I, I, III in IV, ki za,hteva,jo da so realna stevila za

seStevanje Abelova grupa, ter aksiome XL XII in XIII, ki govore o urejenosti
stevil. Distributivnostni aksiom X nadomestimo z zahtevo

(ma)(nb) = (mn)(ab),za vsak par stevil a,b in poljubna m,n € Z

)

aksiome V, VI, VII, VIII in IX v zvezi z mnoZenjem (asociativnost, komuta-
tivnost, obstoj enote 1 # 0 in obstoj inverznega elementa) pa z naslednjim:

Obstaja tako stevilo a, da je stevilo a — a® pozitivno.
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Namen ¢lanka je priblizati bralcu studij neasociativnih struktur. Opisana je kon-
strukcija algebre oktonionov s Q&yley Dicksonovim procesom in obravnavane nekatere
enacbe v tej algebri.

The purpose of this paper is to give a review of some results in the theory of
nonassociative structures to non-specialists. We describe a construction of octonions via
the Cayley-Dickson process and find solutions of some equations in this algebra.

11h sem

amen tega dank& je
nezanin ah D aﬁmiosk@, da, se 7 mo ne

§@ ga. z‘aziskom, no se

realnih
stoletja. Kako pridemeo d h
E‘Hgih Eazdeﬂuh SO obm,vnavam i povsem

Ste‘vﬂ n 50 se zeks Naravno pog lavili v m

(a,b)o (c

finirajmo Se involucijo na A

={c"a* — bd", —cb — a*d
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nas prepricata, da je preslikava % : 4y — A, res involucija. Algebro A
lahko vlozZimo v algebro A; tako, da elementu a € A priredimo element
(a,0). Prav tako se hitro prepri¢amo, da je element (1,0) enota v algebri

Aj.

o

Ce zdaj ponovimo isto konstrukcijo z A, namesto A, dobimo algebro
Ay. Ocitno lahko postopek ponavljamo v nedogled in tako dobimo zaporedje
algeber Ay = A, A, A5, A5,...,A,,..., v katerem je vsak ¢len razsiritev
prejsnjih. To zaporedje se imenuje Cayley-Dicksonovo zaporedje.

Zanimal nas bo samo primer, ko je Ay obseg realnih stevil in n = 3.
Preslikavo * : R — IR uvedemo kar s predpisom z* = z. Najprej si
poglejmo, kaj je R;. Ce oznatimo s ¢rko 7 element i = (0,1) € R4, potem
nam formula (1) pove, da je (a + ib)(c + di) = (ac — bd) + i(ad + bc). Torej
je R, izomorfen obsegu kompleksnih $tevil. Formula (2) nam pove, da je
(a+12b)* = a — b, kar je enako obi¢ajnemu konjugiranju kompleksnih stevil.

Zdaj bomo doloéili algebro IR,. Naredili bomo kar multiplikacijsko
tabelo za to stiridimenzionalno algebro. Naj bo 7z imaginarna enota v obsegu
kompleksnih stevil. Kot vektorski prostor je R, = C @ C. Pisimo 1 = (1,0),
1 =(%,0), 5 =(0,1) ter k = (0,—2%). S pomocjo formule (1) dobimo

ij = (4,0)0(0,1)=(¢:0—-1-0,0-0+4+(—2)-1) = (0,—%) = k.

S podobnimi racuni lahko dolo¢imo celo multiplikacijsko tabelo za algebro
R.,, ki je naslednja:

el 2 g5 k
11 = 3 k
1l —1 k —3
717 —k -1 1
klk 7 —i —1

Dobili smo znano multiplikacijsko tabelo obsega kvaternionov. Ta obseg
je asociativen, ni pa komutativen, saj je ¢j # ji. Formula (2) nam pove, da

je
(to + 12+ tag +t3k)" = tg — t12 — to5 — t3k.

Na naslednjem koraku Cayley-Dicksonovega procesa dobimo 8-dimenzi-
onalna . Stevila” IR

R, ki se imenujejo oktonioni. Pisimo ¢ = (1,0), e; = (4, 0),

€a = (330)7 €3 = (k,O), €4 = (031)3 €5 = (Oa"—i)a € = (07“3) ter €7 —
= (0,—k). S pomo¢jo formule (1) in multiplikacijske tabele za kvaternione
lahko napiSemo multiplikacijsko tabelo za oktonione, ki je naslednja:
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1 €1 €9 €3 €4 Ej €g €7

1|1 e; e, e3 eq4 e eg er
€11€1 ~1 €q —€9 €y —E€4 —E€7 &g
€yl €y —€3 —1 ey eg ey —eyq —es

€3 | €3 €9 —€4 — % €7 —€g €5 —€4

€4 | €4 —€5 —€g —E7
es |es €4 —ey eg —ey —1 —esz ey

€c | €g €7 €4 —E€ —E9 €3 —1 — €1

e~ |ler —eg €5 €4 —e3z —eq9 e; —1

I te tabele lahko razberemo, da eseq - €5 # e3 - e4e5, kar pomeni, da algebra,
ov ni asociativna.

2. Nek:

wtere 1identitete v algebri ocktonionov

Ceprav mnozenje pri oktomomh ni asocx.atwno pa SO oktomom zeio

oktomona ka,r kvadra.t obicajne evklidske norme v prostoru R
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Iz multiplikacijske tabele oktonionov razberemo, da je e = —1 in da je

e;e; = —e;e; zat # j. Lato se v zadnjem izrazu drugi in tretji clen odstejeta,

Cetrti pa je enak S/, 7.
(ii) S pomocjo (i) dobimo

2’ = z(2s(z) — z*) = 2s(z)z — zz* = 2s(z)z — n(z).

Ker sta s(z)in n(z) realni stevili, je  nicla realnega polinoma z* — 2s(z )z +

+ n(z).

Trditev 2. Naj bo ¢ # 0 oktonion. Ce je z = s(z), potem je podalgebra,

generirana z ¢, 1zomorfna obsegu realnih stevil. Ce je ¢ # s(x), potem je
podalgebra, generirana z ©, 1zomorfna obsequ kompleksnih stevil.

Dokaz. Ce je z = s(z), je trditev ocitna. Naj bo z # s(z). Ker je
n(z)~!(2s(z)z—z*) = 1, podalgebra, generirana z z, vsebuje R. Definirajmo

element e = L r—s(z)). Brez tezav lahko izracunamo, da je n(e) =
= 1in s(e) = 0. Iz dokaza Trditve 1 dobimo 0 = e* — 2s(e)e + n(e) = e? + 1
oziroma e’ = —1. Podalgebra {t; + tye;t;,t; € R} je izomorfna obsegu

kompleksnih stevil. Videti moramo samo Se, da ta podalgebra vsebuyje
element z. To sledi direktno iz \/n(z — s(z))e + s(z) = z. =

Naloga 3. S pomo¢jo formule (1) in dejstva, da je obseg kvaternionov

asociativen, dokaZite, da za poljubna oktoniona z in y veljajo enakosti z°y =
2

—z-zY,yr‘’=yr-xInTYy-T =T YT.

Algebre, ki zadoscajo prvima dvema od zgornjih identitet, se imenujejo
alternativne algebre. Ravno algebra, oktonionov je bila prvi primer alterna-
tivne algebre, ki ni asociativna. Kleinfeld je dokazal, da je, ob primernih
dodatnih predpostavka,h to tudi edn:u mozni primer. Precizna formula.cua
te trditve je naslednja:

Naj bo A alternativna algebra, ki nima netrivialnih idealov. Ce A ni
asociativna, je 1zomorfna oktonionskr algebr: nad obsegom, ki je 1zomorfen
centru algebre A.

V vseh alternativnih algebrah je podalgebra, generirana z enim elemen-
tom, vedno asociativna. Tore) so alternativne algebre potenc¢noasociativne.
Velja celo vec. Artin je dokazal naslednji izrek:

Algebra je alternativna natanko tedaj, ko je vsaka podalgebra z dvema
generatorjema asociativna.

Linearna enacba

3.

Naj bosta a in b dva oktoniona in naj bo a razlicen od ni¢c. Zamimajo
nas resitve enatb az = b in za = b. Definirajmo element a~! s predpisom
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Aﬁg@re Z a,stnosmo ki je opz_saa v zgonm trditvi, se 1mez ujqo a
z de 5] € nj em. Poleg oktonion udi druge algebre z del j enjem. 7
mivo pa je d @j SWO da dim aﬁgeber ne m 1t1 k
in Milnor sta dokazala, d nodis
limenzijo 1 2 @: a,h

rditev 5. A a od ni¢ razlicen oktonion.

(1) Ce je a = s(a) < 0, potem 1ma enacba z° — a = 0 neskonéno mnogo
resitev: {x 5{$} 0,n(z) = —s(a)}.
(11) V vseh drugih primerih ima enacba °—a = 0 dve nasprotno predznacens
resitvi.

1
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Torej je t2 — n(y) = s¢ in 2t0y = z. Denimo najprej, da z # 0. V tem

primeru tudi {5 # 0 In y = 2tnz Tedaj je n(y) = 1;1%—21. To nam da

, n(z) , so +1/56 + n(2)
{ = §g oOziroma iy = :
4t2 2

P
—

1n resitvi sta ¢q 9 = tp Z%g

Naj bo zdaj se z = 0. Tedaj je tudi 2tgy = 0. Tokrat imamo dve
moznosti. Oglejmo si najprej primer, ko je y = 0. Teday je td = sp = a,
kar pomeni, da je a > 0. Resitvi sta spet dve. Ce pa je t; = 0, potem je
—n(y) = sg = a, kar pomem da je a < 0. V tem primeru je y do}ocen SaImo

: enaCbO n(y) = —a. Resitev te enactbe predstavlja presek sfere S —(0) v

s podprostorom {0} x IR’. Resitev je torej ne samo neskonéno mnogo,
ampak tudi nestevno mnogo. To seveda pomeni, da kakrsnakoli enolicna
faktorizacija (kvadratnih) polinomov v oktonionih ni mozna. =

V knjigi |2] je zelo obsezen spisek literature o alternativnih algebrah. V
tem spisku med drugim najdemo tudi ¢lanke Kleifelda, Artina ter Botta in
Milnorja, kjer so dokazani izreki, ki smo jih omenjali.
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PACS 47.10.+¢

Dviganje mehurckov v pivu je mogoce priblizno opisati s preprostimi
je dobrodosel zgled, pri katerem ne velja ne linearni ne kvadratni zakon upora.

b4 ) 9 X F e ] ED | ]

The motion of bubbles rising in beer can be approximately described with simp
equations. This i1s a wellcome example where the dragg does not depend neither Eme&ﬁy
nor quadratically on velocity.

k dovolj zrase, se za

VZ gona o - fm*ga in dvi 1 gladini. N ost 1% Mﬁ@ m,gm C

m kot jedr 0?
° i 1 ara




x dV/dt < r*. Iz obeh zvez izhaja, da je hitrost dr/dt = v, s katero narasca
radij mehurcka, konstantna in radij linearno odvisen od casa

r = 1rg + v,1. (1)

Pri merjenju je treba paziti na to, da je kozarec s pivom valjasta leca in
je slika mehurcka, ki jo vidimo, popacena. Merilo je treba namestiti v
pivo in doloéiti radij mehurcka z merilom na fotografiji. Merjenje potrjuje
enacbho (1) [3].

Na mehurcek deluje Zemlja s tezo navzdol, pivo z uporom F,, v enaki
smerl in z vzgonom navzgor. Vzgon je enak tezZi izpodrinjenega piva z go-
stoto p = 1,00 g/cm?. V primeri z njo lahko zanemarimo tezo mehurcka,
sa] je gostota ogh}.kovega dioksida mnogo ma,njsa. Produkt mase mehurcka.
in njegovega pospeska je tudi majhen v primeri z vzgonom. Zato 1z Newto-
novega zakona priblizno izhaja, da vzgon uravnovesa upor:

F, = 0g . (2)

Slika 1. Odvisnost radija dvigajocega se
mehurcka od casa. Premica (1) se uje-
ma z 1zmerki, ¢e postavimo za zacetnl ra-
dij 7o = 0,18 mm in za hitrost narascanja
vr = 0,04 mm/s. Radij so izmerili le na 0.1k
0,04 mm natanc¢no zaradi zrnatosti foto-
grafij. V pivo so pomocili navpicno bakre-
no 7ico z zarezami in ugotavljali velikost

mehurckov po fotografiji [3]. gl 1 ; i
0 1 2 3

Izmerjene podatke za upor navadno strnemo v koeficient upora ¢, v
kvadratnem zakonu, ki se za kroglo z radijem » pri hitrosti v glede na tekoéino

glasi
F,=c, - %p'v?‘ﬂ'rz

(S1. 2). Za nase namene je bolje navesti ustrezni koeficient upora v linearnem
zakonu v tekocini z viskoznostjo 7:

F, = ¢, -6mwrnv,
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Pri tem je 2rpv/n R

~ 0,4 in ¢, =~ Re/60.

Stewgo
c’ A

aoo!~

= 3 . 703 e 7 O 5 . i 10 — g %

. Koeficient upora ¢, v odvisnosti od Reynoldsovega stevila na sirokem cbmocju.

Merilo je logaritemsko na obeh oseh. Crtkana ¢rta kaze linearni zakon, pikéasta pa
Oseenov priblizek [5].

owmo da z a,n.j e lezi R

— i
Cu, - |

ceprav oba vkljucujeta poteze
razlicnima uteZema.
Enacbo (2) prepisemo:

3

nza=]

priblizek
nitrost

namy

16gp°rf3
In?a? )

_ na
- 4rp3
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Izrazimo jo z visino z mehurcka nad mestom, na katerem je nastal: v =
= dz/dt = (dz/dr)(dr/dt) = wv,dr/dt, in z integracijo dobimo visino v
odvisnosti od casa:

' dx na 16gp°rs 3
_ 3y1/2 _ _ 0
- / [(1 | YL ) 1] y 20 = 4;0?}7-/6’ T = .

In?a?

Najprej smo vpeljali ¢ = r/rg in v zgornji meji izrazili z (1) radij mehurcka
s ¢asom. Racun je kratek samo za linearni zakon (a = 1, § — 0):

2p97G
27Tnv,

< 3 /
““sz““]_, z0 —
<0

V obeh preostalih primerih moramo numericno integrirati. Nas priblizek za
upor da izid, ki se zadovoljivo uyjema z merjenji, mehurcek pa bi se dvigal
mnogo hitreje, ce bi veljal linearni zakon, in pocasneje, ce b1 veljal Oseenov
priblizek.

e
-
oo,
bosu
pown
——

0

0 5 10 15 20 25 30

Slika 3. Koeficient upora c;, na ozkem
obmoc¢ju Reynoldsovih stevil, ki je po-
membno za dviganje majhnih mehurckov.
Crtkana ¢rta kaze linearn1 zakon, pikcasta
Oseenov priblizek, sklenjena pa nasega.

Slika 4 (desno). Izmerjena in izracunana

visina mehuréka v odvisnosti od ¢asa. Crt-
kana ¢rta je dobljena z linearnim zakonom,
pikcasta z Oseenovim priblizkom, sklenje-
na pa z nasim. Pri tem smo uporabili ro =
= 0,143 mm in v, = 0,042 mm/s.

Tako obvladamo gibanje mehurckov v pivu do visine deset centimetrov
in vec, ko radij ne preseze nekaj desetin milimetra. V mnogo debelejsi plasti
piva bi prislo do zanimivih zapletenih pojavov. Gibanja veéjega mehurcka.
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