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Math. Subj. Class. (1991): 65

Pri programih, ki omogocajo risanje s pomocjo racunalnika, srecamo pojem Bézierove
krivulje. V sestavku pojasnimo, kaj sploh to je, izpeljemo nekaj osnovnih lastnosti in
) y 14}
podamo osnovna podprograma za delo z Bézierovimi krivuljamai.

BEZIER CURVES

In applications where we draw with the aid of computer we find Bézier curves. In the
article basic definitions and properites of Bézier curves are given. Two basic procedures
for calculating with Bézier curves are also presented.

Ko u pretece vsa realna stevila m

sl., 1).

Obzormik mat. iz, 39 (1992) 2 o0



bomo oznacevali v nadaljevanju in dobimo

to(u)
t1(u)

to(u)

Ce izrazimo t5(u) s prejénjima toékama in uredimo, dobimo

|

(1 — ’U,)to “T- Utl,
(1 — u)t; + uty,

[l

(1 — uw)ty(u) + utq(u).

ti(u) = (1 — u)’to + 2u(l — u)t; + u’t,.

Ko u zavzame vrednosti med —oco in +o00, opise tocka t3(u) parabolo t*(u) :=
tZ(u). Narisimo 3e njen del za 0 < u < 1, skupaj z gornjo konstrukcijo

(s1. 2).

| d)
Shika 3

Za dani u smo z dvakratno linearno interpolacijo prisli do tocke na kri-
vulji, k1 j1 recemo Beézierova krivulja nad tockam tq,t,,t,. Bézierova kri-
vulja ni torej ni¢ drugega kot na dolocen nacin zapisana parametricna poli-
nomska krivulja. V nadaljevanju bomo videli, da to velja tudi v splosnem.
Kaksno korist pa sploh pricakujemo od takega zapisa polinomske krivulje?
Na sliki 3 vidimo nekaj Bézierovih krivulj, skupaj s pripadajoé¢imi tockami,
ki smo jih povezali v poligon.

Opazimo lahko, da krivulja odseva obliko poligona — lastnost, ki jo s
pridom uporabimo pri racunalnisko podprtem nacrtovanju.

34 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



5 1gon krivi h e t
: tocke.

tocka;

Bezier(n: integer; t: tocke; wu: real,
Vrne tocko na Bezierovi krivulji stopnje n }
var emu: real;

r,i. integer;

bez: tocka);

MY horAarnilr ot He 20 (1T0G9)Y 9 R



Shematsko lahko postopek opisemo takole

P
0123 4
0 % % % % X

Na vsakem koraku naredimo li-
nearno kombinacijo sosednjih dveh
tock 1z prejsnjega stolpca. Ta kom-
B binacija je baricentricna, saj je vsota

L2k % utezi enaka 1, in konveksna za u €

J ¥ %
0.1].
. € [0,1]

Lastnosti Bezierovih

Iz algoritma lahko izluséimo nekaj zanimivih lastnosti Bézierovih krivulj.
Navedimo nekatere napomembnejse.

tock

Interpolacija koncnih

Ce si za parameter u izberemo 0, dobimo t2(0) = t; in podobno t%(1) =
= t,,. Bézierova krivulja gre torej skozi zacetno in konéno tocko komroinega
poligona.

Afina invariantnost

Afine preslikave, med katere spadata tudi translacija in rotacija, so
pomembno orodje priracunalnisko podprtem nacrtovanju. Ker so Bézierove
krivulje invariantne za afine preslikave, je vseeno, ce npr. najprej izracunamo
tocko na krivulji s parametrom u in potem tocko afino preslikamo ali pa ce
najprej afino preslikamo kontrolne tocke in sele potem izracunamo tocko na
krivulji. To nam prav pride takrat, ko npr. risemo krivuljo, ki jo vrtimo v
prostoru. Namesto da bi rotirali vse tocke krivulje (tiste, ki jih potrebujemo
za izris), zavrtimo le kontrolni poligon in Sele nato izracunamo tocke za izris.
Sama lastnost sledi iz dejstva, da poljubno tocko Bézierove krivulje dobimo
kot koncéno zaporedje linearnih interpolacij, ki pa so same afino invariantne
in je torej afino invariantno tudi njihovo koncéno zaporedje.

Ce se omejimo na u € [0,1], lezi t"(u) v konveksni ogrinjaci kon-
trolnega poligona. Drugace tudi ne more biti, saj vsako tocko t;
bimo kot komfeksno baricentricno kombinacijo prejsnﬂh
S [0 1] je tudi 1 — u € [0,1], torej sta oba faktorja, s katerir
tocki, nenegativna in se sestejeta v 1. V
veksne ovojnice tock t,.

4. Bernstein

V uvodu smo trdili, da Bézierove krivulje niso ni
ske krivulje, zapisane na dolocen nacin. Za n = 2 sm
V tem razdelku pa pokazimo, da to velja tudi v splosnem.

Pokazali bomo,

36 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



ezerstrasovega a,pmksmacgskega 1zreka ([3 str. 288]) Le te zaplsemo kot

Ker je

in
(u) = 1.

ki 70 dolocagjo tocke tg,tq, ..

Zan =0inn = 1 txdﬁev ocgfm@ Veha,a Z upostevanjem 1
predpostavke dobimo

7=t

O hznrnile mat fiz 20 (1009Y 9 ~



Dokazali smo pravzaprav se nekoliko vec, saj nas zanima le primer za
r =nin z = 0. Vstavimo v zgornjo enacbo in dobimo Zeleni rezultat

krivulj

Poleg lastnosti, ki smo jih pokazali le na osnovi algoritmicne definicije
Bézierovih krivulj, nam izrazava s polinomi omogoca izpeljavo Se nekaj
lastnosti. -

Smer, v kateri oznacimo Bezierove ali kontrolne tocke t;, ne vpliva na
obliko krivulje. Dobimo isto Bezierovo krivuljo, ¢e jo konstruiramo s tockams
oznacenimi kot tg,t¢,...,t, ali pa oznacemmmi t,,,t,_1,...,ty. Razlikuje se

le smer, v kateri jo opiSe parameter u. Torej

Linomov

= B ;(1-u).

Obicajno nas zanima le tisti del Bézierove krivulje,
tockama, tg in t,,. Videli smo, da t1 dve tocki dobim

m /iato se s pammetm n u pogosto o eﬂmo na interval |0,
Vendar lahko gie damo na krivuljo defins poljubnim m |a, b
Vpeljemo lokalne koordinate ¢ = (u — a)/(b — a) tako, da izbira parametra
U= a mterpom zacetno, u = b pa koncno komm mc 0. Dana pmsh
intervala je poljubna aﬁna. preslikava. V mi P
to zapisemo kot

krajisce-

38 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



Bezierova krivulja, ki jo te tocke generirajo, je zopet ta daljica. Pokazimo
to.

é?b(%} —_—

Ker pa velja

dobimo

t"(u) = a(l — u) + bu,

torej tocko na daljici med a in b.

Z neposrednim racunom lahko preverimo, da se odvod baznega Bern-
steinovega polinoma izraza kot razlika ustreznih baznih Bernsteinovih poli-

nomov, ki sta za eno nizje stopnje:

B (w) = n(By5) (u) ~ By ()

du 7
Iz tega pa lahko izpeljemo formulo za odvod Bézierove krivulje

n—1
(w) =7n ) (tjp1 — t;)Br " (u)

7=0

d t?’l
du

ali z uporabo operatorja At; :=t,,; — t, nekoliko krajse

d . nol o
E—’Jt ('U}) = Athj (u}

Bézierovo krivuljo preprosto torej odvajamo tako, da diferenciramo kontrol-
ne tocke.

V1sj1 odvodi

Ce vpeljemo

in definiramo

ml'\nr\vn;]r vy & £~ DM L1000 D



lahko zapisemo

).

Dokaz si bomo ogledali v naslednjem razdelku.

Vstavimo v enatbo za k-ti odvod parametra 0 in 1. Vsi Bernsteinovi
polinomi, ki nastopajo v vsoti, razen prvega (pri v = 0) in zadnjega (pri
u = 1), so enaki nié¢ in tako dobimo

V robnih tockah je k-ti odvod Beézierove krivulje odvisen le od robne
tocke in njej sosednjih k kontrolnih tock. Enachi potrjujeta tudi dejstvo,
ki ga opazimo na slikah Bézierovih krivulj. Tangenta na krivuljo v tocki tg
poteka v smeri t; — ty, tangenta v tocki t,, pa v smeri t, — t,_;.

unanje odvodov

Pri uporabi Bézierovih krivulj pogosto potrebujemo poleg vrednosti kri-
vulje pri danem parametru se vrednost odvoda krivulje in morda se vrednost
nekaj visjih odvodov pri tem istem parametru. Za racunanje vrednosti kri-
- vulje imamo na voljo de Casteljaujev algoritem, vrednost odvodov pa bi lah-
ko izracunali po formuli iz prejsnjega razdelka. PokaZimo, da je slednje de-
lo nepotrebno, saj lahko vrednost odvodov dolo¢imo neposredno iz vmesnih
rezultatov de Casteljaujevega algoritma. Velja namrec

7%
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5=0

po zamenjavi indeksov pri prvi vsoti dobimo Zeleni rezultat

torej k-t1 odvod izracunamo tako, da naredimo k-to diferenco elementov

n — k-tega stolpca iz sheme de Cas%ehaugevega algoritma in jo pomn

z ustreznim faktorjem.

Zlozimo vse skupaj se v pascalski podprogram:

cedure dif(k: integer; t. tocke; var d: tocke);

pro

{ V d vrne k-to diferenco totk t[i], i = 0,...,.k }

var /. Integer;
begin for j ;= 1 to k do { fta diferenca }

for 1 == 0 to kK - J do

tli+1].x — t[i]..x
fi+1].y ~ dil..y.

procedure bezier_odvod(n,k: integer; t: tocke; wu: real; var odv: tocke);

{ V odvli], i = 0,...,k vrne vrednost itega odvoda Bezierjeve krivulje,
doloene s tolkami t[i], i = 0,...,n pri parametru u. }

var fakt: integer;
emu: real:
1,r. integer;
d: tocka:

Ohzornik mat iz 20 (1009 9



emu = 1 - u; | { lzratunamo n'/(n - k)!. }
fakt = 1;
for 1 .= n downto n — k 4+ 1 do fakt = faktxi
for r .= 1 to n - k - 1 do { Ne potrebujemo zadnjih odvodov. }
for /| ;== 0 to n - k — 1 do begin
tll.x = emuxt[i].x + wuxt[i+1].x
tll.y = emuxt[i]l.y + uxt[li+1].y,
end;
for r == n - k to n -— 1 do begin { N-r-ti odvod. }
for /1 == 0 to n - r do begin
tl].x = emuxt[i].x + uxt[i+1].x
tll.y = emuxt[il.y + uxt{i+1].y;
end; |
diff(n-r,t,d); { Diferenca vseh to&k. }
odvin—r].x = faktxd.x;
odvln-rl.y = faktxd.y;
fakt = fakt div r; { Popravimo faktor za naslednji korak. }
end:
{ lzraCunamo 3%e vrednost. }
odv[0].x = emuxt[0].x + uxt[l].x;
odv[0].y = emuxt][0].y uxt[1].y;

end:
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Math. Subj. Class. (1991): 17A40, 46H99

V drugem delu c¢lanka so opisami nekateri rezultati v zvezi s trojkami omejenih
lilbertovimi prostori.

linearnih operatorjev med |

i " & 7 B i, B8 4 I8 i
i S Ew f o iy 3 £ g i
i £ i i o s g b

g U i h B i

In the second part of our paper we give some results concerning triples of bounded
linear operators between Hilbert spaces.

Oy h7arnilk mat Az 26 (10G9) 9 A



Ce je K kompakten, A, B pa poljubna operatorja, za katera je mozno
tvoriti produkta AK in K B, potem sta operatorja AK in K B tudi kompak-
tna.

Ce zdaj oznalimo s K(H,K) podprostor kompaktnih operatorjev iz H
v K in vzamemo nek kompakten operator K € K(H,K), potem so za vsaka
zvezna operatorja A in B operator)i

{KAB} =KA*B = K(A*B),
{AKB} =AK*B = (AK™)B,
{ABK} =AB*K = (AB")K

zaradi obeh zgornjih trditev tudi kompaktni. To pa nam pove natanko to,
da je K(H,K) ideal v trojki B(H,K) (primerjaj drugi razdelek). Dobro
je znano tudi, da na neskoncno dimenzionalnih prostorih vedno obstajajo
operatorji, ki so zvezni, niso pa kompaktni. To pomeni, da v primeru, ko
sta H in K neskoncno dimenzionalna (0) # K(H,K) # B(H,K).

Naslednja trditev je posplositev trditve 4.
Trditev 11. Centroid trojke B(H,K) je izomorfen obsegu kompleksnih

Dokaz. 1. korak. Naj bo A neko kompleksno stevilo. Definirajmo
operatorJa C,,C_:B(H,K) — B(H,XK) s predpisoma

C.(X)=AX, C_(X)=2XX

za vsak X € B('H,K). Bralec se bo brez tezav preprical, da operatorja C
in C_ zadoscata identiteti |

C,({XYZ}) = {C,(X)Y 2} = {XC_,(Y)Z} = {XYC,(2)}

za o € {4+, —}, kar je bila definicija centroida v tretjem razdelku.
2. korak. Najbo A € B(H,K)innajbo {AXY} = 0za poljubna X,Y €
€ B(H,K). Tedaj je A = 0.
Vzemjmo pohubm vektor ho € H. Izberimo si se enotski vektor kg €
K. Defin : ' H — K s predpisom Xh = (h, hg)ky. Ta
operator imenujemo tenzorsk: produkt vektorjev ky in hg in ga oznacimo z
ko ® hg. Izracunajmo Se njegov adjungirani operator. Iz enakosti

(Xh,k) = ((h,ho)ko, k) = (h, ho)(ko, k) = (h, (k, ko) ho)
povzamemo, da je X*k = (k, ko)hg oziroma (kg @ ho)* = ho ® kg. Torej je
0={AXX}Yhg= AX*Xhgy = ||ho||*AX ko = ||ho||* Ahy.

Od tod je ocitno, da je A = 0, saj je bil hg poljuben vektor.

44 | Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2
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A = Ay = X Ce pa sta ky in ky linearno odvisna nenicelna vektorja, potem
je kl — ak27 zato j@ Aﬂcl —— Akl = A(akg) — QA!CQ — QAQkZ = Az(akz) =
= Ayk; in ponovno je A; = A,.

To pomeni, da obstaja tako kompleksno Stevilo A, da je C (X)) = A X.
Povsem podobno vidimo, da je C_(X) = AX.

skimi pari trojke B(H, K) (giq 1. del, razdelek

logoce dokazati naslednji Iezuhat ki je vsebovan v clanku [8]

V zvezi z avtomorfizen
6} je §

Na] bo (ay,a_) avtomorﬁzemskz par trogke B(H,K).

T edaj obrnljiva operatorja A E B(K) in B € B(H), da velja

a,(X)=AXB in a._(X} = (A*)'X(B*)™!

Delno je podoben dokazu
Poizkusite ga re-

Dokaz je predolg, da bi ga v celoti navajali.
trditve 11, Vendar so tehnicne podrobnosti zahtevnejse.
konstmzmm sami iz naslednjih podatkov:

(i) DokazZemo, da sta operatorja a in a_ zvezna.
dobno kot v ¢lanku [7].

(i1) Izberemo dva enotska vektorja hg in
k1 ® hy za primerna hy in ky.

iii) Definiramo operator A s predpisom Ak = a(k
pr

To naredimo povsem po-

ko in dokazemo, da je ay (kg ®@hg) =

® hg)hy in operator C
edpisom Ch=oa_(ky® h)"k;.
DokaZemo, da sta operatorja A in C obrnljiva in da je B = C™1.

(
(iv

Dokazali bomo e eno preprosto m‘ditem ki pove, da v teoﬂji trojk
nastopijo tehni¢ne tezave, ki jih pri algebrah ni. Ce v algebm B('H) vseh
omejenih linearnih operatorjev na Hilbertovem prostoru H definiramo nov
produkt X oY = —XY in novo algebro oznac¢imo z B(H)_, potem je
preslikava « : B(H) — B(H)_, definirana s predpisom «a(X) = —X,
izomorfizem algeber B(H) in B(H)_. Ocitno je namre¢, da je a bijektivna
preslikava. Poleg tega je

a(XY)= -XY = —(-X)(-Y) =

X)oa(Y).

Pri trojkah je situacija drugacna.

Trditev 13. Naj bo B(H,K)_ trojka s produktom [ XY Z]| = —XY™*Z.
Teday t'r'ogk'z; B{’H K) in B(H,K)_ nista izomorfna.

Dokaz. Izberimo dva enotska vektorja h € H in k € K.

=k Q h. Teda,j je

Naj bo A =
{AAA}z =(z,h)AA™k = (z,h){k, k) Ah =
=(z,h)(h,h)k = (z,h)k = Az

To pomeni, da je operator A nenicelna resitev enacbe {AAA} = A. V trojki
B(H,K)_ je zato operator A nenicelna resitev enatbe [AAA] = —A. Ce

46 | Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



B(H, K )_ izomorfni, bi morala bﬁi resljiva tudi
k nenicelen @p@mim B. Tedaj bi bilo

Za vsak ¢ € H oziroma B = 0, saj je norma vedno nenegativna.
Iroj je mogoce pgsta‘v.m v mnogo splosnejso teorijo tako
n takole:

pmghkz’wa h e line arna v prvem in tretjem faktor)
E{omugm*ano linearna v drugem. Tedaj VW imenujemo C*-trojka, ce je W
ciativna trojka in velja

HzyzH| < el llyll [12]],
{zza}] = ||z’

za vse .Y,z € W.
Ime C*-trojka prihaja iz sorodne teorije pri aﬁgebg& C™*-algebra je
kompkksna algebra 4 ki je tudi Banachov prostor in ima preslikavo # :

(i) {m + By)* = az* + By”
(ii) 2™ = 2
(iii) (zy)* =

(iv) [Jey]| < [iz

onaj.m anaﬁzi zelo veliko preucujejo. |
natematicni fiziki.

l je 1zpohgen pPrvl pogoj za C* trojko, je ocitno. Da je
Mpomjen tﬁdl drugi, se prepﬂcamo takok
Najprej je za vsak vektor h € H

X h|| 2 h, X _

kar nam pove, da je || X|| < |[|X*||. Ce zamenj amo X
resnici velja || X|| = [|X*||. Nadalje je

Obzornik mat. fiz. 29 (19992} 9 e



kar nam pove, da je || X|| < /[[X*X|| oziroma [ X*X| > [ X[|*. Ker je

obratna ocena trivialna, je celo | X*X|| = || X]||*. Zdaj v to enakost vstavimo
X*X namesto X in dobimo

| XX X|| = | X X|* = || X"
Po drugi strani je
12 X2CX| < (| XTI IA{X XX = (1 X[ {X XX < (X
Primerjava obeh zgornjih vrstic pove, da je
1X| ) {x XX} | = [1X]|°

Ce X # 0, potem lahko delimo z ||X||, ¢e pa je X = 0, potem so tako in
tako vsi produkti nicelni, zato je vedno ||[{X X X}|| = || X||°.

Iz definicije C*-trojke se vidi, da je vsaka zaprta podtrojka trojke
B(H, K) tudi C*-trojka. Iz teorije C*-algeber je dobro znano, da je mogoce
vsako C*-algebro reprezentirati na nekem Hilbertovem prostoru H kot za-
prto podalgebro algebre B(H) (glej [1, razdelek 62]). Zato se seveda zastavi
vprasanje, ali je mogoce tudi vsako C™-trojko reprezentirati kot podtrojko
trojke B('H, K) pri primerno izbranih ‘H in K. Odgovor na tako postavljeno
vprasanje je nikalen. Trojke B(H,K)_ ni mogoée reprezentirati tako, kar
nam pove dokaz trditve 13. Pac pa je Zettl v ¢lanku |9] dokazal naslednje:
CevC *-trojki W v nekaterih idealih zamenjamo predznak mnozenja, lahko
novo trojko W' reprezentiramo kot podtrojko trojke B(H, K) pri primerno
izbranih ‘H in K. |

Za konec navedimo Se problem, na katerega odgovor ni znan. Imejmo
C*-trojko W in v njej zaprt zunanji ideal J (glej razdelek 2). Ali je J
nujno tudi ideal trojke W? Pozitiven odgovor na to vprasanje bi pomenil
posplositev izreka, da je vsak zaprt ideal v C"-algebri zaprt za involucijo.

LITERATURA

[1] S. K. Berberian, Lectures in Functional Analysis and Operator Theory, Springer-
Verlag, 1974.

2] W. Kaup, Uber die klassifikation der symmetrischen hermiteschen mannigfaltigkeiten

unendlicher dimenston I, Math. Ann. 257 (1981) 463-486.

W. Kaup, Uber die klassifikation der symmetrischen hermiteschen manmgfczltwkmten

unendlicher dimension II, Math. Ann. 262 (1983) 57-T75.

| W. G. Lister, Ternary rings, Trans. Amer. Math. Soc. 154 (1971) 37-55.

O. Loos, Assoziative tripelsysteme, Manuscripta Math. 7 (1972) 103-112.

O. Loos, Alternative tripelsysteme, Math. Ann. 198 (1972) 205-238.

B. Zalar, Uporaba projektorjev pri dokazovanyu zveznost: odvajany, Obzornik mat. fiz.

38 (1991) 97-103.

[8] B. Zalar, On isomorphism, derivations and centralizers of triples, poslano v objavo.

[9] H. Zett]l, A characterization of ternary rings of operators, Adv. in Math. 48 (1983)
117-143.

<,

ECIEHES

48 - ‘ Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



PACS 62.30+d

Z jezickom v vlogi parametricnega ojacevalnika lahko dobimo mehani¢no stisnjeno
stanje, v katerem je Brownovo gibanje manj izrazito kot v toplotnem ravnovesju pri tej
temperaturli. Naprava prepricljivo pokaze, kaj zmore danasnja merilna tehnika.

With a very small cantilever used as a parametric amplifier a mechanical squeezed
state can be obtained in which Brownian motion is reduced with respect to thermal
equilibrium at that temperature. The device convincingly demonstrates the capability of
current measuring techniques.

torja s prem
& wd @ sveﬂgo Ze g

lem

800 um

G

Slika 1. Prvi mikroskop za atomsko silo [1]: A predmet mikroskopa za atomsko silo,
B diamantna konica na jezicku, C konica vrsticnega tunelskega mikroskopa, D jezicek iz
zlatega listica (njegova velikost je nakazana desno) kot predmet vrsticnega tunelskega mi-
kroskopa, Iu piezoelektricni kristal za vsiljevanje nihanja, F plast za oslabitev tresljajev, G
aluminijast jarem, I krmiljenje gibanje jezicka v mikroskopu za atomsko silo, J krmiljenje
gibanja ploscice v vrsticnem tunelskem mikroskopu.

Pri sprejemnih antenah za gravitacijsko valovanje v obliki velikih kovinskih valjev je
treba, na primer, zaznavatl zelo majhne premike med nihanjem.
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G. Binnig, ki je skupaj s H. Rohrerjem odkril elektronski vrsticni tunel-
ski mikroskop, je skupaj s sodelavcema predlagal, da bi za merjenje premi-
kov izkoristili ta mikroskop [1]. Tako se je razvil mikroskop za atomsko silo
(SI. 1). V vrsticnem tunelskem mikroskopu kovinska konica sledi povrsju
kovinske ploséice v konstantni oddaljenosti, tako da je tok elektronov skozi
prepovedano obmo¢éje med konico in ploscico konstanten. Pri mikroskopu za
atomsko silo vkljucijo med konico in ploscico jezicek, ki se zaradi sile rahlo
upogne. Konica na jezicku otipa povrsje ploscice in ob zahtevi, da ostane
upogib konstanten, je mogoce dobiti krivulje konstantne sile. Med ploscico
in konico jezicka ni toka — ta je samo med konico vrsticnega mikroskopa
in jezickom, tako da je mogoce preiskati tudi povrsje izolatorskih ploscic, ne
samo povrsje kovinskih ploséic. Pri merjenju s keramicno ploscico 1z alumi-
nijevega oksida so dosegli locljivost okoli 10™° newtona. Meriti je mogoée
enosmerno, tako da dolocijo ravnovesni upogib jezicka zaradi konstantne si-
le, ali 1zmenicno, tako da vsiljujejo jezicku nihanje blizu njegove lastne fre-
kvence in zaznavajo spremembo amplitude ali faze zaradi dodatne sile.

Pozneje so v mikroskopu za atomske sile premike merili z opticnim
interferometrom namesto z vrsti¢énim tunelskim mikroskopom [2]. Razvili
so ga posebej v ta namen in ga sestavljajo svetlobni vodniki, tako da je zelo
majhen in odporen (S1. 2).

\B _ D\ E
C —.

A
- |

L.

Slika 2. Interferometer za merjenje majhnih premikov v mikroskopu za atomsko silo [2]:
A laserska dioda iz galijevega aluminijevega arzenida, ki oddaja curek svetlobe z valovno
dolzino 830 nanometrov, B svetlobni vodnik, C usmerjevalna sklopka, ki vodi svetlobo
v kraka mterferometra, D jezicek s konico in piezoelektricnim kristalom za vsiljevanje
mhanja, E preiskovana ploscica, I krmiljenje gibanja ploscice v smereh osi z, y in z,
(& krmiljenje gibanja plos¢ice v smer1 os1 z pravokotno na povrsje, H podatek o premiku
jezicka, I nastavitev nicle, J signal. V sklopki se svetlobmi tok i1z laserja razdeli v dva
kraka, 2 in 3. Na mej kraka 3 z zrakom se nazaj v vodnik odbije 0,04 svetlobnega
toka, preostanek i1zstopi 1z vodnika 1n se sipa na jezicku. Odbit1 svetlobn1 tok 1n del
svetlobnega toka, ki se sipa nazaj in vstopi v vlakno, interferirata. Tako je signal odvisen
od razdalje jezicka od krajisca svetlobnega vodnika. To razdaljo je mogoce meriti na
desetino nanometra natanc¢no.
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Jezicek, katerega odmik 1

rili interferometricno, so uporabili

kot del p@mmeiimsnga @gamvuimm

Misel se je razvila iz 1zku

i mikroskopu za atomsko silo,
so 1nterfero: @miﬁm I
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Slika 3. Pregledm diagram naprave D. Ru-
garjain P.Grutterja [5]: A jezicek, B piezo-
elektricni kristal, C oscilator z lastno fre-
kvenco jezicka, D ploscica kondenzatorja,
E oscilator z dvojno lastno frekvenco, I in-
terferometer za merjenje odmikov dela je-
zicka, H signal, I kvadraturm fazni detek-
tor, J primerjalno nihanje z lastno frekven-

0 ] bliki silicijevega kvadra z dolzino
iikrometrov v prostoru s tlakom 0,12
N m krajiscu se ga je dotikal k ﬂsmﬁ
dmr od katerih se je prvi mzmgnﬁ, 1N

Prek njega j@ bilo mogoce wﬂjev 3

{M 3}

Joseju sta uporabila za nihalo ;
m, si m in deb dmg nekaj n
milibara pri sobni temperaturi {5]. I

dusenja ( in
m krajiscu je M a v raz - a E 5

Fnach ibanje nih zapisati dokaj pr @pm st 0.2
mnowga zakona dobim eibanje nihala, ki
/ maso m pomnozeni pospe sek T je enak vsoti

za nihalo na vijaéno vzmet. 7 j ._
vseh zunanjih sil, ki jo sestavljajo upor —20maz, sila —kx, ki tisci del proti

ravnovesni legi, in sila F(t) piezoelektricneg

V ¢lanku [5] je izpdj&v& bolj zapletena.
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V enachi je ¢ odmik od ravnovesne lege dela jezicka ob interfereometru. Dru-
ge kolicine — masa m, koeficient dusenja 3, sila piezoelektricnega kristala
F' in koeficient & — 1majo efektivni pomen. Enacba se od obicajne enacbe
za vsiljeno nihanje razlikuje po tem, da je koeficient k£ odvisen od casa.

Najprej se pomudimo pri tem koeficientu. Z napetostjo U(t) na kon-

denzatorju dovedemo nihalu delo: dA = F'de = dW, = d[3;CU*(¢)]. Tako
sledi F' = kz = U*(t)0C/0z in 3e k = U*(t)9°C/dz*. Napetost na kon-
denzatorju se spreminja z dvojno lastno frekvenco: U(t) = Uy + U, sin 2wyt.

Up je od Casa neodvisni del napetosti in U, amplituda ¢érpalne napetost:. Od
casaneodvisni del prispeva k efektivnemu koeficientu nihala, ki doloca lastno

krozno frekvenco wy = (ko/m)l/Q. Kvadrata Ug sin® 2wyt ne upostevamo in
z okrajsavo Ak = UyU,8°C/8z* pridemo do enacbe

:E Ak F(i)
LX) » b4 .
! 2 ﬁ ~rm— °

Piezoelektricni kristal napajameo z izmenicno napetostjo, ki niha z lastno

frekvenco s fazno razliko §: F(t) = Fycos(wpt 4+ §). Enacbo (2) resimo z

nastavkom ¢ = X coswgt + Xosinwgt, v katerem se kolicini Xy in X5 s
casom ne spreminjata. V tem degeneriranem primeru se prvi in tretji clen

izravnata, saj je Z + wiz = 0, in preostane

| — 23X coswgt + 23X, sin wgt+
Ak Ak

{ X coswyt sin 2wt X5 sinwgt sin 2wyt = (3)
m m
F Fy . .
~ ~Y ¢os § cos wot Y sin § sin wot.
m m

Adicijska izreka za kosinus in sinus kota 2wgt — wpt pripeljeta do zvez

cos wot sin 2wt = sinwgt + sin wgt cos 2wgt,
sin wot sin 2wgt = cos wgl — cos 2wt cos wyt.

Clena na desnih straneh z dvojno lastno frekvenco zavriemo, ker ojacuje
detektor le nihanje z lastno frekvenco. Enacba (2), ki nastane s tema
1zrazoma, velja ob vsakem casu in mora biti izpolnjena posebej za clene s
sinwyt 1n za clene s coswyt. Iz obeh zahtev 1zhaja

B Fosiné P Focosé
T 2mPuwe(1 - U,/U,)" T 2mBuwo(1+ U,/U,,)

X4

z mejno napetostjo U,, = 20ky/woUy(8%C/dz?).
Ojacenje, ki ga vpeljemo kot
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@jamme manjse | |
palna napetost %za

. Ojacitev G{%ﬂ in ojacitev G(0) v odvisnosti od ¢rpalne napetosti (a) in ojacitev

G(6) v odvisnosti od fazne razlike § (b) [5].

ljivi natancnosti pri merjenju

Razprava o doseg premika in o sili
ka&em g‘ve%@bm Cm‘@k 17 mteﬁﬂ“@ etra zm@m j@mC@E{ je o déa, bi

X5 1n izmerke vsako d es m 10 se
§@d ke. Dokler niso vkliuéil
beh kolicin enako izrazito in je
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porazdelitev dogodkov po X, podati z enako Gaussovo krivuljo z razpolovno
sirino 0,054 nm. Nato so vkljucili ¢rpalno napetost, tako da je ojacenje X5,
to je G(0), doseglo okoli 0,56 in ojalenje X;, to je G(57), okoli 4,7. Zdaj]
je bilo treba porazdelitev dogodkov po X, in porazdelitev dogodkov po X,
podati z razliécnima Gaussovima krivuljama. Razpolovna sirina druge se je
zmanjsala na 0,031 nm, ¢emur bi ustrezala ohladitev od sobne temperature
na okoli 96 K, medtem ko se je razpolovna Sirina prve mocno povecala (S1. 5).

0.4 :
L (a) . (b) )
0.2 L .
,,. §
= %
O+ e - -%E |
i - I g Slika 5. DBrownovo gibanje brez ¢rpa-
0.4 i 5 nja (a)in s ¢rpanjem (b). V prvem primeru
- . : je porazdelitev dogodkov po X, enaka kot
04— i porazdelitev dogodkov po X3, v drugem
-0.4 -004 -0.2 0 0.2 nm : : .
— - je porazdelitev dogodkov po X, zozena,
- - porazdelitev dogodkov po X; razsirjena
- - (zgoraj), Gaussova krivulja za porazdelitev
: - AN dogodkov po X2 je v drugem primeru ozja
. " o .. : o
o1 1 0o0r 0 005 o kot v prvem, kar prica, da je uspelo dobit1

“nm stisnjeno stanje (spodaj) [5].

To je bil imeniten dosezek, saj dotle;j SMSHJ enih Stanj V1 ehamka niso po-
znali. Pojav bi utegnili upombm za zmanjSanje termicnega suma maj
delov merilnikov. Razmisljajo na pnmer o moznosti, da bi po opisani poti
pripravili mehanicni resonator, na primer sprej emno anteno z7a gramta,cg sko
valovanje, v zacetnem stanju 7 nizkim sSum
ustrezni kvantni pojav, pri katerem so s parametricnimi
stisnjena stanja za elektromagnetno valovanje na mikrovalovnem in vidnem
obmodju.
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PACS 25.40 _m

Velik sipalm presek v singletnem stanju razloZzimo s tem, da sta globina in doseg
jedrskega potenciala sluc¢ajno ravno pravsna, da je skoraj natanko ¢etrt nevtronove valovne
dolZzine v potencialnem loncu protona.

i i o Ui, iz < .

2. THE SCATTERING CROSS SECTION OF NEUT!
EXCEPTIONALLY LARGE

The large scattering cross section in singlet state can be explained by an accidental
fine tuning of the depth and range of the nuclear potential so that i1t contains just about
one quarter wavelength of relative motion.
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ima tam vozle. Pri trdem potencialu pade valovna funkcija na steni na nic¢ in
je vozel na steni; pri mehkem potencialu je valovna funkcija znotraj dosega,
potenciala moéno zakrivljena, ker je tam kineticna energija velika, zunaj
pa Je za pocasne nevtrone zelo malo zakrivljena, vendar nekje seka absciso.
Kje jo seka (kje nastane vozel), je precej odvisno od nakljuéja, kako strma
je valovna funkcija tam, kjer zleze” iz dosega potenciala. Za kvalitativen
prikaz smo narisali kar pravokotno potencialno jamo. (Slika 1 na ovitku:
Valovna funkcija pri sipanju pocasnega nevtrona na protonu v stanju S=0 (s)
in S=1 (t).)

Ce sta spina paralelna, je potencial dovolj moéan, da se valovna funkcija
prevesi in seka absciso 5,4 im od izhodisca, kar je pa precej dlje od dosega
potenciala ~ 2 fm. Ce pa sta spina antiparaieina je valovna funkcija zunaj
dosega potenciala se mnogo poloznejsa in navidez izhaja iz vozla na levi, na
—23,68 fm. Razlog za tako ,poloznost” je nakljuéje, da je skora;j natanko
cetrt valovne dolzine znotraj potenma,la, cisto malo manjka. Posledica pa je
ogromen sipalni presek ¢ = 47(—23,68 fm)? = 7046 fm*. (Ista formula za
presek velja tudi, ¢e je vozel na levi in a negativen).

LITERATURA
[1] E. Segre, Nucle: and Particles, Benjamin, New York 1965, str. 383 in 701.

PRIMER DEDEKIND

Slavni nemski matematik Richard Dedekind je umrl 12. februarja 1916
star 84 let, vendar pa je v Knjizict pomembnih datumov za matematike, ki
je bila namenjena udelezencem mednarodnega matematicnega kongresa v
Heidelbergu leta 1904, naveden kot datum njegove smrti 4. september 1899.

Dedekind ni ostal dolzan sestavljalcu te knjizice. Napisal mu je pismo s
priblizno takole vsebino:

LI W

membnih datumov ste se hubezmvo spomnili tudi mene. Zelo hva-
lezen sem vam za to, vendar pa naj si vas dovolim opozoriti, da ste
pri navajanju datuma moje smrti napacno navedli vsaj letnico.”

Boris Lavric

Podobno kot Dedekindu se je zgodilo tudi profesorju Viadimiru Kustru
1z Kranja, ki smo ga v prejsnji stevilki Obzornika med dobitniki priznanj
za delo z mladimi pomotoma navedli kot pokojnega. Kolegu Kustru se
za neljubo hudo napako iskreno opravicujemo in mu zelimo Se mnogo let
zdravega zZivljenja.

Uredniks
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uma. Ker je logika v osnovah matematike, je Prijatelj seveda logik. Celo
prvi slovenski matematic¢ni logik je. Vendar ni le to. Zanima ga tudi filo-
zofija matematike in filozofija znanosti. Prek njega smo prish matematiki v
stik s filozofi. Slisal sem ga Ze predavati o tej tematiki; upam, da bo svoja
razmisljanja tudi objavil.
Vsak, ki ga pozna, bo pritrdil, da je Niko Prijatelj zagovornik razuma na
vseh ravneh, saj se zaveda prednosti racionalnih odlocitev pred custvenimi.
Ni politikant, vendar je nazorsko opredeljen in v kljucnih trenutkih an-
gaziran. Tako je bil med drugo svetovno vojno vkljucen v OF, zaradi cesar
se je znasel v italijanskem taborisé¢u Gonars. Po vojmi je bil nasprotnik to-
talitarizma, v Novi reviji je objavil kriticno razmisljanje o drzavi, sodeloval
je pri snovanju opozicijske SDZ, po zmagi demokracije pa se je umaknil iz
Oﬁtikee

Ljubezen in skrb profesorja Prijatclja je sSola, predvsem gimmnazija.
srednjo 5olo je ves cas nelocljivo povezan. Nikoli ni nehal verjeti, da je kvali-
tetna gimnazija in predvsem kvaliteten pouk matematike na njej tisto deblo,
iz katerega raste razvejena krosnja univerzitetnih specialisticnih smeri. Nje-
gova prva sluzba je bila na gimn aziji Pouceval je v Sarajevu, Postojni in v
Ljubljani. Tudi na univerzi se je najprej posvecal metodiki pouka matema-
tike, k&sneje pa je prevzemal se druge predmete Pogosto je bil mentor pri1
diplomah iz pedagoske matematike. Bil je pobuds 1k in idejni VOdj& tretje
stopnje za pedagoge Na mej je predawﬂ o aksiomatskih sestavih.

V okviru Drustva 1 atematﬂmv fizikov in astronomov Slovenije je
veckrat imel seminarje za gimnazij ske profesorje, s svojimi predavanji pa je
navduseval za matematiko tudi srednjesolce. Gotovo ima za okrepitev stevila

matematikov posebne zasluge. (To vem iz lastnih izkusenj. Ce bi slu¢ajno
ne zasel nekega davnega dne v novembm. 1963 na Univerzo na drustveno
redavanje p}:ofesoma Prijatelja o mnozicah, bi bil dandanes verjetno kemik
ali strojni inZenir.)

Tako kot veCina matematikov je tudi on zaman nasprotoval uvajanju
usmerjenega izobrazevanja in unicenju gimnazije. Ko je postalo ocitno, da
je reforma srednje sole zavoZena in se je pripravljala reforma reforme, je pro-
fesor Prijatelj s strokovnimi drustvi izpeljal 1zjemen projekt: zacrtal in obja-
vil je svoj predmetnik sodobne gimnazije. To je pri Solskih birokratih ;
katerih drugih ljudeh ozkih pogledov povzrocilo pravo pohujsanje. Tedanja
solska oblast je projekt ignorirala. Tudi prvi Solski minister v demokmﬁém

dobi je na Prijateljev projekt pozabil. Ocitno Se nismo zreli za odlocanje na
podlagi razumskih argumentov.

Niko Pri

Prijatel] s svojim delom daje neizbrisen pecat vsem nam, ki ga
poznamo. S5 svojo pokoncno drzo, prijaznostjo in sirokimi pogledi zbuja
Spostovanje tudi pri tistih, ki se z njim ne strinjajo. Med nematematiki je
ucink kulturo in z neomajno

ovit ambasador 1 atemaﬁﬂm Z; optimizmom, s
odiocnosmo je zgled za mlajse kolege.

Ob zwhenjske jﬂbﬂ@jﬁ zelimo profesorju Prij atdju da bi v zdravju in
ustvau alnem miru uresniceval SVOj@ nacrte in s svojimi deli in idejami Se
naprej bogatil slovensko matematiko.

Tomaz Pisansks
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Dokazani so razliéni izreki naslednje vrste: Kompleksna premica L naj
sece gladek rob bD omejenega, obmocja D C C" transverzalno, za zvezno
funkcijo f na bD pa naj veha I fw = 0 za vsako (1,0) formo w na C" s
konstantnimi koeficienti. Ce je ta Morrerov pogoj izpolnjen vzdolz vsake
premice iz druzine transverzal, izpolnjuje funkcija f na delu roba bD sibke
Cauchy-Riemannove enacbe.

273. Skalarnost, dobra omejenost in elementarni operatorji. Nosi-
lec Milan Hladnik, sodelavec Bojan Hvala.

Elementarni operatorji z normalnimi koeficienti so vedno skalarni v
Kluvanekovem smislu. Algebraiéno je karakterizirana njihova o-skalarnost.
Dani so kombinatoriéni pogoji za o-skalarnost Schurovih multiplikatorjev in
obravnavana dobra omejenost posplosenih mnozeny.

l? 10 urejene topoloske algebre. Nosilec Boris Lavric, sode-
Eave ¢ Bo j an Magajna.

Dobljeni so nekateri zadostni pogoji za lokalno urejenostno konveksnost
in za lokalno strnjenost topologije. Posebej so obravnavane Arhimedove pol-
pra f-algebre, ki so hkrati sekvencialne topoloske algebre. Za nekatere Ri-
eszove podprostore LcCc (X , ), kjer je X lokalno kompakten Hausdorffov
prostor m E Ba.nachova, reza, so ortomorfizmi na L reprezentirani s krepko

mi funkcijan

275. Dualna o upa funk monahle diferencialne enacbe. Nosilec
Mastinzek

unkcionalno diferencialno enacbo z(t) = Az(t) + Bz(t) + Lz, kjer

infinitezimalni generator polgrupe, ki nastopa tudi v retardiranem

delu Lz;, in B zaprt, gosto definiran operator, je definirano zaporedje

solucijskih polgrup 7T (t) in dokazana njegova konvergenca. Podana je tudi
karakterizacija dualne polgrue T™(t).

. Koncnoraz se Z1 E. oper ator J 1. Nosilec Matjaz Omladié, sode-
R . Oibro Ok e

nmenf elder in John 1]

Vpeljan je nov pristop k studiju operatorskih polinomov s polinomski-
mi moduli oziroma njihovimi komodulskimi duali, ki so komoduli linearno
rekurzivnih zaporedij. Ustrezni podkomoduli nadomescajo Jordanske ma-
tricne pare. V drugem delu so dokazane analogije k Jacobsonovemu in B
sidovemu izreku o gostoti za Jordanske algebre operatorjev,

Nosilec Peter
Kobal in Janez

Kvadraticni in seskwhnear
nladi raziskovalci J
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Analizirani so razliéni algoritmi in tehnike v okviru revidirane meto-
de simpleksov in metode notranje tocke za resevanje linearnega programa.
Glavni poudarek je na uporabi Schurovega komplementa matrike, primarno-
duah’u metodi notranje tocke in raznih ucinkovitih metod za ddo Z Tazprse-

mi matrikami. Razviti algoritmi so vgrajeni v programski paket za delo
na osebnem racunalniku.

Raziskana je stabilnost togih linearnih robnih problemov njih resevanje
z Riccatijevo transformacijo in ustrezni algoritmi za Iesevame Rmcameve
enacbe z Newtonovo iteracijsko metodo. 7Za simetricno R '
je predlagan eksplicitni algoritem.

Naloga nadaljuje mziskovanje podpﬂega geometﬁjskega
nacrtovanja 7z aproksimacijo in interpolacijo to¢k v ravnini, pm cemer kot
nkovito oro dje up ombha odsekoma kvadraticne krivulje v Bézierjevi obli-
ki, ki so v lomnih to¢kah G? zvezne.

avec S yver t N

Stabilnost racionalnih aproksimacij eksponentne funkcije z realnimj
je pomembna pri konstrukciji metod R .

Lunge- Kutta z realnimi
mi. 5 teorijo biortogonalnih polinomov je dokazano, da so nicle koiokam
CUSklh pohnomov reahle pomtwne in enostavne, Ramskana, je napaka in

u kvaternionov in sorodn

V prvem delu naloga raziskuje strukturo kvaternionske Juliajeve mnozi-
ce za kvadratno druzino X “+@Q in jo predstavi z inverznimi slikami ekvatorja,
ki je geometrijska sfera. Nadaljevanje pa je posveceno holomorfni dinamiki,
elementarnemu opisu Juliajevih in Mandelbrotovih mnozic, iteracijsko ge-
neriranim fraktalom in poljudni predstavitvi kaosa.

Nosilec M

mbolicno resevanje diferencnih

k, sodelavec Dana Scott.

Predstavljena je obsezna implementacija metode rodovnih funkcij v zna-

nem sistemu za simbolno racunanje Mathematica, dokazan eksistencni izrek
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grup in z nekaterimi razredi grafov, ki jih porodi delovanje klasicnih grup.
Podana je popolna klasifikacija po tockah tranzitivnih pg-grafov.

11 v topoloskl in aigebra jski teonjl grafov
omassen, Neil Rob
artin Juvan.

kat en now prijen
Bojan Mohar, sod lelavci Carsten Th
|, mladi raziskovalec M

son in D arko

Obravnavani so razliéni problemi teorije grafov: kombinatoricna lokalna
ravninskost in Sirina vlozitve grafa v s}denjeno ploskev, vlozitve ravninskih
grafov v projektivno ravnino, genenmnje ciklicnih triangulacij projektivne
ravnine in barvanje grafov z omejenim rodom.

. Top teorua grafev 1 Hwamante grafov — 9.del. Sonosﬂw

Janez Zerov ﬂc.

V nalogi so zajeti razlicni pmbiemi teomje grafov, kombinatorike in
uporabe teoreticnega racunalnistva pri grafih.

296. Slu Eaj ne mere suit _,
o Gravner in Matjaz O

man, sodelavci Velimir Bole, Jank

Predmet raziskave je slucajno vzorcenje tock Poissonovih procesov na
abstraktnih prostorih. V primeru gamma ali stabilnih enostranskih Leé-
vyjevih procesov lahko predstavimo relativne velikosti skokov z modelom
alokacije ostankov. Obravnavana so tudi izbiranja ekskurzij v Markovskem
procesu, posebej v primeru Brownovega gibanja in Besselovega procesa.

! Izvle¢ki raziskovalnih nalog za leto 1990 so bili objavljeni v Obzorniku mat. fiz. 38
(1991) 80-84.

Lani smo zabelezili 26 novih ¢lanov Drustva matematikov, fizikov in astronomov
Slovenije. Istotasno pa smo iz seznama c¢lanov drustva ¢rtali 113 naslovov, ker nam ti
naroc¢nikt Obzornika do konca leta niso poravnali svojih obveznosta.

Chiril Velkovrh

1574. BAUMGARTNER 1582. MANDELJ Matjaz 1591. KOK Bozo

Tone 1583. MICOVIC Jelena 1592. STRLE Saso
1575. BLATNIK Renata 1584. PETEK Simona 1593. SIFTAR Sabina
1576. GALUN Ljubica 1585. RAIC Martin 1594. SLIBAR Matjaz
1577. GOGALA Andrej 1586. RAMSAK Anton 1595. TEMENT Jelena
1578. JARC Igor 1587. RANDL Irena 1596. TRCEK Primoz
1579. KASTELIC Rafael 1588. REDE Slavko 1597. VUJOVIC Goran
1580. KEREC Joze 1589. RUPNIK Darja 1598. ZMAZEK Blaz
1581. KUZMA Bojan 1590. SABAZ-DERANJA  1599. ZUREJ Peter

Loredana

F W |
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