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Viath.Subj.Class.(1991): 68Q40, 97A30, 97B25, 98A30

Pred leti so kalkulatorji spremenili nas pogled na doloena podro¢ja matematike in
njene ﬁp@ﬁ‘&bﬁ Se(h,j je na pomolu nova sprememba. Prinasajo jo programi za simboli¢no
. i ° M £1 1 progran 1 sploh so in ali imajo mesto v Solah. Na kratko
m DERIVE, po avtorjevemn mnenju trenutno najprimernejsi

B i o

A few years ago electronic calculators changed our view of certain areas of mathe-
matics and its applications. Now new changes are coming. They are brought about by
programs for symbolic computation. Let us have a look at what these programs are and
how they can be used in education. RIVE, in author’s

We will also briefly introduce DER
opinion a program most suitable for use in Slovenian schools at the present time




m, ali so te vrste pro gr aml primerni pri pou-
m pri pou ku matematike. M m so bila dokaj deljena,
vendar so si programi v glavnem izborili svoj prosto&* v éoistvu
u programov za simboli¢no racunanje se v soli kaze na dveh
h (kot den onsn‘amjsko Smdsécvo ucitelja in za Eaboratomjske vaje
Posebej bi zdd poudanm da mkusnje 7 up ombo te pro-
amov kaz €] 0, da so zh,sn uporabmni metih (npr. &
ika, ni predin ...), ki se m
Tam omogoca jo, da se iz 0 gnemo poenostavitvam, uporabljenim
s ali dolgotrajnosti dolocenega izracuna (npr integrala, limite, . }
ni pa tuje izkusnje kaZejo tudi na to, da je pnpomcljwo se vec,

knjige, ki so ze iz ﬂe'
to, da me te vrste uspesno up@mblj a]o ucenm pri smostOjnem odikm«-

nosti, kontroli svoj

boﬁéno raéunanje

I P @V@daﬂo veha za pohuben program za SE
nekaj zaradi k Vaht ete, neka j Zar adl u

nih. Med njimi prav posebno ﬂo go
enestavnega mzioga Vemna

nim kopm tes or 3 erm de I

pa program Derive za svoje d dova,m e po-
mljen z disketno enoto 1n 512
ma ni zanem aﬂjw saj se hpmna
. in 1200$ Derive pa proizvajalec
, prednosti ne placamo prehudo. Seveda se
Mathematico po kvam&m graﬁcmh 1zpasov

2 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1
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ta na delovno povrsino izpise kot ulomek in brez znaka za mnozenje, drugace
pa nespremenjen. Program izraze torej le oblikuje in jih ne ovrednoti. Z
izbiro Simplify izraze poenostavimo. Ce je izraz, ki ga poenostavljamo,
realno Stevilo, kot rezultat dobimo okrajsan ulomek ali kar se da skrceno
iracionalno stevilo. Programu ne delajo nobenih preglavic tudi zelo velika
stevila. Tako 26! poenostavi v 403 291 461 126 605 635 584 000 000. Veckrat
pa nas ne zanima tocen, ampak le priblizen rezultat. Takrat uporabimo
izbiro approX, ki nam vrne priblifek vrednosti izraza. Tako je (7/8)%
priblizno 1.81467 - 107°. Seveda lahko poiséemo tudi tocen rezultat. Ta
se izraza v obliki okrajsanega ulomka z 82-mestnim stevcem in 90-mestnim
imenovalcem.

Z: ukazom Factor razstavimo stevilo na prafaktorje. Prej izracunanih 26!
se razcepi na 2% 319 5% 79 112 132 17 19 23 v trenutku na Se tako pocasnem
racunalniku. Razcepimo lahko tudi ulomek, ki se pri tem tudi okrajsa.

Pri racunanju z iracionalnimi stevili Derive uporablja razlicne poeno-

stavitve. Tako Derive \/(4 — 2 % \/5) poenostavi v ﬁ — 1,

\/\/§+1+\/3\/§+3
\/24\/§+40

Y

1
_}. ——
2

111\/5—}—\/_4—\/5-— 4v2\/—

cije. Uporabljamo jih lahko tako nad realnimi
ili. Ce pa katere funkcije ne pozna, jo lahko

Demve pozna stevﬂne funk

Ezmze ki vsebujejo Spremen_hwke vnadamo tako kot stevilske izraze, z
1zbiro Author Dobljene izraze poenostavimo z ukazom Simplify. Oglejmo
s1 nekaj primerov.

(z4a) —2xaxz — 2z°+4a°
2% (2 — ) — (2 —y*)°x(2+2° =3) — (3—2xy?)x(z*—y?)°

(:c+(a+1)10)2—(a+1)20 — :c2+2*:c*(a—|— 1)10

a3 53 3

(a—Br(a=c) (B_o)x(b-a)  (ca)r(c=p = oTbte
(axn+bxm)°+ (a*xm—bxn)’ .

(axp+bxq)?+ (axq—bx*p)?

(p*2’ +(k—s)xz —  —s/t
(pxz?+(k+1)xz

Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1






Nekaj integralov, ki jih Derive uspesno uzene:

sin(az® + b)
3a ’

ij cos(az” + b)de —

ni integral

e integral na neskonénem obmodju

- poo 1
/ —dz — —,
a2 < G

integral s singularnostjo v koncni tocki

Jz

ni integral

rroopNr2—z? p
/ rydyde — —.

Seveda bi lahko navedli tudi precej integralov, ki so za Derive trd oreh.
Z vecino srednjesolskih integralov pa ne bo vecjih tezav.

Seveda program ni idealen in mu lahko precej stvari zamerimo. Tako
ima glede na danasnjo raven programsike opreme dokaj zastarel uporabniski
vmesnik, ki pa je enostaven za uporabo. Vgrajena pomo¢ je dosegljiva
le na nivoju in nas obicajno napoti samo na ustrezno stran v
prirocniku. Cepmv imamo moznost dela z vec¢ okni, pa jih ne moremo
pob ubno poveeevah in zmanjsevati in premikati po zaslonu. Glavna pomanj-

ama pa je ta, da grafitne slike ni mogoce neposredno poslati

1 moramo pomagati z enim od reziden¢nih programov. |
Po drugi strani pa je program dokaj enostaven za uporabo.
mo na oddelku za matematiko v sk Eopu traj nega mobr az eva,nj au

85

matematike 1zvedli d
manje za uporabo n ama precej snj e, SIn 0 _

%eéaja, vsakega s pﬁbhéno dvajseﬁ ni ud:leZenci. Cepmv se je vecina tecaj-
nikov s programom srecala prvic, so ga p 3 S est h urah ze dokaj zad ovob 1VO
'upombh ali. Na predavanjih so se mnogi sanimali za nakup tega program
Po stevilnih dogovorih, ki ph je, zal, prekmﬂa vojna v Sloveniji, so se na
4,avo c u za solst vo odlocili, da program uvrstijo med programsko opremo
sred njih sol. Tako naj bi Sole program dobile v prvi polovici tega leta.
m se bo v zaeet ku leta zacelo usposabh anje za uporabo tega programa

iki zaCetnih in nadaljevalnih seminarjev.

6 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1



. Grinberg, The menu with college education, Notices of AM
id Tall, D

Derive: A Mathematical Assistant for your personal comp
3 (1991) 42-43.
1 Soft Wareh

Derive version 2, programski paket.




po mnenju mnogih sporna osebnost. Feigenbaumovo univerzalnost so na
zaCetku na lahko odpravili kot igranje s stevilkami, poceni numeriko.

Kuscerjev prevod je lep in tekoc. Zelo dobro je, da imamo Kaos tudi v
slovenskem prevodu. Po njem bodo segali izobrazenci vseh strok.

Peter Petek

11a1 Kia-

Pricujoce delo je nadaljevanje knjige Introductory Graph Theory, ki jo
je pred vec kot desetimi leti napxsai isti avtor. Ker se je v zadnjih letih
mocno povecal vpliv algebrai¢nih metod v teoriji grafov, se je avtor odlodil,
da bo v nadaljevanje vkljucil tudi obsirno poglavje o matrikah, ki jih lahko
priredimo grafu. Knjiga je razdeljena na stiri poglavja. |

V prvem poglavju avtor na kratko obmovi definicije in izreke, ki jih
v nadaljevanju potrebuje. Poudarek je na blocni strukturi usmerjenih in
neusmerjenih grafov.

Drugo poglavje opravicuje prvi del naslova knjige. Obravnava predvsem
problem pretoka v omrezjih in mnoge njegove posplositve. Avtor dokaze vec
standardnih izrekov in iz njih nato izpelje algoritme za resevanje razli¢nih
transportmh problemov. Veéina teh postopkov temelji na klasi¢nem Ford-
Fulkersonovem algoritmu. Podan je tudi preprost primer, ki pokaze, da
obi¢ajna varianta tega algoritma pri iracionalnih kapacitetah ne vrne nujno
pravega rezultata.

drugem delu knjige srecamo razlicne matrike, ki jih lahko priredimo
grafu. Tako so predstavljene matrika sosednosti, inciden¢na matrika, ma-
trika ciklov in matrika prerezov grafa. Dodan je tudi razdelek o spektru
matrike sosednosti. ] ogh’qe se zakljuci s krajsim prikazom uporabe teorije
N njj jenih matrik pri studiju elektricnih vezij.

Resitve vecjega stevila

Vsa, poglavga, 1majo na koncu dodane naloge.
nalog so zbrane v zadnjem poglavju.

Za branje knjige ni potrebno posebno predznanje, zadosca poznavanje
osnov teorije grafov in linearne algebre. R aziaga je nazorna In ne preza-
pletena. Knjigo bodo tako upombb ah vsi tisti, ki zelijo s pomocjo grafov
resevati predvsem probieme na omit DO ] nik pri predmetu

Martin Juvan

8 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1



Math. Subj. Class. (1991): 17A40, 46H99

istrirane na primeru matricne

V ¢lanku so opisane osnove teorije trojk. Definicije so 1l

trojke M

In this paper we describe some b&sm mmaems in the ﬁhemy of the triple systems.
Definitions are illustrated on the examp he matrix triple M




. Trojka W se imenuje asociativna, Ce velja identiteta

{{abc}de} = {a{dcb}e} = {ab{cde}}

za vse a,b,c,d,e € W.
Ied elementov v sred: jem
M., jm @S0 cmt 1VIa.

Opozoriti zelimo zlasti na nekoliko obrnjen vrstni
izmzu,

Bralec se lahko hitro preprica, da je trojka

dli bom da, ki kazeta, da je pojem asociativne trojke
ospﬁosnev pojma asocmtwnega kolobarja.
a,J bo K asouatwm colobar. Na mmnozici K

x K bomo def

nirali trojni

ﬂ@h yz}{@sy y3§} = (ﬁyz@m y3£2y1)

Za VS€ Ty, T2, Y1, Y2, 21, Zz € K. Brez tezav preverimo, da je tako definiran
produkt asociativen v smislu definicije 1.
Naj bo K asociativn kolobar z involucijo *. Involucija je preslikava na

IC, ki zados¢a aksiomom

(z +y)" =2" + ¥,

m*#f 2$,

Za VS aka, T y c K.
asomatwna tmﬂ&a ce - no trojni produk

imer za tako involucijo je kar tr ansponIra je matrik
ih matrik dimenzije n. Tedaj mnozica K postane
t s pre dpisom

{zyz} = 2y 2.

n lihih funkciy 1z
ki za,doscajo enakosh

[ 1 1] Naj bo W mnoi;i

unkcij splo ni liha
ukt s predpisom {fgh}(z) =

definiramo podobno kot v kolobarjih.

finicija 2. Naj bo W trojka in naj bo J C W podgrupa komutativne
W, +). To pomeni, da je za vsaka elementa z,y € J njuna razlik

. di element mnozice j
(1) J ) Je iem 1deal trojke W, Ce iz z,y € W in a € J sledi, da je tudi {zya}

J. S simboli to zapis e no tudi kot
(ii) j je desm ideal trojke W, ¢e iz z,Y € Win a € J sledi

{azy} € J oziroma, da je {TWW}

da je tud

10 | | Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1
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Trditev 2. Naj bo K asociativen kolobar z involucijo * 1n enoto 1. Nag
bo (KC,{...}) trojka s produktom {zyz} = zy*z. Tedaj velja

(1) T je zunangi ideal trojke (K, {...}) natanko tedaj, ko je J ideal kolobarja
K.

(1) T je ideal trojke (K,{...}) natanko tedaj, ko je J ideal kolobarja K in
eJ*=J.

Dokaz. (i) Naj bo najprej J ideal kolobarja K. Torej je

Zato je tudi
{JKK}=(TK ) K CIK CJT

{(KKT}=K(K*T)C KT C T,

kar nam pove, da je J zunanji ideal trojke (X, {...}) (glej defin
Naj bo J zunanji ideal trojke (XC, {...}). Tedaj je

icijo 2).

KT =K*T = {1K*TYC T
TIK =JK* = {j K* 1} cCJ,

kar pomeni, da je J ideal kolobarja X.

(ii) DokaZemo povsem podobno kot (i).

Trditev 3. Naj bo K asociativen kolobar z enoto. Naj bo W = K x K
trojka, ki smo jo definirali v uvodu. Tedaj velja
(1) S CW je zunangi wdeal trojke W natanko tedaj, ko obstajata taka ideala
J n E koiobama ,dajeS =7 x L.
(11) S C W je ideal tro;;ke V natanko tedaj, ko obstaja tak ideal J kolobarja
I, da je S J x J.

Dokaz je podoben dokazu trditve 2 in ga prepuscamo bralcu.

0 o1y ﬁ s t iv nost L cent EOi d

Trojka W se imenuje komutativna, ce za vse z,y,z € W velja identiteta

{zyz} = {zyz}.

V zvezi s komutativnostjo se definira tuds cenimzd tmjke W kot mnozica
_) W . ki zadoscajo

vseh tistih parov aditivnih preslikav (C +,C

pogojem

Co({zyz}) = {Co(2)yz}

12 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1
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e = f = 0 oziroma C,(F;q) = (g 8 8) = al/.

Podobno naredj no Se za ostale 1zbire indeksov ¢ in j in dobimo, da za vsak
par (@ j) - tako realno sStevilo A;;, da je CL(E;;) = A;; Ey;.

Videti moramo se, da so ta stevila vsa enaka. Iz {2) dobimo tudi enacbo

kupaj z zgornjim razmislekom pove, da je

A = A By .

Ker je matrika ée]na, morata biti konstanti A;; in Ay enaki.

?ca,koj s .. linearni preshkaw Ker je vsako maﬁ@nko
mbinacijo baznih m e C, (2

skalar p. C nkrat vstavimo v (2), vidimo, da m

5. Naj bo K kolobar z involucijo in enoto 1.
.-}) izomorfen centru kolobarja K.

0 center kolobarja K s C in centroid z Z(K). |
demem cemm C.

jecex = zczavsez € K. Od tod dobimo, da, je tudl

cz=ce =(2%c) = (cz™)" =

1eni, da je ¢ tudi element centra C.
Ci(z)=ce, C_(z)=c"z
C. Zdaj brez tezav preverimo, da velja

y'z) = (c2)y"z = {Cy ()y} = 2y7(c2) =
()} = 2(y7e)z = a(y"e™)z = 2(¢"y)"z = {2C_(y)2},

i, da je (Cy,C

oce 7 vsakim elementon

_) element centroida trojke (KX, {...}). To pomeni,
1 centra generirati kak element centroida.

a,J bo zdaj (C,,C_) kak element centroida. Videh zelimo, da je

¢ € C. Lahko kar direktno defini

Cy({112}) = {C4(1)12)

dobimo C (z} = ¢z za vsak z € K. Povsem analogn
tak d, da je C_(z) = dz, kjer je d = C_(1). Iz enache

Ci({111}) = {1C_(1)1}

14 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1
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Podobno dobimo tud:

{cle} — {zlc} =
=104 (1)1=} = Oy ({112}) - CL({
—C(2) - Cy () = 0,

kar pomeni, da je ¢ element iz centra kolobarja K.

obstaja tak de el

{uve} = {vuz} = {zvu} = {zuv} ==

e ﬂemate%e '

CU e 1n asocl am vnosti
3 a Seveda) O ¢ :

{aa" 'z} = =.

{vuz} =u"Fu e = (fau“‘i) ce=1"z=1lz==c.

Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1 15



Podobno dobimo, da je tudi {zuv} = {zvu} = z, kar pomeni, da je v inverz
elementa u v trojki (K, {...}).

(ii) Naj bo u obrnljiv element v trojki (X, {...}) in naj bo v njegov inverz
(glede na trojko). Iz enakosti

1 ={uvl} = wv”™ in 1= {lvu} =v"u

dobimo, da je v* = u~!.

Trditev 8. Naj bo K kolobar z enoto 1n naj bo W = K x K trojka,
definirana v wvodu. Tedaj je element u obrnljiv v trojkr W natanko teday,
kadar je u oblike uw = (a,b) in sta obe komponenti para obrnljivi v kolobarju

K. Tedaj je inverz elementa u oblike (b~1,a™1).

Dokaz te trditve lahko bralec brez tezav izdela sam. Tisti bralci, ki so
vajeni matricnega racuna, si lahko dokazejo tudi naslednjo

Trditev 9. Naj bo M,, ,, mairicna trojka, definirana v uvodu. Ce

matrike niso kvadratne, potem noben element nima inverza. Ce je n = m
in so torej malrike kvadratne, potem so v tej trojki obrnljive natanko tiste
matrike, ki so obrnljive tudi v obicajnem smaslu.

5. Potence

Naj bo W asociativna trojka. V splosnem ni mogoce definirati operacije,
ki b1 bila ekvivalentna kvadriranju elementov v kolobarjih, zato pa lahko na
oliten naéin induktivno definiramo vse lihe potence s formulama z' = z ter
2?73 = {22122}, Dokazali bomo, da se te potence medsebojno mnozijo
povsem podobno kot potence v koiobarph

Trditev 10. Naj bo W asociativna trojka ter k,n,m lha naravna
stevila. Tedaj velja {z*2"z™} = 2" ™ 20 vsak z € W.

. Trds ukcijo na liho naravno stevilo s =
— —I— n+ m > 3 Denimo da. je s = 3. Tedaj je {zzz} = zlT1T1 kar
deﬁ_mcga potence v W. Naj bo s > 3 in naj trditev velja za vsa hha naravina

stevila, ki so manjsa od stevila s. Vsaj eno izmed $tevil k,n, m je ve¢je od
1.

1. primer: k > 1 oziroma k = j + 2.

(k2me™} = {2722} = {{afza}e"a™)
={ziz{zz"2"}} = {z'za"""1} = {ela{z"2"2}} =

_{:cj{:cm:c":ca:} {zj{zwnmm}m} {z'z2mz"}ez} =

| _{:cg+n+m . xk-%—n-%-m e

16 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1
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ne

slika 3. Diagram poteka
Karmarkarjevega algoritma

k, ki qih

hitro sledi naslednji

. 39 (1992) 1 165



[zrek 4.2 (Karmarkar, Izrek 1) [6]. Za poljuben ¢ € IN najde algoritem

‘resitev ¢ linearnega programa (2), za katero velja
bodisi ¢l'z = 0

bodisi ¢! z/clag < 277

(n(g +1n(n))).

Ce upostevamo, da logaritemska funkcija narasca pocasneje od funkcije
f(n) = n, to prakti¢no pomeni: algoritem najde resitev pz‘oblema v stevilu
iteracij, ki je polinomsko odvisno od razseznosti problema. Tudi ce upo-
stevamo casovno zahtevnost posamezne iteracije, const - n> , je zahtevnost
celotnega algoritma se vedn 11

Karmarkarjevega algoritma — izbira ustreznih postop-
kov - pn izdelavi racunalniskega programa — je Se posebe] pomembna, saj
je od nje dejansko odvisna uspesnost algoritma na prakticnih primerih.
Pri izdelavi racunalniskega programa je potrebno skrbmo izbrati naslednje
postopke:

a)

Kako pretvoriti linearni program (1) v obliko (2) in pridobiti zacetno
resitev xg.

Kako ravnati, kadar m
Katero metodo uporabiti za izracun

imimalna vrednost namenske funkcije ni 0.

inverzne matrike

pri projekciji gradienta (5).

Na kratko si oglejmo nekaj moznih postopkov:

pom oznega linearnega pmgmma,

Pri drugem nacinu d 0s ezemo oblik
ugﬁrezn@ga Stevﬂa Tmetnih spremenlii

cga linearne g a program
enmja mbie
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lahko preverili svoje 1zid e.
la si smejo studenti na
, je m naj s Egdma resitev.
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kaz d 0 do ves @h student1 drug
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Knjiga je razdeljena v dva dela. Prvi del, ki ga je napisal prvi av-
tor, se zacne z uvodnim poglavjem o Liejevih grupah in nadaljuje s postop-
no vpeljavo geometrijskih struktur, ki vodijo do pojma diferencialne invari-
ante in njene posplositve — invariantne operacije. Diferencialna invarianta
je pravzaprav ekvivariantna preslikava med mmnogoterostma z delovanjem
diferencialne grupe, to je grupe brizgov (ali poganjkov, kot bi tudi smiselno
prevedli francoski izraz _jet” v slovenscino) lokalnih difeomorfizmov prosto-
ra R" 1z 1zhodisca v 1zhodisce. Po drugi strani lahko vsako diferencialno in-
varianto predstavimo kot naravno transformacijo med funktorji iz kategori-
je gladkih n-dimenzionalnih mnogoterosti v kategorijo dolocenih naravnih
sveznjev nad mnogoterostmi. Tako lahko nanje gledamo kot na geometri-
ske objekte in jih neposredno povezemo na primer z zunanjim odvodom,
Liejevim oklepajem ali Levi-Civitajevo povezavo.

Eden osnovnih problemov teorije diferencialnih invariant je njihova klasi-
fikacija. V drugem delu knjige, ki ga je napisal drugi avtor, so zbrani primeri,
ki kazejo, kako lahko metode za klasifikacijo diferencialnih invariant upora-
bimo prinaravnih diferencialnih operatorjih in naravnih konstrukcijah s ten-
zorjl. Tako je dokazana med drugim enoli¢nost zunanjega odvoda, Liejevega
oklepaja in Levi-Civitajeve povezave.

Ceprav predstavljena snov Se zdale¢ ni lahka, je knjiga napisana dovol;
sistematicno, da je dostopna in zanimiva tudi bralcem, ki niso strokovnjaki

7z obravnavanega podrocja.
Neza Mramor

olska knjiga, Zagreb 1991,

S ‘

Zmani zagrebski matematik Vladimir Devidé je v tej knjigi objavil svoje
izbrane clanke, eseje in govore ter jih ponudil v branje in razmislek sred-
njesolcem in njithovim profesorjem. S to knjigo zeli avtor bralcu priblizati in
pojasniti bistvo matematike, njeno sirino in lepoto.

Citanka obsega okoli 30 ¢lankov in esejev, razdeljenih v tri poglav-
ja. V poglavju Matematicni problemi in metode je na nekaj primerih iz
elementarne matematike pnkazano s kako raznoterimi (in na pogled nic
matemati¢nimi) problemi se lahko spopada matematik. Poudarjeno je, da
matematicno nalogo lahko resimo z uporabo razlicnega matematicnega orod-
ja, na razlicne nacine, ki so lahko bolj ali manj 1zvirni, duhoviti, dopadljivi.
Drugo poglavje Matematicne strukture in teoriyja obsega razlago osnov teorije
mnozic, matematicne logike in algebrskih struktur. V zadnjem poglavju Kaj
je 1 kasna je matematika so zbrani eseji o osnovah matematike, o smereh
sodobne matematike itd. Za mnoge bralce bo to najtezji, a najzanimivejsi
del knjige. Tu zvemo odgovore na Stevilna vprasanja, ki begajo tudi mlade
razmisljujoce matematike: Ali so matematiéne resnice vecne? Ali je mate-
matika v bistvu le logika? Ali je ena sama matematika? Ali je v matemati-
ki vsaka (smiselna) trditev bodisi pravilna ali nepravilna? Ali so dokazi z
matematicno indukcijo za vse matematike neoporecni?
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. par, ce
mskl par na naraven naci

W) in




/ enostavnim 111101

med obema tro ) jkama.
Naj bo W matrién a h‘o jka M

matrika ter B )

Hitro se prepricam i, H

Ce je n = m, potem je ta zgled tudi prim
porojen s homomorfizmom kolobarjev, ce B

'lwi

| W. G. Lister, Ternary rings, Trans. Amer. Math. Soc. 154 (1971) 37-55.
2] O. Loos, Assoziative tripelsysteme, Manuscripta Math. 7 (1972) 103-112.
3] O. Loos, Alternative tripelsysteme,

Math. Ann. 198 (1972) 205-238.
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lections of a '
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PACS 41.10.Fs

Magnetmo polje vrtinénih tokov v tanki prevodni plosci lahko dolo¢imo z metodo shk
na osnovi Maxwellovih enac¢b. Iz ena¢h 1zracunamo ¢asovno zamiranje vrtincénih tokov in
izpeljemo pogoj za sencenje 1zvira izmeni¢ne magnetne motnje. Preprost poskus potrdi
pogo] za sencenje.

WHO IS AFRAID OF EDDY CURRENTS?

Eddy curents in a thin conducting ph%e produce a magnetic held which can be
determined by the i image method based on Maxwell’s equations. Time evolution of eddy
currents and screening condition for given source of time dependent magnetic field are
derived from eddy currents equation. A simple experiment which confirms the screening

condition 1s described.

dma-

vnejsi br aie C S e

icimo konstantno
agﬂeﬂm polje s
em. Povsod, Kjer

01} €. V n&daij evan j
1 spreminja, in zakljucéili z izmeniéns
1110 O ma,gnetnem poiju je mish
nazornosti izberimo za izvir n
poljuben izvir.

pravokotna
Imer1 z
na konstantno

Postavimo tuljavo pred kovins:
a ravnin @ o SCe in raz &aij a Im

(a) (b)

. Tuljava in velika prevodna plos¢a (a) ter casovno spreminjanje magnetnega polja
jave (I
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napetost. Prehodni pojavi v tuljavi nas ne zanimajo, zato privzemimo, da
magnetno polje, ki ga ustvari tuljava, nenadoma naraste na B’ (S1. 1b).

Sprememba magnetnega polja inducira napetost ki pozene vrtinéne
tokove v ploséi. Inducirano napetost povezuje s spremembo magnetnega
polja Faradayev zakon

(1)

Racuni tecejo lepsSe, ce namesto
vektorskim potencialom

B’ je polje tuljave in B polje vrtincnih tokov.
gostote magnetnega polja racunamo z magnetnim
A. Kolitini povezuje enacba

=V x A. I (2)

Da so racuni preglednejsi, zahtevamo Se V A = 0. S tem je pri danem
B vektorski potencial natanko dolocen. Krajevna odvisnost vektorskega

potenciala mora zadoséati Maxwellovim enacbam Ce zdruzimo Ampérov
zakon

(3)

A = 0, dobimo diferencialno enacbo [3]

j=V xH

z enacbo (2) in upostevamo, da je V

— ""‘ﬂﬁﬂjg | (4)

iz katere lahko pri danih tokovih in robnih pogojih izracunamo vektorski

potencial (u je permeabilnost).

Iz (1) in (2) sledi za tuljavo

Caaem

in od tod dobimo z Ohmovim zakonom E = pj:

d(A + A’)

= = pj . (6)

Tu je p specificni upor plosce in j gostota vrtincnih tokov. Iz geometrije
problema sklepamo, da je komponenta toka 7, zanemarljiva v primeri s
komponentama j, in j, — vrtincéni tokovi tecejo pac¢ v ravnini plosce.
Gostota magnetnega polja, ki ga ustvarjajo taksni tokovi, ima v plosci prav
tako zanemarljivo komponento B,. Koli¢ini povezuje Ampérov zakon (3), ki
ga ob navedenih predpostavkah zapisemo po komponentah

. _ 0B, . 0B, .
| — az 9 Jyﬂﬂﬂ — W’ | ( )
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Odvode A, zanemarimo iz istega razloga, kot smo zanemarili j,.

. 39 (1992) 1 21



To pomeni, da se vrtincéni tokovi v plosci inducirajo tako, da ostane vektorsk:

potencial na mejnih ploskvah nespremenjen. Ce je bil v zacetku vektorskl
potencial povsod enak O, ob casu t = 0 pa sm iucili zun
potencial A’ na pomtwm strani plosce {Z > 0), bodo vrtinéni 1 VP

ustvarili tak vektorski potend al, da b ah plosce nas o
vektorskemu potencialu 1zvira. P oﬁmstm‘ na negativni strani plosce tako ne
zve za dogajanje na nasprotni strani. Vektorski potencial na negaﬂvm gmm
je namrec dolocen z Laplaceovo enacbo (12) in z robnimi pogojl na plosci
ki se, kot smo ravnokar ugotovili, niso spremenﬂi, Vrtinéni tokovi se tomj
mducz_mjo tako, d ° ms&or za 1zvirom pred spremembo magnetnega

polja.

g -
b O

(a) (b)

Slika 2. Magnetno polje tuljave za t > 0 (a), magnetno polje vrtin¢nih tokov na
negativni (b) in na pozitivni strani plosce (c)

Vzemimo tuljavo. Ma gnei no
pobe ki ga ustvarjajo vrtincni toko-
vi na negativni strani p 10 sCe, je na-
sprotno enako polju, !
mestu ustvari tuljava.
dobimo, ce na m
mo en ak@ tuljavo s fwko

tokov na negativi ni p
na pozitivni strani plosce (SI. 2b).
Kaksno polje ustvarijo vrtinéni to-
kovi na pozitivnl strani p Eo sce? Si-
metrija problema mnarekuje, da j
magnetno polje vrtincnih tokov ena-
ko na obeh straneh plosce. Sprem
ni se le predznak tangentne kompo-
neme magnetnega p oija ti. no kot pri magnetnem p@Eju e tokovne

ga po

L

lja vr
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