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Math.Subj.Class.(1991): 68040, 97A30, 97B25, 98A30

Pred leti so kalkulatorji spremenili naš pogled na določena področja matematike in

njene uporabe. Sedaj je na pomolu nova sprememba. Prinašajo jo programi za simbolično

računanje. Poglejmo, kaj ti programi sploh so in ali imajo mesto v šolah. Na kratko

bomo predstavili tudi program DERIVE, po avtorjevem mnenju trenutno najprimernejši

program za rabo v slovenskih šolah.

PROGRAMS FOR SYMBOLIC COMPUTATION — DERIVE

A few years ago electronic calculators changed our view of certain areas of mathe-

matics and its applications. Now new changes are coming. lhey are brought about by

programs for symbolic computation. Let us have a look at what these programs are and

how they can be used in education. We will also briefly introduce DERIVE, in author's

opinion a program most suitable for use in Slovenian schools at the present time.

i za simbolično računanje1. Progr
am

Programi za simbolično računanje so zadnjih nekaj let vroča tema

ne le proizvajalcev programske opreme, ampak tudi številnih uporabnikov

računalnikov, predvsem pa inženirjev, matematikov in tudi učiteljev vseh

predmetov, ki so bodisi matematični, bodisi se opirajo na matematiko. 'Te
vrste programi namreč prinašajo tudi nov pogled na uporabo matematike

— omogočajo enostavnejšo uporabo številnih matematičnih postopkov. Ta-

ko nudijo npr. možnost odvajanja funkcij, računanja limit, razvoja v Tay-

lorjevo vrsto, kompozituma funkcij, poenostavljanja izrazov, nedoločeno in

določeno integracijo in še mnogo tega. Posebej velja omeniti, da ti programi

računajo točno — števila hranijo bodisi kot okrajšane ulomke ali pa kot ira-

cionalna števila, če so takšna. Programi te vrste vsebujejo tudi večino nu-

meričnih postopkov. Zato je za dani izraz mogoče zahtevati, naj se izračuna

bodisi numerično, bodisi simbolično.

Poenostavitev določenih postopkov, ki so v dobršni meri dokaj rutinsko

opravilo, a večkrat zelo zamudno in dovzetno za številne napake, omogoča,

da se bolj posvetimo problemu samemu. Večina teh programov nudi tudi

grafični prikaz tako v dveh kot tudi treh dimenzij ah. Tako si končno lahko

brez težav ogledamo znarnenito sedlo (z < 4? — y') iz različnih zornih kotov.

Seveda pa od programov te vrste ne smemo pričakovati preveč. Pri sim-

boličnem računanju nastopajo tako teoretične kot tudi praktične omejitve.

Za določene probleme niso poznani algoritmi, ki bi pripeljali do rešitve v

splošnem (npr. reševanje algebraičnih enačb višjih stopenj, reševanje linear-

nih diferencialnih enačb z nekonstantnimi koeficienti, ...). Za nekatere druge

probleme algoritmi sicer obstajajo, a so za praktično uporabo neprimerni,
saj so bodisi prostorsko bodisi časovno prezahtevni. Prav zaradi avtomati-

zacije določenih postopkov (npr. odvajanja funkcij) so se zlasti v ZDA , bile
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vroče bitke" o tem, ali so te vrste programi primerni za uporabo pri pou-

ku, predvsem pri pouku matematike. Mnenja o tem so bila dokaj deljena,

vendar so si programi v glavnem izborili svoj prostor v šolstvu.

Uporabnost programov za simbolično računanje se v šoli kaže na dveh

ravneh (kot demonstracijsko sredstvo učitelja in za laboratorijske vaje

učenca) in v dveh skupinah (pri pouku matematike in pouku nematema-

tičnih predmetov). Posebej bi želel poudariti, da izkušnje z uporabo teh pro-

gramov kažejo, da so zlasti uporabni pri nematematičnih predmetih (npr. fi-

zika, strokovni predmeti, ...), ki se močno opirajo na matematične postopke.

Tam omogočajo, da se izognemo poenostavitvam, uporabljenim le zaradi za-

pletenosti ali dolgotrajnosti določenega izračuna (npr. integrala, limite, ...).

Po drugi strani pa tuje izkušnje kažejo tudi na to, da je priporočljivo, še več,

praktično nujno, da se učenec s te vrste programi spozna pri pouku mate-

matike.

Da lahko učitelj tovrstne programe uspešno uporablja, ni dvoma. Če

drugega ne, lahko z njimi dokaj hitro in enostavno preveri rezultate. Stevilne

knjige, ki so že izšle, pa tudi članki v izobraževalnih revijah kažejo tudi na

to, da programe te vrste uspešno uporabljajo učenci pri samostojnem odkri-

vanju določenih postopkov, lastnosti, kontroli svojih rezultatov in podobno.

Seveda je pri uporabi teh programov potrebna tudi prava mera — vendar

nevarnost, da zaradi uporabe kalkulatorjev ne bi znali več seštevati, ne more

preprečiti uporabe le-teh.

2. Derive

Vse doslej povedano velja za poljuben program za simbolično računanje.

Teh je za s PC združljive računalnike kar nekaj. Med njimi je najbolj razvpit

program Mathematica, nekaj zaradi kvalitete, nekaj zaradi uspešnega mar-

ketinga. Drugi programi te vrste so še Macsyma, Maple, Reduce, Axiom,

delno MathCad in MatLab in ne nazadnje program Derive. Obstajajo tudi

drugi, vendar je večina bolj ozko usmerjenih. Med njimi prav posebno vlogo

zasluži program Derive in sicer iz povsem enostavnega razloga. Večina teh

programov zahteva dokaj močno strojno opremo. Praktično vsi našteti pro-

grami potrebujejo računalnik, zgrajen okrog procesorja Intel 80386, oprem-

ljen še z matematičnim koprocesorjem in vsaj 1 Mb pomnilnika. Glede na

opremljenost slovenskih šol in finančno stanje v šolstvu je tovrstna oprema v

glavnem le želja. Na drugi strani pa program Derive za svoje delovanje po-

trebuje le s PC XT združljiv računalnik, opremljen z disketno enoto in 512

Kb pomnilnika. Tudi razlika v ceni programa ni zanemarljiva, saj se tipična

cena programov te vrste giblje med 700$ in 1200$, Derive pa proizvajalec

prodaja po 250$. Na srečo teh prednosti ne plačamo prehudo. Seveda se

program ne more meriti npr. z Mathematico po kvaliteti grafičnih izpisov,

tudi prej ,obupa' nad določeno nalogo, vendar testi kažejo, da po kvaliteti

dobljenih rešitev ne zaostaja za drugimi programi, ampak jih večkrat celo

prekaša. To je po eni strani razumljivo, saj je to eden od starejših progra-

mov te vrste in zato vsestransko preizkušen.

Poglejmo na kratko, kaj program omogoča:
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e računanje z ulomki, celimi, realnimi in kompleksnimi števili (seštevanje,
množenje, deljenje, potenciranje) — vrne točne (ne zaokrožene) rezul-

tate,

e uporabo funkcij (trigonometrične, ciklometrične, logaritemska, ekspo-

nentna, gama, nekatere statistične funkcije, ...) nad vsemi naštetimi ti-
pi števil — dobimo lahko točen ali zaokrožen rezultat (npr. sin(7/4) —

— 2/2 ali pa 0.707 106),

e simbolično računanje z vsemi operatorji in funk

x b — 2a, Va? — [z|, ...),
e faktorizacijo celih števil in racionalnih funk

e zamenjavo spremenljivk v izrazih i in izračun vrednosti izrazov,
e risanje v dveh dimenzijah z možnostjo povečav, pomanjšav, premika

V koordinatnega sistema, hkratnega izrisa več funkcij, risanja v polarnem
koordinatnem sistemu, parametričnih funkcij, ...,

e risanje v treh dimenzijah (žični model) z odpravo skritih črt, možnostjo

premika točke opazovanja, povečave, pomanjšave,

računanje integralov, limit, odvodov poljubnih redov,

razvoj v Taylorjevo vrsto,

računanje z matrikami in vektorji,

iskanje lastnih vrednosti matrik,

točno in približno reševanje linearnih in nelinearnih

:(a4£b)x2— 2x

enačb in neenačb8 8 0 ee o Co
Moč programa seveda ni neomejena. V dokaj žolčnem pismu, objav-

ljenem v prvi številki biltena evropskega združenja uporabnikov programa

Derive, pisec, ki je goreč nasprotnik uvajanja računalnikov v pouk matema-

tike (tudi kalkulatorjev), protestira, češ kaj početi s programom, ki ne reši
enačbe z" pa? petja? 4 x" J z - l — 0. Vendar ta primer lepo kaže
ravno na to, da je Derive pripomoček, ki nam pomaga, ne pa nadomešča

znanje matematike. Ce namreč enačbo množimo z (z — 1), dobimo enačbo

7-1 <0. To pa Derive reši v trenutku. Dodatno rešitev £ <— 1 zavržemo
in dobimo rešitve prvotne enačbe.

Takih primerov je še več. Tudi pri razvoju v Taylorjevo vrsto ne dobimo

splošnega člena, ampak le nekaj prvih členov. Nihče tudi ne pričakuje,

da bo program znal rešiti poljubno enačbo, izračunati poljuben integral,

limito, ... Večkrat sploh ne obstaja postopek, po katerem bi prišli do

rezultata v splošnem, drugič pa je veliko problemov, ki jih je načelno mogoče

rešiti eksaktno, so pa praktično nerešljivi zaradi kombinatorične eksplozije

pri vmesnih rezultatih, težav pri poenostavljanju izrazov, velike časovne in

prostorske zahtevnosti in podobno.

Oglejmo si sedaj še, kako praktično delamo s tem programom.

Večino izrazov posredujemo programu tako, da jih vtipkamo. Osnovni

pripomoček pri tem je izbira Author. Poleg osnovnih štirih operacij (sešte-

vanje, odštevanje, množenje in deljenje) pozna Derive še potenciranje, za kar

uporablja znak ", in faktorielo. Če vnesemo npr. izraz 5 s (9 - 3) / 12,se
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ta na delovno površino izpiše kot ulomek in brez znaka za množenje, drugače

pa nespremenjen. Program izraze torej le oblikuje in jih ne ovrednoti. Z

izbiro Simplify izraze poenostavimo. Ce je izraz, ki ga poenostavljamo,

realno število, kot rezultat dobimo okrajšan ulomek ali kar se da skrčeno

iracionalno število. Programu ne delajo nobenih preglavic tudi zelo velika

števila. Tako 26! poenostavi v 403 291 461 126 605 635 584 000 000. Večkrat

pa nas ne zanima točen, ampak le približen rezultat. Takrat uporabimo

izbiro approX, ki nam vrne približek vrednosti izraza. 'Tako je (7/8)

približno 1.81467 - 107%. Seveda lahko poiščemo tudi točen rezultat. 'Ta
se izraža v obliki okrajšanega ulomka z 82-mestnim števcem in 90-mestnim

imenovalcem.

Z ukazom Factor razstavimo število na prafaktorje. Prej izračunanih 26!

se razcepi na 22? 319 56 75 112 132 17 19 23 v trenutku na še tako počasnem

računalniku. Razcepimo lahko tudi ulomek, ki se pri tem tudi okrajša.

Pri računanju z iracionalnimi števili Derive uporablja različne poeno-

stavitve. Tako Derive (4 — 2 x v3) poenostavi v v3—1,

VV3 4-1 8343

24/3 J 40
3

1
— zm

2

in 4/5 £ v24-£ v/5- V2 v 23.
Derive pozna številne funkcije. Uporabljamo jih lahko tako nad realnimi

kot tudi nad kompleksnimi števili. Ce pa katere funkcije ne pozna, jo lahko

definiramo sami.

Izraze, ki vsebujejo spremenljivke, vnašamo tako kot številske izraze, z

izbiro Author. Dobljene izraze poenostavimo z ukazom Simplify. Oglejmo

si nekaj primerov.

(z ka)? —2xaxe O— xgta?

2a(g?- y)Š— (ge? — y?)? x (2x2? — 3) — (3—2xay")a(e?— y")"

(z tlad41i) $? —(a4 1)" — x? -2Zaes(af 1)

aš b? 3
C

(a bjalačoa Boogs(bča) (ečajale 6). — o St?te

(axn sbsxm)? £(axm-—-ban)? m? 4 n?

(ax ptbag)? -(axg-bap)? O p? dg?

(pra? 4£(k-s)xe4-r)? —(pxe?£(k4s)xa br)?

(prez? £(kit)az tr)? —(pxa? £(k—-t)az tr)?
—-s/t
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Pri poenostavitvah Derive teži k izrazom, kjer ni odvečnih spremenljivk,

korenov in možnosti znižanja stopnje polinoma. Seveda pa je skoraj filozof-

sko vprašanje, kaj je dovolj enostaven izraz in kdaj je posamezni izraz eno-

stavnejši od drugega. Tako Derive poenostavi

? (ze £(y tl)? 0(e— (y£1)0). — o (y1)!90,
vendar tudi (52 — 32 1)" — x v 1282' - 4482 , 6722? J 5604! - 2802?

j 842" - 132 41.

Pogosto bi radi polinom razstavili. V ta namen uporablj amo izbiro Fac-

tor. Derive pozna več načinov faktorizacije. Tako v načinu Trivial Derive le

izpostavi skupne faktorje. Na primer 2x? — 8x? - 82 pretvorimo v 2e(e' —
— dr d 4). Najbolj običajen j je način Rational. Tu polinom razcepimo na

produkt členov čim nižje stopnje, ne da bi uporabili kompleksna števila, ali

«nove korene. Gornji primer tako faktoriziramo v 2£(x — 2)?, izraz x" a?

—2x —2 pa v (z--1)(g"— 2). V načinu Complex polinom razcepimo na pro-
dukt samih linearnih faktorjev. Pri tem pogosto potrebujemo kompleksna

števila. Ker Derive računa točno, so dobljeni rezultati večkrat nepregledni.

Običajno jih potem približno ovrednotimo z ukazom approX.

Z izbiro soLve rešujemo enačbe in neenačbe. Pri običajni nastavitvi

Derive poskuša rešiti enačbo točno. Večkrat to ni možno. Tedaj kot rezultat

vrne le poenostavljeno obliko enačbe, kot bi jo dobili z izbiro Simplity, ali

pa le delni rezultat.

Ce v relaciji nastopa več spremenljivk, nas program vpraša, glede na ka-

tero spremenljivko iščemo rešitev. 'Tako lahko poiščemo eksplicitno izražavo

implicitno podane funkcije, seveda, če se Derive ne bo prej upehal.

Ce je enačba prezahtevna za točno reševanje, bomo morda zadovoljni

s približno rešitvijo. Seveda bo to šlo le, če v enačbi nastopa le ena spre-

menljivka. Ce pri približnem načinu računanja uporabimo ukaz soLve, nas

program vpraša, v kakšnih mejah naj išče rešitev. Tudi če je na izbranem

intervalu več rešitev, bo program poiskal le eno. Ce niti približno ne pozna-

mo intervala, kjer bi rešitve lahko bile, je dobro, če prej ustrezno funkcijo

narišemo.

Problem obstoja algoritma, ki bi poiskal nedoločeni integral poljubne

elementarne funkcije, če je tudi integral elementarna funkcija, je bil dolgo

zelo trd oreh za matematike. Tako ni čudno, da je večina uporabnikov zelo

presenečenih, ko vidi, da program zna izračunati večino integralov, s katerimi

smo se mučili v šolskih letih. Seveda rahla doza skepse tudi tu ne bo odveč,

saj z malo truda lahko poiščemo primer, pri katerem bo program odpovedal.

V časih enostavno ne , vidi" npr. zamenjave spremenljivk, ki je nam povsem

očitna. Pa saj so vsi algoritmi taki. Tako in tako nismo trdili, da nam bo

program prihranil vse delo. V časih mu je pač treba pomagati in do rezultata

priti vsaj na pol.

Derive računa tudi določeni integral in sicer ne njegovega numeričnega

približka, ampak kar točno vrednost. Zato so tudi meje integracije lahko

simbolične vrednosti in ne nujno številske.
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Nekaj integralov, ki jih Derive uspešno užene:

sin(ag" - b)

3a ,
Je? cos(az? - b)da —

b b? aš
2d >] z z 5 z

e integral na neskončnem območju

S ] i

JI zde — 7,
az 4 a

e integral s singularnostjo v končni točki

e določeni integral

b? z

o. VE
de — 2|b],

e večkratni integral

ro PETE? pi

/ HI ry dy de — —.
o Jo 8

Seveda bi lahko navedli tudi precej integralov, ki so za Derive trd oreh.

4 večino srednješolskih integralov pa ne bo večjih težav.

Seveda program ni idealen in mu lahko precej stvari zamerimo. Tako

ima glede na današnjo raven programske opreme dokaj zastarel uporabniški

vmesnik, ki pa je enostaven za uporabo. Vgrajena pomoč je dosegljiva

le na glavnem nivoju in nas običajno napoti samo na ustrezno stran v

priročniku. Ceprav imamo možnost dela z več okni, pa jih ne moremo

poljubno povečevati in zmanjševati in premikati po zaslonu. Glavna pomanj-

kljivost programa pa je ta, da grafične slike ni mogoče neposredno poslati

na tiskalnik in si moramo pomagati z enim od rezidenčnih programov.

Po drugi strani pa je program dokaj enostaven za uporabo. Tako

smo na oddelku za matematiko v sklopu trajnega izobraževanja učiteljev

matematike izvedli dveurno predavanje o tem progranau. Ker je bilo zani-

manje za uporabo programa precejšnje, smo nato izvedli še dva šesturna

tečaja, vsakega s približno dvajsetimi udvleženci. Ceprav se je večina tečaj-

nikov s programom srečala prvič, so ga po šestih urah že dokaj zadovoljivo

uporabljali. Na predavanjih so se mnogi zanimali za nakup tega programa.

Po številnih dogovorih, ki jih je, žal, prekinila vojna v Sloveniji, so se na

Zavodu za šolstvo odločili, da program uvrstijo med programsko opremo

srednjih šol. Tako naj bi šole program dobile v prvi polovici tega leta.

Obenem se bo v začetku leta začelo usposabljanje z za uporabo tega programa

v obliki začetnih in nadaljevalnih seminarjev.
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Zaključimo z mislijo iz članka [2]. ,, Način njihove uporabe (programov

za simbolično računanje) bo še stvar premisleka in poskusa, je pa nujno, da

imajo vsi učitelji matematike dostop do njih na vseh stopnjah poučevanja.

Predstavljajo izziv k premisleku o tem, kaj učimo in zakaj. 5 prihodom

programov za simbolično računanje matematika ne bo nikoli več taka, kot

je bila."

Kaj pa vi mislite o programih

nam svoje mnenje!

te vrste in njihovi rabi v šoli! Sporočite

1] E. L. Grinberg, The menu with college education, Notices of AMS, 36 (1989) 838—842.

[2] David Tall, Derive: A Mathematical Assistant for your personal computer, MicroMath

Mi (1991) 4 2—43.

[3] Soft Warehouse, Derive version 2, programski paket.

F

fraz

NOVE KNJIGE

Državna založba Slovenije,uščer,GLEICK J., Kaos, prev. Samo K

Ljubljana 1991, 308 str.

Avtor je novinar, znanstveni urednik New York Timesa. Pogovarjal

se je z večino protagonistov ,nove znanosti" in na osnovi teh pogovorov

je nastala knjiga. 'To seveda ni strokovno pisanje, niti poljudno ne. Je

pa odličen novinarski zapis, ki se bere kot napeta zgodba. Opis kaotičnih

pojavov je strokovno neoporečen in vendar dostopen vsakomur, ki ima le

malo naravoslovne izobrazbe.

Že Poincarč je na začetku stoletja zaslutil, da lahko v nekaterih dina-

mičnih sistemih pride do kaotičnega obnašanja. Vendar je pravi razcvet

doživela teorija kaosa šele v zadnjih desetih, petnajstih letih. Razlog je pre-

prost: računalnik. 'Ta imenitna naprava nam je omogočila vpogled v pojave,

podobno kot je mikroskop izostril pogled biologov pred več kot enim sto-

letjem. Kaos se lahko pojavi le tedaj, ko sistem ni linearen. Tri lastnosti

karakterizirajo kaotično vedenje sistema: občutljivost za začetni pogoj, go-

ste periodične točke in topološka tranzitivnost. V različnih znanostih so se

srečali s kaosom: meteorologiji, biologiji, ekonomiji, astronomiji, elektroteh-

niki, medicini, fiziki, matematiki.

V Gleickovi knjigi spoznamo Lorenzov model vremena in ,metuljasto"

rešitev. Zvemo, zakaj ima Jupiter rdečo pego. Preprost model naraščanja
populacije nas popelje preko podvojitvenih bifurkacij do kaosa. 'Čudni

objekti, kot so fraktalni atraktorji ali Juliajeve množice, kažejo svojevrstno

abstraktno lepoto. Novih idej in njihovih zagovornikov znanstvena srenja ni

vedno gledala s prijaznim očesom. Mandr!brot, oče fraktalov, je še danes
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po mnenju mnogih sporna osebnost. Feigenbaumovo univerzalnost so na

začetku na lahko odpravili kot igranje s številkami, poceni numeriko.

Kuščerjev prevod je lep in tekoč. Zelo dobro je, da imamo Kaos tudi v

slovenskem prevodu. Po njem bodo segali izobraženci vseh strok.

Peter Petek

ANDRASFAI B., Graph theory: flows, matrices, Akademiali Kia-
do, Budapest 1991, 280 str.

Pričujoče delo je nadaljevanje knjige Introductory Graph Theory, ki jo

je pred več kot desetimi leti napisal isti avtor. Ker se je v zadnjih letih

močno povečal vpliv algebraičnih metod v teoriji grafov, se je avtor odločil,

da bo v nadaljevanje vključil tudi obširno poglavje o matrikah, ki jih lahko

priredimo grafu. Knjiga je razdeljena na štiri poglavja.

V prvem poglavju avtor na kratko obnovi definicije in izreke, ki jih

v nadaljevanju potrebuje. Poudarek je na bločni strukturi usmerjenih in

neusmerjenih grafov.

Drugo poglavje opravičuje prvi del naslova knjige. Obravnava predvsem

problem pretoka v omrežjih in mnoge njegove posplošitve. Avtor dokaže več

standardnih izrekov in iz njih nato izpelje algoritme za reševanje različnih

transportnih problemov. Večina teh postopkov temelji na klasičnem Ford-

Fulkersonovem algoritmu. Podan je tudi preprost primer, ki pokaže, da

običajna varianta tega algoritma pri iracionalnih kapacitetah ne vrne nujno

pravega rezultata. |

V drugem delu knjige srečamo različne matrike, ki jih lahko priredimo

grafu. Tako so predstavljene matrika sosednosti, incidenčna matrika, ma-

trika ciklov in matrika prerezov grafa. Dodan je tudi razdelek o spektru

matrike sosednosti. Poglavje se zaključi s krajšim prikazom uporabe teorije

grafov in njim prirejenih matrik pri študiju električnih vezij.

Vsa poglavja imajo na koncu dodane naloge. Rešitve večjega števila

nalog so zbrane v zadnjem poglavju.

Za branje knjige ni potrebno posebno predznanje, zadošča poznavanje

osnov teorije grafov in linearne algebre. Razlaga je nazorna in ne preza-

pletena. Knjigo bodo tako uporabljali vsi tisti, ki želijo s pomočjo grafov

reševati predvsem probleme na omrežjih, kot pomožni učbenik pri predmetu

računalništvo 3 pa bo koristila tudi študentom uporabne matematike.

Martin Juvan

8 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1



V članku so opisane osnove teorije trojk. Definicije so ilustrirane na primeru matrične

trojke M,,m.

TRIPLE SYSTEMS, PART I

In this paper we describe some basic concepts in the theory of the triple systems.

Definitions are illustrated on the example of the matrix triple M,,m.

1. Uvod

Namen članka je predstaviti slovenski matematični javnosti novo pod-

ročje algebre, ki je nastalo okrog leta 1970 in je še vedno precej neraziskano.

Nekaj pomembnejših člankov o tej temi je navedenih v spisku literature.

Študij asociativnih trojk se je začel z obravnavanjem posplošenih inver-
zov nekvadratnih matrik in njihove spektralne teorije. Poleg tega je aso-

ciativna trojka tudi posplošitev pojma kolobarja, ki je eden od centralnih

pojmov moderne algebre.

Naj bo (W, --) neka komutativna grupa (torej je na množici W definira-

no seštevanje). Tedaj se W imenuje trojka, če obstaja triaditivna preslikava

1...4: W x W x W — W. To pomeni, da veljajo identitete

((£i - £a)yzj <(eiyz] t (£ayz),

12(yi bt V2)z) —deyiz] t fevazj,

(2y(zi - za)) —deyzij £ teva),

kjer so z;, W;, z; € W poljubni elementi. Pomemben zgled, ki je tudi eden od

motivov za preučevanje trojk, je naslednji:

Naj pomeni oznaka M,,,, množico matrik, ki imajo n vrstic in m

stolpcev. Če so matrike kvadratne, torej če je n < m, potem je ta množica

kolobar za običajno množenje matrik. Če matrike niso kvadratne, potem ne
tvorijo kolobarja za običajno množenje matrik, možno pa je uvesti v M,,,,

naravno strukturo trojke s predpisom

. ABC) — ABC,

kjer so A,B,C ec M,,,, in pomeni oznaka B? transponirano matriko k
matriki 5. Bralec se bo brez težav prepričal, da je množenja matrik v

definiciji produkta 4...) res mogoče izvesti in da ima končna matrika spet

n vrstic In m stolpcev.

V skladu z zgledom, ki smo ga navedli zgoraj, se asociativnost pri trojkah

definira nekoliko neobičajno.
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Definicija 1. Trojka W se imenuje asoctativna, če velja identiteta

4 abc]de) — 4afdebjeh — fabfcedejh

za vse a,b,c,d,e € W. Opozoriti želimo zlasti na nekoliko obrnjen vrstni

red elementov v srednjem izrazu. Bralec se lahko hitro prepriča, da je trojka

M.,,m asociativna.

Navedli bomo še dva zgleda, ki kažeta, da je pojem asociativne trojke

posplošitev pojma asociativnega kolobarja.

Naj bo K asociativni kolobar. Na množici K x K bomo definirali trojni

produkt s predpisom

1(£1, Y1)(£2, $2)(£3, 43) — (£1Y2£3, V3£2Y1)

Za VSE £,,£),Wi, Va, Zi, za € K. Brez težav preverimo, da je tako definiran

produkt asociativen v smislu definicije 1.

Naj bo K asociativni kolobar z involucijo x. Znwolucija je preslikava na

K, ki zadošča aksiomom

(z 4 y)" —p" ty",

ge —,

(xy)" —y'a"

za vsaka z,y c K. Primer za tako involucijo je kar transponiranje matrik

na kolobarju kvadratnih matrik dimenzije n. 'Tedaj množica K postane

asociativna trojka, če uvedemo trojni produkt s predpisom

fryz) — xy z.

Vzemimo interval |—1,1]. Naj bo W množica zveznih lihih funkcij iz

[—1,1] v R. To pomeni, da so v W tiste funkcije f, ki zadoščajo enakosti

f(—2) < —f(z) za vsak x € [—1,1]. Takoj se lahko prepričamo, da je vsota

lihih funkcij spet liha funkcija in da produkt lihih funkcij nasploh ni liha

funkcija. Lahko pa definiramo v W trojni produkt s predpisom 1fghj(2) <

— f(z)g(z)h(z) za vsak z € [—1,1].

2. Ideali

Ideale v trojkah definiramo podobno kot v kolobarjih.

Definicija 2. Naj bo W trojka in naj bo 7 c W podgrupa komutativne

grupe (W, --). To pomeni, da je za vsaka elementa z,y € 7 njuna razlika

2 — y tudi element množice J.

(i) 7 je levi ideal trojke W, če iz z,y € W in a c J sledi, da je tudi (xya)

v J. S simboli to zapišemo tudi kot 4WWJ7)c IT.

(ii) 7 je desni ideal trojke WY, če iz x,y € W in a € J sledi, da je tudi

faxy) € J oziroma, da je (TWW) Cc 7.
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(iii) 7 je zunanji ideal trojke W, če je hkrati levi in desni ideal.

(iv) 7 je zdeal trojke W, če velja |[TWWj, 1(WIW), (WWI)C IT

V časih je v trojki definirano tudi množenje s skalarjem. Tak primer je

na primer trojka M,,,,, ki smo jo definirali v uvodu. Matriko pomnožimo

s skalarjem na običajni način tako, da pomnožimo vsak element matrike

posebej. V takem primeru zahtevamo pri zgornji definiciji od idealov še, da

je ideal zaprt za množenje s skalarjem. To pomeni, da za vsak a € J ter za

vsak skalar A tudi Aa leži v J.

Če je J ideal trojke W, lahko definiramo kvocientno trojko WA JI.

Podobno kot pri kolobarjih množimo ekvivalenčne razrede s predpisom

(a£ 7J(b- Test T)j < fabe] 4 7.

To definiicijo bomo ilustrirali s tremi preprostimi trditvami v zvezi s

trojkami, ki smo jih definirali v uvodu.

Trditev 1. Naj bo J ideal trojke M,,,,. Tedaj je bodisi J < (0) bodisi

JI < M,m:

Pripomnimo, da se trojke, ki nimajo netrivialnih idealov, imenujejo

enostave. Naša irditev torej pravi, da aje trojka M m enostavna.
Done BD ni ii

nko, na vseh drugih mestih pa same ničle. V primeru trojke Mea
bi torej imeli naprimer

1 0 0 O 1 0 O 0 O

En z (o 0 o). Ez- (9 0 o), Es- (6 0 1).
Očitno je vsaka matrika linearna kombinacija matrik £,;. Z rutinsko

vajo iz matričnega računa se lahko prepričamo, da velja

JEJAE,;] — aiEi; (1)

za poljubno matriko A € M,,,,, in poljubne indekse, ki so smiselni (seveda,

ne morejo biti večji od dimenzije matrik). Tu smo Z adj, označili tisti element
O ne Bo ta ki

Denimo, da je ideal J različen od (0). Tedaj mora obstajati v J neka
neničelna matrika A. Kerje A neničelna, mora imeti neki neničelen element
Ak] pri nekih indeksih k in [. Vzemimo zdaj poljubna indeksa z € [l1,...,n]
ter j c [1,..., m). Iz enakosti (1) dobimo

finicijo 2(iv)). Torej so vse

matrike E;; v J in zato tudi vse druge, ki so njihove linearne kombinacije.
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Trditev 2. Naj bo K asociativen kolobar z involucijo x in enoto 1. Naj

bo (K,4...]) trojka s produktom 41xyzj — xy'z. Tedaj velja

(1) T je zunanji ideal trojke (K, 4...) natanko tedaj, ko je 7 ideal kolobarja

K.

(ti) J je ideal trojke (K,4...]) natanko tedaj, ko je J ideal kolobarja K in

je J" <— J.

Dokaz. (i) Naj bo najprej 7 ideal kolobarja K. Torej je

IK,KIC T.

Zato je tudi

ITKKI S<IKJ)KC IKC I

IKKIJ<K(K'T)CKIC IT,

kar nam pove, da je J zunanji ideal trojke (K,4...)) (glej definicijo 2).

Naj bo J zunanji ideal trojke (K,4...]). Tedaj je

KI <K"I <(IK'I)JCI

IK <IKČ <4IKI)C J,

kar pomeni, da je 7 ideal kolobarja K.

(ii) Dokažemo povsem podobno kot (i). m

Trditev 3. Naj bo K asociativen kolobar z enoto. Naj bo W <— K x K

trojka, ki smo jo definirali v uvodu. Tedaj velja

(1) S C W je zunanji ideal trojke W natanko tedaj, ko obstajata taka ideala

J in L kolobarja K, daje S< J x L.

(ii) S C W je ideal trojke W natanko tedaj, ko obstaja tak ideal 7 kolobarja

K, dajeS< J x J.

Dokaz je podoben dokazu trditve 2 in ga prepuščamo bralcu.

3. Komutativnost in centroid

Trojka W se imenuje komutativna, če za vse x,y, z € W velja identiteta

(yz) < (zyr).

V zvezi s komutativnostjo se definira tudi centrozd trojke W kot množica

vseh tistih parov aditivnih preslikav (C,,C.) : W —- W, ki zadoščajo

pogojem |

C,(feyz)) < 4C,(2)yz) — (eC.,(y)z) < 4eyC,(2)) (2)
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za oba indeksa o € 44-,—] ter vse £,y, z € W. Brez težav se prepričamo,
da centroid trojke postane kolobar, če vanj uvedemo seštevanje in množenje

takole:

(C,,C.) £(D,, D.) AC, 4 D,,C 4 D.)
(C,, C.)(D,, D.) <(C,D,,C.D.).

Ker je komponiranje preslikav vedno asociativno, je centroid avtomatično

asociativen kolobar, tudi če trojka W morebiti ni asociativna. Nadalje je

očitno, da je centroid kolobar z enoto, ki jo predstavlja par (idywy,idw). V

nadaljevanju bomo centroid trojke W označili z Z(W).

Trditev 4. Centroid matrične trojke M,,,,, je 1zomorfen obsegu realnih

števil, če gre za realne matrike, ter obsegu kompleksnih števil, če gre za

kompleksne matrike.

Dokaz. Ogledali si bomo zgolj realni primer, ker je kompleksni povsem

podoben. Naj bo A poljubno realno število. Definirajmo C,(X) <C (X) <

— AX za vsak X c M,, ,,,. Brez težav se prepričamo, da velja pogoj (2), kar

pomeni, da je obseg realnih števil mogoče vložiti v centroid trojke M,, ,,,.

Dokaz obrata bomo ilustrirali na primeru M,3, ker bi se sicer ide-

ja dokaza izgubila v mnogih dvojnih indeksih in kompliciranih matričnih

množenjih. Enako kot v dokazu trditve 1 bomo uporabljali standardno ma-

trično bazo E;;. Vzemimo matriko E,, < (o o 0) in naj bo C,(E,,) <
— [a b c V —O(£ v Zz— (G k 5). Vzemimo še poljubno matriko Y < (Z v w
(2) dobimo matrično enačbo

LCA Ena) Eni <AEuXCEn))

oziroma

21 Di) 2 8)-( 28): ;)
Ko te matrike medsebojno zmnožimo in primerjamo obe strani, dobimo za

poljubne z,y, z € IR enakosti |

). Iz pogoja

t "(S 8NR 8

de dey - fz <0,

be - eu <0,

ce - fu <0.

Zdaj vstavimo za matriko Y po vrsti. Z,;, F,a, E,3 oziroma

Z <1, v — 0, z — 0, u — 0;

z — 0, y <1, z — 0, u — 0;

z — 0, y —0, z —1, u <0.
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Dobimo b<e< d<esx< f — 0 oziroma C,(E,,) < (o o 0) < ab;,,.

Podobno naredimo še za ostale izbire indeksov in j in dobimo, da za vsak

par (i,j) obstaja tako realno število A;;, daje C,(E;;) < A;;E,;.

Videti moramo še, da so ta števila vsa enaka. Iz (2) dobimo tudi enačbo

1C,(E;;) E,; Eu) < 4E5ErjC,(En)],

ki nam skupaj z zgornjim razmislekom pove, da je

A;; Ej, < Agabir.

Ker je matrika E;; neničelna, morata biti konstanti A,; in A,; enaki.

Torej je C,(E;;) < AF;; za vse možne pare indeksov (z, j). Iz pogoja (2)

takoj sledi, da sta C, in C. celo linearni preslikavi. Ker je vsako matriko

mogoče zapisati kot linearno kombinacijo baznih matrik £;;, je C,(X) <

— AX za vse matrike X € M,,,,,.

Če zamenjamo vlogo preslikav C, in C., dobimo C (X) — uX za neki

skalar x. Ce to še enkrat vstavimo v (2), vidimo, da mora biti A < u. m

Trditev 5. Naj bo K kolobar z involucijo in enoto 1. Tedaj je centroid

trojke (K,4...)) izomorfen centru kolobarja K.

Dokaz. Označimo center kolobarja K s C in centroid z Z(K). Naj bo c

element centra C. Tedaj je cz < gc za vse x € K. Od tod dobimo, da je tudi

Ca cca" —<(g"c)" —<(ce")" —ge,

kar pomeni, da je c" tudi element centra C. Zdaj definirajmo

C,(z) < ce, C (z) < čr

za vse x € K. Zdaj brez težav preverimo, da velja

C,(feyzj) <c(ey"z) < (cz)y"z < 1C,(z)yzj — zy'(cz) —
z4zyC,(z)) < z(yc)z < x(yc")z < x(c"y)"z < 4zC. (y)z),

kar pomeni, daje (C,,C..) element centroida trojke (K,4...$). To pomeni,

da je mogoče z vsakim elementom centra generirati kak element centroida.

Naj bo zdaj (C,,C.) kak element centroida. Videti želimo, da je

generiran z elementom c € C. Lahko kar direktno definiramo c < C,(1).

Iz enakosti

C,(f11z)) < (C,(1)12)

dobimo C,(z) — ez za vsak z c K. Povsem analogno dobimo, da obstaja

tak d, daje C (z) — dz, kjer je d — C. (1). Iz enačbe

C,((111)) < (1€.(1)1)
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dobimo c < d" oziroma d < c". Podobno dobimo tudi, da je za vsak x € K

ce — xc <cle — gle < [ele] — [glcj<-

<1C4(1)i2j — (210,(1)j < C, ((ilej) - C, dellj) —

-C,(r) - C,(r) 0,

kar pomeni, da je c element iz centra kolobarja K.

Povsem podobno kot zgoraj lahko bralec sam dokaže naslednjo

Trditev 6. Naj bo K kolobar z enoto. Naj bo W < K x K trojka

definirana v uvodu. Naj bo C center kolobarja K. Tedaj je centroid trojke W

izomorfen C xC.

d, Inverzi

Naj bo W asociativna trojka. Element u € W imenujemo obrnljiv, če

obstaja tak element v, da so izpolnjene identitete

uve) — fvurg) — ([rvuj < f|zuvj —< z

za vsak z c W. Element v tedaj imenujemo t?nverz elementa u. Iz te

definicije in asociativnosti se hitro vidi, da je inverz enolično določen (kadar

obstaja seveda). Očitno je tudi, da če ima element u inverz, potem ima tudi

element v inverz in ta je enak kar elementu vu.

Formula za inverz produkta je nekoliko drugačna kot pri kolobarjih. Naj

bo W asociativna trojka in a,b, c € W trije obrnljivi elementi. Označimo z

ač!,bo! in c7! njihove inverze. Tedaj je element fabc) tudi obrnljiv in njegov

inverz je dan s formulo fabc)"! < farlbrlečl]. Za ilustracijo preverimo
prvo od štirih enakosti. Vzemimo poljuben z c W in računajmo:

f (abc) la lbr'eol le] <4 abfefa rle la) l—

—fabfce'(fbr!ar lx] 1] —

—4 abfbr!ar'r) ]— 4 fabb Mla !r) —

—faa lgh <— x.

Ostale enakosti preverimo podobno.

Trditev 7. aj bo K kolobar z involucijo in enoto 1. Naj bo (K,4...$)

trojka, definirana v uvodu. Tedaj je element u € K obrnljiv v kolobarju K
natanko tedaj, ko je obrnljiv v trojki (K,4...)).

Dokaz. (i) Naj bo u obrnljiv v kolobarju K in naj bo yu? njegov inverz

(glede na kolobar). Defini —1x
irajmo v < u '". Tedaj je

(uva) <uv"a < uu "x < uu le —< a

(vuzj <u "u"a < (uu )a <la—c lece.

Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 1 15



Podobno dobimo, da je tudi (uv) < (vu) — x, kar pomeni, da je v inverz

elementa u v trojki (K,1...)).

(ii) Naj bo u obrnljiv element v trojki (K,4...)) in naj bo v njegov inverz

(glede na trojko). Iz enakosti

1< fuvlj < uv" in 1< flvuj < vu

dobimo, da je v" < u7!. m

Trditev 8. Naj bo K kolobar z enoto in naj bo W < K x K trojka,

definirana v uvodu. Tedaj je element u obrnljiv v trojki WW natanko tedaj,

kadar je u oblike u <— (a,b) in sta obe komponenti para obrnljivi v kolobarju

K. Tedaj je inverz elementa u oblike (b7!,a7!).

Dokaz te trditve lahko bralec brez težav izdela sam. Tisti bralci, ki so

vajeni matričnega računa, si lahko dokažejo tudi naslednjo

Trditev 9. Naj bo M,,,, matrična trojka, definirana v uvodu. Če

matrike niso kvadratne, potem noben element nima inverza. Če je n — m
in so torej matrike kvadratne, potem so v tej trojki obrnljive natanko tiste

matrike, ki so obrnljive tudi v običajnem smislu.

5. Potence

Naj bo W asociativna trojka. V splošnem ni mogoče definirati operacije,

ki bi bila ekvivalentna kvadriranju elementov v kolobarjih, zato pa lahko na

očiten način induktivno definiramo vse lihe potence s formulama 4! — r ter

a?nbs — fpintlag), Dokazali bomo, da se te potence medsebojno množijo
povsem podobno kot potence v kolobarjih.

Irditev 10. .Naj bo W asoctativna trojka ter k,n, m liha naravna

števila. Tedaj velja fa "a"a") — ga" za vsak z € W.

Dokaz. Trditev bomo dokazali z indukcijo na liho naravno število s —

— kd n im > 3. Denimo, da je s — 3. Tedaj je (rer) — 4!"!?"l kar
definicija potence v W. Naj bo s > 3 in naj trditev velja za vsa liha naravna

števila, ki so manjša od števila s. Vsaj eno izmed števil k, n, m je večje od

1.

1. primer: k > 1 oziroma k < j 42.

(et g ta") (al Haha") — Uerrja"a") < |

-elelee"e")] — (pirat) — (oše(ata"e)] —

ej fetat aje) < [ei (rate? je) < ((eleta" jev) —
sfaltnima a) — gitntmt2 — prrnem |
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Dodamo naj še tole: V prvi ite-. ——-——-
see . - ve Inicializacija

raciji uporabimo kot tekočo rešitev 7

že vnaprej poznano rešitev zo; ite-

racije seveda izvajamo toliko časa,

dokler ne dobimo dovolj majhne vre-

dnosti namenske funkcije.

Na sliki 3 je podan diagram po-

teka računalniškega programa za iz-

račun linearnega programa po Kar-

markarjevem algoritmu.

Proj. transf. T'

Pomik v smeri grad. nam. f.

Inver. transf. TT!

Je Dd o NI
Vred. Ta 0>

Slika 3. Diagram poteka |

Karmarkarjevega algoritma | da

Konec

Polinomska časovna zahtevnost algoritma

Kot smo že omenili, ima Karmarkarjev algoritem glede časovne zah-

tevnosti prednost pred metodo simpleksov, saj je mogoče dokazati, da je

polinomsko časovno zahteven.

Karmarkar je namreč dokazal, da za poljubno naravno število g ec N

pade namenska funkcija c?x pod 271 v največ %(g - In(n)) iteracijah,

kjer je n dimenzija rešitve linearnega programa z, 0 pa neka konstanta [6].

Dokaz je precej obsežen; sestoji iz petih izrekov, od katerih navajamo dva

najvažnejša, po Karmarkarjevem označevanju najprej drugega, nato prvega.

Ker namenska funkcija c? z v teku algoritma ni vedno linearna, uporabimo

za dokazovanje takoimenovano potenčno funkcijo

cia

L;
j(2) - iu

Izrek 4.1 (Karmarkar, Izrek 2) [6]. Naj bo 2%) zaporedje točk, ki jih
algoritem generira. Potem za vsako iteracijo k velja:

ali cTa«tI) - o

ali (26H) < f(x) - 5,

kjer je 8 konstanta.

Izrek 4.1 nam torej zagotovi naslednje: v vsaki iteraciji, razen v tisti, kjer

se algoritem konča, se vrednost potenčne funkcije zmanjša za neko konstanto.

Glede na definicijo potenčne funkcije iz izreka 4.1 hitro sledi naslednji

izrek
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Izrek 4.2 (Karmarkar, Izrek 1) [6]. Za poljuben g € N najde algoritem

rešitev x linearnega programa (2), za katero velja

bodisi cz < 0

bodisi c? z/c!a, < 279

v m iteracijah, m < O(n(g -ln(n))).

Če upoštevamo, da logaritemska funkcija narašča počasneje od funkcije
f(n) < n, to praktično pomeni: algoritem najde rešitev problema v številu

iteracij, ki je polinomsko odvisno od razsežnosti problema. 'Tudi če upo-

števamo časovno zahtevnost posamezne iteracije, const : n?, je zahtevnost

celotnega algoritma še vedno polinomska.

Implementacija algoritma

Implementacija Karmarkarjevega algoritma — izbira ustreznih postop-

kov pri izdelavi računalniškega programa — je še posebej pomembna, saj

je od nje dejansko odvisna uspešnost algoritma na praktičnih primerih.

Pri izdelavi računalniškega programa je potrebno skrbno izbrati naslednje

postopke:

a) Kako pretvoriti linearni program (1) v obliko (2) in pridobiti začetno

rešitev £o.

b) Kako ravnati, kadar minimalna vrednost namenske funkcije ni 0.

c) Katero metodo uporabiti za izračun inverzne matrike

(BW) gW)'-1

pri projekciji gradienta (5).

Na kratko si oglejmo nekaj možnih postopkov:

a) Pri pretvarjanju linearnega programa (1) v obliko (2) navedimo dva

načina. Pri prvem uporabimo posebno transformacijo, ki problem oblike

(1) preslika v obliko (2), začetno rešitev z, pa pridobimo z reševanjem

pomožnega linearnega programa.

Pri drugem načinu dosežemo obliko (2) in začetno rešitev z dodajanjem

ustreznega števila umetnih spremenljivk.

Vsak od obeh načinov ima dobre in slabe lastnosti: pri prvem se, na

primer, zaradi reševanja pomožnega linearnega programa poveča računal-

niški čas, pri drugem pa se poveča dimenzija problema. Vendar glede na

izsledke, objavljene v raznih publikacijah, lahko rečemo, da se je drugi način

v praksi bolje obnesel.

b) V večini praktičnih primerov minimalna vrednost namenske funkcije

ni 0, kot zahteva Karmarkarjev algoritem. V takih primerih je seveda dovolj,
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KRANJC T., Čopič A
fizike IL, 2., razširjena izdaja, D

str. (Zbirka izbranih poglavij iz

B. (zbrali in uredili), Naloge iz

IFA Slovenije, Ljubljana 1991, 72

fizike ; 20 a)

M., Golli B

Fizika II je v drugem letniku na Oddelku za fiziko prehodni predmet

med klasično fiziko v prvem letniku ter kvantno mehaniko v tretjem in fiziko

trdne snovi ter fiziko jedra in osnovnih delcev v četrtem. Naloge iz fizike II

zajemajo naloge iz tega predmeta, ki so jih večinoma preskusili študenti na

pismenih vajah v prejšnjih letih. Po poglavjih so razvrščene takole: 'Teori-

ja relativnosti (63 nalog), Kvantna fizika (70), Atomi z več elektroni in

molekule (40), Osnove kvantne statistike (50), Elektroni v kristalih (50) in

Jedra in Delci (45). Nalogam sledijo dodatki: Osnovne fizikalne konstante,

Nekaj matematičnih formul, Elektronske konfiguracije, spektroskopske oz-

nake in ionizacijske energije atomov v osnovnem stanju, Nekaj podatkov o

dvoatomnih molekulah, Fermijeva energija za nekatere kovine, Širina ener-
gijske špranje in gibljivost elektronov in vrzeli za nekatere polprevodnike ter

Preglednica izotopov in Preglednica nekaterih osnovnih delcev. Nazadnje so

navedene še rešitve nalog.

Novo izdajo je pripravil Tomaž Kranjc po prejšnji izdaji Martina Čopiča
in Bojana Gollija. Izločil je dvomljive naloge in dodal nekaj novih, od katerih

so maloštevilne zahtevnejše posebej zaznamovane. Pomembna novost so

rešitve nalog na koncu knjige. Z njimi bodo študenti po samostojnem

reševanju nalog lahko preverili svoje izide. Poti do izida rešitve ne nakažejo.

Pri načinu, da si smejo študenti na pismenih vajah pomagati z učnimi

knjigami, je to najbolj smiselna rešitev.

Nova izdaja je stavljena računalniško in je mnogo prikupnejša od stare,

natipkane. Najbolj je bodo veseli študenti drugega letnika, ki so že ne-

godovali, ker je stara izdaja pred časom pošla.

Janez Strnad

KRUPKA D., JAN YŠKA J ., Lectures on Differential Invariants,
Univerzita J. E. Purkynč v Brnč 1990, 193 str.

Diferencialne invariante je vpeljal že Sophus Lie in jih povezal s teori-

jo klasičnih invariant, ki se je v tistem času živahno razvijala. Vendar pa.

je razvoj teorije invariant proti koncu prejšnjega stoletja zamrl in tako so

se tudi diferencialne invariante, ob sicer silovitemu razvoju teorije Liejevih

grup, v začetku tega stoletja skoraj izgubile. V zadnjih nekaj desetletjih se

je spet obudilo zanimanje zanje, za invarlante nasploh in za njim sorodne

nelinearne invariantne operatorje, predvsem zaradi njihove uporabe v alge-

braični geometriji in teoretični fiziki (na primer v povezavi z umeritvenimi

grupami). Knjiga D. Krupke in J. Janyške je geometrijski pristop k diferen-

cialnim invarlantam, saj jih predstavi in obravnava predvsem kot; geometrij-

ske objekte.
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Knjiga je razdeljena v dva dela. Prvi del, ki ga je napisal prvi av-

tor, se začne z uvodnim poglavjem o Liejevih grupah in nadaljuje s postop-

no vpeljavo geometrijskih struktur, ki vodijo do pojma diferencialne invari-

ante in njene posplošitve — invariantne operacije. Diferencialna invarianta

je pravzaprav ekvivariantna preslikava med mnogoterostma z delovanjem

diferencialne grupe, to je grupe brizgov (ali poganjkov, kot bi tudi smiselno

prevedli francoski izraz ,jet" v slovenščino) lokalnih difeomorfizmov prosto-

ra IR" iz izhodišča v izhodišče. Po drugi strani lahko vsako diferencialno in-

varianto predstavimo kot naravno transformacijo med funktorji iz kategori-

je gladkih n-dimenzionalnih mnogoterosti v kategorijo določenih naravnih

svežnjev nad mnogoterostmi. Tako lahko nanje gledamo kot na geometrij-

ske objekte in jih neposredno povežemo na primer z zunanjim odvodom,

Liejevim oklepajem ali Levi-Civitajevo povezavo.

Eden osnovnih problemov teorije diferencialnih invariant je njihova klasi-

fikacija. V drugem delu knjige, ki ga je napisal drugi avtor, so zbrani primeri,

ki kažejo, kako lahko metode za klasifikacijo diferencialnih invariant upora-

bimo pri naravnih diferencialnih operatorjih in naravnih konstrukcijah s ten-

zorji. Tako je dokazana med drugim enoličnost zunanjega odvoda, Liejevega

oklepaja in Levi-Civitajeve povezave.

Ceprav predstavljena snov še zdaleč ni lahka, je knjiga napisana dovolj

sistematično, da je dostopna in zanimiva tudi bralcem, ki niso strokovnjaki

z obravnavanega področja.

Neža Mramor

DEVIDE V., Matematička čitanka, Školska knjiga, Zagreb 1991,
295 str.

Znani zagrebški matematik Vladimir Devidč je v tej knjigi objavil svoje

izbrane članke, eseje in govore ter jih ponudil v branje in razmislek sred-

nješolcem in njihovim profesorjem. 5 to knjigo želi avtor bralcu približati in

pojasniti bistvo matematike, njeno širino in lepoto.

Čitanka obsega okoli 30 člankov in esejev, razdeljenih v tri poglav-
ja. V poglavju Matematičm problemi in metode je na nekaj primerih iz

elementarne matematike prikazano, s kako raznoterimi (in na pogled nič

matematičnimi) problemi se lahko spopada matematik. Poudarjeno je, da

matematično nalogo lahko rešimo z uporabo različnega matematičnega orod-

ja, na različne načine, ki so lahko bolj ali manj izvirni, duhoviti, dopadljivi.

Drugo poglavje Matematične strukture in teoriya obsega razlago osnov teorije

množic, matematične logike in algebrskih struktur. V zadnjem poglavju Kay

je in kašna je matematika so zbrani eseji o osnovah matematike, o smereh

sodobne matematike itd. Za mnoge bralce bo to najtežji, a najzanimivejši

del knjige. Tu zvemo odgovore na številna vprašanja, ki begajo tudi mlade

razmišljujoče matematike: Ali so matematične resnice večne? Ali je mate-

matika v bistvu le logika? Ali je ena sama matematika?! Ali je v matemati-

ki vsaka (smiselna) trditev bodisi pravilna ali nepravilna? Ali so dokazi z

matematično indukcijo za vse matematike neoporečni?
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2. primer: n > l oziroma n <;-2.

(prena fara ten) — (ae fe rea ha") —

—[e r4ra!a")) — fe "efela"a)) — fe (aa! e ja) —

— [a (rea jr) — eta? a jer] —< (eU zr) —

—gpitmtit2 — gktntem |

3. primer: m > l oziroma m < j 2.

Sp rane) sfera alt) — fare fe er) —

— (ferata ee) < fe UM ga] — grt — pitntmo

6. Homotopi in homomorfizmi

Naj bo W asociativna trojka in naj bo u ce W. Na množici W definiramo

binarni produkt s predpisom z o y < 42uy]. Tako dobljen kolobar, ki je

vedno asociativen, označimo z WWW) in ga imenujemo u-homotop trojke W.
Brez težav se prepričamo, da je u-homotop kolobar z enoto natanko tedaj,

ko ima element u inverz v trojki W.

Par preslikav (H,,H. ) : W ——> V med dvema trojkama w in V
imenujemo homomorfizemski par, če zadošča pogojem

H,(feyzj) < 1H,(£)H..(y)H.(z)]

za oba o € (4,—) ter vse x,y,z € W. Čeje H, < H. < H, potem
imenujemo H homomorfizem med trojkama W in V. Homomorfizemski par

se imenuje szomorfizemski par, če sta obe preslikavi /, in 1. obrnljivi.

Vsak homomorfizemski par na naraven način inducira dva homomor-

fizma kolobarjev med homotopoma WWW) in V(H-(Y)) ter med homotopoma
WWW in Ve).

Naj bosta K in RR asociativna kolobarja z involucijo. Naj bo H : K —

R. homomorfizem kolobarjev. Definirajmo JI, < H in H.(e) — H(e")".

Tedaj je par (H,, H. ) homomorfizemski par med trojkama (K, i.d) in

(R,4...)). Obratno ni nujno res. Obstajajo kolobarji in homomorfizemski

pari trojk, ki niso porojeni s homomorfizmi kolobarjev.

Naj bosta K in 7 asociativna kolobarja. Označimo z W < K x K in

V — R x R trojki, generirani s tema kolobarjema. Naj bosta /H; in /, dva

homomorfizma iz kolobarja K v kolobar R. Definirajmo preslikavi H,,H. :

W — V s predpisoma

H,(k,,k,) < (H,(ki), Hal(ka))

H.(ki,ka) < (Ha(ki), H1(ka)).
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Z enostavnim računom se prepričamo, daje (H,, H..) homomorfizemski par

med obema trojkama.

Naj bo W matrična trojka M,,, in naj bo A neka obrnljiva n x n

matrika ter B neka obrnljiva m x m matrika. Definirajmo

H,(X)< AXB in H(X)< (A) X(B')-

Hitro se prepričamo, da je (H,, H ) celo avtomorfizemski par trojke W.

Ce je n < m, potem je ta zgled tudi primer za homomorfizemski par, ki ni

porojen s homomorfizmom kolobarjev, če B ž£ A7l!.

LITERATURA

[1] W. G. Lister, Ternary rings, Trans. Amer. Math. Soc. 154 (1971) 37-55.
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[3] O. Loos, Alternative tripelsysteme, Math. Ann. 198 (1972) 205-238.

NOVE KNJIGE

PEIERLS R., More surprises in theoretical physics, Princeton

series in physics, Princeton University Press, Princeton 1991, 106

str.

Pred dvanajstimi leti je Rudolf Peierls pri isti založbi izdal Presenečenja

v teoretični fiziki. Tako je naslovil zbirko pet do šest strani dolgih sestav-

kov o vprašanjih, pri katerih se da spotakniti. Pisec je opozoril na težavo in

utemeljil pravi odgovor. Vprašanja so segala od kvantne mehanike do stati-

stične mehanike. Ugoden sprejem knjižice je vzpodbudil sira Rudolfa k pi-

sanju nadaljevanja. (Medtem je leta 1985 izdal še spomine Birds of Passage,

Recollections of a Physicist.) V nadaljevanju z naslovom Še več presenečenj

v teoretični fiziki je uporabil enak prijem. Zopet je zajel vprašanja, ki imajo

drugačen ali preprostejši ali bolj zapleten odgovor, kot bi pričakovali. Zopet

segajo vprašanja od kvantne mehanike (4 vprašanja), prek fizike trdnin (7),

statistične mehanike (2), transportnih problemov (4), jedrske fizike (6) do

teorije polja (2) in hidrodinamike (2). Vprašanja so preprosta in zanimiva

in odgovori s komentarjem kratki in pregledni. Pisec je sam ali skupaj s so-

delavci nekdaj pomagal razčistiti precej teh vprašanj, nekatera pa je vključil

v knjigo, ker so mu bila sicer pri srcu.

Za drugo knjigo presenečenj lahko zapišemo, kot so zapisali za prvo, da

,je to ena izmed zelo redkih knjig iz teoretične fizike, ki jih je mogoče prebrati

v postelji". Na eni strani potrebno znanje komaj kje preseže predavanja na

dodiplomskem študiju fizike, na drugi strani pa je potrebna določena stopnja

zrelosti, da bi zares uživali nad presenečenji.

Janez Strnad
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PACS 41.10. Fs

Magnetmo polje vrtinčnih tokov v tanki prevodni plošči lahko določimo z metodo slik

na osnovi Maxwellovih enačb. Iz enačb izračunamo časovno zamiranje vrtinčnih tokov in

izpeljemo pogoj za senčenje izvira izmenične magnetne motnje. Preprost poskus potrdi

pogoj za senčenje.

WHO IS AFRAID OF EDDY CURRENTS!

Eddy curents in a thin conducting plate produce a magnetic field which can be

determined by the image method based on Maxwell's eguations. [ime evolution of eddy

currents and screening condition for given source of time dependent magnetic field are

derived from eddy currents eguation. A simple experiment which confirms the screening

condition is described.

U
v
o
d1.

Pri delu z magnetnim poljem pogosto srečamo vrtinčne tokove, malokdaj

pa se spoprimemo z njimi računsko. Celo zahtevnejši učbeniki elektrodina-

mike se vprašanja le bežno dotaknejo. Pred kratkim objavljeni članek [1] je

nakazal bližnjico. Prehodimo pot za preprost primer, zahtevnejši bralec se

bo lahko po nevarnejših poteh odpravil sam |2]..

Najprej bomo pokazali, kakšno magnetno polje ustvarijo vrtinčni tokovi

v kovinski plošči, če v tuljavi pred ploščo nenadoma vključimo konstantno

magnetno polje. V nadaljevanju bomo pojasnili, kako se to magnetno polje s

časom spreminja, in zaključili z izmeničnim magnetnim poljem. Povsod, kjer

govorimo o magnetnem polju, je mišljena magnetna poljska gostota. Zaradi

nazornosti izberimo za izvir magnetnega polja tuljavo, računi pa veljajo za

poljuben izvir.

2. Osnovna enačba za vrtinčne tokove

Postavimo tuljavo pred kovinsko ploščo tako, da je os tuljave pravokotna

na ravnino plošče in razdalja med ploščo in tuljavo majhna v primeri z

velikostjo plošče (Sl. la). Ob času t < 0 priključimo tuljavo na konstantno

(a) (b)

Slika 1. Tuljava in velika prevodna plošča (a) ter časovno spreminjanje magnetnega polja

tuljave (b).
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napetost. Prehodni pojavi v tuljavi nas ne zanimajo, zato privzemimo, da

magnetno polje, ki ga ustvari tuljava, nenadoma naraste na B' (Sl. 1b).

Sprememba magnetnega polja inducira napetost, ki požene vrtinčne

tokove v plošči. Inducirano napetost povezuje s spremembo magnetnega

polja Faradayev zakon

dB -B')
V x E — di (1)

B' je polje tuljave in B polje vrtinčnih tokov. Računi tečejo lepše, če namesto

gostote magnetnega polja računamo z magnetnim vektorskim potencialom

A. Količini povezuje enačba

B-VxA. (2)

Da so računi preglednejši, zahtevamo še VA <— 0. S tem je pri danem

B vektorski potencial natanko določen. Krajevna odvisnost vektorskega

potenciala mora zadoščati Maxwellovim enačbam. Ce združimo Amperov

zakon

j<VxH (3)

z enačbo (2) in upoštevamo, da je VA < 0, dobimo diferencialno enačbo [3]

VJA < —-uyoj, 4)

iz katere lahko pri danih tokovih in robnih pogojih izračunamo vektorski

potencial (yu je permeabilnost).

Iz (1) in (2) sledi za tuljavo

E- 1A: A'") (5)

in od tod dobimo z Ohmovim zakonom E < pj:

da: A) pi. (6)

Tu je p specifični upor plošče in j gostota vrtinčnih tokov. Iz geometrije

problema sklepamo, da je komponenta toka ;, zanemarljiva v primeri s

komponentama j, in j, — vrtinčni tokovi tečejo pač v ravnini plošče.

Gostota magnetnega polja, ki ga ustvarjajo takšni tokovi, ima v plošči prav

tako zanemarljivo komponento B,. Količini povezuje Ampčrov zakon (3), ki

ga ob navedenih predpostavkah zapišemo po komponentah

| OB, O. BB,
JIrhHo < ——a25. Jybbo — s | (7)
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Ker je plošča tanka, lahko odvoda komponent magnetnega polja v smeri

koordinate z izrazimo s spremembo magnetnega polja na mejnih ploskvah

plošče z debelino d

OB, B,(d/2)- B,(-d/2) 2B, dB, 28B,
UNAH o nn

Oz d d' Oz d (8)ad

V (8) smo upoštevali, da sta zaradi simetrije problema tangentni komponenti

magnetnega polja vrtinčnih tokov v zrcalnih točkah glede na ravnino (z <— 0)

nasprotno enaki: B,(z,y, z) < —B,(2,y,—z). Komponenti tokov (7) lahko

prek enačb (8) in (2) povežemo s komponentami vektorskega potenciala na

mejah plošče!

2 2 OA, . 2 2 BA,
— 5, — - B,. s k 9

uuod " Ju — uuod uuod Oz (9)Jx — uuod Oz >

Zapišimo rezultat z vektorji

2 GA,

uuod Oz
Ji — (10)

Indeks t pomeni tangentni vektor (komponenta z je enaka 0). Združimo (6)

in (10) in dobimo enačbo, ki povezuje časovno spreminjanje celotnega vek-

torskega potenciala v plošči s skokom induciranega vektorskega potenciala

na mejah plošče

d(A, £A,) 2p d0A,
di — uMod Oz ' (11)

Vektorski potencial, ki ga ustvarijo sami vrtinčni tokovi v polprostoru

na eni strani plošče, reši Laplaceovo enačbo

V?A 50. (12)

To dobimo iz (4), saj v prostoru zunaj plošče ni tokov. Enačbo rešujemo

pri pogoju, da je vektorski potencial na površini plošče tak, kot ga določa

enačba (11).

3. Metoda slik

Čeprav nakazana pot vodi do rešitve, pa se po njej le malokdaj zares
podamo. Pomudimo se raje ob enačbi (11).

Desna stran enačbe je vedno končna — neskončen odvod vektorskega

potenciala bi pomenil neskončno magnetno polje — zato je ob vsakem času

končen tudi časovni odvod na levi strani enačbe. Pri trenutni spremembi

zunanjega vektorskega potenciala A" torej iz čt — O sledi 6(A, - A,') — 0.

Odvode A; zanemarimo iz istega razloga, kot smo zanemarili jz.
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To pomeni, da se vrtinčni tokovi v plošči inducirajo tako, da ostane vektorski

potencial na mejnih ploskvah nespremenjen. Ce je bil v začetku vektorski

potencial povsod enak 0, ob času t < 0 pa smo vključili zunanji vektorski

potencial A' na pozitivni strani plošče (z > 0), bodo vrtinčni tokovi v plošči

ustvarili tak vektorski potencial, da bo na mejah plošče nasprotno enak

vektorskemu potencialu izvira. Polprostor na negativni strani plošče tako ne

zve za dogajanje na nasprotni strani. Vektorski potencial na negativni strani

je namreč določen z Laplaceovo enačbo (12) in z robnimi pogoji na plošči,

ki se, kot smo ravnokar ugotovili, niso spremenili. Vrtinčni tokovi se torej

inducirajo tako, da ščitijo prostor za izvirom pred spremembo magnetnega

polja.

oe mm om NE o a
na a aa

.e -

a REN Z žaj

(b)

Magnetno polje tuljave za t > 0 (a), magnetno polje vrtinčnih tokov na

negativni (b) in na pozitivni strani plošče (c)

Slika 2.

Vzemimo tuljavo. Magnetno

polje, ki ga ustvarj ajo vrtinčni toko-

vi na negativni strani plošče, je na-

sprotno enako po!ju, ki ga na tem

mestu ustvari tuljava. Takšno polje

dobimo, če na mesto tuljave postavi-

mo enako tuljavo s tokom v naspro-

tni smeri. Magnetno polje vrtinčnih

tokov na negativni strani plošče je

torej enako polju obrnjene tuljave

na pozitivni strani plošče (Sl. 2b).

Kakšno polje ustvarijo vrtinčni to-

kovi na pozitivni strani plošče? Si-

metrija problema narekuje, da je

magnetno polje vrtinčnih tokov ena-

ko na obeh straneh plošče. Spreme-

ni se le predznak tangentne kompo-

nente magnetnega polja, podobno kot pri magnetnem polju krožne tokovne

zanke. Magnetno polje vrtinčnih tokov na pozitivni strani plošče je enako

polju, ki ga ustvari zrcalna slika tuljave na negativni strani plošče (Sl. 2c).

Končno magnetno polje je vsota magnetnega polja vrtinčnih tokov in tuljave

(Sl. 3). Magnetno polje vrtinčnih tokov popači magnetno polje tuljave.

liB:0
NY

Slika 3. Končno magnetno polje
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4, Casovno spreminjanje vrtinčnih tokov

Z metodo slik smo določili magnetno polje vrtinčnih tokov, ki so po-

sledica trenutne spremembe magnetnega polja v izviru. Končno magnetno

polje (Sl. 3) ustreza razmeram takoj po spremembi zunanjega polja. Ce za

tem magnetno polje izvira ostane konstantno, vrtinčni tokovi s časom za-

mrejo; po določenem času preostane le magnetno polje izvira, kot da prevo-

dne plošče sploh ne bi bilo. Kako hitro se to zgodi, prav tako izda enačba

(11).

Časovni potek magnetnega polja izvira naj bo še vedno skokovit (Sl. 1).
V času č > 0 je vektorski potencial izvira A ce' konstanten in ga zato lahk

v enačbi (11) izpustimo. Enačba za vektorski potencial vrtinčnih tokov na

površini plošče se tako glasi, če izpustimo indeks

dt puyuod dt (13)

Kakšen je vektorski potencial vrtinčnih tokov ob času t < 0, smo ugotovili

v prejšnjem odstavku. Ce zaznamujemo vektorski potencial izvira z A' —

— f(z,y, z), velja za vektorski potencial vrtinčnih tokov

A;-o < —f(2,y,z);z< 0, A,;,.o < —f(z,y, —z);z>0 (14)

ali zapisano v eni sapi

A;-o 5 —-f(£, y, - izi). (15)

V enačbi (13) nastopa na desni strani odvod funkcije f, v kateri so lahko

koordinate 4, y in z tudi funkcije časa. Pravilo

df MDOfdea 0fdy Of dz 16

dt Or dt Oydt BOzdt (16)

pripelje od (13) do

Of dz 2p df 17

Oz dt — uyuod Oz' (17)
integracija pa da

2P
z — t - zo. (18)
H uuod

S časom se torej spreminja le komponenta z vektorskega potenciala. Časovno
spreminjanje vektorskega potenciala vrtinčnih tokov podaja enačba

| 2

A — —f(z,y,— z t). 19(2,y,-lel- Eo (19)

Konstanto zg smo določili z začetnim pogojem (15), predznak pa tako, da

potencial s časom zamira.
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Iz enačbe (19) izvemo, da magnetno polje vrtinčnih tokov s časom

pojema tako, kot bi se sliki navideznih tuljav (Sl. 2) oddaljevali od plošče s

konstantno hitrostjo

2P
v —

ujpod

Časovno spreminjanje celotnega magnetnega polja je vsota ugašajočega polja
vrtinčnih tokov in polja tuljave, ki se s časom ne spreminja. Po dolgem času,

ko navidezni tuljavi izgineta v z — :oo, ostane samo nemoteno magnetno

polje tuljave.

(20)

5. Izmenično magnetno polje

Najprej poiskusimo oceniti, koliko časa prevodna plošča senči magnetno

polje izvira, če polje skokovito vključimo. Pri tem privzemimo, da magnetno

polje izvira pada z oddaljenostjo, ker mislimo na dipolno magnetno polje.

Zaznamujmo s h oddaljenost izvira magnetnega polja od plošče. Magnetno

polje izvira začne prodirati skozi ploščo že tedaj, ko sta navidezna izvira, ki

se oddaljujeta od plošče, prepotovala del razdalje h. Plošča prepušča znaten

del magnetnega polja po času to

uuodh
ta Z . 210 o (21)

Iz enačbe je razvidno, da mora dober ščit magnetnih motenj imeti veliko

permeabilnost in majhen upor.

Izmenično motnjo lahko sestavimo iz številnih stopničastih motenj. Po-

goj (21) prevedemo v takegale: če se v enem nihajnem času navidezni sliki

nista premaknili za več kot del h, bo prostor za ploščo senčen pred izme-

ničnim magnetnim poljem, če je frekvenca magnetnega polja

2P
v>

uuodh
(22)

Pri izpolnjenem pogoju (22) magnetno polje za ploščo praktično izgine,

na strani izvira pa je oblika polja enaka kot v hipu nenadne spremembe

(Sl. 3) in niha s frekvenco izvira.

Pri senčenju elektromagnetnega valovanja običajno zahtevamo, da mora

biti debelina ščita nekajkrat večja od vdorne globine

daee,/——. (23)
AROTV

Da bomo pogoja (22) in (23) laže primerjali, izrazimo frekvenco v prvem

pogoju z ustrezno vdorno globino:

276?
RUd > (24)
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