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Osnovni 1zrek o inverznih Iimitah v polnih metri¢nih prostorih omogoca preprosto
izpeljavo nekaterth pomembnih klasi¢nih rezultatov i1z analize.

INVERSE LIMITS AND ITS APPLICATIONS

A fundamental theorem on mmverse himits in complete metric spaces enables a simple
derivation of important classical results in analysis.

Gd gim’mh znau nosti sodobne matematike je njena skoraj never-
ncinkovitost pri mge‘mmu mzhe , N2 videz popolnon 18 NIEPOVez amh
acu e problema, k 7

njem bo govor pozneje),
1/ ev izrek. K €r pa njegova abs M‘ aktn
mzdeﬂm} vsebuje pojem inverzne limite, j
” ime 1zrek o inverzni limats.

MNozZic 1n zap

uben projek

] iciia. Zia polj ' )n>1 definiramo in-
VerzZno (ah pmye%ﬁwna} limito kot




Elemente inverzne limite si lahko predstavljamo kot (neskonéne) navzdol
usmerjene poti v neskoncnem drevesu, ki se med seboj lahko zdruzujejo, ne
pa tudi razcepljajo in potekajo skozi vse nivoje (glej sliko 1).

\, | | |
o 0 0 0 - nivo 3
N | |
o o 0 0O -+:-NIVO 2
| | 7
o 0 0 o ---mnivo 1
Slika 1.

Zgled. Ce imamo npr. padajoce zaporedje mnozic £y D Fy D ... in
za vsak n > 1 pomeni f, : E,,1 — E, vloiitev mnozZice F,,{ v mnozico
E, , se pravi identi¢no preshkavo falz)=2zzaz e E, 4, potem predstavha
to zaporedje ocitno preprost primer projektivnega sistema in po defin
inverzne limite imamo

Hin(Em frn) = {(zn) €

Elementi inverzne limite so bomj natanko vsa konstantna zaporedja iz kar-
tezicnega produkta [],>; £,,. Ker mora biti ta skupna konstanta ocitno v

preseku N,>1 E,,, vidimo, da je inverzna limita v tem primeru pravzaprav
kar presek vseh mnozic. Njena projekcija na k-to komponento pa je spet
presek [],,~1 E,, vlozen kot podmnozica v E}. Iz tega primera tudi vidimo,

da je inverzna limita lahko prazna mmnozica.

Naj bo sedaj za vsak n > 1 mnozica E, poln metricni prostor z
metriko d, (glej [7] ali [4], ki sta primerni referenci tudi za druge metriéne
0ZIroma topoloéke pojme, uporabljene v nadaljevanju). Polnost prostora
potrebujemo, da bomo imeli zagotovljeno konvergenco razlicnih Cauchyjevih
zaporedij, ki jih bomo konstruirali. Poleg tega naj za vsak n preslikava f,
ne povecuje razdalj med tockami, torej naj ima lastnost

do(£a(2), £o(¥)) < dny1 (2, )

za vsak par z,y € E,,1. Taki preslikavi reCemo kontrakcija. Med drugim
to pomeni, da je f,, (enakomerno) zvezna preslikava iz metri¢nega prostora,
F, 11 v metricni prostor £,,.

Za vsak n > 1 oznacimo

A, = sup dist,(z, fo(E,y1)).

el

Tu pomeni dist,(z, f,(F,+1)) razdaljo tocke z do podms
metricnem prostoru E,,, tore]

&iSt*n(xa fn(En-i—l)) — iﬂf{dn(%y);y S fn(En—i—i)} ¢
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(%,fn(%ﬂ)}<)\ +¢e/2", za n> 2.

To lahko storimo zaradi definicije st
Pri danem k& > 1 definirajmo

znih raz

1INov ustre

n>k+§

Obzornik mat. fiz. 38 (1991) 5 131



To velja za vsak € > 0, zato je

disty (2, my(lim(B,y, £)) < di(2,21) < )

Ta ocena je veljavna za vsak ¢ € F.
Ker je tudi (E,,, f,)n>r projektiven sistem, dobimo podobno

dk(xa Wk(lgn(Ena fn)nZk)) B

za vsak z € Ej. Elemente iz lim(E,,, f,),>: pa lahko “podaljsamo” do ele-
mentov iz im(E,, f,) s tem, da postavimo z; = f; o fi;1 00 fr_1(z) za

1 <i< k. Kerje mp(im(E,, f)n>k) = mi(im(E,, f,)), je izrek dokazan.

Naj bo sedaj (E,, f.) projektiven sistem polnih metri¢nih prostorov, pri
cemer pa zahtevajmo od preslikav f, : F,.; — E, samo to, da so zvezne.

[zrek 2 (Izrek o inverzni limiti). Ce je za vsak n > 1 slika f,(E, 1)
gasta v pmstaru E., je za vsak k > 1 tudi projekcija m(hm(Em fn)) gosta

v prostoru Fy.

Dokaz. Preslikave f,, sedaj niso nujno kontrakcije tako kot v trditvi 1,
vendar lahko to pomanjkljivost preprosto odpravimo, ce vpeljemo v prostore
L., nove metrike.

Ziaradi enostavnejsega zapisa uporabimo Ze znano oznako iz dokaza
trditve 1: za vsak z € B, in vsak £k < n — 1 naj bo |

2™ = fi o frpr 0000 foni(2)
in z(" = 2. Potem pa definirajmo

§.(z,y) = max{dk(ﬁ:(k),y(k)); 1 <k <n}

za vsak par elementov z,y € F,,.

Tako definirana preshka'va. b, : B, xFE, — IR je nova metmka, na prostoru
E, (bralec naj se sam preprica, da, Vehajo vsi potrebni aksioms

(7)),

Ocitno velja d,, < &, tako da so odprte krogle glede na metriko 6,
vsebovane v enako velikih odprtih kroglah glede na metriko d,,. Po drugi
strani pa zaradi zveznosti preslikav f; in definicije nove metrike Vsa.ka odprta
krogla glede na §,, vsebuje dovolj majhno odprto kroglo glede na d,,. Oboje
skupaj pomeni, da dolocata nova in stara metrika na F, isto topologijo
(primerjaj [7], str. 54 in 55). Torej so v obeh metrikah konvergentna ista

zaporedja.
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Potem se hitro vidi, da je B, = {2, ®,11, - -}. Zaporedje krogel B;, By, - --
je torej padajoce, njihovi polmeri konvergirajo proti 1, presek N, >; B, pa je
ocitno prazen.

2. Drugi primer uporabe izreka 1 je Banachov skréitvent princip ([7],
izrek 14.14):

Naj bo (E,d) poln metricnt prostor in f : E — FE stroga skréitev, to

je preslikava z lastnostjo d(f(z), f(y)) < kd(z,y) za vsak z,y € F, kje;’ je

0 <k < 1. Tedaj 1ma preslikava f natanko eno negibno tocko, to je tocéko x
z lastnostjo ¢ = f(x).

Tudi tu je obicajni dokaz zelo preprost. Rekurzivno definiramo zapored-

je, za katerega pokazemo, da je Cauchyjevo. Njegova limita je negibna tocka
skréitve f.

Ce hoéemo uporabiti izrek 1, se zaradi lazjega dokazovanja omejimo na

primer, ko je § = sup,cpdist(z, f(F)) < oo. Ta pogoj je npr. izpolnjen
vedno, ko je prostor £ omejen.

Za vsak n > 1 vzemimo E, = E, f, = fin d,(z,y) = k"d(=z,y), z,y €
€ E. Tedaj je d,, kontrakcija, saj za vsak ¢,y € F, velja
dn(fa(2), faly)) = K d(f(2), () < k"7 d(2,y) = duya(2,y).

Poleg tega je dist, (2, fu(Eni1)) = £” djst(m,f(E’)} za vsak ¢ € F, = E,

tore]

A, = sup dist (2, fo(Fnyi1)) = sup dist(z, f(E)) = k™.
r€El, rel |

Ker vrsta ) A, olitno konvergira, je po izreku 1 im(E,,, f,,) # 0.

Elementi inverzne limite so zaporedja (z,),>1 2 lastnostjo z; = f(z3) =
= f(f(=3)) = - --. Pa denimo, da je tudi zaporedje (z,) v im(E,, f,). Tedaj
za vsak 7 > 1 1n za vsak n > 1 velja

d(zj,25) = d(f(zj41), f(2541)) < kd(zjt1,254,) =
= kd(f(2j12), F(j12)) S K (342, 2]42) <o S K.

Od tod sledi ; = z’ za poljuben j > 1. Vidimo torej, da vsebuje inverzna
limj

ita en sam element. Ker sta hkrati z zaporedj em (z,),>1 elementa

inverzae limite oitno tudi zaporedji (Zn4+1)n>1 10 (f(@n))n>1, mora zaradi

enolicnosti vehatl z, = T,y1 in 2, = f(2,) za vsak n. Torej je 21 = f(z1)
(edina) negibna toéka preslikave f v metricnem prostoru F.

3. 7 izrekom o inverzni limiti je povezan eden najvaznejsih izrekov ana-
lize — znameniti Bairov izrek o kategoriji (glej | 7], izrek 14.19.):
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Za projektivni sistem (E,, f,) vzemimo E, = V,,, d, = dy_ (kjer je
dv nova metrika na odprti mnozici V,,, definirana kot v prejsnji trditvi)
in f, : n+1 — V,, identicna preslikava. Ker je ocitno tudi v novi metriki
d, podmnozica V1 gosta v V,,, so vse predpostavke izreka 2 izpolnjene,
inverzna limita je neprazna in mnozica m; (lEn(En, fn)) = N1V, = Nps U,

je gosta v prostoru £y = E. To pa je ravno vsebina Baireovega izreka.

4. Kot smo obljubili v uvodu, poglejmo Se, kaksno zvezo ima izrek o
inverzni limiti s klasiénim Mittag-Lefflerjevim izrekom o meromorfnih funk-
cijah. Ta izrek govori o konstrukciji meromorine funkcije s predpisanimi poli
in glavnimi deli v teh polih (glej npr. [6], Theorem 13.10).

Izrek (Mittag-Lefller). Naj bo U odprm mmnozica v kompleksni ravning
C in (a”km zaporedje tock v U, ki nimajo stekaliséa v U, za vsak k > 1
pa naj bo s, racionalna funkciya na U s polom stopnje my, v tocki ai, torej

oblike

Ck i
el G

za vsak z € U in za primerne konstante ci ;. Tedaj obstaja na mnozici U
meromorfna funkcija s poli v tockah a; in z glavnimt delr v ay, enakimi sg.

Dokaz. Dokazimo nekoliko preprostejsi primer, ko je mnozica U enaka
C. Dokaz splosnega 1zreka je tehnicno bolj zapleten, osnovna ideja pa je ista.
Za vsak n > 1 naj bo U, = {z € C;|z| < n} in H(U,) mnozica vseh
holomorfnih (analiti¢nih) fun ozici U,,. Znano je, da je

kcij) na odprti nu
- H(U,) topoloski vektorski prostor (cela algebra) s topologljo enakomerne
konvergence na vseh kompaktnih podmnozicah v U,,, hkrati pa je tudi poln
metriéni prostor v neki metriki 6,,, ki je translacijsko invariantna, se pravi,
da za vsako trojico f,g,h € H(U,) velja 6, (f + h,g+ h) = 5n(f,g) (gle;
npr. [5], 1.45).
Definirajmo £,, kot mnozico tistih meromorinih funkcij f na U,,, katerih
edini poh v U, so ena,ki to¢kam a; € U, glavni deli v njih pa enaki ravno
unkcijam s;. Ce oznacimo i, = ) ., cy Sk, tako vidimo, da je za vsak
f € En f unkcija f —t, € H(U,). V mnozico E, uvedimo metriko d,, s
predpisom d,(f,g) = 5 a( f —tn,g — 1 ») za f,g € E,. Bralec naj se sam
preprica, da je d,, res metrika in da je v njej prostm‘ E,, poln.
Naj bo r, : E,y 1 — E, oblcajna restrikcija funkcij. Ce je toreg
f € En+ 1, se pravi meromorina funkcija na U n+41)s Je T ] U,, to
je meromorfna funkcija na U,, ki je ocitno v F,. Ker je iopoﬁogua v
prostoru E,, v bistvu dolocena z enako 1eTIO komfm”genco uzimzmh funkci
restr cue r, Zvezne. | tega Je - mnozica 7,(E,11) g@gm \4 E To
124 . Kerje f—r ( - -H) c H( U } lahko %@0 funke:

dmnozici v U, pohubno natanc¢no aproksimi
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NOVE KNJIGE

4Y 1., L infubrun g in die m
- 1991, 508 str.

Pred nami je razsirjeni nemski prevod dela o glasbeni akustiki, ki je
izslo v madzarséini leta 1982 in je zbudilo tedaj precejsnje zanimanje. Pri
nastajanju prevoda je sodeloval J. Meyer.

Delo obravnava glasbo, za pisca Casovno zaporedje zvokov, na treh
ravineh, ki jim posveca tri dele. Prvi del opisuje zvok v okviru fizike. Vse-
buje poglavja o zvocilih in zvocnem polju, analizi zvoka, nacinih vzbujanja
zvoka in potovanju zvoka. Ta del bi od vseh utegnil najbolj pritegniti po-
zornost fizika, a se mu pozna, da je napisan za nefizika. Navaja samo naj-
pomembnejse enacbe. Drugi del zajema zaznavanje zvoka in obdelavo zvoka
v mozganih s poglavji o lastnostih usesa, glasnosti, visini tona, barvi zvoka
in posluhu. Tretji del zadeva glasbo in estetski uzitek ob njenem poslusanju
in vsebuje poglavja o zacetkih glasbe, o glasbenih instrumentih, ki jih razdeli
na najprepostejse, na primer gong, zvonec in boben, na instrumente s struna-
mi in na inStrumente na zracni tok, o umetnem zvoku in o glasbi v zvezi z
arhitekturo.

Knjiga posreceno povezuje vse triravni, fizikalno, fiziolosko in psiholosko
in jo bodo glasbeniki, studenti glasbe in ljubitelji, ki jim je predvsem name-
njena, zagotovo dobro sprejeli. Zanimiva utegne biti tudi za fizike, katerih
delo se dotika zaznavanja in dojemanja zvoka, in za psihologe in arhitekte,
ki se ukvarjajo z glasbo.

Janez Strnad

Drustveni seminar, 14. po vrsti iz fizike, ki je bil 15. in 16. februarja 1991
v Ljubljani, je ze tretji¢ posegel v astronomijo. Naslov Astrofizika zvezd in
izbira tém sta veliko obetali in odli¢na izvedba je upravicila pricakovanja.
Pohvalo je mogoce zapisati v imenu vseh devetdesetih udelezencev, ki so
odsli iz Ljubljane zelo zadovoljni. Skoda je le, da se seminarja ni udelezilo veé
profesorjev matematike. Brez tezav bi lahko spremljali dobro pripravljena
predavanja. Zasluga gre predavateljem Martinu Copic¢u, Andreju Cadezu in
Tomazu Zwittru. Prvi je zanimivo opisal, kaj merimo v opti¢ni astronomiji.
Drugi je poskrbel za vsebino seminarja in pritegnil poslusalce s predavanjema
o fizikalnih podatkih, ki jih daje svetloba zvezd, in o zvezdnih kopicah. Tretji
je na svez in prijeten nacin razclenil vesolje na razlicnih velikostnih skalah.

Astronomske delavnice, ki jo je skrbno pripravil T. Zwitter, se je
udelezilo trideset kolegov. Vec jih v delavnico z razpolozljivim stevilom
racunalnikov ne bi mogli sprejeti. Dario Felda in Bojan Dintinjana sta
premagala vse ovire in naposled dosegla, da je delavnica stekla na racunal-
nikih, ki so jih ljubeznivo dali na voljo na Gimnazij Vic.

Milena Strnad
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PACS A 0710 + k

S preprostim ucilom opazujemo v raznih okolis¢inah razli¢ne statisti¢ne porazdelitve
dosega lezajnih kroglic v izteku klanca in ob njihovi analizi spoznamo osnovne pojme
statistike.

A simple didactic aid allowing observation of statistically distributed ranges of ball
bearing balls in the horizontal plane, following an inclination, i1s described. Analysing
various distributions, obtained in the set-up, fundamental concepts of statistics are met.

Ziares ni veliko m




poskusih spus¢amo kroglice posami¢no. Pri nekaterih uporabimo kroglice
z razlicnimi velikostmi. Poskuse in njihovo statisticno obravnavo razdelimo
na stiri skupine vaj.

o)

S

Slika 1. Sistem za opazovanje statisticne porazdelitve dosega kroglic v izteku klanca:
1 drca, 2 vijaka, ki dolocata nagib Zleba, 3 iztec¢na ravnina, 4 izzlebljeni del iztecne
ravnine, 5 vijaka za naravnavanje nagiba iztecne ravnine, 6 okvir.

Osnovna statisticna obdelava 1zmerjenih p

Opredelimo za nas primer osnovne pojme statisticne analize:

1. Poskus: spustimo kroglice po dréi.

Dogodek: pristanek kroglice v i-tem kanalu (razredu).

3. Statisticna spremenljivka: razdalja ¢ v smeri drce, ki jo v izteku doseze
kroglica. Razdaljo merimo npr. z milimetrskim merilom ali pa z za-
poredno stevilko kanala. .

4. Populacija: spustimo neomejeno stevilo enakih kroglic alineomejenokrat
spustimo isto kroglico.

5. Vzorec: spustimo koncno stevilo enakih kroglic ali konénokrat spustimo
isto kroglico.

1.1. Pogostost, relativna pogostost

V tabelo zapiSsemo porazdelitev dosegov za vecji vzorec npr. N =
= 50 kroglic. Stevilo kroglic V; v posameznem kanalu ¢z imenujemo pogos-
tost. Delimo jo s stevilom vseh kroglic in dobimo relativno pogostost p;, =
= N;/N. To je priblizek za verjetnost, da bo opazovana kroglica pristala v
kanalu 7. Relativna pogostost je od kanala do kanala razlicna. Podatek za
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V ma&emahcm hteratun namesto pogostosti uporablijajo besedo fmiwena
Ker je v venca mzewgmm 7.8 stmfﬂ_@ obratov v enoti ¢asa, b

@St m relativne pogostostt f; = p z dos eg 1 za i-ti ka
Gostota, rdatwne pogostosi je priblizek za gosmta verjetnosti.

i ®
i g

ka 2. Izmerjena pogostostna porazdelitev dosega za N = 50 kroglic (debela ¢rta).
Nj@ﬂ@ kumulativno porazdelitev N(z > z;) (tanka ¢rta) primerjamo s kumulativno
Gaussovo porazdelitvijo, pomnozeno s celotnim stevilom kroglic (&értkasta &rta).
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teorijsko zvezno porazdelitvijo. Izmerjeno diskretno porazdelitev tako pre-
delamo v zvezno porazdelitev.

1.3.

Izracunamo tudi vsoto pogostosti in vsoto relativnih pogostosti za vse
kanale nad izbranim j7-tim kanalom, to je |

Kumulativna poraz delitev

Porazdelitev N(z > z,) imenujemo kumulativna (integralna) porazdelitev
pogostosti. Porazdelitev P(z > z;) je kumulativna (integralna) porazdelitev

relativne pogostosti in je priblizek za kumulativno (integralno) porazdelitev
verjetnosti. Statistiki ji pravijo porazdelitvena funkciyja. Zaradi velje na-
zornosti in ker tako rabo v fizikalni literaturi najpogosteje srecamo, bomo
za P(z > z;) v tem zapisu uporabljali ime kumulativna (integralna) poraz-

delitev.

Porazdelitvi N(z > ;) in P(z > z,) nariSemo na poseben diagram.
Kumulativno porazdelitev verjetnosti P(z > z,) za vajo grafi¢no primerjamo
s kumulativno Gaussovo (normalno) porazdelitvijo Pg(z > ;) (Prim. sl. 2,
razlago za delo glej dalje).

Kumulativna porazdelitev pogostosti ali relativne pogostosti je tudi
N(z < z,)ali P(z < z,). Z ustreznima kumulativnima vrednostma N(z >

> z;)in P(z > z,) sta v preprosti zvezi:

Nz <z;)=N—-N(z>z;),
Ple <z;)=1- Pz >z,).

Kumulativno porazdelitev pogostosti vrste N(z > z;) zelo pogosto
srecujemo pri fizikalnih merjenjih. To posebej velja pri stetju elektriénih
sunkov iz Stevcev ionizirajoCega sevanja. Kumulativna pogostost N(U > Uy)
za vzorec Ng sunkov, ki v casu celotne meritve ¢ vstopijo v stevec, je v tem
primeru Stevilo sunkov, prestetih v casu ¢ s stevcem, ki ima diskriminacijski
prag nastavljen na napetost Uj.

Pri opazovanju kroglic bi porazdelitev N(z > z,) neposredno izmerili
tako, da bi med vsaka zaporedna dva kanala namestili laserske zarke pra-
vokotno na drco in bi za vsakega od njih presteli stevilo prekinitev. Zarke
ob prvih kanalih bi prekinile vse kroglice, zarki ob zgornjih kanalih pa bi
ostali ves cas neprekinjeni. Nasli bi porazdelitev s stopnicasto obliko, kot jo
1z nasSe izmerjene porazdelitve dobimo s sestevanjem. |

Stopnicasto kumulativno porazdelitev N(z > z;), podobno nasi, najde-
mo tudi pri stetju monoenergijskih delcev a, ki preidejo skozi razli¢no de-
bele absorberje. Tanjse absorberje preidejo vsi delci; v blizini debeline, ki je
enaka dosegu delcev, pa Ze majhna sprememba povzroci veliko spremembo
v stevilu prestetih delcev. V debelejsih plasteh se zaustavijo vsi delci a.
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Da bi primerjali izmerjeno porazdelitev
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Primerjamo jo s teorijsko vrednostjo o,, = o/+/n. Pri tem vrednosti za a
in o0 nadomestimo s prej dobljenima priblizkoma za Z in s. Isto velja pri

naslednjih vajah 2.2 in 2.3.

udentova razdelitev

Vsaki povpreéni vrednosti dosega m; priredimo Studentovo spremen-
ljiwko t; = (my — a)+/n/s;, kjer s; pomeni standardni odmik [-tega malega
vzorca. Njeno kumulativno porazdelitev P(f > t;) primerjamo za vajo s
tabelirano kumulativno Studentovo porazdelitvijo z n — 1 prostostnimi stop-
njami (SI. 3). Porazdelitvi se priblizno ujemata, ¢e je porazdelitev vzorénih
povprecij Gaussova in je stevilo vzorcev dovolj veliko.

Porazdelitev x?
Graficno primerjamo tudi kumulativno porazdelitev spremenljivke

s tabelirano kumulativho y* porazdelitvijo za n — 1 prostostnih stopenj

(SL. 4).

Slika 3. Izmerjeno kumulativno porazde- . . .
litev pogostosti za absolutne vrednosti ¢; = Shika 4. [zmerjeno kumulativno porazdeli-

= (my — a)/n/si, t.j. P(Jt| > t;) za K =  tev pogostosti spremenijivke Y? =ns?/o?,

= 15 vzorcev po n = 3 dogodkov (his- t.j. P(x* > xj) za K =15 vzorcev po n =

togram), primerjamo s kumulativno Stu- = 3 dogodkov (histogram), primerjamo s

dentovo porazdelitvijo za dve prostostni kumulativno porazdelitvijo v za dve pros-
stopnji (¢rtkana Crta). tostni stopnji (Crtkasta ¢rta).

Za opoinq so sliko m ema 10 graficno tudi pm:a,z delitev normiranih
posamicnih dosegov od povprecja Xh = (z; — a,} / o s
1VIO omzdeﬁmo X za eno prostostno stopnjo. P
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nih j¢inah in mo njihov d N
g =3 vaje 1.3 m ob c da je porazdeli
dnosti z,; ustrezajo 1 ftewa,m zaﬂeﬁhwosm

dnostt vzorcev m; pgmzdjgng
Wedm%m porazd dj% e PO Gausgmm

mfm‘eq mmj Ea ko obravnavan
standardni odmik ¢ nadomestim
navodila ponovimo vajo 3.1 za vec p

ka 5. lzmerjeno Emm&ﬂatwna porazde-
litev pog%mgm sm*emenhwke Y7 = (z; —

a)’/o”, t.j. P(x* > x?) za N = 50 do-
godkov (histogram) primerjamo s kumula-
tivno porazdelitvijo x° za eno prostostno
stopnjo (¢rtkana é&rta).
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za izmerjene vrednosti, je za njihovo razliko interval 68 % ali 95 % zanes-
ljivostienak: aj — oy < xy < ag+ogqalia; —20; < xy <ayg+ 20y

Enako zapisemo zanesljivostni interval tudi za razliko vzorcnih povprec-
nih vrednosti m; = m, — m,, le da namesto o, uporabimo standardni odmik
za povprecje Vzorcev

2 2

g g
2 2 R g S
adm“\/agm+asm“\/n | .

Za vajo spustimo npr. 15-krat veliko in malo kroglico. Zabelezimo
dosege, 1zracunamo razlike z4; = z, — z,;, dolo¢imo njihovo povprecje my
in standardni odmik s;. Ob predpostavki, da je s; = o4, ugotovimo, katere
izmerjene vrednosti padejo npr. v zanesljivostni interval 80 %, t.j. a—1.30 <
< ® < a+ 1.30. Nato dogodke razdelimo npr. v £ = 5 skupin pon = 3
meritve. Za vsak vzorec dolocimo povprecni doseg velike in male kroglice m
in m;, njuno razliko ter povprecje teh razlik. Pokazemo splosno, da mora
biti to povpreéje enako povpreéju iz prvega dela vaje, t.j. razliki povpredij,
nato ugotovitev preverimo z rezultati meritev.

Pravi standardni odmik o,, povprecij m; izracunan

= o/y/m.

10 1Z zveze O, =

hipoteze o razliki

Zanesljivostni interval npr. razlik dosegov z; = ¢, — &, je obmodje, v
katerem z dano verjetnostjo najdemo izmerjene vrednosti z4, ki pripadajo
povprecni vrednosti a;. Seveda se v tem intervalu pogavuo tudl vrednosti
x4, ki pripadajo drugim povprecnim vrednostim. Med njimi je lahko celo
ag = 0.

Ce torej izmerjena vrednost z; pade v izbrani zanesljivostni interval
dane povprecne vrednosti, to Se ne pomeni da pripada porazdelitvi s to
povprecno vrednostjo. Ce tomj poznamo SITINO zansehwostnega, intervala in
izmm‘jeno vrednost, ne moremo nicesar povedati o povprecni vrednosti, ki ji
izmerjena vrednosti pripada.

Ali pa morda z neko vrednostjo z, ob poznava,nju sirine za.neshwostnega
intervala potrdimo bolj ohlapno trditev, da je npr. a; > 07 Pomagamo si
tako, da poskusamo dokazati neveravnost nasprotne trditve, t.7., da je a; =
= 0. Ce namreé nasprotna trditev, a; = 0, z dano zanesljivostjo ne velja,
7z isto zanesljivostjo sklepamo, da je a; > 0. Postopku pravimo preizkus
parametriéne statisticne hipoteze.

Veha,vnost nasprotne hipoteze a; = 0 v nasem primeru pomeni, da
so vrednosti z, pomzdehene okrog a; = 0. V intervalu —oy; < 25 < oy
tem vrednostim pripada verjetnost 68 %, v dvakrat daljSem intervalu je ta
vrednost 95 %.

. Na drugi strani pa npr. vrednosti 4, ki so ve¢je od 20,4, z zanesljivostjo
95 % ali s stopnjo tveganja 100 7% — 95 7 = 5 7% zanikajo nasprotno hipotezo
ag = 0 in potrjujejo trditev, da je ag > O.

Ce pa je izmerjena razlika z; < 204, moramo bm z izjavo bolj previdno.

Pravimo, da razlika ni znaéilna (signifikantna) in z naso stopnjo zanesijwostz
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ve¢ja od x§ stopnje tveganja 5 %, si pripravimo bolj razpriene podatke. Naj-
preprosteje jih dobimo tako, da med spuscanjem kroglic obracamo naklonski
vijak v desnem zgornjem kotu zaviralne ravnine.

. Korelirane porazdelitve

kolicin

1. Analiza koreliranih

Zaporedna dosega vecje kroglice in manjse kroglice sta nepovezana
(nekorelirana), ¢e je odklon strmine stalen. Ce pa v presledku pred meritvijo
dosega naslednjega para naklon spremenimo, postaneta, glede na povpredje,
oba nova dosega vsa] delno prevelika ali premajhna. Pravimo, da sta vred-
nosti (¢, — a,) in (25 — a,) pozitivno korelirani. Korelacijski koeficient (za
N parov dosegov)

je razlicen od ni¢, pri stalnem odklonu in ob normalno porazdeljenih dosegih
pa je njegova napovedana vrednost enaka 0. Da dosezemo korelacijski
koeficient okrog 0.5, je dovolj, da periodi¢no obracamo vijak v zgornjem
desnem kotu opazovalne ravnine v mejah +1/2 obrata (£0, 25 mm) v korakih
po 1/8 obrata ali 1/4 obrata za vsak opazovani par.

Za vajo izracunamo za nekorelirane in korelirane meritve standardni
odmik razmerja dosegov malih in velikih kroglic R = z,/z,: -

2
o 1 o oFs L Ls 9
oRp = wQas 5:3‘0930'90'3 i $40'g,
g g g
Izraz sledi iz povprecja kvadrata diferenciala funkcije R:

OR 8R OR OR
2\ __ : 2 2
<dR > — K8$8) <d$ > azs 8$g <d$3 da:Q) ! (8239) <d$9> ¥

Pri tem povprecyﬁ* kvadratov diferencialov izenacimo s kvadrati efektivnih
dmikov, povprecje njihovih produktov pa se izraza s kordacuskml koefi-
cientom kot (de,dz;) = cy50,0,. Ko so dogodki nekorelirani, je srednji

clen enak ni¢, saj je korelacijski koeficient c¢,; = 0. (Ce pa bi bﬂa dosega v
° i funkcijski zvezi, bi bil ¢, = 1.}

. Zgled

Pri opazovanju dosega 30 parov kroglic spreminjamo strmin
povprecja v 8 korakih po 0,06 mm. Za kroglice premem 3 mm i
dobimo naslednje vrednosti povpreénjh dosegov T, in Z, efektivnih
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stevilo poskusov v velikem vzorcu
stevilo dogodkov (kroglic) v i-tem kanalu — pogostost

p; = N;/N relativno stevilo dogodkov v i-tem kanalu — relativna pogostost (priblizek

Az

za verjetnost)

sirina kanala
\z gostota dogodkov za i-t1 kanal — gostota pogostosti

fi = p:/Ax gostota relativnega stevila dogodkov za i-t1 kanal — gostota relativne pogos-

Gy &3

PG
Pa

tosti (priblizek za gostoto verjetnosti)

indeks mejnega kanala (spodnje meje) v integralni porazdelitvi

indeks najvi$jega kanala, do koder sezejo kroglice

statisti¢no porazdeljena spremenljivka (doseg kroglic)

diskretizirana vrednost spremenljivke © — razdalja sredine kanala od referenc¢ne
tocke

povprecna vrednost spremenljivke x za merjeni vzorec

standardni odmik spremenljvke z za 1izbrani vzorec

Gaussova gostota verjetnosta

kumulativna Gaussova porazdelitev verjetnosti

Ng = N - Pg kumulativna Gaussova porazdelitev dosegov v vzorcu

&

prava povprecna vrednost spremenljivke z (v Gaussovi porazdelitvi)

pravi standardni odmik spremenljivke x (v Gaussovi porazdelitvi)
stevilo dogodkov v delnem vzorcu

stevilo delnih vzorcev

indeks delnega vzorca

povpretna vrednost spremenljivke z za [-t1 delni vzorec
standardni odmik spremenljivke = za [ ti delni vzorec

standardn: odmik povpreéij m; za & delnih vzorcev

pravi standardni odmik povprecij my

ki)

Studentova Spmmenhwk& za { t1 delni vzorec

P(t > ty) kumulativna porazdelitev Studentove spremenljivke

X3
Ny
g

S

Obzornik n

spremenljivka v* za [-ti delni vzorec

pogostost dogodkov, izracunana 1z izbrane teoriske porazdelitve
oznaka velike kroglice

oznaka male kroglice

at. fiz.
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rq 1zmerjena razlika dosega velike in male kroglice
mq povprecje razlike dosega velike in male kroglice za delni vzorec
aq prava povprecna razlika med dosegom velike in male kroglice
sq standardni odmik razlik dosegov velike in male kroglice za n meritev
sim standardni odmik povprecij razlik dosegov velike in male kroglice za & delnih
VZOICeV
o4 pravi standardni odmik razlik dosegov velike 1n male kroglice
cqs korelacijski koeficient med dosegoma velike in male kroglice
R razmerje dosega velike in male kroglice
or standardni odmik razmerja K, ki ga 1zenacimo s povpre¢nim kvadratom diferen-

ciala razmerja R t.j. (dR?)

Ziak Ej ucek

Opisani preprosti sistem za opazovanje statisticne porazdelitve dosegov
kroglic v izteku klanca nudi $tudentu mozZnost, da si za vaje iz statisti¢ne
analize pripravi svoje lastne poda’&ke in opazuje tudi Vphv njihove spremem-
be na koncne rezultate. To je Se posebej zanimivo pri racunalniski obdelaw
podatkov. |

Priporo¢am osebni racunalnik ali pa vsa] elektronski kalkulator z vgra-
jeno statisticno analizo, vklju¢no z racunanjem korelacijskega koeficienta
(npr. SHARP serija PC-1400 ali PC-E500).

Pri analizi izmerjenih podatkov ali njihovih izpeljank se student sreca
s pojmi staﬁsﬁéne analize kot so Gaussova in Studentova pora,zdeﬁtev ter
porazdehtev Y2, koreiacuski koeficient, zanesbwostm interval in testiran-
je statistiéne hipoteze. Ker so podaﬂu nazorni in sami kaZejo potrebo
po statisticni obmvna,w? si z opravljenimi vajami Student ustvari jasno
predstavo o osnovnih postopkih statisticne analize in o njihovi medsebojni
povezanosti. Pri obravnavi drugacénih podatkov ali bolj poglobljeni analizi
mu bodo vedno sluzile kot miselno izhodisce.

Ceprav je sistem v zasnovi prirejen za naravoslovno in tehni¢no usmer-
jenega studenta, so izmerjeni podatki po majhnem miselnem preskoku zara-
di nazornosti pmﬂacm tudi za druzboslovce in ekonomiste. V celoti so vaje
prirejene za univerzno stopnjo. Prva skupina vaj pa bo gotovo postala ne-
pogresljiva tudi v srednjih Solah vseh vrst, ki imajo v programu statistiko
ali fizikalna merjenja.
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PACS 07.60Ly, 35.10.-d

Interferenc¢nm poskusi z elektroni so pred dobrimi Sestimi desetletji podprli osnovne
zakone kvantne mehanike. Kmalu so sledili interferenc¢ni poskusi z atomi in potem &e
z nevtroni. Pozneje so zgradili interferometre za elektrone in nevtrone. Nedavno pa so
porocali se ¢ poskusih z napravo, ki jo lahko 1imamo za imterferometer za atome.

Sixty years ago interference experiments with electrons have Summmed the funda-
mental laws of quantum mechanics. Soon interference experiments with atoms and then
with neutrons followed. Later on interferometers for electrons and mmﬁmm were built.
Recently, experiments with a device which can be considered an interferometer for atoms
were reported.

3 2
i) i R it
i i Thst i £3

Uvodne knjige o mehaniki p@émbm@ opisejo Hﬂﬂ@ﬁ‘f@ﬁ‘@ﬁ@ﬁ@ p@=
use s curki ﬂ@km’ . “Valovne ] agtnesm , ki m je s a Pri n am d '

Mﬂ@mmsm interferometer so naredili L. Marton,
J. ,4%. %udeﬂ’z E@m E@ﬁ% s tremi bakrovimi kristali 5]. Emﬁﬁﬁﬁmm@%@f je
oM ga za svetlobo. N emm 1S 11 ﬁm* ex

P - e] zagotoviti, da iz VH‘
preiskati koherentnosti valovanja
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‘oungov poskus

w o 88

O. Carnal in J. Mlynek z univerze v Konstanci v Nemcdiji sta naredila
Youngov poskus z atomi na umetnih rezah |[8|. Iz sobe je izhajal nad-
zvocni curek atomov helija, v katerem je vzdolzni elektronski curek vzbudil

kako milijonino atomov v metastabilni stanji 2'Sy (90 %) in 2°S; (10 %).

Razpolovna 8irina hitrosti je merila 1/20 do 1/15 povpreéne hitrosti. Na
to hitrost so lahko vplivali s temperaturo sobe in plina v posodi pred njo.
Pri temperaturi 22 °C je povprecna hitrost dosegla 1,77-10° m/s, temur je
ustrezala de Brogliejeva valovna dolzina Ag = h/mv = 0,056 nm, pri tem-
peraturi —190 °C pa 0,96 -10° m/s z Ag = 0,103 nm. V razdalji L
64 cm od vstopne reze s Sirino 2 pum je bil namescen zaslon z dvema
rezama s Sirino b 1 pm in visino 4 v razmiku ¢ = 8 um. V
razdalji L od dveh rez je curek zadel zadnji zaslon, na katerem so opazovali
mterferencno sliko. To so storili ali ] posebno, 2 pm siroko rezo ali z mrezico
desetih rez v razmiku 8 um. ReZo in mrezico so skupaj z elektronsko
kali v korakih po 1,88 um
nozevalki za rezo ali mrezico so
h stanjih odda,h elektrone, ki so se pomnozevali
in dali napetostni sunek. Pommnozevalka se ni odzvala na helijeve atome v
osnovnem stanju. Sunke, visje od dolocene meje, so ojacili in Steli. Reze v
treh zaslonih so bile med seboj vzporedne bolj kot na 0, 03° natanc¢no. Pri
uravnavanju so si pomagali z laserjem, s katerim so svetili skozi dodatne
20 um Siroke reze v vseh treh zaslonih.

|

pommnozevalko pritrdili na ogrodje, ki so ga, pren
precno na smer rez. V elektronski p

-]

helijjevi atomi v metastabils

(2) (b) (c)

Slika 1. Posnetek 2 pm $i-
roke vstopne reze (a), dveh po
1 pm sirokih rez v razmku
8 pum (b) in mrezice desetih
rez v razmiku 8 pm konstanske
naprave s tipalnim elektronskim

mikroskopom [8]. | 100 um

Atome je teZe zaznavati kot elektrone in tudi nevtrone, a najteze je
izdelati ustrezne reze. Za opisani poskus jih je izdelalo neko podjetje.
Na stekleno ploi¢ico nanesejo elektrodno piast in jo prekrijejo s plastjo,
obcutljivo za svetlobo. To osvetlijo na Zelenih mestih in naparijo zlato. Na
luscijo

nosilec. Tako

mestih, ki jih svetloba ni razkrojila, se zlato ne prime. Naposled od

okoli 20 pum debelo plast zlata z reZami in jo vpnejo v jekle:
dobljene reze imajo ostre, samo po 1 um siroke robove.
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jagm% $1 sO bﬂﬁ 10Vl Za 1T
gine j 0 wh&w zaradl lastne m‘m@ obeh

Slika 2. Tok atomov helija v metastabil-
mh S‘wmm 7 vec]o hﬂ,mstj@ (&) in z manjso
hitrostjo (b} za rezo in z man)sSo hitrostjo
za mrezico (¢) pri konstanskem poskusu

[8]. Crtkana ¢rta kase ozadje. Interfe-
ren¢ni vrhovi v razmiku po 4,5 pm (a),
8,4 um (b) in 7,7 pm (c) pri¢ajo o inter-
ferenci atomov. S pomnozevalko so steh
atome v vsaki legi po 10 minut.




plazme, da je nastala 0,2 um debela plast silicijevega nitrida. Na zadnji
strani so naparili nanjo za svetlobo obcutljivo plast, jo na Zelenih mestih
osvetlili in odjedkali tam nitrid in silicij. Tako je preostala tanka plast nitrida
na sprednji strani in ogrodje, ki jo je nosilo. Na to plast nitrida so naparili
0,15 um debelo plast organske spojine in desetkrat tanjso plast zlata. 7
elektronskim curkom so v plasti vrezali vzorec mreze, ki so ga nato 1zjedkali
s posebnim postopkom z ioni. Tako so dobili mrezice z rezami v razmiku po
0,2 pym in 0,4 pm z ostrimi robovi (S1. 3)

Slika 3. Posnetek cambriske mrezZice s
tipalnim elektronskim mikroskopom. Reze
so v razmiku po 0,2 um, opore, ki rabi-
jo kot reZe pri naravnavanju treh mrezic
~ z laserjem, pa v razmiku po 4 pm [9].

A << 0,6 m -—:%vg-@ 0,6 m >

i 2 3

Slika 4. Interferometer za atome, s katerim je delala poskuse skupina v Cambridgeu [9]: 1

Soba, 1z katere izhaja curek argona z dodatkom natrija, 2 laserski curek, 3 merilnik z vroco

zicko, 4 fotodioda, 5 zunanja napetost, 6 piezoelektri¢ni premikalnik, 7 premi¢na nosilca,

8 vstopni rezi. Mrezice z rezami v razmiku 0,4 um atomskega interferometra so narisane

s pik¢astimi ¢rtami, mreZice z rezami v razmiku 3,3 pm svetlobnega interferometra pa
s sklenjenimi.

V napravi so uporabili tri mr
je bila v razdalji L = 66,3 cm od prve in trefqa v tohks
(51.4). 30 cm za tretjo mrezico je za.zna,vai natmeve atome m

zicko w zlitine platine in irid: m. |
laserskim curkom, da so bile med sebog vzporedne boh kot na 0,1°. Za ta
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5. Interferen¢ni vrhovi

v toku atomov natrija pri cam-

briskem poskusu. Sosednja vi-
hova sta v razmiku po 0,38 um.
Vsakemu podatku ustreza cas
merjenja samo 23 s. Ozadje
okoli 40 s~ so %e odsteli [9].

d, Kvantna fizs
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: Mladinska knjiga, Ljubljana 1969, str.81; Fizika, 3.°d
D7ZS, Ljubljana 1982, str. 11; Mala kvanina fizeka, DMFA, Ljubljana 1989, str. 90.
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NOVE KNJIGE

7e kar na zacetku zapisimo, da je knjiga nov tehten prispevek k slovenski
matematicni literaturi. Skusajmo na kratko osvetliti njen pomen.

Predvsem gre za tematiko, ki je v centru pozornosti sodobnih raziskav
mejnem podro¢ju med algebro in analizo, zlasti v teoriji operatorskih
algeber. Za posebne vrste von Neumannovih algeber, t.i. faktorje tipa II;,
je V. Jones pred priblizno osmimi leti vpeljal pojem indeksa, ki meri, na
kakSen nalin je en podfaktor vsebovan v drugem. K asneje je ustrezno
teorijo prestavil v povsem algebraicen okvir. O svojem delu je porocal na
mednarodnem kongresu matematikov v Berkeleyu leta 1986, leta 1990 pa je
zanj na naslednjem kongresu v Kyotu pre] jel na j visje matematicno pnzna,nje
Fieldsovo medaljo. Torej je knjiga Bojana M agajne kar se da aktualna.
Slovencem predstavlja del¢ek najnovejsih vrhunskih matematiénih dosezkov
in tako tudi na tem poquu vzpostavlja stik s svetom.

Ob vsem tem je zanimivo, da ne glede na globoko in pon .embno teo-
reticno ozadje, iz katerega je avtor crpal vzpodbudo za svoje pisanje, knji-
ga ne zahteva posebnega poznavanja teorije operatorskih algeber. Samo na
koncu so v dodaﬂ{u (bolj kot motivacija za poznavalce) vpeljani osnovni
pojmi iz teorije von Neumannovih algeber in uveden Jonesov indeks za pod-
fak?corje V ghvnem drugem poglavju, so namrec rezultati o indeksu po-
dani povsem algebrai¢no, za poseben primer t.i. vecmatri¢nih algeber. Gre
torej za posreceno in veckrat uspesno uporabljeno metodo, ko pomembne
(in tezke) rezultate predstavimo le v posebnem, lazje dostopnem, vendar se
vedno netrivialnem primeru
Pojmovni aparat, ki je potreben za obravnavo teh algeber in ki ga avtor
postopoma gradi vse od zacetka je tak, da bi ga naceloma lahko razumel in
osvojil tudi student pred djpiomo ce le (dobm) obvlada osnove splosne alge-
bre. V resnici sta zlasti prvo in tretje poglavje zelo primerna za nadaljevalni
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