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BORUT ZALAR

Math. Subj. Class. (1991) 46 H 99

Opisana je metoda dokazovanja avtomatične zveznosti odvajanj na nekaterih Bana-

chovih algebrah. Ilustrirana je na primeru algebre vseh zveznih linearnih operatorjev na

Banachovem prostoru.

PROJECTIONS AND AUTOMATIC CONTINUITY OF DERIVATIONS

We describe a method for proving automatic continuity of derivations in some Banach

algebras. '[he method is illustrated on the example of the algebra of all bounded linear

operators on a Banach space.

Uvod1.

Naj bo A neka algebra nad obsegom F. Preslikava D : A — A se

imenuje linearni operator, če velja

(i) D(e £y) < D(z) £ D(y)
(ii) D(Az) < AD(z)

za vsaka z,y € A ter vsak A € F. Linearni operator D imenujemo odvajanje,

če velja še

(iii) D(ey) < D(e)y -t 2D(y)

za vsaka z,y € A.

Aksiom (iii) spominja na pravilo za odvajanje produkta funkcij. Če za

A vzamemo algebro C'(IR) vseh neskončnokrat odvedljivih realnih funkcij

realne spremenljivke, potem je operator D(f) < f', kjer je f' odvod (po

diferencialnem računu) funkcije f, primer za odvajanje.

Vrstni red na desni strani identitete (ili) je zelo pomemben, če algebra

A ni komutativna.

Obstajajo tudi odvajanja na bolj abstraktnih algebrah, ki se v marsičem
obnašajo povsem drugače od odvajanj funkcij. Zgled so na primer notranja

odvajanja. Če je A asociativna algebra, potem vsak element a € A generira

neko odvajanje s predpisom D,(4) <— az — za. Da so pogoji (i), (ti) in (iii)

izpolnjeni, se je mogoče hitro prepričati s kratkim računom. Odvajanje D,

imenujemo notranje odvajanje, prirejeno elementu a. Če je algebra komu-

tativna (kot je na primer algebra odvedljivih funkcij), potem je vsako no-

tranje odvajanje ničelno. To pomeni, da odvajanje funkcij po diferencialnem

računu ni notranje.

Ena razlika med odvajanjem funkcij ter notranjimi odvajanji je na

primer v tem, da pri veliki večini algeber enačba

D,/£) <1



ni rešljiva oziroma konstanta ni "notranji odvod" nobenega elementa.

Odvajanja se preučujejo tako v algebri kot analizi. V tem članku si

bomo pogledali naslednji problem iz analitične teorije odvajanj:

Denimo, da je na algebri A definirana neka topologija. Ker je odvajanje

D preslikava iz .A v A, je smiselno vprašanje, ali je D v tej topologiji zvezna

ali ne. Cilj je torej dokazati izrek "Na algebri .A je vsako odvajanje zvezno"

za čimveč topoloških algeber.

Tu velja pripomniti, da algebre z nezveznimi odvajanji sicer obstajajo,

vendar je po drugi strani za mnoge zanimive in pomembne algebre znano,

da je vsako odvajanje na njih zvezno. Veliko problemov o zveznosti odvajanj

je še nerešenih, zlasti pri neasociativnih algebrah (gl. (2).

Dokazali bomo izrek, ki pravi, da so vsa odvajanja na algebri vseh

zveznih linearnih operatorjev na Banachovem prostoru zvezna. Dokazati

je mogoče še precej več: vsako odvajanje na tej algebri je celo notranje

(gl. [1|). Naš dokaz zveznosti je precej drugačen od običajnih in služi samo

za ilustracijo metode, ki jo je mogoče uporabiti tudi v dosti bolj splošnih

algebrah.

2. Priprava

Banachov prostor je vektorski prostor X nad obsegom realnih ali kom-

pleksnih števil, ki je opremljen z normo. Norma je vsaka preslikava |:

X — JR, ki zadošča naslednjim aksiomom:

(1 z] > 0
(2) £|| <0 > z<0

(3, z yll S (Izi [Il
(4 zj < [Mla]

za vsaka z,y € A ter vsak A c /F. Poleg tega mora še veljati, da je

vsako Cauchyjevo zaporedje v Y konvergentno. Cauchyjeva in konvergentna

zaporedja definiramo podobno kot pri kompleksnih številih, le da namesto

absolutne vrednosti uporabimo normo. Torej velja £,, — a, če in samo če

je lim,,.,,, [la — £,/| < 0. Prav tako je zaporedje z,, Cauchyjevo, če in samo

če za vsak ce > 0 obstaja tako naravno število n, da za vsaka p, g > n velja

le, — €4|| Se.
Banachov prostor je eden od centralnih pojmov v moderni analizi. O

njem se učimo v tretjem in četrtem letniku pri predmetih funkcionalna

analiza, analiza III ter analiza IV. Primer takega prostora je vektorski

prostor vseh n-terk kompleksnih števil z normo

1, AJ E Vla? A.A JA, JE.

Izkaže se, da je linearni operator 7' na Banachovem prostoru X zvezen

natanko tedaj, ko velja

(iv) pip [T(£)|| < co.
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Zvezni operatorji tvorijo algebro, če definiramo

(ATY(x) — T(A2)

(T 4 5)(z) < T(z) 4 S(z)

(T5)(2) < T(5(2))

za vsak x c X ter vsak A c F. To algebro označimo navadno z oznako

B(X). Za operator T' c B( 4) definiramo

(v) ITI < pie ITOA)I.

Izkaže se, da je s tem predpisom vpeljana norma na 5(/%) in da B(X) s

tem postane Banachov prostor. Če je Banachov prostor X končno razsežen

(kot vektorski prostor), potem so vsi linearni operatorji na X avtomatično

zvezni. Zveznost odvajanj Je torej problem, zanimiv le za neskončno razsežne

algebre. Če je Banachov prostor neskončno razsežen, ima vedno linearne

operatorje, ki niso zvezni.

Kot zanimivost omenimo, da obstaja obsežna teorija, ki se ukvarja z

zveznostjo linearnih operatorjev (t.i. teorija avtomatične zveznosti).

Mogoče je najlepša plat obravnave avtomatične zveznosti odvajanj pove-

zava med algebro in analizo. Definicija odvajanja (i)-(iti) je namreč povsem

algebraična (smiselna je tudi za algebre brez topologije), a kljub temu kot

rezultat dobimo zveznost, ki je povsem analitični ali, če hočete, topološki

pojem. |

Preden se lotimo dokazovanja, moramo vpeljati še en pomemben pojem.

Naj bo /Y vektorski prostor nad obsegom /F. Linearni operator iz X v F

se imenuje linearni funkcional. Če je X Banachov prostor, je funkcional

zvezen natanko tedaj, ko zadošča (iv), kjer znotraj supremuma nadomestimo

normo z absolutno vrednostjo. Normo funkcionala definiramo kot v (v), kjer

ponovno nadomestimo normo z absolutno vrednostjo.

Zgled: Naj bo " prostor parov kompleksnih števil (A,yx) in

K(A,4)) <A.

Enostavno je preveriti, da preslikava f zadošča aksiomoma (i) in (ii). Ker

je slika v €, je torej linearni funkcional. Poleg tega velja

(A, a) Z JA S JA? lal2 z A, so]

Torej je f zvezen in ||f|| < 1.

Naša metoda bo temeljila na dveh klasičnih trditvah o Banachovih

prostorih.

Irditev 1. /Vaj bo Y Banachov prostor in y € Y nek neničeln vektor.

Tedaj obstaja tak zvezni funkcional f na Y, daje f(y) <1.

po A z



Trditev 2. Naj bo Y Banachov prostor in T : Y —> WY linearen

operator. Če iz y < lim,.,,,1(2,,) in lim,.,,, £n <— 0 lahko sklepamo, da

je y < 0, potem je operator T zvezen.

V literaturi najdemo prvo trditev pod imenom Hahn-Banachov izrek,

drugo pa pod imenom izrek o zaprtem grafu. Dokazali bomo, da vsako

odvajanje na 5(X) zadošča pogoju, ki je naveden v Trditvi 2 in je zato

zvezno.

Pri dokazovanju bomo ubrali nekoliko zavito pot. Naj bo torej D neko

odvajanje na 5(%), kjer je X Banachov prostor. Definirajmo S(D) kot

množico tistih operatorjev T c B(/), za katere obstaja zaporedje zveznih

linearnih operatorjev 7,,, ki konvergira proti operatorju 0, zaporedje D(T,)

pa konvergira proti operatorju T'.

Ta množica je očitno vektorski podprostor v B(X). Trditev 2 nam pove,

da je D zvezen operator, če S(D) vsebuje samo ničelni operator. S(D)

vedno vsebuje operator 0, saj lahko vzamemo konstantno zaporedje 7,, < 0

in dobimo D(T,) < D(0) < 0, kar seveda konvergira proti 0.

Najprej bomo pokazali, da S(D) ni samo podprostor v B(/X), ampak

nekaj več; je dvostranski ideal algebre B(Y%).

Če je .A neka algebra, potem njen podprostor J imenujemo dvostranski

ideal, če zadošča zahtevama

aj€ J in ja€ J

za vsak a € A ter vsak j c 7. Torej vsak produkt elementov algebre A, ki

ima vsaj en faktor iz 7, ponovno leži v J.

Trditev 3. S( D) je dvostranski ideal algebre B(X).

Dokaz. Vzemimo dva operatorja T' in A. T naj bo iz S(D), A pa naj

bo poljuben zvezen operator na X. Videti moramo, da operatorja AT' ter

TA spadata v S(D).

Po definiciji podprostora S( D) obstaja tako zaporedje zveznih operator-

jev T,,, ki konvergira proti 0, da D(T,) konvergira proti 7'. Ker je množenje

zveznih operatorjev zvezno, zaporedje S, <— AT, tudi konvergira proti 0. Iz

aksioma (iii) razberemo, da je

lim D(S,) < lim D(AT,) < lim D(A)T, 4 lim AD(,).
n 3 CcO n-—Coo n-—> oo nNn— Ooo

Prva limita na desni strani je enaka 0, ker je D( A) neki določen operator, ki

ga lahko iz limite izpostavimo, zaporedje T, pa konvergira proti 0. V drugem

členu vsote na desni strani izpostavimo A pred limito in tako dobimo končni

rezultat

lim D(5,) < AT.
n— oo

Po definiciji je torej AT' c S(D). Podobno dokažemo, da je tudi TA €

S(D). m
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Zaradi Trditve 3 se množica S( D) imenuje separirni ideal odvajanja

D. V dokazu nismo nikjer uporabljali asociativnosti množenja, zato v

nespremenjeni obliki velja tudi za neasociativne Banachove algebre.

. Metoda dokazovanja

Naj bo V neka Banachova algebra. Metoda za dokazovanje zveznosti

odvajanj na algebri Y, ki jo želimo predstaviti, sestoji iz dveh korakov:

(1) Najprej pokažemo, da neničeln dvostranski ideal v algebri V vsebuje

tak neničeln element zg, da velja

(a) p(£o) < 0 za neki polinom p

(b) za vsak y c V obstaja neki (), iz enoparametrične družine polinomov

dveh spremenljivk, da je 0,(£o,y) < 0.

(2) Dokažemo, da separirni ideal odvajanja ne more vsebovati takega ele-

menta £o.

V prvi točki je poudarek na besedi neničeln. Če veljata trditvi iz točk

(1) in (2), separirni ideal odvajanja na algebri V ne more biti neničeln, torej

vsebuje samo element 0 in po izreku o zaprtem grafu (Trditev 2) je vsako

odvajanje algebre V zvezno.

Za zgled si bomo pogledali, kako funkcionira ta metoda na primeru

algebre V < B( 4), kjer je X Banachov prostor. Vzamemo polinom p(a) <

— a? — a in enoparametrično družino polinomov ,(a,5b) < aba — Ma, kjer
teče A po realnih ali kompleksnih številih, odvisno od tega, ali je X realen

ali kompleksen prostor. Da bi konstruirali še element za, bomo uporabili

Hahn-Banachov izrek ( Trditev 1).

Za neničeln element z € Y ter funkcional f, ki nam ga da trditev 1,

definiramo linearni operator P, s predpisom

P,(y) < f(y)e

za vsak y € 4. Dokaz zveznosti operatorja P, prepuščam bralcu. Vzemimo

poljuben y ec X ter izračunajmo

P;(y) < P,(P,(y)) < P,(f(y)2) < F(F(y)2)e.

Ker je f linearen funkcional, je f(y) skalar. Od tod vidimo, daje f(f(y)£) <
< f(y)/(£) < f(v), saj smo f izbrali tako, da je f(x) < 1. Dobili smo torej

P;(y) < P,(y).

Ker gornja enakost velja za vsak y, je P? < P, oziroma p(P,) < 0. Operator
s to lastnostjo imenujemo projektor. Naj bo zdaj 7 poljuben zvezni operator

na X. Tedaj je

P,TP,(y) <PATUF(9)2)) < PU) Pe(T(£)) <

<J(y.AT(2))e < AT(s))Pe(9)



oziroma

P,TP, << AP,,

kjer je A skalar f(T(x)). Da bi končali s prvim delom naše metode, moramo

še dokazati, da vsak neničeln ideal 7 algebre B(X) vsebuje neki projektor

zgornje oblike.

Naj ideal 7 vsebuje neki neničelni operator T. Ker je 7 neničeln,

obstaja tak vektor z, da je y < T(£) Z 0. Vzemimo vektorju y pripadajoči

funkcional f iz trditve 1 ter definirajmo P,(z) < f(z)y ter R(z) < f(z)2 za

z € A. P, je kot prej projektor, Z pa neki zvezni linearni operator. Preprost

račun nam pokaže, da velja P, TR < P,. Ker je T iz J, le-ta pa je ideal, je

potem tudi P, iz J.

S prvim delom metode smo zdaj opravili. Naj bo D odvajanje algebre
B(X). Pokazali bomo, da separirni ideal operatorja D ne more vsebovati

nobenega projektorja P,. Pa privzemimo, da projektor P, pripada idealu

S(D). Tedaj obstaja tako zaporedje operatorjev 7,, ki konvergira proti 0,

da je |

lim D(T,)< P,.
n—Coo

Iz prvega dela pa vemo tudi, da obstaja tako zaporedje skalarjev A,, daje

Ker zaporedje 7,, konvergira proti 0, tudi zaporedje P,17, P, konvergira proti

0. To pa pomeni, da mora tudi zaporedje skalarjev A,, konvergirati proti 0.

Ker je D(P,) konstantni operator, tudi zaporedje A,, D(P,) konvergira proti

0. To nam da

0 — lim D(A,P,) < lim D(P,T,P,).
n—coo n— co

Ker je D odvajanje, od tod sledi

0 — lim D(P,)7,P, 4 lim P, D(T,)P, £ lim P,T,D(P,).
n —OoO n—0oo n—oo

V vseh treh limitah sta levi in desni faktor konstantna, zato ju lahko iz limite

izpostavimo. Srednji faktorji pa limitirajo po vrsti proti 0, P, oziroma 0.

Torej sta prva in tretja limita enaki 0, druga pa 7,P,P, < P,. Dobimo

0 — P,. To ni mogoče, ker je P,(y) < y A 0.

Opravili smo še drugi del naloge in tako dokazali

Izrek. Naj bo X Banachov prostor. Vsako odvajanje na algebri B(%)

je zvezno.

4. Naloga za bralca

Naj bo A poljubna algebra. Linearni operator A :.A4 — A se imenuje
avtomorfizem, če velja A(zy) < A(£)A(y) za vsaka z,y € A. Dokažite, da

so vsi avtomorfizmi algebre B(X) zvezni, kjer je X neki Banachov prostor.
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|

MENTALNE FIZIKE

Po moji izkušnji želijo najboljši študenti na kateri koli univerzi na

obeh straneh Atlantika postati teoretični fiziki. Redkokdo z intelektualnimi

zmožnostmi kakega Gell-Manna ali Cabibba izbere eksperimentalno fiziko.

Fizika, ki je znanost o naravi, zaradi tega očitno veliko izgubi. Pogosto sem

se vprašal, zakaj je nastal ta obžalovanja vredni položaj. Če bi to spoznali,

bi morda lahko predlagali zdravila.

Prišel sem do dveh razlogov. Prvi je slog, v katerem poučujejo fiziko

v bistvu povsod po svetu. V nobenem od dveh modelov, A in B, ne

posredujejo študentu intelektualne vsebine pomembnih poskusov. V modelu

A povedo študentom, da je veliki genij — z določenim imenom — napovedal

znamenito odvisnost y(4) ene merljive količine od druge. To odvisnost je

potem z izrednim poskusom potrdila nedoločena oseba. V modelu B začnejo

z odvisnostjo y(z), ki je bila ob svojem času velika uganka. Zopet je prišel

veliki genij — z določenim imenom — in podal teorijo, ki se je popolnoma

ujemala z opazovanji.

Naj misel podprem z zgledoma. Okunova mojstrska knjiga Leptoni in

kvarki sploh ne opisuje poskusov, čeprav imenuje avtorje. Navede le rezultate

kot "Ugotovimo ...". Ob neki priliki sem imel vrsto predavanj z naslovom O

velikih poskusih sodobne fizike za mlade študente in starejše teoretike. Mnogi

izmed slednjih so prvič slišali, kako je Willis Lamb izmeril "svoj" premik in

koliko izrednih spoznanj je zahtevala pot do tega. Kar nekaj jih je pravilno

sklepalo, da je v Lambovem poskusu prav toliko intelektualne vsebine kot

v njegovi kvantnoelektrodinamični razlagi. (Zgled moti dejstvo, da je bil

Lamb v resnici izurjen teoretik.)

Drugi popolnoma različni razlog izvira iz nečesa, kar bi lahko imenoval

"teorija očetove podobe". V praksi so vsa naša predavanja teoretična, če

naslov to pove ali ne. "Teoretiki, ki poučujejo teorijo, večinoma vedo, o

čem predavajo, za eksperimentalce pa pogosto tega ni mogoče trditi. Tako

si študent (čeprav morda sam ne razume zadeve, nezgrešljivo pa prepozna

pomanjkljivo predavateljevo razumevanje) pravi: "Nočem postati tak kot ta

(vstavite ime eksperimentalca), ampak kot oni (vstavite ime teoretika)."

Kaj lahko storimo, da popravimo to stanje? Dvoje. Prvič, bodoči

teoretiki in eksperimentalci morajo študirati skupaj, dokler je to mogoče.

Drugič, uvesti moramo predavanja, pri katerih pomembne izredne poskuse

razčlenimo do podrobnosti. Snovi za to ne manjka.

Val Telegdi, Iz CERN Courier 31 (1991) 15, prev. Janez Strnad



HORST R., Tuy H., Global optimization, Deterministic approa-

ches, Springer- Verlag 1990, 696 str.

Odkar je bil v letu 1964 objavljen osnovni članek Tuy H., Vognutoe

programirovanije pri lunejnih ograničenijah, DAN SSSR 159 (1964) 32-

35, se področje matematičnega programiranja, ki je dobilo naziv globalna

optimizacija, zelo naglo razvija. O tem pričajo številni članki, monografije

in poseben časopis Journal of Global Optimization z glavnim urednikom

R. Horstom ('TIrier). Casopis bo začel izhajati v tem letu.

Globalna optimizacija se ukvarja s karakterizacijo in izračunavanjem
globalnih ekstremov nelinearnih funkcij. Funkcija, za katero iščemo mi-

nimum ali/in maksimum na zaprti podmnožici D c IR", ima praviloma

številne lokalne ekstreme. Za probleme globalne optimizacije se je zato uve-

ljavilo tudi ime mnogoekstremalni globalni optimizacijski problemi. Stan-

dardne metode, ki so znane v nelinearnem programiranju, vodijo kvečjemu

do lokalnih ekstremov. Znanih je le malo kriterijev (bolj teoretične narave),

ki zagotavljajo, da je dobljeni lokalni ekstrem hkrati tudi globalni. Iskanje

globalnega ekstrema zahteva povsem nove metode.

Cilj Horstove in Tuyjeve knjige je podati sistematičen in poenoten prikaz

različnih pristopov k reševanju globalnih optimizacijskih problemov. Knjiga

je v grobem razdeljena na tri dele.

V prvem delu so uvedeni glavni razredi teh problemov: konveksna mi-

nimizacija, obrnjeno konveksno programiranje, DC programiranje, Lipschit-

zova optimizacija. Pokazano je tudi, kako je mogoče reševanje splošnega sis-

tema enačb in/ali neenačb prevesti na problem globalne optimizacije.

V drugem delu je podrobno obravnavana konkavna minimizacija. Njene

metode so razvrščene v tri kategorije: metode odsečnih ravnin, metode

zunanje in notranje aproksimacije, metode delitve množice možnih rešitev.

Tretji del pa je namenjen proučevanju dokaj splošnih globalnih opti-

mizacijskih problemov. Sem sodita DC programiranje in Lipschitzova op-

timizacija. Posebej sta obravnavana problem oblikovnega središča (design

centering problem), ki je poseben primer DC programiranja, in bikonveksno

programiranje.

Predznanje, potrebno za razumevanje razlage, je le analiza realnih

funkcij, linearna algebra in teorija konveksnosti.

Obsežna citirana literatura (543 enot) priča o temeljitem pristopu k

pisanju knjige.

Glede na pomen, ki ga ima globalna optimizacija tako v teoriji kot

pri reševanju praktičnih problemov (v naravoslovju, tehniki, ekonomiji), bo

knjiga našla številne bralce.

Slane Indihar

104 Obzornik mat. fiz. 38 (1991)4



VEČSTOPENJSKE RAKETE

JANEZ ŽITNIK

PACS5 95.55 Pe

Clanek obravnava končno hitrost večstopenjske rakete in določi optimalno število

stopenj, ki jih mora imeti raketa, da doseže potrebno hitrost.

MULTISTAGE ROCKETS

In the article the ultimate velocity of a multistage rocket is considered and an

optimum number of stages is computed.

Pri pouku fizike kdaj pa kdaj naletimo tudi na sisteme, ki oddajajo

okolici snov ali jo od nje sprejemajo. Mednje sodi tudi enostopenjska

raketa. Gibanje večstopenjskih raket navadno odpravimo zelo na kratko.

Ker izstrelijo satelite in rakete s človeško posadko vedno z večstopenjskimi

raketami, si oglejmo, kako je končna hitrost koristnega tovora odvisna od

števila stopenj. Poskusimo določiti optimalno število stopenj, če je raketa

sestavljena iz enakih stopenj.

Gibanje enostopenjske rakete opisuje enačba

d dm dv dm
Fo z(m)-u sr <mod gv u), (1)

v je hitrost rakete in u hitrost iztekajočih plinov. Na raketo, ki se giblje

premo in enakomerno, naj ne deluje nobena zunanja sila. Tak privzetek je

največkrat upravičen, saj so teža, zračni upor in druge zunanje sile majhne

v primeri s silo curka (v — u)dm/dt. Če je vo < u-— v hitrost iztekajočih

izgorelih plinov glede na raketo, sledi iz (1)

dv h dm -o o)

Pg Pogpo 7 (2)
z rešitvijo

v < —vglnm 4 k. (3)

To velja, če je izgorevanje plina ves čas enakomerno. Naj bo m, začetna

masa rakete, masa goriva pa naj bo em. Strukturni faktor 1 — e podaja

razmerje med maso ogrodja rakete in začetno skupno maso rakete. Navadno

velja 0.75 < e < 0.90. Raketa nosi tudi koristni tovor z maso M. Končno

hitrost rakete, ki sprva miruje, dobimo iz (3)

m

Ko izgori vse gorivo, doseže raketa končno hitrost

v- -ela(1 emi JE (5)



Če privzamemo značilne vrednosti vo < 3000 m/s, M/mo < 0.01ine < 0.8,

dobimo za največjo hitrost enostopenjske rakete približno 4700 m/s. To je

manj, kot prva vesoljska hitrost 7800 m/s, ki je potrebna za izstrelitev tovora

na tir okrog Zemlje.

Dvostopenjsko raketo obravnavamo enako. Vzemimo, da sta obe stopnji

enaki in da uporabljata enako gorivo. Ko zgori gorivo v prvi stopnji, sledi

iz (5) končna hitrost

ola (1 1 |?) Z V

m, -maid M ,

kjer sta m, in m, masi posameznih stopenj. Ko izgori še gorivo v drugi

stopnji, se hitrost rakete poveča za

v < —voln (1 A)

Končna hitrost koristnega tovora je potem

vov 4 l (1 1 l (1 —2 (6)<— vj t va < -voln vo ln

1 2 k m, -m,i M ih ms, - M

Z enakimi podatki kot prej dobimo končno hitrost v < 6200 m/s. S

primernim razmerjem med masama obeh stopenj se da doseči še večja končna

hitrost. Vzemimo, da je masa obeh stopenj mo < Mi - m, naprej predpisana.

Enačbo (6) zapišemo takole

IH e(mo — ms) esv--vln(1 mo EM ) vola (1 SE)

Pri največji hitrosti je dv/dm, < 0, iz česar sledi

(1 — e)(m5; -- 2m,M — moM) <0.

Ker je vedno e > 1, mora biti izraz v drugem oklepaju enak nič. Fizikalno

smiselna rešitev kvadratne enačbe za m, je

m3 < —M 4 ,/M?4 Mmo.

Postavimo še x < M/m,o in upoštevamo, da je m; < mo — ma, ter dobimo

za razmerje mas obeh stopenj

mai 1-yu m,
— za] —vVuetu?-p), —— z v/1ltl/u.
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Če je razmerje u < M/m,o < 0.01, je razmerje mas obeh stopenj m;/m, x 10

in končna hitrost koristnega tovora v < 7560 m/s. Ta hitrost je skoraj dovolj

velika za izstrelitev satelita. Vsaka naslednja stopnja rakete poveča končno

hitrost koristnega tovora. Ker vsaka naslednja stopnja poveča stroške, je

zanimivo ugotoviti, kolikšno število stopenj je najugodnejše.

Raketa iz n enakih stopenj nosi koristni tovor z maso M. Začetna

masa stopnje % naj bo m;. Poiskati moramo razmerje m;/m,o, če je mo <

— 0 m;, tako da bo končna hitrost koristnega tovora največja. Vpeljimo

novo spremenljivko z; < m;/mo (z < 1,2,3,...,n). Končna hitrost tovora je

potem

v- -w$ (1 — zlati ). (7)
zl 2, Bk H

k—1

Pri tem velja u < M/mo in > ;., £i < l. To je vezani ekstrem funkcije več

spremenljivk u < f(z;,4),...,£,,) pri pogoju g(£;,£2,...,£,) <0.

Postopek za reševanje takih problemov je znan |2|. Vpeljemo konstanto

A in izrazimo hitrost rakete taole

v" < —vo > m1 —— ) Jo. xy, —1].
sl ki>, EKEH

kzi

Če naj bo ta hitrost maksimalna, mora veljati

Ov"

Oz;
J

—0, jx<1,2,3,...,n

Po daljšem, a nezahtevnem računu dobimo za razmerja mas posameznih
stopenj

T1 3 Ln-1 z uU

3 La tn u

ali

x; —< xolz,, i—<1,2,3

Ker je > £; < 1, dobimo za x izraz

1 1
X<(14£—)a.(Z)

Za maso posamezne stopnje rakete sledi potem za z < 1,2,...,n

NA 11. o 1m; <(Utp)iiaš (A o) ur) mo.



Največje povečanje hitrosti je med n < 2 in n < 3, z naraščajočim n pa

narašča hitrost proti končni vrednosti 11080 km/s. Z v, < 3000 m/s,

u < M/m <0,01 in e < 0,8 dobimo za največje hitrosti rakete vrednosti

no |1. 2. 3. 4 | 8

v[m/s] | 4711 7646 8904 9519 10364.
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BATTESTIN Jožko, Optika, osnove in meritve. Državna založba

Slovenije, Ljubljana 1991, 580 str.

V slovenščini doslej nismo imeli obsežnejšega strokovnega besedila o

optiki; posebno ne takega, ki bi bilo uporabno pri praktičnem delu.

Profesor Battestin je kot nadaljevanje svojih dveh knjig Fizikalni prak-

tikum I in II, ki pokrivata poglavja klasične fizike (in del tehnike) od

mehanike do elektrike, zdaj pripravil tretji del, namenjen optiki.

Delu se pozna, da se je avtor s področjem ukvarjal več desetletij kot

konstruktor optičnih naprav (nekatere je tudi patentiral) in kot srednješolski

in višješolski profesor, ki je pripravil obsežno zbirko laboratorijskih vaj iz

optike. |

Prvi del obravnava fizikalne osnove valovne in geometrijske optike na

razmeroma zahtevni ravni. Drugi del vsebuje praktične vaje od preprostih

srednješolskih poskusov do laboratorijskih meritev.

Iz tega sledi, da bo delo, ki bi ga lahko označili kot razširjeni repetitorij

fizkalnih osnov uporabne optike, našlo širok krog uporabnikov. MKhnjiga

bi lahko postala priročnik učiteljev fizike v osnovnih, srednjih in visokih

šolah, posebno pri pripravi praktičnih vaj. Zaradi temeljite obravnave

tehničnih detajlov optičnih naprav bo prišla prav tudi tistim, ki take naprave

načrtujejo ali izdelujejo. Po knjigi bodo pogosto segali v laboratorijih, v

katerih uporabljajo optične instrumente.

Kdor se bo v našem okolju naslednji lotil pisanja knjige s področja

optike, mu torej ne bo treba orati ledine, ampak se bo lahko posvetil le

novejšim poglavjem, kot so na primer kvantna optika in tehnika optičnih

vlaken. Teh poglavij v knjigi — že zaradi obsega — ni bilo mogoče detaljno

obdelati.

Franc Cvelbar

108 Obzornik mat. fiz. 38 (1991) 4



ZANIMIVA DOLOČITEV ZEMLJEPISNE DOLŽINE

MARIJAN PROSEN

PACS a 9510 CI

Zemljepisno širino določimo s časom zahajanja Sonca za vodoravno ali navpično

ravnino.

AN INTERESTING EXAMPLE OF GEOGRAPHICAL LATITUDE

DETERMINATION

Ihe geographical latitude is determined from the sun setting time behind a horizontal

or vertical plane.

Sonce zahaja od trenutka, ko se navidezno dotakne vodoravne ravnine

(matematičnega obzorja), do trenutka, ko izgine za njo. V tem času t sre-

dišče Sonca opiše na nebu kot wtcos4, če je č deklinacija Sonca (točneje

— njegovega središča), w <— 15%/h— 15'/min pa kotna hitrost navideznega

dnevnega gibanja Sonca (Sl. 1 je na naslovni strani) [1]. Po sliki ugotovi-

mo, da velja zveza cosy < d/wt cos 8. Če izmerimo čas zahajanja Sonca za

vodoravno ravnino, deklinacijo d in zorni kot d Sonca pa vzamemo iz as-

tronomskih efemerid, lahko iz te enačbe določimo zemljepisno širino v po-

ljubnem dnevu leta.

V praksi težko dosežemo, da se vidno obzorje pokrije z matematičnim.

Četudi bi to uspelo, bi prišlo pri merjenju časa do napake več sekund,

kar bi poslabšalo natančnost določitve zemljepisne širine. Boljše rezultate

dobimo, če merimo čas zahajanja %, Šonca za navpično ravnino, npr. za

steno oddaljene hiše, navpičnim stolpom, drogom. Seveda mora biti Sonce

blizu obzorja. V tem primeru določimo g iz zveze sin — d/wt, cosč. Ker

velja d < wt, cosč, sledi sin p < f,/t,, čeje t, čas zahajanja Sonca za steno,

ki je pravokotna na smer njegovega dnevnega gibanja [2]. Pri tej določitvi p

sploh ne potrebujemo efemerid. Merimo le časa t; in f,. Način je preprost

in uporaben v šoli. S skrbnim merjenjem časa določimo p natančneje kot

na 0.1'%, kar je za šolo tudi primerna natančnost.

Pri opazovanju Šonca moramo biti zelo previdni. Navadno je Sonce

ob obzorju, posebno v jesenskih megličastih večerih, dovolj šibko, da je

mogoče njegovo zahajanje opazovati s prostim očesom. Sicer pri opazovanju

uporabimo filter, okajeno šipico, varilsko steklo, očrnjeni (osvetljeni) film.

Med opazovanjem ne premikamo glave. Opazujemo z enim očesom, da

se izognemo paralaksi. Če opazujemo z daljnogledom, vedno uporabimo

zaščitni filter. Najbolje pa je zahajanje Sonca opazovati na zaslonu.

Ob tem je na mestu še drobna, a pomembna pripomba. Včasih slišimo,

da je čas zahajanja (vzhajanja) Sonca odvisen od naklonskega kota dnevne

poti Sonca k matematičnemu obzorju, da je pozimi naklonski kot manjši

kakor poleti in da zato pozimi Sonce dalj časa zahaja kakor poleti [1]. To



ne drži. Naklonski kot navidezne dnevne poti Šonca k obzorju se med letom

ne spreminja in je 90% — cp [3]. Drži pa, da nam je pozimi Sonce bližje kot

poleti. Pozimi ga vidimo pod večjim zornim kotom kot poleti, zato pozimi

zahaja nekoliko dalj kot poleti.

LITERATURA

[1] B. I. Fesenko, Opredelenije geografičeskoj široty po prodolžitel'nosti zahoda Solnca,

Fizika v škole, 6 (1989) 105.

[2] M. Prosen, Raziskovalne vaje iz astronomije, |. del, Publ. 6, ADJ, Ljubljana 1981.

[3] F. Avsec in M. Prosen, Astronomija, DMFAS, Ljubljana 1989.

NOVE KNJIGE

GOLLI B., Kvarkovski modeli hadronov, DMFAS, Ljubljana 1991,

68 str. (Zbirka Izbrana poglavja iz fizike ; 24) Cena 200.00 din

V delu Kvarkovski modeli hadronov je avtor obdelal in pedagoško

razčlenil obsežno literaturo o tem področju. Pri tem se je omejil predvsem

na statične lastnosti hadronov, ki jih danes že precej dobro razumemo, ven-

dar nam odpirajo še vrsto ugank. V marsikaterih poglavjih se čuti, da avtor

tudi sam aktivno raziskuje hadrone in ima o interpretaciji takih rezultatov

svoje osebno mnenje.

Delo je primerno strukturirano. Pri večini poglavij so uvodna pod-

poglavja pisana dovolj pregledno in poljudno za dodiplomske študente fizike

in za dodiplomske ter podiplomske študente pedagoške fizike. Nadaljnja

podpoglavja so namenjena podiplomcem raziskovalcem, toda tudi drugi

spretni bralci jih bodo lahko brali "po diagonali" za okvirno informacijo,

kaj se dogaja na eni od front fizike. |

Avtor najprej predstavi sprejeto modrost, "standardni model" leptonov

in kvarkov s standardno elektrošibko in močno interakcijo. Nato razloži

zgradbo mezonov in barionov iz kvarkov, pri čemer bralca lepo vpelje v

prijeme iz teorije grup (Youngove diagrame). Po prikazu eksperimentov,

ki podpirajo našo sliko o kvarkih, opiše efektivno interakcijo med kvarki,

modele za opis hadronov in rezultate: velikost hadronov, njihove oblikovne

faktorje, magnetne momente itd. Posebno zanimivo je poglavje o kiralni

simetriji in iz nje izvirajočih kiralnih modelih, ki bo gotovo vzpodbudilo tudi

nadaljnja pedagoška raziskovanja, saj je kiralno simetrijo zelo težko razložiti

in ni še nikjer poljudno obdelana; avtor je napravil majhen korak naprej.

Mitja Rosina
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MATEMATIČNO IZOBRAŽEVANJE V ZDA

WILLIAM P. THURSTON

Math. Subj. Class.(1991) 96-XX, 97-XX, 98-XX

Predstavljamo malce okrajšan prevod članka W. P 'Ihurstona o matematičnem

izobraževanju, objavljenega v reviji Notices of the American Mathematical Society sep-

tembra 1990.

MATHEMATICAL EDUCATION IN THE USA.

[his is a slightly shortened translation of the article Mathematical Education by

W. P. '[hurston, published in the Notices of the AMS in September 1990.

Willlam P. Thurston je profesor matematike na Univerzi Princeton.

Je dobitnik Fieldsove medalje 1n mednarodno znan raziskovalec na pod-

ročju topologije in geometrije. V zadnjih letih pa se je začel zanimati

tudi za vprašanja matematičnega izobraževanja. |

Matematično izobraževanje je v nesprejemljivem stanju. Čeprav je

javnost na to zelo pozorna, so dejanske spremembe počasne.

Ljudje, ki vodijo izobraževalno politiko, pogosto ne razumejo narave

matematike ali matematičnega izobraževanja. "Reforme", ki jih vpeljujejo

v različne šolske sisteme, gredo pogosto v nasprotne smeri. 'Ta pojav je

znak, da potrebujemo boljše razumevanje problemov in ne samo spoznanje,

da obstajajo in da so pomembni.

Simptomi

Problemi v matematičnem izobraževanju se kažejo v mnogih simptomih.

Število študentov prve in druge stopnje, ki si za glavni predmet izberejo ma-

tematiko, je le polovica tistega pred 15 leti. Število ameriških podiplom-

cev na matematiki je manj kot polovica tistega pred 15 leti, čeprav so tuji

študenti deloma nadomestili ta upad. Uspehi učencev in dijakov na vseh

nivojih, merjeni s standardiziranimi testi, so slabši od tistih iz drugih indus-

trializiranih dežel.

Tipična reakcija odraslih Američanov pri srečanju z matematikom je

zgroženost. V svojo obrambo navadno prikličejo zadnji matematični pred-

met, ki so ga poslušali, to pa je navadno tisti, pri katerem niso več dobro

sledili.

Mnoga podjetja so spoznala, da je za njihovo delovno silo pomanjkanje

matematičnih sposobnosti resen problem. Tehnologija je odstranila potrebo

po osnovnih matematičnih sposobnostih v nekaterih poklicih (denimo pri

vnašanju naročil za hamburgerje). Izginila so mnoga nekvalificirana dela,

kot za tekočim trakom, obenem pa nastala mnoga nova delovna mesta, ki

zahtevajo precejšnjo matematično razvitost.
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Študenti na prvi in drugi stopnji ne kažejo odziva na matematična

predavanja. Strah jih je iskati odgovore in brskati po sebi za idejami. Ko

obiskujemo razrede na raznih stopnjah, vidimo dramatičen padec živosti in

spontanosti, ki se veča s starostjo. Človek dobi občutek, kot da sta bila

naravno zanimanje in radovednost otrok zadušena.

Skoraj povsod je teže pripraviti študente k izdelavi domačih nalog in k

študiju zunaj razreda, kot je to bilo pred dvajsetimi leti.

Celo tisti študenti, ki pridejo na kolidž z uspešno zaključenim ma-

tematičnim programom srednje šole (vključno z odvodom in integralom),

imajo ozko bazo znanja matematike.

Matematika je "visoka" zgradba

Lastnost matematike, ki v izobraževanju zahteva posebno skrb, je njena

"višina", to je dejstvo, da nove pojme v veliki meri gradimo na starih.

Sklepanje v matematiki je zato lahko zelo jasno in nedvoumno, in ko smo

ugotovili načelo, se lahko nanj zanesemo. To pomeni, da lahko zgradimo

pojmovne strukture, ki so hkrati zelo "visoke", zelo zanesljive in izredno

močne.

Ta struktura ni podobna drevesu, ampak bolj zidarskemu odru z mnogi-

mi medsebojnimi povezavami. Ko enkrat ta oder postavimo, ni težko gradi-

ti v višino, vendar je nemogoče postaviti sloj, dokler niso narejene prejšnje

plasti.

Težave nastanejo, ker študenti v izbranem tečaju različno obvladajo

prejšnja znanja. Zelo neradi povedo, kaj točno znajo in česa ne znajo. Mnogi

študenti na kolidžu na primer ne znajo seštevati ulomkov, vsaj v simbolični

obliki ne. Tipična napaka je, da je

a c datc ( t «kot
ptač bra mnogo enostavneje ko

ad - Z)

bd

Vendar imajo študenti občutek krivde zaradi negotovosti pri seštevanju

ulomkov. Neradi to priznajo (celo sami sebi) in vprašajo, kako in kaj je

pravilno.

Seštevanje ulomkov je zelo dolgočasno za tiste, ki to že znajo, vendar

je bistveno pri algebri, ta pa je spet bistvena za analizo. Ni težko pri

posameznem študentu ugotoviti, kateri deli znanja potrebujejo dopolnilo in

obnovo, in kako to izvesti. Zelo težko pa je najti nivo pouka, ki je razumljiv

in obenem zanimiv za cel razred ljudi z različno predizobrazbo.

Matematika je široko področje

Matematika je tudi zelo široka. Mnogo je snovi, ki je nikoli ne obrav-

navamo v glavnem toku pouka, ki ima vrh v matematični analizi. V snovi,

ki pride na vrsto, je mnogo stranskih vej, ki jih nikoli ne raziščemo.

V generaciji mojih staršev (v štiridesetih letih) je bil prvi matematični

predmet na kolidžu algebra. Kmalu potem je to mesto prevzel infinitezimalni
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račun. V zgodnjih šestdesetih letih sta odvod in integral postala standard za

najboljše dijake srednjih šol. Dandanašnji se je infinitezimalni račun v veliki

meri preselil v gimnazije v uglednejših šolskih okrožjih, tako da je večina

boljših študentov matematike in naravoslovja na naših najboljših univerzah

že imela stik z odvodom in integralom. Na Princetonu, na primer, je dve

tretjini brucev lani preskočilo vsaj en semester analize.

Pospešitev poučevanja ima svojo ceno: spremljajoča težnja je bila

odrezati stranske teme. Ko sem še sam hodil v gimnazijo, je bilo normal-

no, da smo poleg ravninske geometrije študirali še prostorsko in sferično

geometrijo. Vse to so že davno opustili. Oblika matematične izobrazbe

tipičnega študenta je "visoka in zelo ozka". Doseže določeno višino, nad

katero njena osnova ne vzdrži nadaljnje rasti, in tam se vse ustavi ali pa

odpove.

Ti dve težnji (daljšanje in zoževanje šolske matematike) je še pospešila

zmeraj večja odvisnost od standardiziranih testov. Standardizirani testi naj

bi pokrivali le najbolj standardni del programa. Če le polovica študentov

posluša kako poglavje, ni pošteno, da bi taka snov prišla v standardizirane

teste. To ni posebno slabo, dokler teste uporabljamo le sem ter tja kot eno

od sredstev merjenja. Toda uspeh pri testih je pogosto cilj. Zakonodajalci,

časniki in starši izvajajo pritisk na inšpektorje in šolsko upravo, uprava pri-

tiska na ravnatelje, ravnatelji pritiskajo na učitelje in učitelji silijo študente,

naj izboljšajo uspeh pri testih. Žalosten rezultat je, da so mnogi matematični

tečaji zasnovani z namenom, da izboljšajo uspeh na standardiziranih testih.

Pljučnice ne ugotovimo le s termometrom in ne poskušamo je zdraviti

z ledom. Podobno razgledan odnos bi morali imeti do testiranja v sklopu

matematične izobrazbe.

Dolgoročnim ciljem matematične izobrazbe bi bolj ustrezalo, če bi dajali

manj poudarka "višini" in bi se oddaljili od standardnega zaporedja z bolj

raznolikim programom, z več poglavji, ki bi se začela bliže tlom. Je nekaj

teženj v tej smeri, denimo tečaji iz končne matematike in verjetnostnega

računa, vendar je možnosti še mnogo več.

Matematika je intuitivna in stvarna

Dijaki navadno izgubijo stik z realnostjo in intuitivno naravo mate-

matike. Od vrtca do vključno srednje šole imajo pogosto učitelje, ki jim

je nelagodno ob vsem, kar ni na že uhojeni poti. Otroci večkrat rešujejo

matematična vprašanja na zelo iznajdljive načine, toda učitelji jim jemljejo

pogum za neobičajne postopke — deloma, ker ni lahko razumeti, kaj otrok

misli ali hoče povedati in se učitelji ne znajdejo, deloma zato, ker učitelji

mislijo, da ni prav uporabljati alternativne metode ali razlage.

Ko študenti pridejo do kolidža, so že tako zavrti, da ne premišljujejo

samostojno in si ne upajo glasno priznati svojih misli. Namesto tega

poskušajo uganiti, kakšni so rutinski postopki, ki naj bi se jih naučili. Če

se pri predavanju kakorkoli odmaknemo od učnega načrta ali učne knjige,

gotovo kdo vpraša, ali bo to prišlo v poštev pri izpitu.
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Če matematika ne bo ustvarila resnične povezave z ljudmi, je malo

verjetno, da bodo po zaključku predavanj sploh kdaj premišljevali o njej ali

jo uporabljali.

Prehitevanje in tekmovanja

Hkrati s poudarkom na testih je prišlo do preskakovanja in prehitevanja

v matematiki. Za bistrega dijaka je sorazmerno lahko iti skozi učni načrt za

matematiko mnogo hitreje, kot je sicer običajno.

Tako prehitevanje je povezano z več problemi. Ljudje, ki preskakujejo

stopnje v učnem programu, imajo pogosto vrzeli v izobrazbi; te se pokažejo

šele kasneje. Ko pride do tega, je lahko prizadetemu preveč nerodno, da bi

tako vrzel priznal, zato poskuša ustvariti videz, da razume. To redno vodi

k poraznim izidom.

Naslednji problem je, da taki prehitevajoči dijaki dobijo vtis, da je

zadoščenje v tem, da si "pred" drugimi v isti starostni skupini — namesto v

kakovosti učenja in razmišljanja. To je kratkovidno obnašanje, saj se je treba

učiti vse življenje. Ko so stari 25 ali 30 let, jih sodimo ne po tem, koliko so

prehiteli druge, ampak po kakovosti njihovega dela. Večkrat je težak udarec

za takega študenta, ko ga drugi, ki so nadarjeni, a so šli po normalni poti,

dohitijo, tako da postane eden od mnogih. Problem še otežujejo starši v

"boljših" šolskih okrožjih, ki pogosto silijo svoje otroke, da napredujejo skozi

učni program tako hitro, kolikor se da, še preden so za to resnično zreli.

Tretji problem v zvezi s prehitevanjem je socializacija. Mlajši dijaki so

pogosto zmožni obvladati matematični program razreda intelektualno, niso

pa zmožni vključiti se v družbo starejših dijakov.

Tu so še državna, zvezna in mednarodna tekmovanja. Ta tekmovanja

so zabavna, zanimiva in spodbudna za tiste, ki so na njih uspešni. Ob-

staja še druga plat. Tekmovanja krepijo vtis, da bodisi imaš "dobre mate-

matične gene" ali pa jih nimaš. Poudarek dajejo hitrosti na škodo globine

in premisleka. Poudarjajo vprašanja, ki so uganka s kakim skritim trikom,

namesto stvarnejših problemov, pri katerih je pomemben sistematičen in

vztrajen način reševanja. To jemlje pogum mnogim ljudem, ki niso tako

hitri ali izvežbani, a bi morda uspešno reševali problem, če bi imeli dovolj

časa. Nekateri najboljši tekmovalci resnično postanejo dobri matematiki,

vendar je mnogo vrhunskih matematikov, ki se na tekmovanjih niso tako

dobro odrezali. Hitrost v matematiki pomaga, vendar je to le ena od ko-

ristnih lastnosti. Za tiste, ki ne bodo postali matematiki, pa so tekmovalne

sposobnosti verjetno še manj pomembne.

Mislim, da je odgovor na te probleme izgradnja sistema, ki bo izkoristil

širino matematike in omogočil hitrejšim študentom da snov bolj globinsko

predelajo in se odpravijo na sorodna področja, preden začnejo dirjati pred

sovrstniki.
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obvladanjeSkrivnost in

Matematika je izredno "stisljiva" veda. Človek se lahko dolgo prebija

korak za korakom skozi kak proces ali idejo iz več različnih smeri. Ko pa

enkrat stvar res razume in jo z duševne perspektive lahko pogleda kot celoto,

pride pogosto do izredne duševne strnitve. Lahko si ta strnjeni koncept

spravi v spomin, ga spet prikliče hitro in popolno, kadarkoli ga potrebuje, in

ga uporabi kot le en korak v drugih duševnih procesih. Duševna razsvetlitev,

ki spremlja to strnitev, je eden od resničnih užitkov v matematiki.

Ko pa enkrat obvladamo matematične koncepte, pa čeprav po hudem

trudu, se je zelo težko spet postaviti v duševno stanje koga, ki so mu ti

koncepti skrivnostni.

Spomnim se, da sem kot otrok, v petem razredu, prišel do (zame)

presenetljivega odkritja, da je odgovor na "134 deljeno z 29" enak 134/29 (in

tako dalje), Kako čudovito sredstvo, kako olajšanje! Zame je "134 deljeno

z 29" pomenilo določeno količino zoprnega dela, ulomek 134/29 pa je bil

objekt brez dela, skritega v njem. Navdušen sem šel k očetu, da bi mu

razložil to veliko odkritje. Povedal mi je seveda, da je zmeraj tako: a/bin a

deljeno z 5 sta ena in ista stvar. Zanj je bila to le majhna variacija v zapisu.

Eden mojih študentov je opisal, kako je obiskal osnovno šolo, kjer

so ga prosili, naj inštruira otroka odštevanje ulomkov. Bil je presenečen

in streznjen, ko je videl, kaj vse je vpleteno v prvo učenje te spretnosti,

spretnosti, ki se mu je v duhu strnila v trivialnost.

. Matematika je polna podobnih stvari na vseh nivojih. Temu nikoli ni

konca.

Težko pridobljena in močna orodja, ki so skoraj podzavestno na voljo

matematikom, ne pa njihovim učencem, otežujejo matematiku povratno

zvezo z dijaki. Tako nastane psihološka ovira, ki preprečuje, da bi matematik

prisluhnil učencem. Važno je, da se pri poučevanju matematike trudimo, da

premagamo to oviro in se dovolj prilagodimo, tako da imajo učenci možnost,

da si stvari sami razjasnijo.

Sposobnost in ustrahovanje

Podobno dijaki in študenti višjih letnikov vedo mnogo stvari, ki so

mlajšim neznane. Zelo strah vzbujajoče je poslušati druge, ko mimogrede

navržejo besede in fraze, kot da bi jih vsak izobraženec moral vedeti, ob-

enem pa ne imeti niti najbolj meglene ideje, o čem govorijo. Začetniki se

težko dokopljejo do spoznanja, da se bodo (ali da bi se lahko) naučili us-

trezne teorije in z njo povezanega besedišča, ko bo prišel pravi čas, in da ju

bodo lahko pozneje neovirano in naravno uporabljali. Spomnim se mnogih

priložnosti, ko sem bil preplašen od matematičnih besed in pojmov, preden

sem jih razumel: negativen, decimalen, neskončnost, algebra, spremenljivka,

enačba, infinitezimalni račun, integracija, diferenciranje, mnogoterost, vek-

tor, tenzor, snop, spekter itd. Dolgo je trajalo, da sem prepoznal ta vzorec

in postal zanj vsaj deloma imun. |



Tudi učitelje je pogosto strah pred matematiko. Srednješolski učitelji

si pogosto ne upajo obrniti na univerzitetne profesorje in predavatelje.

Sprašujejo se tudi, deloma upravičeno, ali imajo ljudje z univerze stik s pro-

blemi s srednje šole. Le malo je splošnega kontakta med tistimi, ki učijo ma-

tematiko na srednjih, višjih in visokih šolah, tako da le nekateri univerzitet-

ni profesorji vedo dovolj o izobraževalnih problemih v srednjih in osnovnih

šolah. Posebno osnovnošolski učitelji so negotovi glede svojega razumevanja

matematike in se bojijo obrniti na kogarkoli.

Cilji in standardizirani testi

Čemu služi matematično izobraževanje?

Matematika v življenju.

Najprej, matematika je osnovno orodje v vsakdanjem življenju. Če je

kava pakirana v različno težkih zavitkih, ali lahko izkoristite to informaci-

jo hkrati s cenami in reklamnimi napisi kot "vsebuje 23% več", da se od-

ločite za najugodnejšo možnost? Če kupujete nov avto z raznimi posebnimi

ponudbami za kreditiranje, popusti, posebno opremo, ali razumete, za kaj

gre? Če bi večina ljudi razumela, bi te "posebne ponudbe" večkrat odpadle.

Matematično razmišljanje je tudi pomembna sposobnost obveščenega

državljana. Ali lahko razumete logiko študij o zdravstvenih rizikih in ali

lahko ocenite, kako pomembni so? Če poslušate politike, ali lahko in ali

logično razmišljate, da bi ugotovili, kako važna je kakšna statistika in kaj

pomeni?! Ali lahko merite in računate dovolj dobro za enostavno šivanje in

tesarjenje? Ali lahko načrtujete svoj domači proračun? Ko vidite grafe v

časnikih in revijah, ali razumete, kaj pomenijo, in ali se zavedate sredstev,

ki jih pogosto uporabljajo, da bi dramatizirali ali zakrili določene namene?

Tretjič, matematika je orodje, potrebno v mnogih poklicih v infrastruk-

turi naše vse bolj zapletene in tehnološke družbe. Uporaba je zelo razširjena,

načini pa različni. Zobni tehnik, popravljalec telefaksov, upravnik restavraci-

je, posrednik za nepremičnine, računalniški konzultant, knjigarnar, bankir,

bolniška sestra in odvetnik — vsi po vrsti potrebujejo določeno znanje ma-

tematike v svojih poklicih.

Četrtič, matematiko intenzivno uporabljamo (in včasih zlorabljamo) v

večini znanstvenih vej. Mnogo teoretične znanosti je v resnici matematika.

Statistika je ena najbolj običajnih uporab matematike. Mnogi znanstveni-

ki uporabljajo zelo razširjene računalniške statistične pakete, ki olajšujejo.

izračune. Toda ljudje, ki uporabljajo statistične pakete, so pogostokrat ne-

gotovi pri razumevanju spremljajočih osnovnih načel in večkrat neustrezno

uporabljajo statistične teste in grafične prikaze.

Matematika je živa

Zame so ti uporabni cilji važni, vendar drugotnega pomena. Mate-

matika ima posebno lepoto, moč in skladnost, večjo, kot bi to lahko sploh

pričakovali. Zmeraj se spreminja, ko prihajamo okrog novih vogalov in od-

krivamo nove lepote ter nepričakovane povezave z že znano pokrajino. Špre-

membe so hitre zaradi trdnosti načina razmišljanja v matematiki.
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Matematika je kot domišljijski let, ki pa se sprevrže v resničnost; pravza-

prav se izkaže, da je bil ves čas resničen. Ustvarjanje matematike se zdi

kot fantazijska iznajdba, v resnici pa je proces, v katerem si izostrimo doje-

manje, tako da odkrivamo vzorce, ki so povsod okrog nas. V svoji slavni

obrambi je G. H. Hardy hvalil teorijo števil zaradi njene čistosti, abstrakcije

in očitne neuporabnosti. Zdaj pa prav to področje zelo široko uporabljamo,

posebno pri šifriranju in dešifriranju.

Izkušnje v vlogi matematika so me prepričale, da so estetski in uporabni

cilji matematike konec koncev zelo blizu. Naš estetski čut nas vleče v

matematiko določene globine in povezanosti. Prav zaradi te globine in lepote

vzorcev pa se zelo verjetno taka teorija pojavi — na nepričakovane načine

— v drugih delih matematike, znanosti in sveta okrog nas.

Deliti z drugimi veselje in intelektualno doživetje matematike — leteti,

kjer smo prej hodili — to je cilj pouka matematike.

Testiranje in eksterno preverjanje

Žal so cilji šolske matematike postali neverjetno ozki, še bolj ozki, kot je
prva točka na gornjem seznamu uporabnosti matematike, da ne govorimo

o drugih točkah. Zadnje čase so postale priljubljene tako med politiki

kot v javnosti zahteve po '"eksternem preverjanju" šolskih sistemov. F'To

bi bilo krasno, če ne bi tako preverjanje bilo navadno zasnovano na ozko

osredotočenih testih, kjer učenec izbira pravilni odgovor.

To je, kot če bi menili, da študenti obvladajo Shakespeara, če uspešno

opravijo kratek test iz besednjaka elizabetinske angleščine, ali pa, da znajo

pisati, če znajo pravilno izbrati slovnično obliko stavka iz štirih možnosti.

Državni in regionalni izobraževalni sveti dandanes izdajajo špecerijske

sezname (<— kataloge) znanj, ki naj bi jih učenci obvladali v določeni starosti

— namesto učnih načrtov: vodoravno seštevanje — navpično seštevanje,

seštevanje dvoštevilčnih števil z dvoštevilčnim rezultatom — seštevanje dvo-

številčnega števila z dvoštevilčnim številom in trištevilčnim rezultatorn itd.

(V nadaljevanju avtor opisuje, kako v konkretni šoli pol časa porabijo

za pripravo na teste, kar se mu zdi hudo vprašljivo — op. prev.)

Razmišljanje in rutina

Ozki cilji poneumljajo.

Ljudje so mnogo bolj bistri, če lahko uporabljajo svoj celotni intelekt

in če lahko stvari, ki se jih učijo, povežejo s položaji in pojavi, ki so zanje

stvarni.

Če ima kdo probleme z razumevanjem razlage, je naravna reakcija,

da skušamo razlago razbiti na manjše kose in razložiti vsakega posebej.

Ponavadi to ni uspešno, zato se vrnemo še bolj nazaj in skušamo zapolniti

še več podrobnosti.

Toda človekov um ne deluje kot računalnik; teže, ne laže je razumeti vse

razbito na točna mala pravila kot zajeti vse v celoti. Zelo težko je človeku

brati računalniški program v zbirniku in ugotoviti, za kaj gre. Računalnik
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pa to prebere in opravi v hipu. Toda najmočnejši računalnik na svetu ni

dovolj bister, da bi varno vozil avto ali obvladal sprehod vzdolž pločnika ali

pa prišel do zanimivega matematičnega odkritja.

Če študiramo matematiko tako, da predelamo pravilo za pravilom, je,

kot da bi se učili jezika tako, da bi si najprej zapomnili slovar in po-

drobna slovnična pravila, potem sestavljali fraze in stavke in se šele nato

naučili branja, pisanja in konverzacije. Domači govorci jezika se ne zavedajo

jezikovnih pravil: jezik osvojijo tako, da se osredotočijo na višji nivo in

podzavestno absorbirajo pravila in vzorce. Ljudem se je mnogo teže ekspli-

citno naučiti pravil in vzorcev kot samega jezika. Dejansko kažejo izredni in

do zdaj neuspešni poskusi, da bi naučili računalnike jezikov, da nihče še ne

more zadovoljivo opisati jezika z nedvoumnimi pravili.

Bolje je, da sploh ne učimo predmeta kot pa, da bi poskušali učiti po

majhnih koščkih in pravilih.

Odgovori in vprašanja

Ljudje cenijo in sprejemajo matematično teorijo mnogo bolje, če so se

že prej ukvarjali z vprašanji, na katera naj bi teorija odgovorila.

Obstaja naravna težnja, da bi pri pouku matematike uporabljali lo-

gični red in razložili vse tehnike in odgovore, preden bi navedli primere in

vprašanja. Vse to zaradi predpostavke, da bodo študenti oboroženi z vsemi

potrebnimi tehnikami za odgovore, ko bodo ti potrebni.

Bolje je, da so ves čas v zraku zanimiva vprašanja brez odgovora in

nerazloženi zgledi, pa če so učenci, učitelji ali kdorkoli drug pripravljeni na

odgovor ali ne. Najboljši psihološki vrstni red za matematično poglavje je

pogosto povsem različen od najbolj učinkovitega logičnega vrstnega reda.

Kot matematiki vemo, da nikoli ne bo konca neodgovorjenim vpra-

šanjem. V nasprotju s tem pa študenti pogosto dobijo občutek, da je

matematika že zdavnaj dokončno obdelana — le sami še niso prišli dovolj

daleč, da bi jo lahko prebavili.

Našim študentom bi matematiko lahko predstavili na način, ki je obenem

bolj zanimiv in bliže stvarnim okoliščinam, v katerih jo bodo srečali v

življenju — brez zagotovljenih odgovorov.

Kaj lahko storimo

To je odvisno od našega položaja.

V našem razslojenem sistemu je izbrani organizaciji ali posamezniku

težko narediti kaj takega, kar bi vplivalo na sistem kot celoto. Če pa se

odzovemo na lokalne okoliščine, posredno vplivamo na globalno stanje. Na

vprašanje bom pogledal s stališča višješolskega in visokošolskega profesorja.

Najprej: višješolski in visokošolski matematični oddelki morajo ponuditi

tečaje, ki bodo študentom omogočili nov start v matematiki. Repetitoriji

srednješolske snovi so zelo razširjeni, toda njihov uspeh je omejen: ponav-

ljanje istega materiala je zoprno in dolgočasno, pa če si ga prvič razumel ali

ne. Avtomatično se zmanjšata navdušenje in spontantost.
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Namesto tega bi moralo biti več predmetov, dostopnih brucem in

študentom drugih področij, ki dajejo nekaj matematične širine, obenem pa

začnejo na nizkem nivoju, brez velikega ponavljanja že znanih stvari. Temu

kriteriju bi recimo ustrezali: osnove topologije, teorija števil, simetrija in

teorija grup, verjetnost, diskretna matematika, algebraična geometrija, di-

namični sistemi (kaos), računalniška grafika in linearna algebra, projektivna

geometrija in perspektivno risanje, hiperbolična geometrija, matematična

logika.

Drugo: ustvariti bi morali boljše povezave med posameznimi deli izo-

braževalnega sistema. 'Treba je najti načine, kako v stroki objaviti izo-

braževalne dosežke profesorjev, ne samo v razredu ali oddelku. Treba je naj-

ti način za izmenjavo zanimivih idej med različnimi oddelki: denimo obiske

vodij študijskih komisij in predstojnikov. Morali bi medsebojno obisko-

vati predavanja. Potrebujemo več predavanj in več časa, posvečenega izo-

braževanju na poklicnih srečanjih, kakor tudi več nagrad za izobraževalne

dosežke. |

Še važneje in teže je ustvariti povezave med izobraževalnimi nivoji.

Za višje in visoke šole je najvažnejša komunikacija med srednješolskimi,

višje- in visokošolskimi matematičnimi oddelki. 'Tok informacij mora biti

obojestranski: tudi univerzitetni profesorji se lahko o poučevanju mnogo

naučijo od srednješolskih.

Univerzitetni profesorji pogosto sumničijo svoje kolege, ki se zanimajo

za izobraževanje. Večinoma predpostavljajo, da je raziskovanje edino res

pomembno področje dela in da je obrat k izobraževanju znak neuspeha v

raziskovanju. Profesorji mlajšim sodelavcem pogosto eksplicitno svetujejo,

naj ne izgubljajo preveč časa s poučevanjem, saj sicer ne bodo nikdar

napredovali.

Spoznati moramo, da je mnogo različnih načinov, s katerimi lahko

pomembno prispevamo k razvoju naše družbe in ustanov. Neumno je meriti

matematike le z lestvico raziskovanja. Izobraževanje je pomemben izziv in v

njem se mnogi ljudje znajdejo po svoji izbiri, ne iz nuje. Soditi jih moramo

po dosežkih, ne pa po tem, kar bi lahko dosegli, če bi svoj čas in energijo

uporabili drugje.

Nujno je treba spremeniti sistem poklicnega nagrajevanja. Potrebuje-

mo nekaj boljšega, kot je sedanji položaj na univerzitetnih matematičnih

oddelkih; tam obstaja verbalna podpora važnosti poučevanja, ko pa pride

do odločitev o elekcijah in reelekcijah, poučevanje in službovanje šteje le v

mejnih primerih, ko kandidatov ni mogoče ločiti po kvaliteti raziskovanja.

Ljudje so družbeno motivirani. Če razpravljamo o izobraževanju, temu

posvečamo več energije in tako postane izobraževanje za nas važnejše.

Akademska kultura se lahko spremeni in se je spremenila. Spremembe so

za zdaj neformalne (več se o tem pogovarjamo med kosilom), brez organi-

zacijskih sklepov. Ko pa bo čas dozorel, in mislim, da zdaj že je, bo malce

pritiska s strani organizacij lahko pripeljala do velikih sprememb.

Potrebne reforme bodo nastale z medsebojnim sodelovanjem. Dobre ma-

tematične ideje se zelo hitro razširijo po neformalnih kanalih v matematični



družbi. Ko več pozornosti posvečamo pouku, se tudi dobre izobraževalne

ideje hitreje širijo.

Prevedel in prir. Peter Legiša
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V zbirki Učbeniki in priročniki je izšel priročnik za uporabo pro-

gramskega paketa dBase III Plus avtorjev M. Lokarja in B. Moharja. Knji-

ga prinaša kratek pregled možnosti, ki jih programski paket nudi za delo

z zbirkami podatkov, obenem pa nam daje tudi nekaj idej o tem, kakšne

zbirke podatkov si pri vsakdanjem delu sploh lahko omislimo.

V prvem delu priročnika avtorja povesta splošna pravila za delo s

programskim paketom dBASE III Plus, pa tudi, kako ga namestimo v

računalnik, če ga dobimo na disketah. Sledijo poglavja z bolj natančnim
opisom dela, zelo pregledno urejena glede na to, kaj želimo z zbirkami delati.

Začnemo s sestavljanjem opisa zbirke podatkov in vnosa podatkov, gremo

preko različnih načinov izpisovanja zbirk, spreminjanja in popravljanja ter

brisanja podatkov do računanja z njimi.

Seveda od vseh teh opravil z zbirkami ne bi imeli dosti koristi, če ne bi

mogli rezultatov našega dela izpisati. Sestavljanju in izpisovanju sporočil je

namenjeno posebno pogalvje, v njem je omenjena tudi možnost pošiljanja

pošte.

Čeprav je poglavje, v katerem avtorja spregovorita o programiranju,

razmeroma kratko, nam nudi kar dobro osnovo za začetek programiranja v

dBASE ILI Plus. K dor ima le količkaj posluha za programiranje in bo prebral

to poglavje, ne bi smel imeti problemov pri pisanju enostavnejših programov

v dBASE ILI Plus. Zelo pregleden je tudi seznam funkcij v dodatku.

Po priročniku bodo radi segli vsi, ki želijo izvedeti, kako naj svo-

je podatke spravijo v pregledno obliko in jih potem na enostaven način

uporabljajo, urejajo ali izpisujejo.

Jana Vrabec
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