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2) Elemente standardne baze S prostora R" lahko razvrstimo v zaporedje
. poreay
fis fay.eey fn, ki zado$éa zahtevam

Af, e Vi1, k=1,...,n

kjer je Vo = {0} in Vi = Lin({ f1, -, fx}), k= 1,.

(3) Obstaja taka permutacijska matrika P, da je P~ 1AP zgornja trikotna
z niclama na glavni diagonals.

Dokaz. (1) = (2). Naj bo A nilpotentna. Zaporedje vektorjev
fiy ey fny ki izpolnjuje pogoj (2), bomo nasli po istem vrstnem redu, kot je
indeksirano. Denimo, da se je pri taki izbiri zataknilo pri iskanju vektorja,
fi. Potem za poljuben e € S\{f; : 1 < k} velja Ae > 0 in Ae ¢ V;_;.

Naj bo 0 < z ¢ Vi_,. Potem obstajata tak g € S\{f; : 7 < k} in tak
realen £ > 0, da je ¢ < tz in zato 0 < Ag < tAz. Ce Az € Vi_q, potem
Ag € Vi._q, kar po prejsnjem ni mogoce. Torej velja sklep

>0, 2¢ Vi, = Az >0, Az ¢ Vi_;.

Od tod dobimo A™e ¢ Vi_; za vsak e € S\{f; : i« < k} in vsak naraven m,
kar pa nasprotuje nilpotentnosti A. Dobljeno protislovje pove, da tece izbira
iskanega zaporedja fi, ..., f, gladko od zacetka do konca.

(2) = (3). Obi¢ajno razvritene vektorje standardne baze oznaéimo
Z €1,...,€n, stolpce fi,...,fn iz (2) pa zdrumme v istem vrstnem redu v

permutacijsko matriko P. Zaradi (2) velja

P—IAPQk = PmlAfk - Pml(Vkml), k = l,...,m
ker pa je poleg tega P~ 1(Vp) = {0} in P~ (Vx) = Lin({e1,....,ex)}, k =
=1,...,n,je P71 4

AP ( zgornja) trikotna z niclami na l
(3) = (1). Dobro poznana resnica.

Iz pogoja (3) lahko razberemo, da je nilpotentnost nenegativne matrike
odvisna le od lege njenih pozitivnih clenov, ne pa od njihovih velikosti.

S pomodéjo pogoja (2) lahko preverimo nilpotentnost nenegativne ma-
trike A na naslednji nacin. Ce je A4 nﬂpotemna, ima vsaj en stolpec iz sa-

mih ni¢el. Pre¢rtajmo tak stolpec in z njim vred tudi vrstico, ki ga sece na

gla'vm dmgonah matrike A. Preostalo kvadratno matriko lahko okrnemo na
enak nacin kot A in postopek nadaljujemo, dokler ne precma 10 vseh clenov
prvotne m natrike.

Ce pa A ni nilpotentna, na enem od korakov opisanega postopka nale-
timo na (neprecrtano) matriko, ki ima vse stolpce nenicelne. Glej sliko 1.

Na podoben nacin lahko poiscemo tudi indeks nilpotentnosti nenega-
tivne nilpotentne matrike A. Stolpce in vrstice taksne matrike precrtavamo
na enak nacin kot pri preverjanju nilpotentnostih, le pri vrstnem redu
smo bolj izbir¢ni. Za k-to precrtavanje izbiramo med stolpci, ki imajo v
neprecrtanem delu le nicle, dolo¢imo pa takega, pri katerem smo v doteda-
njem postopku najprej precrtali vse nenicelne clene. Tako izbrani stolpec

mat. fiz. 38 (1991) 2

34 | Obzornmik



1 in ob stolpcu matrike
aku smo ju pmwt h S P@w

1
0




Recimo, da smo na opisani nacin precrtali Ze vse ¢lene matrike A.
Predpostavimo se, da je A nenicelna in n-vrstna. V stolpcu Af, poisc¢emo
nenicelni element, ki lezi v vrstici z najvecjo Stevilko a(1l) na robu. Nato
enako storimo v stolpcu Af,(;) in ustrezno najvecjo Stevilko oznacimo z

a(2). To nadaljujemo, dokler ne naletimo v r-tem koraku na nicelni stolpec

Afoa(r-1). Glej sliko 2.

[rditev 2. Naj bo A nenegativna n-vrstna nilpotentna kvadraina ma-
trika. Poiem je stevilo r 1z prej opisanega postopka indeks nilpotentnosii
matrike A.

Dokaz. Sposodimo si oznake iz pogoja (2) trditve 1, postavimo fy = 0
in za vsak k € {0,1,...,n} predpisimo

e(k) =min{m > 0: Af, € Vp,,}
Potem je ocitno
e(0)=p(1)=0 in (k) <k za k=1,..,n (%)

Dokazimo, da je ¢(1) < ¢(2) < ... < p(n).

V ta namen vzemimo poljuben k € {1,..,n—1}. Pri p(k+ 1) = k
z uporabo () takoj dobimo @(k) < (k4 1), pri p(k + 1) < k pa velja
Afiri1 € Vi_q in zaradi ustrezne izbire stolpca Afi v opisanem postopku
tudi ¢(k) < ¢(k + 1). Funl

kcija @ je torej res nepadajoca.
Iz postopka za dolocanje stevil a(1),...,a(r — 1) je jasno, da velja

m

o () = oP(n) = a(m) > 0zam=1,..7—1
in ¢"(n) = 0.
Dokazimo zdaj, da je r indeks nilpotentnosti matrike A.
Stolpce Afy, ..., Af, smo izbrali tako, da je

Afi € V(p(k), k=1,...,n.

Ker je poleg tega funkcija ¢ nepadajoca, za vsak k velja A(Vy) C Vi (i), tore]

tudi

AT(RH) — Ar(Vn) 3 AT‘“I(V@(n)) C ... C Vw(n) ’: {0} ,

in zato A™ = 0.
Vsak stolpec A fi pri dovoljmajhnem realnem ¢, > 0 zadosca neenakosti

Afr > Ekffp(k)

in ker je A nenegativna, od tod sledi (¢e neenakost pri & = n mnozimo
zaporedoma z A), da je za dovolj majhen realen ¢ > 0

Armlfn > Efcpr——l(n) > 0
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Dokaz. BrZ ko obstaja v I'(A) usmerjeni obhod dolzine m, ima I'(4)
usmerjeni sprehod poljubne dolzine p > m. Po lemi je tedaj matrika AP,
p > m, nenicelna, zato A ni nilpotentna.

Denimo zdaj, da je A n-vrstna in ni nilpotentna. Potem ima matrika

A™ vsaj en clen ag’) pozitiven, zato obstaja v grafu I'(A) usmerjeni sprehod
dolzine n od 7z do 7. V verigi usmerjenih povezav, ki vezejoz z 7, je n + 1
vozlisc, torej vsaj eno nastopa dvakrat. Del verige z zacetkom in koncem v

tem vozlis¢u je usmerjeni obhod grafa I'(A4).
Drugi del trditve sledi neposredno iz leme. =

Nenegativna nilpotentna matrika po pravkar dokazani trditvi nima ne
zanke ne usmerjenega obhoda dolzine 2, zato je vsaj eden od njenih ¢lenov
a;j,aj; (2,7 € {1,...,n}) enak nic.

Kriterij nilpotentnosti in algoritem za dolocanje indeksa nilpotentno-
sti, ki smo ju predstavili v prvem delu clanka, lahko prevedemo v grafov-
ski jezik. S prvim smo preverjali, ce
ima graf I'( A) kakSen usmerjen obhod, z
drugimi pa poiskali najdaljsi usmerjeni

sprehod grafa I'(A4) brez obhodov.

6 Q

Slika 3. Usmerjeni graf matrike s slike na str. 36.
Posebej je oznacen najdaljsi sprehod, ki ustreza
opisanemu algoritmu.

VPRASANIJA

V nemski matematic¢ni reviji Alpha sem pred casom naletela na pri-
loznostni zapis ob stoletnici rojstva nemskega matematika Helmutha Rotha.
Med drugim sem prebrala, da je prof. Roth leta 1965 zastavil studentom tole
zanimivo nalogo:

Dane so tri kolinearne tocke U, V, W. Konstruirati je treba trikotnik,
katerega nosilke stranic potekajo skozi tocke U, V, W (skozi vsako natanko
ena) in s teZis¢em na premict skozi te tocke.

Naloga se mi zdi zanimiva tudi za Obzornikove bralce, ki jih vabimo k
resevanju. Posebno bomo veseli, ce nam bo kdo poslal cisto geometrijsko
reSitev naloge.

Marya Vencely
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v polinomih neskoncno mnogo resitev, ki se izrazajo na podoben nacin
kot znane pitagorejske trojke celih stevil. Ce enacbo (1.1) delimo z 7% in

oznaéimo z = p/r, y = ¢/r, dobimo

22 4yt =1, (1.2)

kjer sta neznanki z in vy racionalni funkciji ene spremenljivke, ki jo bomo
oznacili s {. Enacba (1.2) je samo poseben primer splosnejSe enacbe

f(z,y) =0, | (1.3)

kjer je f kvadratni polinom dveh komutirajocCih spremenljivk. Za resevanje
takih enacb obstaja preprost postopek, ki je v bistvu enak postopku iskanja
racionalnih to¢k na stozernicah, podrobno opisanem v [1]. Po tem postopku
najprej poiséemo konstanti zg, yo, ki zadoscata enacbi (1.3), torej

f(%ayo) = 0. (L‘Q

(Ker dopusc¢amo kompleksne resitve, z eksistenco ni tezav.) Nato polozimo
skozi tocko (zg, yo) premico s splosnim smernim koeficientom s, torej

y = yo + s(z — zp)- - (1.5)

Konéno pogledamo, kje ta premica $e seka krivuljo (1.3); v ta namen vstavi-
mo za y v (1.3) izraz iz (1.5), s ¢cimer dobimo za z kvadratno enacbo

flz,90 + s(z —z9)) = 0. (1.6)
Ko to ena¢bo uredimo in delimo s koeficientom pred z?, dobimo
z? + A(s)z + B(s) = 0, (1.7)

kjer sta A in B racionalni funkciji spremenljivke s. Zaradi (1.4) je ena resitev
enacbe (1.7) kar konstanta zo. Po Vietovi formuli zados¢a druga resitev =
zvezi ¢ + zg = —A(s), torej ¢ = —zg — A(s). S tem smo z izrazili kot
racionalno funkcijo parametra s in po (1.5) se da nato tudi y izraziti kot
racionalna funkcija spremenljivke s. S tem smo dobili racionalni funkeciji
z in y v spremenljivki s, ki zadocata enacbi (1.3). Ni se tezko prepricati,
da nam opisani postopek prinese vse resitve, pri Cemer pa je s racionalna
funkcija prvotne spremenljivke £ (po (1.5)).

Za enacho (1.2) je ena resitev oéitno z¢g = 0, yo = 1. Nastavek (1.5) se
tukaj glasi y = 1 + sz; ko ga vstavimo v enacbo (1.2) in uredimo, dobimo

28 ___1-——32
1+ 82’ J = 1+ 82

o

Od tod je potem lahko dobiti polinomske resitve enacbe (1.1), kar pa pre-
puscamo bralcu.

40 Obzornik mat. fiz. 38 (1991) 2



kre T S0 Py
%8?@35}@@&

gOVOT1 SiCeT O d@ spmsmh fuﬁkijlh aﬁ
@ 13 na o bi wJ jne polinome kot v |3]. Z m f naj pomeni

razliénih nicel. Ce je f identiéno enak 0, definiramo

Ker niso Vsl M‘zje pohno




in podobno se izraza tudi g(f). Od tod sledi

(1) : L i T "k
o (S QogfO)) = P - - 2
in podobno
gu) _ m_ ™ ™ - (2.6)
g(t) t—p tL—B; t—-m L — 7k
Oznacimo

No(t)=(t—a1) - (t—a;)(t=B1) - (E=B)(t—v1) - (t—v); (2.7)

torej je ng(abc) ravno Stevilo nicel in obenem stopnja polinoma Ny. Enakost
(2.4) lahko sedaj napisemo v obliki

a_ (9'/9)No @91
b (f'/ F)No fi’

(2.8)

pri cemer sta f; = -f-J-;NO ing; = %-—NO polinoma stopnje kvecjemu ng(abc) — 1,
kar sledi iz (2.5),(2.6) in (2.7). 1z (2.8) dobimo af; = —bg;; ker sta polinoma
a, b tuja, sledi od tod, da a deli g; in b deli f;. Toda potem je st(a) < st(g;)
in st(b) < st(fi), tore] sta stopnji polinomov a,b kvecjemu ng(abc) — 1. Iz
relacije (2.2) sledi potem isto tudi za stopnjo polinoma c. S tem je lema
dokazana.

Dokaz 1zreka. Privzemimo, da obstajajo polinomi p,q,r, ki resijo
enacbo (2.1) in niso vsi trije konstantni veckratniki istega polinoma. Privzeti
smemo, da so ti polinomi paroma tuji. (Vsak skupen linearen faktor dveh
izmed polinomov a, b, ¢ bi moral namrec zaradi zveze (2.1) nujno deliti tudi
tretjega in ta skupni faktor bi lahko potem pokrajsali.) Polinomi a = p”~,
b = ¢", ¢ = r™ tedaj zadoscajo pogojem leme in ker je ocitno ng(abc) =
= no(pgr) < st(pgr), sledi po lemi

nst(p) (= st(p")) < st(pgr)—1

in podobni neenakosti veljata za ¢q,r. Ko vse te tri neenakosti sestejemo,
dobimo (z upostevanjem ocitne relacije st(p) + st(q) + st(r) = st(pgqr))

nst(pgr) < 3 st(pgr) — 3.

Toda za n > 3 je zadnja enakost ocitno protislovna. S tem je izrek
dokazan.

Naj omenimo $e, da je izrek mogoce dokazati tudi brez uporabe leme [5].
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Za vsak € > 0 obstaja tako stevilo C(¢), da za poljubna tuja cela Stevila
a,b,c, ki zadoscajo pogoju a + b = ¢, velja

max{]al, |B], e|} < C(e)R(abe)'**.

Ena od zanimivih posledic te domneve je tudi naslednja asimptoti¢na
inacica Fermatove domneve:

Obstaga tako naravno stevilo ng, da 1ma za vse n > ng enacba ™ 4 y" =
= z" le trivialne resitve v celih stevilih (to je, vsaj eno od Stevil z,y, z mora

bit 0).
Za dokaz vzemimo nasprotno, da tuja cela stevila z,y,z zadoséajo
enacbi 2" + y™ = 2". Po abc domnevi potem sledi

lz|" < C(E)R(az"y"z”)He — C(E)R(myz)l""e < C(s)lmyz]HE.

Ko napisemo Se ustrezni dve taki neenachi za y in z ter nato vse tri neenacbe

zmnozimo, dobimo |
3 n 3 34 3¢
lzyz|" < Ce)”|zyz|"T7". _ (3.3)

Ker trojka z =1, y = 1, z = 1 ocitno ni resitev Fermatove enacbe za n > 1,
je |zyz| > 1 in za vsak dovolj velik n, je zato leva stran neenakosti (3.3)
vecja od desne, kar je protislovje.

[1] J. Grasseli, Osnove teorije ftevil, Knjiinica Sigma 14a, DZ5, Ljubljana 1975.

,2: J. Grasselli, Mordelova domneva dokazana, Obzornik mat. fiz. 32 (1985) 33-37. -

3] S. Lang, Old and new conjectured diophantine inequalities, Bull. A. M. S. 23 (1990)
37-T5.

4] R. C. Mason, Equations over function fields, Springer Lecture Notes 1068 (1984) 149-

157.

5] I. R. Shafarevich, Basic algebraic geometry, Springer-Verlag, New York 1977.

6] I. Vidav, Redent in nereient problemi matematike, Knjiznica Sigma 1a, MK, Ljubljana

1972.

., Magajna B., Naloge iz algebre I
DMFA Slovenije 1990, str. 148 (1z-
rac¢unalnistva ; 20)

(razsirjena izdaja), Ljub
brana poglavja iz matematike in

Za cCetrto izdajo so avtorji Naloge iz algebre I mocno razsirili. Od
prejsnjih 572 je tako stevilo nalog naraslo na 810. Ponekod so avtorji snov
preuredili, na novo so dodali ves razdelek z nalogami o polinomih. Zato se
je stevilo razdelkov povecalo za tri. K nalogam so podane resitve, pri tezjih
nalogah je opisan tudi nacin resevanja.

Naloge bodo — kot ze v dosedanjih izdajah — koristen ucni pripomocek
studentom.

Joze Grassell:
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1. Urejanje s kopicami

Ceprav bomo videli, da je izboljSano urejanje s kopicami bistveno
hitrejSe od klasi¢nega urejanja s kopicami, je razlika med samima algorit-
moma relativno majhna. Zato najprej opisimo osnovno urejanje s kopicami.
Obzornik je sicer o kopici Ze pisal (|5, Kozak, 1984]), vendar zaradi samoza-
dostnostni clanka ponovimo nekatere stvari.

Kopica je levo poravnano dvojisko drevo, v katerem vrednosti razporedi-
mo tako, da vrednost, ki jo hranimo v vozliscu oceta, ni manjsa od vrednosti,
ki ju hranimo pri sinovih. Levo poravnano dvojisko drevo lahko preprosto
predstavimo s poljem elementov, kjer sta sinova oceta ali] elementa a[2i]
in a[2i + 1]. Polje elementov je torej kopica, ce za vse i, kjer sta pogoja
smiselna, velja: alt] > a[2t] in a[i] > a[27 + 1].

Pomembna lastnost kopice je, da je v njenem korenu najvecja vrednost.
To uporabimo za urejanje. Najprej sestavimo kopico. Nato vzamemo koren
in preuredimo druge elemente v novo kopico. To ponavljamo, dokler ne
poberemo vseh elementov. |

Kopico bomo v tem razdelku, in do konca naslednjega, shranjevali v
tabeli a. Tabelo a in tudi njeno velikost n bomo uporabljali kot globalni
spremenljivki.

Kopico zgradimo tako, da vanjo zaporedoma pogrezamo vse elemente:

procedure ZGRADI KOPICO

za 1= |%]|, ..., 1 naredi POGREZNI (n, 1)

kjer je POGREZNI
procedure POGREZNI (m, 1)

{m ... indeks zadnjega elementa tabele }
{i ... indeks elementa, ki ga pogrezamo }
¢e 7 ni list in njegov sin vsebuje vecji element, potem
naredi
k naj bo i—jev sin z najvecjim elementom
zamenjaj ali] in alk]

Razen opisanega nacina lahko kopico zgradimo tudi tako, da podatke
‘dvigamo proti korenu. Oba nacina sta dobro znana, zato so nasi algoritmi
povsem simboli¢ni. Natancnejsi zapis izgradnje kopice na oba nacina najde-
mo npr. v knjigi [6]. ZapiSimo Se urejanje s kopicami

procedure UREDI S KOPICAMI
ZGRADI KOPICO
zam=n,n-—1, ..., 2
naredi
zamenjaj a[l] in a[m]

do sem
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procedure POISCI PRAVO MESTO (i, j)
{j je indeks posebnega lista, dobljenega s podprogramom POISCI I LIST}

dokler je a[i] < a[j] naredi j := | ]

Slednji podprogram je tudi prava novost algoritma, ki ga je razvil
Wegener |[1]. Carlsson je namrec¢ opazil, da so elementi na poti med korenom
in posebnim listom linearno urejeni. Zato je, namesto da bi najbolj preprosto
naredil Se korak ali dva, pravo mesto za podatek v korenu poiskal z dvojiskim
vstavljanjem (in s tem precej pokvaril lastnosti algoritma).

Do sedaj smo poiskali pravo mesto, kamor moramo spustiti element
iz korena, narediti moramo le Se zamenjave elementov. Prva moznost je,
da elemente poﬁska,mo po kopici navzgor. Tedaj je racunanje indeksov
enostavno (ofe ima polovi¢ni sinov indeks), vendar bi morali na vsakem
koraku na,pmwm tri premike, saj bi med seboj zamenjali dva elementa. Zato
gremo mjﬂ od vrha kopice navzdai Pri tem v spremenljivko [ naracunamo
o elementa z indeksom j relativno glede na element z indeksom q.

procedure ZAMENJAJ PO POTI (i, j)
{7 je indeks elementa, dobljenega s POISCI PRAVO 1 ESTO}

[ = Uggz(J)J

z := ali |
za k=1—1, .= G[LEJF”
olj] = z

Popravljeno urejanje s kopicami dobimeo, ce podprogram POGREZNI
nadomestimo z naslednjim podprogramom

procedure BOLJSI POGREZNI (m, 1)
- POISCI LIST (m, i, 7)

POISCI PRAVO MESTO (4, j)
ZAMENJAJ PO POTI (i, j)

Analiza povprecnega vedenja urejanja s kopicami je tezka, zato le omeni-
mo naslednji teoreti¢ni rezultat iz [1].

[zrek 1. Izéoijmno 'zzrejanje s kopicam: ne potrebuje veé kot
1.571 logz ) + O(n) primerjany.

Se eno lepo lastnost ima izboljsano urejanje s kopicami. Pri fiksnem
stevilu podatkov je stevilo potrebnih primerjanj zelo stalno. Odstopanje od
srednje vrednosti stevila primerjanj je precej manjse od enega procenta, pri
hitrem urejanju pa je odstopanje kar okrog deset procentov.

Tako je na primer v primerjavi s hitrim urejanjem metoda stabilnejsa
za nekaj desetkrat.

mneva.

([1, We gener, 198 9]) Naj bo (n) definiran tako, da
je ovprecno stevilo primerjanj popravljenega urejanja s kopicam enako
nbgz n+ f(n)n. Tedaj za n > 200 velja: f(n) € [0.34,0.39].
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ra

Velikost
polja

Urej anje s kopicami

Primerjanj

Fremikocv

Izboljsano ur. s kop.
Primerjanj

Premikov

Hitro urejanje

Primerjan]

Premikov

1000
2000
3000
4600
5000
6000
7000

8000

9000

10000

16 865.70
37 713.30
60 232.60
83 415.00
107 686.90
132 478.20

157 602.30

182 850.10

208 870.80
235 387.40

14 0738.00
30 160.30
47 066.50
64 318.00
82 093.95
100 141.05
1186 369.30
136 648.45
155 298.85
174 205.75

Stevilo prin

10 430.00
22 853.20
36 126.10
49 714.90
63 856.40
78 264.00
92 788.00
107 426.25
122 497.30
137 714.90

@Ej am 1Tl DECI

11 580.45
25 162.80
39 567.65
54 315.80
69 595.90
85 142.80
100 866.10
116 640.60
132 798.90
149 193.55

mikov

13 281.00 -

29 633.20
46 710.75
64 091.05
83 404.55
101 655.30
120 368.60
141 081.45
158 349.70
177 253.30

@@Vﬂ% S %{amm mi 1

7 934.05
17 123.40
26 941.40
37 149.25
47 507.85
58 281.95
69 122.45
79 994.50
91 604.55

102 832.95




pri mnozenju ali deljenju s potencami stevila 2
z shl n =2z 2", ecshrn=2z+2™"

¢ Logicna operatorja and in or sta razsirjena, tako da delujeta tudi nad
podatki tipa word in integer. Ustrezni operaciji opravita nad istoleznimi
biti argumentov. Tudi ti dve operaciji lahko prepiSemo v mnozZenja in
deljenja.

e Inc in Dec sta vgrajena podprograma, ki argument ordinalnega tipa
(word, integer, ...) povecata ali zmanjsata za 1. Stavek Inc(Top)
je povsem enakovreden stavku Top:=Top+1, stavek Dec(Top) pa je
enakovreden stavku Top:=Top—1.

Nastete posebnosti smo uporabili, ker so dvojiske operacije zelo hitre.
Iste rezultate bi dosegli z uporabo obicajne celostevilske aritmetike stan-
dardnega pascala in izgubili nekaj hitrosti, ne pa tudi (dobrih) lastnosti al-
goritma.

{ Splosne deklaracije }

const MaxItems = { najvecja dolzina tabele };

type item = record {elementi, ki jih urejamo, so tipi¢no}
{...} {bolj ali manj zapletene strukture }
key: integer {podatkov... 1
end ; |
indez = 1..Mazltems * 2; {Na koncu zaradi enostavnejsega pogoja }

{dopustamo, da pademo iz kopice, zato }

{potrebujemo nekaj zaloge pri dopustnem}

{obmocju za indekse. }
items = array [1..Mazltems] of item;

procedure HeapSort (var a: Items; n: indez); _
{Uredi tabelo ’a’ dolzine 'n’ z izboljsanim urejanjem s kopicami. }
var
Top,Bottom: index;
Data
: item;

procedure Sift (Top,Bottom : index; Data : Item);
{Vstavi element ’Data’ na ustrezno mesto v kopici med ’Top’ in ’ Bottom’ }

var

Path, {Indeks elementa, do katerega pridemo, Ce se }
{v vsakem vozli§¢u spustimo na veéjega od obeh sinov. Ce se}
{spustimo n nivojev globoko, nam zadnjih n bitov tudi pove,}
{v katero smer smo jo ubrali (0-levo, 1-desno). }

Source, {Source in Dest prideta prav, ko element Data od spodaj }

Dest : index; {dvigamo na pravo mesto v kopici. }

Mask : word;

50 Obzornik mat. fiz. 38 (1991) 2



Pl W e }

e

e e ) Nt



begin |
Top := Succ(n div 2); Med Top in Bottom imamo kopico,
Bottom := n; ker ti elti nimajo sinov. {
{ Ustvari kopico, to je premakni Top na 1. }
while Top > 1 do begin
dec ( Top);
Data := a | Topl;
Sift ( Top,Bottom,Data)

end ;
{ Uredi kopmo tako, da elemente iz dna ponovno pogrezas CEZHJO }
while Botiom > 1 do begin
Data := a [Bottom|;
a [Bottom] := a [1];
dec ( Bottom);
Sift ( Top,Bottom,Data)
end

end ; { HeapSort }
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NOVE KNIJIGE

FORGO F., Nonconvex programm
188 str.

V knjigi so obravnavani optimizacijski problemi (@, f, min), kjer je

ing. Akadémiai Kiado, Budapest 1988,

d={XeR":4g;(X)<0, i=1,...,m}

mnozica dopustnih resitev, dolo¢ena z omejitvenimi funkcijami g; : R™ - R,71=1,...m,
in je f : R® — R kriterijska (namenska) funkcija. IS¢emo dopustne reSitve z najmanjso
vrednostjo kriterijske funkcije.

Konveksni optimizacijski problemi (mnozica dopustnih resitev in kriterijska funkcija
sta konveksni) sodijo v “klasiko” — teoreti¢no in algoritmi¢no so podrobno razdelani.

Za nekonveksne probleme pa Se ni splosnih odgovorov. Obstaja le vrsta pristopov,
ki so se obnesli pri resevanju posameznih vrst problemov. Prav predstavitvi teh pristopov
je posvecena Forgdjeva knjiga.

V prvem poglavju je narejen kratek pregled osnovnih pojmov in rezultatov o opti-
mizacijskih problemih. Tako je naceloma za branje knjige potrebno le visokosolsko znanje
analize i1n linearne algebre; je pa najbrz za bralca, ki ni domac¢ na podrocju optimizacije,
to razmeroma zahtevno branje.

Podobno vsebino ima tudi knjiga: Pardalos P. M., Rosen J. B., Constrained global op-
timization: Algorithms and Applications. Springer-Verlag, Berlin 1987 (MaK 6415/268).

Viadimir Batagelj
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Math. Subj. Class. (1985) 97 B 99

Iz knjige 5. Langa Math! Encounters with high school students, ki je v slovenskem
prevodu Janka Modra z naslovom Matka! Pogovori z uéenct 1z8la v Presekovi knjiznici,
objavljamo sklepni pogovor o splosnih vprasanjih poucevanja matematike. Ta pogovor v
slovenskem prevodu knjige ni natisnjen.

This is the final dialogue from S. Lang’s Book Math! Encounters with high school
students which was translated into slovenian language Emd@r the title Matka! Pogovor: z
ucenci by Janko Moder and published in Presekova knjiznica. The dialogue is not included

in the Slovene version of the book.

Serge Lang je eden %aj%ij znanth sodobnih fmnwg%g
mcw pmf%m‘* na ameriskt univerzt Yale. Napisal je stevilne
ucbenike za 3p§03n0 aigebm analizo in gmmei'mjo ter vec monagmﬁj zw
raznih specialnih podrociy matematike. Znan je tudi po svojih pop
predavangyih za srednjesolce in sirso javnost.

uciteljica na eni od pariskih
ﬁ‘mj

Patricia Chwat,
1aticnega odd @E{a v P a&am odk

/ pogovoru sodelujejo
srednjih sSol, Jean Brette, direktor maten
(Palais de la Découverte), glavnem

Brette, njegov stirinajstletni sin, in seveda Serg

JEAN BRETTE. Ravnokar smo bili pmeaﬁc ju mm@maﬁ:lk@ ki sm ga
eh v devetem 1 letniku ene od pariskih srednjih Viog
kako se j@ vse skupa, j zacelo.
D 2 1]
JEAN BRETTE. Ne, v razredu.
Palaci. Pmd d*mma; E@fmma ste 1m
prijatelju, ali ne bi mog] ‘“
Smdm esolskih razredov.
tam se je sprozila debata o pouku v srednji soli, v ] . L ]
svetu, o tem }{aj sodite o zadevi, in pri tem ste Gbn@wh nekaj izkusenj, k‘i
“ j na eni od kan adskih sol.

D onovili g

Ja, seveda, vse Skuaj se je zacelo v
pmdavame in potem

Eam ste znova pmsh pfeda:m‘t sm v

h& po ﬁq debah vas Je gospodicna Chwat prosila, naj

* RTCTA CHWAT. Prav ﬂaﬂrn@ sem vprasala, ali bi gospod L ang
Eah ko P n sel k i m, pa je bil za to. Prisel je
ker se je letos vrnil.
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SERGE LANG. Tako je, lani ste imeli resnicno dober razred, enajste
stopnje, in vsi od kraja so bili zelo bistri. Tako imenitno sem se pocutil, da
sem sklenil letos priti znova, in letos sem dobil osmi in deveti razred. Tudi
to pot je slo zelo dobro.

JEAN BRETTE. Vendar je bila snov, ki ste jo izbrali, precej tezka. Po

navadi na tej stopnji ne delamo veliko dokazov.

PATRICIA CHWAT. Ampak jih lahko, jih lahko.
SERGE LANG. Jih lahko?

PATRICIA CHWAT. Mogoce res ne ravno v osmem razredu, ampak
v devetem in desetem je iz aritmetike Ze marsikaj mogoce dokazati. Po
mojem je ravno tu najplodnejse okolje za dokazovanje. V geometriji “vidijo”
stvari, zato ne cutijo tako potrebe po dokazovanju; pa tudi zato, ker so
ze prej delali poskuse, konstrukcije, tako da se jim dozdeva vse od kraja
jasno. Ko pa zagledajo veckratnike, delitelje, je to zanje nekaj novega in ker
gre za neskoncne mnozice stevil, imajo obcutek, da je potreben dokaz, da
gre za pravilne rezultate, pri poljubnem Sstevilu, in to jim pomaga tudi pri

razumevanju.

SERGE LANG. Tudi vi delate dokaze? So del uc¢ne snovi?
PATRICIA CHWAT. Ne vem, ali so uradno del programa, vendar jih

sama delam. Izreki so bolj ali manj na programu, jaz jih pa se dokazem.
SERGE LANG. Res je, izreki so na programu. Videl sem knjige, ki se

ravnajo po ucnem nacrtu, in v njih so pravila, vendar brez preverjanj, in
sicer v algebri in geometriji. Za ploscino kroga ali za prostornino krogle ali
piramide so na primer v njih formule, ni pa dokazov. Temu se rece “v skladu
7z ucnim nacrtom”.

PATRICIA CHWAT. Naj bo Ze na ne vem kateri stopnji, Se celo na
univerzi, je treba to in ono sprejeti brez dokazov, ceprav celo nekaj takih
stvari, ki jih gladko sprejmes, kdaj pozneje dokazes. Kratko in malo se ¢lovek
mora s ¢im ukvarjati.

SERGE LANG. Seveda. Sam sem proti temu, da bi nekatere stvari
gladko sprejemali brez preverjanja, nekaj dokazov je tudi v resnici mogoce
napraviti sele pozneje, vendar gre za tole: “Kaj je bistveno in katere dokaze
je treba napraviti in kdaj?”

PATRICIA CHWAT. Tako je, ampak ce lahko napravite dokaz formule
prostornino krogle v osmem razredu, vas vabim.

SERGE LANG. Dobro, pridem.
PATRICIA CHWAT. V osmi razred? Takrat namrec prvikrat dobijo

formulo pred oci.

SERGE LANG. Cakajte, ne. Dobro, se strinjam, v osmem razredu jim

hko daste formulo brez dokaza in jo dokazZete sele v devetem ali desetem.
Vendar takrat Ze ni vec del ucnega nacrta.

PATRICIA CHWAT. Precej razumno, prostorska geometrija je del

ucnega nacrta v osmem razredu v fiziki, v devetem pa v matematiki. Ma-

tematiki mislijo, da otroci niso zadosti zreli, da bi Ze v osmem razredu to

doumeli. Ljudje, ki so odgovorni za sestavljanje ucnega programa za fiziko,

Zd
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_ kazi so zelo 1
mores zares cenitl, ko vidis , zakaj j 3@ Sna SW
loke 1 SO P op o ma m,z umlj; jﬂfﬁ

n j@ vse p @hm :o aéu kov, ki ﬁh m@mm p@‘wh tega umm
nredpisan kaksna folklora, zelo izjemmno.
SERGE LANG. Izjemno je zato, ker ni v ucnem
naravno, ce n bilo na programu. T

. RETTE. Bi ga zd@h spremeniti’

E LANG. N@a ne mislim delati ucnih nacrtov, napisal pa sem
geometrijo [2|. Vem, kaj mora priti v ucni nacrt. Ce ni v njem, ni tako
zakonu, temvec zato, ker so se ljudje, ki delajo uéne nacrte,

CVVAT Seveda, seveda. Ena od tezav je v tem, da MSM

. naa“m pravzaprav ne ucijo v razredu. Dokler bome

ne poucujejo, ne bo usklajenih pmgrammf

{Se zasmeje). Potem se boste morali no Z

, TILOT ah se boste spopasti s smt@m@m? naj bo ze tuka 3 ah v Zdru
\merike. Vendar clovek mora izzivati, mora poskusati n

“osnovno’’ solo?

1. Zd d@ SO se mi bo




stvari, ki so ravno na meji, in preizkusam posebno gradivo, ko jih poskusam
uciti stvari, ki jih imajo uradno na programu. |

SERGE LANG. Pa niso na programu ... Ampak saj lahko delate vse,
kar je na programu, v primernem okviru. To je bil moj ugovor, to me je
lani vrglo iz tira, ravno pred posvetovanjem v Palaci; zagledal sem namrec
besedilo za enajsto stopnjo, ki je bilo od zacetka do konca neusklajeno, s celo
grmado vaj brez pomena. Na primer v geometriji naj bi na deveti stopnji
poskusali ugotoviti dolzino kroznice, zacensi pri ploscini kroga. Potrebujete
formulo, ki da (r + k)%, temur pravijo identiteta. Dobro, potrebna vam je
in morate delati z njo, pa naj je uradno na programu ali ne. Morate vedeti,
da je (r + h)? = r® + 2rh + h®.

JEAN BRETTE. To je v u¢nem nacrtu za deseto stopnjo.

SERGE LANG. Vendar lahko vzamete Ze prej, kaj pa je to takega,
vzamete pac tisto, kar potrebujete. Navsezadnje vzamete vse, kar je v
ucnem nacrtu, vendar med seboj povezano, tako da se ravnate po usklajenem
stavku, kakor v glasbi, kjer je vse ubrano. Namesto da bi drugo za drugo
jemali drobtine, med katerimi ni nobene notranje ali zunanje povezave.
Ravno proti temu ugovarjam, sem proti kopicenju drobtin, ki jih ni mogoce
vkljuciti v sirsi okvir, zaradi katerega bi si jih bilo laZe zapomniti. {Se obrne
k Stephanu, ki mu je stirinajst let.) Kaj pa ti mislis?

STEPHANE. V celoti se strinjam, ker nam dajejo domace naloge s
stevili, ki ni¢ ne pomenijo. Dajejo nam Stevila in jih moramo sestevati,
odStevati, to pa je tudi vse. | .

SERGE LANG. Po tvojem je torej vse to umetno?

STEPHANE. Tako je. Poleg tega ze dve leti ne pocnemo skoraj nic
drugega, razen nekaj geometrije. Samo preverjamo, ali znamo steti.

PATRICIA CHWAT. Vendar moras predelati temeljne vaje, da se se-
znani$ z matematic¢nimi pojmi. |

SERGE LANG. Nikoli nisem rekel, da je treba izlociti temeljne vaje.
Zanikanje skrajnosti ni nasprotna skrajnost! Nikar ne recite, da jaz ne delam
vaj. Ne zelim izlociti vseh sistematicnih vaj. Tudi te so potrebne, vendar so
uéni nacrti izlo¢ili usklajeno gradivo, lepe glasbene fraze v matematiki.

PATRICIA CHWAT. Se zmeraj jih lahko denete nazaj.
SERGE LANG. To je ravno tisto, “ne utegnem se ukvarjati s temni
stvarmi”. Vendar je to popolnoma mnapacno, lahko jih napravijo povrh
tistega, kar je na programu. | |

JEAN BRETE (Patriciji Chwat). In ne drzi, saj zmorete oboje.

PATRICIA CHWAT. Tako je, ker mora c¢lovek ustvariti nekaksno kon-
tinuiteto, mene pa moti, ker ucenci Se niso vzeli nekaterih stvari. In tudi
oni potrebujejo nekaksno kontinuiteto v tem, kar se ucijo, tako da gredo
od stopnje do stopnje in da imajo sproti pridobljeno temeljno znanje, ki je
potrebno, ¢e naj preidejo od osme do devete stopnje.

SERGE LANG. To temeljno znanje seveda lahko pridobimo v sklad-
ni povezavi. Sodim, da temeljno gradivo ni nezdruzljivo z usklajenim pro-
gramom, kjer je v uradnih ucnih nacrtih receno, da kaksna stvar ne sodi
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JEAN BRETTE. “Moderna matematika” ni tako nova, kakor mislite.
Tu imam knjigo, staro knjigo, izsla je leta 1746, in v nji govorijo o Moderni
Matematiki z velikima zacetnicama. [4] Mislim, da se polemike o pedagogiki
niso kaj prida spremenile.

SERGE LANG. Vendar ni treba takih besednih vojsk. To ne more
prinesti ni¢ konstruktivnega. Ne moremo primerjati sodobne matematike s
prastaro. To ni pravi prijem. Med tema dvema ni navzkrizja. Nasprotje je
med skladno, lepo, poucno in koristno matematiko in matematiko, ki ni za

nobeno rabo ali pa je koristna samo za metanje u¢encev. Tu je nasprotje. Ze
samo uporaba besed moderna matematika ali stara matematika spelje debato
v napacno smer. Jaz nisem za Evklida ali proti njemu. Vzemimo iz Evklida,
kar je Se zmeraj koristno, in pozabimo na cel kup stvari, ki niso vec za rabo.
Evklid seveda polni sto in sto strani, vendar danes lahko pomembne stvari
spravimo na trideset ali stirideset strani, to je tisto. Potem lahko preidemo k
stvarem, ki so bile v zgodovini matematike odkrite pozneje. Imamo drugacéne
perspektive. Kaj pravis ti, Stephane?

STEPHANE. Se strinjam. Mogoce je nova matematika koristna, ampak
kaj ti pomaga, ce se ukvarjas z njo kaksno leto ali kaks$no poldrugo leto?

SERGE LANG. Kaj mislis z “novo matematiko”?

STEPHANE. No, unije, preseki in tako naprej. Kar obkrozamo.

SERGE LANG. No, vendar malo uspeha! Tako naj ne bi delali.
Potreben je le lahek jezik, ki se razvija po potrebi. Nima smisla vzdigovati
prevec prahu pri tem.

PATRICIA CHWAT. Danes je cutiti gibanje, da bi skrcili izrazje, ki ga

mora]jo ucenci pozreti.

SERGE LANG. Ponavljam: Izrazje je mogoce razvijati po potrebi. Ce
porabite tedne ali mesece za izdelavo besedja, ki ni tako] uporabljenoa temvec
samo sebi namen, gre spet za drobiz. Gre sicer za nekaj novega , pa vendar
spet za drobiz, razkosan na tanke rezine, brez lepih “fraz”, brez lepote. Vse
Skupaj je spet samo grmada drobtin. In ravno to bi morah izlociti. Ker
ni zdruzljivo z ucenjem temeljnih pojmov in prakse. Vas ucitelj tule, v te]
knjigi iz leta 1700 in toliko, je to dobro povedal. Kako je ze zapisal?

JEAN BRETTE. Ja, tu ima na primer opombo, v kateri je receno:
“Na splosno ne smemo ucencem nikoli dati definicije, ne da bi jim prej
pokazali stvar, ki jo je treba opredeliti. Ime more priti sele za idejo, saj
nam ime samo priklice v zavest idejo.”

SERGE LANG. Tako je.

JEAN BRETTE. Ja, in v tej knjigi je Se vse polno drugih poucnih
pripomb. Avtor je Zelel sodobmke prepricati, da je mogoce uciti matematiko
zelo majhne otroke, in veliko miselnega napora porabil za to, kako naj bi se

to delalo.
SERGE LANG. Kako se pise ta clovek?.

JEAN BRETTE. De La Chapelle. O njem ne vem veliko, samo zdi se
mi, da je bil d’Alembertov prijatelj in njegova knjiga ima uradno odobritev
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ob nekaterih priloZznostih. Morajo pa videti tudi dokaz in vedeti, kako prides
do njega. Oboje jim je potrebno. Pozneje zbijajo Sale na ta racun, da so
morali po desetkrat na glas lajnati isto stvar.

JEAN BRETTE. Seznanili ste se ze z vsemi mogocimi izkuSnjami sred-
njeSolskega pouka, naj bo v okolici Pariza ali pa v Torontu v Kanadi. Kaj
pravite o reakciji ucencev na to, kar delate in kar po navadi ni po njihovem
rednem programu ali kakor po navadi delajo?

SERGE LANG. Sami ste videli, kako reagirajo.
JEAN BRETTE. Ja, videli smo nekaj primerov, ampak vi, kako vi
gledate na to?

SERGE LANG. Mene zabava! Odpirajo se, reagirajo pozitivno, nepo-
sredno jih stvar zanima in zacnejo si zapisovati. Potem jih seveda sprasujete

PATRICIA CHWAT. Seveda. Vsakih stirinajst dni imajo posebno
domaco nalogo, prihodnji dan pa mi morajo potem napisati, kaj so delali
z obsegom kroga.

SERGE LANG. Videl sem njihove domace naloge, ki ste jih danes
prinesli nazaj, in Stevilni od njih so znali vse ponoviti. Jim niste nic
pomagali?

PATRICIA CHWAT. Ne. Vsi se seveda ne spomnijo vsega, vseh po-
drobnosti, vendar si skoraj vsi zapomnijo glavno zamisel dokaza.

SERGE LANG. Videl sem, kako so si zapisovali. Bilo je ¢cudovito. Li¢no
usklajeno, res imenitno.

PATRICIA CHWAT. V resnici so bili pridni.

SERGE LANG. Ne samo pridni ni. Poznajo pravila, razlage,

, tudi razun
dobro premisljene clenitve. Naucili so se nekaj formul, naucili pa so se tudi
nekaj algebre; naucili so se napraviti dokaz in naucili so se uporabiti jezik
za 1zrazanje matematicnih misli. Nazadnje moramo priti tako dalec. Pri uri
matematike najprej zacnem kaksno misel, pa jim recem, naj jo dopolnijo z
eno ali dvema besedama ali koncajo stavek, ki sem ga sam zacel. Potem jim
recCem, naj sami oblikujejo misli in razlagajo svojo matematiko. In potem, ob
dolocenem trenutku, obrnem postopek in jim recem, naj povedo, kaj mislijo,
in naj sami izluscijo svoje matematicne domisleke. S tem naj bi Student
zacel misliti s svojo glavo. Videli ste pri Yaelle, ko sem ji nazadnje rekel, naj
ponovi izpeljavo formule za obseg kroga, o = 27r. In natancno to je tudi
storila. Sama, s svojimi rokami, s svojimi ofmi, s svojimi mozgani.
JEAN BRETTE. Skoraj slisali smo, kako je mislila.

SERGE LANG. Videl: smo, kako je mislila. Po izrazu na obrazu, po
zbranosti ... .

PATRICIA CHWAT. Res je, navajala sem jih h govorjenju. Do zdaj
tega Se nismo omenili, vendar so ucenci v mojih razredih vajeni govoriti,
dopolnjevati stavke in oblikovati svoje misli. V vasem primeru ni bila pred
njimi ista oseba, metoda pa ni bila bistveno drugacna od tiste, kakrsni so
pogosto prica v razredu. |
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PATRICIA CHWAT. Drzi, ves razred je podpiral Yaelle, vsi so jo
spodbujali, vendar so bili nekateri drugi srec¢ni, da jim ni treba nic¢ drugega.

SERGE LANG. Ce bi slo za kaksnega drugega uéenca, bi se mu bil
prilagodil; pripravljen sem prilagoditi se zmozZnosti ucenca, ce kdaj izberem
drugacnega. Ne ravnam z vsakim ucencem enako. Ce opazim, da je kdo man]
zmozen kakor Yaelle za ponovitev dokaza, potem peljem pogovor drugace,
mogoce podobno, kakor sem napravil pri Rachel v Torontu: najprej sem jo
moral voditi korak za korakom, da je ponovila dokaz, vendar je nazadnje
povedala vec, kakor je vedela v zacetku. Ucence izbiram na slepo. Ne
sprasujem tistih, ki vzdigujejo roko, rajsi izberem takega, ki je ne vzdigne.

PATRICIA CHWAT. Ja, ravno prav. Ena od mojih ucenk je bila zelo
razoCarana, saj se je z veliko tezavo odlocila, da je vzdignila roko, ker je
precej bojeca, ko pa se je le premagala, je niste vprasali. |

JEAN BRETTE. Je sedela v prvi klopi?

PATRICIA CHWAT. Zraven Yaelle. Ni posebno nadarjena za mate-
matiko, vendar je to pot zelela pokazati, da le kaj zmore, vi pa je ravno zato
niste vprasali. (Smeh.)

SERGE LANG. Ja, vem, zmeraj so tveganja. Ne poznam ucencev in
vidim jih samo enkrat ... Izogniti sem se Zelel temu, da bi spraseval samo
tiste, ki po navadi vedo, za kaj gre. V to past se clovek kaj lahko ujame. Vse
mogoce se lahko primeri. Poznamo take, ki ne morejo sami od sebe ponoviti
dokaza, pa tudi take, ki morejo, pa ceprav mislijo, da ne morejo. Vse je
mogoce. Treba jih je le vse pripraviti h kar najve¢jemu razumevanju.

PATRICIA CHWAT. In za to je treba nekaj casa. '

SERGE LANG. Ja, potreben je cas, vendar gre za dolgoroéne nalozbe.
Brz ko se ucenci naucuo postopka v enem primeru, ga veliko la,ze opravijo v

prihodnjem. Tako cas ni izgubljen.

JEAN BRETTE. To se povezuje s tistim, kar ste prejle rekli. Ce izlo¢imo
iz ucnih nacrtov tisto, kar ni potrebmno, dobamo vec casa za koristne reci.

W

SERGE LANG. Natanc¢no tako. Ce iz programov otrebimo susSje in
¢e jih skladno uredimo, bo ostalo dosti ¢asa za lepo matematiko, ki bo
koristna, z vsemi potrebnimi dokazi in z vsemi formulami, ki jih moramo
znati avtomati¢no kakor na primer tole.

JEAN BRETTE. Stephane, ti si sedel v razredu v zadnji klopi, kot gost

Kako se ti je zdelo?
STEPHANE. Bilo je lepo ampak ce bi bilo pri vsaki uri tako, bi se

clovek najbrz utrudil; ucenci nismo ves cas tako pazljivi.

SERGE LANG. Oh, ves kaj, na univerzi, Se pri sedemnajstih letih, jih
znam dobro predramiti. Treba mi je samo tole napraviti (PokaZe s prstom.),
pa sem ti porok, da se vsi prebudijo. Sicer pa nikoli ne vedo, kdaj jih zadene.
(Smeh.) To pa res ni ni¢ tezkega ohranjati jih budne. Poleg tega pa jim
budim pozornost s tem, da jim razkazujem prave matematicne probleme.

[CIA CHWAT. Ampak v osmem in devetem razredu so Se pre-
i. Ucenci na tej stopnji nimajo skoraj Se niti pojma o matematikai.
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