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pove, da se velikost populacije asimptoticno priblizuje optimalni, od spodaj,
¢e je zg < 1, in od zgora], ce je g > 1.

Seveda zgornja diferencialna enacba ni edini moZni nacin omejevanja
rasti. Namesto kvadratne funkcije lahko vzamemo kaksno drugo in dobimo
drugaéen model (primerjajmo [1]).

Dovolj je razlogov, ki narekujejo uporabo diskretnega modela. To pac
pomeni, da opazujemo populacijo v dolocenih casovnih presledkih, npr.
enkrat letno. Diferencna enacba

Zpi1 = (1+7)z, — rel (1)

vsebuje pozitivni parameter naravne rasti r. Zacetni clen si izberimo med 0
in 1; kaj se pripeti pri drugacnih zg, si bomo ogledali kasneje.

Takoj povejmo, da diferencne enacbe ne moremo tako lepo resiti z
elementarnimi funkcijami, kot je to slo pri analogni diferencialni enachi. In
kot bomo spoznali, se tudi obnasanje resitve bistveno razlikuje, vsaj pri
ve¢jih vrednostih parametra r. Ce je parameter majhen, torej skromen
naravni prirastek, pa Se vedno lahko opazimo narascanje populacije, ki se
od spodaj pribliZuje optimalni populaciji z = 1.

Model kvadratno omejene rasti je obravnaval ze sredi prejsnjega stoletja
biolog Verhulst. Oglejmo si nekoliko splosnejso situacijo, zaporedje, ki je
opisano rekurzivno

Loy Lnil — f(xn) (2)

kjer je f zvezno odvedljiva realna funkcija. Zaporedje more konvergirati le
k negibni tocki funkcije f, resitvi enacbe

f(z) =z

Vendar se to vedno ne zgodi, tudi ¢e zacnemo z zg zelo blizu negibne
tocke a. Zadostni pogoj za konvergenco je v tem primeru

| fr(a)] <1

Definicija. Negibna tocka a preslikave f je privlaéna (atraktor, ponor),
¢e obstaja taka okolica tocke a, da za vsak zg iz te okolice zaporedje (2)
konvergira k tocki a.
Definicija. Negibna tocka a preslikave f je odbojna (repelor, 1zvor), ce
obstaja taka okolica U tocke a, da za vsak z¢ € U in zy # a obstaja clen
zaporedja z, ¢ U.

Ocitno je zadosten pogoj za odbojnost negibne tocke a neenakost

f1(a)] > 1

Ce je Ze odvod v negibni tocki absolutno pod ena, nam tudi znak odvoda
nekaj pove o obnasanju zaporedja. Pri pozitivhem odvodu ostanejo cleni
zaporedja ves cas na isti strani negibne tocke; ce je odvod negativen, so

162 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 6
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nam pove odvod

(fo f)(z) = fr(zr) - fi(zz) =5 — 77
ki je absolutno manjsi od 1 pri 2 < r < /6.

In kaj se zgodi, ko gremo s parametrom ¢ez /67 Cikel periode 2 5e vedno

obstaja, le da ni veé privlacen. Nastane pa privlacni cikel periode 4. Rezim
privlacnega 4-cikla velja za vrednosti parametra med /6 = 2.449 in 2.542.

S povecevanjem parametra dobimo privlacni 8-cikel pa cikel periode 16
itd. Vrednosti parametra, kjer se spremeni obnasanje zaporedja, imenujemo

bifurkacijske vrednosti parametra:
T = 2,7“2 — '\/6, Ts = 2.542 itd.

PokazZe se, da lezijo vedno bolj na gosto. Feigenbaum |2] je rac¢unal razmerja

razlik
'n —Th-1

57;, —

'n41 — Ty
in nasel, da zaporedje kvocientov konvergira k t. 1. Feigenbaumovi konstanti

§ = 4.669...

Torej si sledijo bifurkacijske vrednosti skoraj v geometrijskemn zaporedju.

Zato obstaja tudi limitna bifurkacijska vrednost

Poo = 'lim r, = 2.57...

. Kaos

In pri tej vrednosti parametra nastopi kaos. Kaos pomeni neurejeno

gibanje, kjer je nemogoce vnaprej povedati, kako se bo obnasalo zaporedje.
Ce smo natancnejsi, moramo seveda povedati eno od moznih definicij kaosa.
y)

Najprej moramo povedati, kaj je obcutljivost za zacetno vrednost. Ta pojem

srecamo pri zaporedju, ki je doloceno z zacetno vrednostjo zg in rekurzijskim

predpisom z,11 = f(z,).

Definicija. Naj bo funkcija f definirana na mnozici D C R in naj
preslika D vase. Funkcija f je obcutljiva za zacetno vrednost, ¢e obstaja
6 > 0, tako da v vsaki okolici vsake zacetne vrednosti zg € D obstaja neka

druga zacetna vrednost z) € D in naravno stevilo n, tako da je |z, —z;,| > 4.

164 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 6
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Obcutlyivost. Tu lahko izberemo kar 6 = -%
Zapisemo v binarnem zapisu

Recimo, da je 27" < e.

(271')“1 arccosyg = U.5189583...

Potem je

&

2”(271’)“1 arccos Yo = 0.5,418,12...

(mod 1)

Izberemo y/q tako, da je s/; = s; za vse 1 < n; s tem zagotovimo, da y/g
lezi v e-okolici yg, nadaljnje vrednosti s/; pa izberemo tako, da se ustrezna
kosinusa razlikujeta za vec kot %—

Gosti tir. Konstruirati moramo zaporedje s; tako, da se vsako konéno
zaporedje nicel in enic v tem zaporedju pojavi neskoncno mnogokrat. To je
seveda mogoce, saj so SkOIaJ vsa realna stevila na (0, 1) takega bmam.ega
zapisa [3]. Recimo, da je s = 0.515953... eno takih stevil, potem je y, =
cos(27ms) zacetna mska gostega tira.

Periodicne tocke. Tocka vy je periodicna s periodo n, ce velja

i

2" arccosyg = + arccosyg + 2k
ozlroma
2k
Yo — COS 2?@ n

Kosinus vsakega kota, ki je v racionalnem razmerju s polnim kotom, se da
zapisatl v taki obliki s primernim n. To pa Ze pomeni, da so periodicne tocke
goste na [—1,1].

Funkcija g(y) = 2y* — 1 je kaoti¢na na [~1,1], zato je tudi f(z) =
4z — 3z* kaoti¢na na intervalu [0, 3.

S poveCevanjem parametra se interval, na katerem opazujemo kaotic¢no
gibanje, strga, postane Cantorjeva mnoZica, zaprta, totalno nepovezana in
perfektna. Preostale tocke, ki ne leze v Cantorjevi mnozici, pobegnejo v
0.

LITERATURA

1] J. A. Cibej, Diferencialne enacbe in matematicno modeliranje, Obzornik mat. fiz. 35
(1988) 129-136.
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V cetrti Stevilki Obzornika za matematiko in fiziko so v tiskarni pomotoma
odtisnili stran 112 v zrcalni legi. Zato v tej stevilki prilagamo pravilno odtisnjene
Stiri strani (111, 112, 113, 114) ter vas prosimo, da jih zamenjate v vasem izvodu.
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Funkcija f : A — IR je narascajoca (oziroma padajoca), e iz pogojev
z,y € A, z <y sledi f(z) < f(y) (oziroma f(y) < f(z)) in monotona, ce je
bodisi narascajoca bodisi padajoca.

Funkcija f : 4 — IR je lokalno omejena v tocki z € A, ée je omejena na
kaksni okolici tocke z. Seveda pri tem z ne lezi nujno v domeni A funkcije

i

Oglejmo si zdaj nekaj lepih in uporabnih lastnosti strnjenih mnozic.

Trditev 1. Notranjost strnjene mnozice A C R* sovpada z notranjostjo
njenega zaprtja A in je tudi sama strnjena.

Dokaz. Bodi z notranja tocka zaprtja A. Potem obstaja tak realen
§ >0, da je [z — 28e,z + 26e] C A (e = (1,1) € IR*). Vzemimo poljuben
y € A v okolici [z — 36e, z — §e] tocke £ — 26e € A in poljuben z € A v okolici
[z + be,z + 36e] tocke = + 26e € A. Potem z lezi v svoji okolici [y, 2], ki je
vsebovana v A (A je strnjena in y,z € A), torej je ¢ € Int A. S tem smo
dokazali inkluzijo Int A C Int 4, ker pa o¢itno velja tudi obratna, notranjosti
mnozic A in A sovpadata.

Dokazimo Se, da je Int A strnjena. Naj veljaz,y € Int A in z < z < v.
Izberimo tak § > 0,dajez —éde € Ain y+ be € A. Potem je [z — be,y + de]
okolica to¢ke z in lezi v A, torejje z € Int A. =

Brez tezav vidimo, da velja naslednja

Posledica 1. Notranjost Int A strnjene podmnozice A ravnine IR
sovpada z motranjosijo svojega zapritja (Int A je regularno odprta mnozica),

~torey: Int A = Int Int A.

Rob strnjene mnozice bolje spoznamo s pomocjo naslednjega rezultata,
ki nam bo sluzil tudi pri njegovi izmeri.

Lema 1. Naj bo A strnjena podmnozica ravnine R*® in

A ={zc A: AnInt(—o0,z] = }
AT x{:ﬁ cA:A ﬂInt[af:,—}—oo) - @}

Potem velja
a) 0A=A"UAT,
b) Za vsakz € A~ je A~ N (Int(—o0, z| U Int|z, +x)) = 0.
Za vsak z € AT je AT N (Int(—o0, z] U Intz, +00)) = 0.
Dokaz. a) Denimo, da tocka z € 9 A ne pripada niti A~ niti AT. Potem
obstajata elementa y, z € A, za katera velja

y € Int(—oc0,z], z € Int|z, +00)

Od tod sledi, da lezi tocka = € Intly, z] v notranjosti Int 4, kar pa je v
nasprotju s predpostavko z € JA. Torej velja relacija 04 C A~ U AT. Ce
jexz € A U AT, potem z leZi v zaprtju mozice A, oéitno pa ne v njeni
notranjosti, zato je z na robu 0A. Torej velja tudi inkluzija A~ U AT C JA.

168 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 6
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koordinatnem sistemu (£, 7n), definirane povsod na £-osi. Tedaj velja
IntA={(&,7n):1<n(€), £ €R}

3. Ce sta AT in A~ obe meprazni, je A~ graf zvezne funkcije 71 = 11 (€),

T pa graf zvezne funkcije 7, = n2(§ ) v koordinatnem sistemu (¢,7). Obe
imozici A £-osi, poleg tega pa velja

funkciji sta definirani na zaprti podn

m(€) <n2(€) zavsak ¢ € Z,
Int A = {(£,m):m(€) <n<nf), £€ 2}

Kadar je mnozica A neprazna in omejenaa je taksna tudi njena strnjena

ogrinjaéa S(A). Po prejsnjih ugotovitvah je S(A) tedaj tipa 3.
Dovolj smo pripravljeni, da
pricnemo 7z nameravano obravnavo
monotonih funkcij. Govorili bomo le
o narascajocih funkcijah, navedene
trditve pa veljajo za vse monotone
funkcije, saj so dokazi za padajoce
funkcije takorekoc enaki.

Ni tezko videti, da je vsaka
narascajoca realna funkcija realne
spremenljivke lokalno omejena v
vsaki tocki iz notranjosti najmanjse-
ga intervala, ki vsebuje zaprtje
domene te funkcije. O podobni last-
nosti splosnejsih narascajocih funk-
cij govori naslednja trditev.

Trd itev 3. N a_y bo A C R*® ¢
f : A — IR naraséajoda funkcz_m

Potem je f lokalno omejena na AN

Int S(A4). Slika 1

Dokaz. Bodiz € ANInt §(A4). Potrditvil jeInt §(A4) = Int §(A4), tore]
za dovolj majhen § > 0 velja [z — de, z + de] C S5(A4). Ker je z — de,z + be €
S(A), obstajata taka elementa y,z € A, dajey < z — fe in = + be < z.
Potem pa za vsak u € A iz okolice |y, z] tocke z velja f(y) < f(u) < f(z2),
torej je f lokalno omejena v z. =

Posledica 2. Narascajoca funkciya f : A — IR je lokalno omejena v

notranjosti zaprtja mnozice A C R*. =

Posledica 3. Narascajoca funkcija f : A — IR je skoraj povsod na A C IR

lokalno omejena.

Dokaz. Ce f v tocki £ € A ni lokalno omejena, potem z ne lezi v
notranjosti ogrinjace S(A), torej je na robu 95(A4), ki pa ima po trditvi 2

170 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 6
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se tezko prepricati, da je potem funkcija f : R* — IR, dana s predpisom

narascajoca in nezvezna le na M.

Preprosti primeri povedo, da realna narascajoca funkcija, definirana na
podmmnozici IR?, ni nujno nezvezna le na stevni mnozici. Taka je na primer
karakteristiéna funkcija polravnine {(s,t) € R® : ¢t > 0} C IR*. Vendar pa

J 9
je mnozica tock nezveznosti naraséajoce funkcije tudi v splosnejsem primeru
(zanemarljivo) majhna. Velja namrec

Izrek 1. Naraséajoca funkcya f : A — IR je zvezna skorajy povsod na
ACIR?.

Dokaz. Funkcijo f lahko razsirimo na strnjeno ogrinjaco S(A4) s pred-
pisom

-~

f(z) = sup{f(z) 12 € 4, = < 2}, z € 5(A)

do narascajoce funkcije f : S(A) — IR. To nam pove, da smemo brez skode
za splosnost dokaza privzeti (kar tudi storimo), da je A strnjena.

Dovolj je videti, da je za vsak realen r > 0 funkcija f zvezna skoraj
povsod na strnjeni mnozici

B = {(s,t) € A : max{|s], |¢]} < r/2)
Pri poljubnem z € Int B postavimo

glz)=inf{f(z+te)— f(z —te): 0 <teR,z+te € 4}

Ce je s > 0 dovolj majhen, f preslika okolico [z — se, z + se|] C Int B tocke =
v realni interval | f(z — se), f(z + se)], ki vsebuje f(z). Od tod hitro vidimo,
da je f zvezna v z € Int B natanko takrat, kadar je g{z) = 0.

Mnozica D vseh tock € Int B, v katerih f ni zvezna, je enaka uniji

lJ D, kjer je
ném

D,=4{z€IntB:g(z)>1/n}, neIN

Dokazati bo torej treba, da ima vsaka D, mero nic. To tudi zadosca,
sa] vse tocke nezveznosti funkcije f, ki so v B\ D leze na robu 0B, ki ima
po trditvi 2 mero nic.

Najprej bomo pokazali, da je D,, relativno zaprta v Int B, torej da velja
enakost D, NInt B = D,,.

Vzemimo v ta namen poljuben z € (Int B)\D,, in izberimo s > 0 tako
majhen, da velja

z—se,z+ se] CInt B in f(z + se) - flz —se) <1/n

172 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 6
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Int P

Shka 4

Vsak U; je kon¢na unija paroma disjunktnih pasov, vzporednih premici
[Re. Vsoto njihovih Sirin (Sirina pasu je razdalja med njegovima robnima
premicama) oznacimo z 7;.

Iz konstrukcije mnozice U; vidimo, da je presek U; N D, N F vsebovana
v uniji pravokotnikov s skupno ploscino, ki ne presega r;¢/(37), zato D,, N F
lahko pokrijemo z mnozico M z mero

rie/(3r) < rV/2e/(3r) < €/2

Ker velja D,\F C V, je D,, vsebovana v uniji M UV z mero
p(MUV) < p(V)+p(M)<e/2+e/2=c¢

Ker je bil ¢ poljubno pozitivno stevilo, od tod Ze sledi, da ima D,, mero nic.

Za zakljucek povejmo Se nekaj o integrabilnosti naraséajocih funkecij.
Omejena realna narascajoca, na omejenem intervalu definirana funkcija je
Riemannovo integrabilna, ker ima kveéjemu §tevno mnozZico tock nezveznosti.
Podobno je s splosnejsimi narascajocimi funkcijami.

Naj bo A strnjena in omejena podmnozica ravnine IR*. Potem je njen
rob 0 A kompakten in ima po trditvi 2 mero ni¢, zato je A Jordanovo merljiva.
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FIZIKA IN MATEM
DAVID J. GROSS

PACS 1190

Clanek razisée povezavo fizike osnovnih delcev in matematike in razpravlja o lepot:
in uc¢inkovitosti matematicnih struktur v osnovnih fizikalnih raziskovanjih.

PHYSICS AND MATHEMATICS AT THE FRONTIER

The relation between elementary particle physics and mathematics 1s explored. The
beauty and effectiveness of the mathematical structures that appear in fundamental physics
are discussed.

Praznujemo stoletnico Ameriskega matematicnega drustva in s tem
ameriske matematike in razpravljamo o povezavi matematike z naravoslov-
jem. Obdelal bom sodelovanje fizike z matematiko v fiziki delcev. V razisko-
vanju osnovnih zakonov narave sta bili matematika in fizika najdlje povezani.
7 osnovnimi zakoni bi zaceli, ¢ce bi poucevali fiziko logic¢no, ne pa zgodovin-
sko. Tedaj bi videli zakone hidrodinamike kot nasledek mikroskopskih za-
konov klasicne dinamike, ki so sami dober priblizek nerelativisticnih za-
konov kvantne mehanike atomov. 7 mnerelativisticno kvantno mehaniko bi
v odlicnem priblizku pojasnili atome kot vezana stanja elektronov in jeder
ter jedra kot vezana stanja kvarkov in gluonov. Vse to so sestavni deli stan-
dardne teorije v fiziki delcev, ki je — skupaj z gravitacijo — del kdo ve cesa.
Fizika delcev naj isce naslednji klin v lestvi, tisto “kdo ve kaj”, iz Cesar bi
lahko izpeljali nase sedanje, nekoliko nepopolno znanje o snovi in njenih in-
terakcijah. Obmocje osnovne fizike je tesno prepleteno z raziskovanjem na
meji matematike.

Tako je od zacetka sodobne fizike, ko je Galilei prvic predlozil, da je
naravnl jezik fizike matematika. Newton, eden od najznamenitejsih mate-
matikov svojega casa, si je pripravil infinitezimalni rac¢un, da je racunal pla-
netne poti in hkrati reseval ¢isto matematiéne naloge. V naslednjih stoletjih
se je teorijska fizika komaj razlocevala od matematike; Laplace, Legendre,
Hamilton, Gauss, Fourier so veljali med fiziki za fizike in med matematiki
za matematike.

Nase stoletje je dozivelo dve revoluciji v hziki in teorijo o obicajni

snovi in njenih interakcijah. Se enkrat smo dobili od matematike orodje
in okvir za ta podvig. Ko je Einstein ustvaril splosno teorijo relativnosti,
dinamicno teorijo prostora in c¢asa leta 1915, je imel na voljo potrebno orodje
diferencialne geometrije. Ustvarila sta ga Gauss in Riemann v prej$njem
stoletju. Splosna teorija relativnosti je pozivila matematiko; Riemannova

L' Clanek je posnet po predavanju na znanstvenem sestanku Matematika in naravoslovje
na 124. obc¢nem zboru DrZavne akademije znanosti v Washingtonu aprila leta 1987
in je izSel v Proceedings of the National Academy of Science USA 85 (1988) 8371.

Profesor D. J. Gross i1z Laboratorija J. Henryja univerze v Princetonu je ljubeznivo
dovolil objavo. Clanek je prevedel Janez Strnad.
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globokih in osupljivih lastnosti v geometriji tri- in stirirazseznih prostorov
2], [3]. Pred kratkim je Witten prevedel Donaldsovo teorijo nazaj v fiziko in
jo uporabil za razmisljanje o novem pogledu na kvantno gravitacijo, ceprav
to najbrz se ne bo konec zgodbe [4]. Nazadnje je nedavni razvoj teorije
strun, castihlepnega nacrta za razumevanje snovi in gravitacije, naletel na
prave matematicne meje. Teorije so pritegnile pozornost matematikov, ker
mocno namigujejo na povezavo med doslej locenimi deli matematike. Mnogi
fiziki verjamejo, da bo razumevanje teorije strun zahtevalo nove posplositve
geometrije. Morda vstopamo v zlato obdobje sodelovanja med osnovno
matematiko in fiziko.

O nenavadni ucé¢inkovitosti matematike v fiziki

Pred skoraj tridesetimi leti je Bugene Wigner razmisljal “o nerazumljivi
ucinkovitosti matematike v naravoslovju”. Preveckrat to ucinkovitost jem-
ljemo kot samo po sebi umevno. Po Wignerjevem mnenju je presenetljivo,
da so matematicni pojmi uporabni za opis naravnih pojavov. Ti pojmi niso
ne preprosti ne neizogibni. Vsekakor pa so uporabni. Matematicna oblika
fizike pogosto vodi do natancnega opisa pojavov. To ujemanje prepricljivo
kaze, da je matematika pravi jezik fizike. Wigner je zapisal: “Velika uporab-
nost matematike v naravoslovjun meji na cudez in je razumsko ne moremo
pojasniti. Sploh ni naravno, da obstajajo ‘zakoni narave’, se manj, da jih
clovek lahko odkrije. Uporabnost matematicnega jezika za oblikovanje za-
konov fizike je ¢udezno darilo, ki ga ne razumemo in ne zasluzimo.” [2].
Najbrz je mislil nazadnje, da ga ne zasluzimo, ce ga ne razumemo.

Zares je presenetljivo, da lahko sestavimo fizikalne teorije, ki omogocajo
neverjetno natancne napovedi o fizikalnih pojavih, in da lahko koli¢ine nev-
erjetno natancno izmerimo pri nadzorovanih poskusih. Navedimo enega
izmed presenetljivih zgledov. Vzemimo magnetni moment elektrona pu =
= g(eh/2m)s. Za giromagnetno razmerje elektrona g bi na prvi pogled
pricakovali 2. To, da se g razlikuje od 2, je bil eden od razlogov, ki so
spodbudili razvoj relativisticne kvantne teorije elektromagnetnega polja. Po
dolgem dolgem racunanju kvantna elektrodinamika napove:

i

] 2 3
g=2 |1+ - —0,32844478445 (=) + 1,183 () + ..

27 v T

= 2(1,000 159 652 459 4+ 0,000 000 000 123)

in po skrbnih skrbnih merjenjih dobijo za to koli¢ino

g = 2(1,000159 625193 £ 0,000 000 000 004)

Ne vem, ali naredi mocnejsi vtis natanc¢nost pri racunanju ali pri merjenju.
Pri merjenju jo dosezejo s tem, da ujamejo en sam elektron v Penningovo
past [6]. Racunati morajo do Cetrtega reda v teoriji motenj in za ¢len
cetrtega reda izracunati 891 Feynmanovih diagramov |7|. Napake je v
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Ali je lep? Morda, a samo za posvecenega. Tako kot v umetnosti je tudi
v matematiki lepota stvar pridobljenega okusa. Da bi obcutili matematicno
lepoto, je potrebno dolgo ucenje, pa se potem jo sprejemamo subjektivno.
Vseeno so matematiki in fiziki precej soglasni o tem, kaj je lepo in kaj ne.
V omenjeni teoriji vidimo precej lepega in tudi takega, kar ni lepo. Lepi
so tisti deli, ki pojasnjujejo sile v naravi kot izraz ucinkovitih simetrijskih
nacel, bistva “umerilnih teorij”. Za fizike so lepi zato, ker iz preprostega
simetrijskega nacela skoraj enoli¢no izpeljemo znacaj sil v naravi in obstoj
njihovih nosilcev: gravitona za gravitacijo, fotona za elektromagnetno inter-
akcijo, gluonov za mocéno interakcijo in §ibkih bozonov W¥ in Z° za sibko
interakcijo. Ta del je lep tudi za matematike, ker ponujajo umerilne teorije
zanimive matematicne strukture — omenjene vlaknate sveznje.

Nelepi so tisti deli, ki opisujejo nenavaden spekter delcev. Ta ne sledi iz
kakega simetrijskega nacela in ga je treba s prestevilnimi parametri posebej
vstaviti, da doseZemo ujemanje z opazovanji. Prav zaradi pomanjkanja
lepote 1n stevilnih parametrov, 19 jih je, mislimo, da ta teorija Se ni konec
zgodbe — preprosto ni dovolj lepa. V matematiki in v fiziki sta lepota in
ucinkovitost kakega pojma mocno povezani. Pojmi in strukture se nam zdijo
lepi, ce nam omogocijo, da i1zpeljemo nove rezultate, razumemo nove pojave,
skratka, ce so ucinkoviti.

Najlepsi del standardnega modela je zamisel o lokalnih ali umerilnih
simetrijah. Te se razlikujejo od bolj domacih globalnih simetrij, zaradi ka-
terih ostanejo zakoni fizike nespremenjeni, ce 1zvedemo simetrijsko transfor-

macijo vsega sveta hkrati, denimo tako, da ga zavrtimo okoli kake osi. Ce
ima svet lokalno simetrijo, lahko izvedemo lokalna vrtenja, razlicna od kraja
do kraja. Ta simetrija se je prvic¢ pojavila v Maxwellovi obliki zakonov za
elektriko in magnetizem, ceprav se njenega pomena nismo zavedeli, dokler
se ni razvila kvantna mehanika. Teorija z umerilno simetrijo nujno zahteva
posebno polje (umerilno polje ali, matemati¢no, povezavo), s katerim lahko
povezemo predmete v razlicnih tockah prostora. Skupaj z umerilnim po-
ljern nastopata delec in sila, ki jo ta delec posreduje. V elektrodinamiki
je umerilno polje prav elektromagnetno polje in umerilni delec foton, ki
posreduje elektromagnetno silo med naelektrenimi delci. Pri neabelskih pos-
plositvah umerilne teorije v standardnem modelu so umerilni delci gluoni
in Sibki bozoni, ki posredujejo mocno in sibko interakcijo. Matematicno je
pripravno vsaki tocki obicajnega prostora prirediti tocko notranjega pros-
tora, na katerega deluje lokalna simetrija. Ta sestava, ki ji pravimo vlaknati
svezenj, zbuja v sodobni matematiki posebno pozornost.

C. N. Yang, eden od odkriteljev neabelskih umerilnih teorij, je opisal
srecanje z matematikom Chernom, pionirjem diferencialne geometrije vlak-
natih sveznjev. Ko je zvedel, da matematiki ze leta govorijo o enaki struk-
turi, kot so jo odkrili fiziki, se je zelo zacudil in Chernu rekel: “Grozljivo
in skrivnostno je, da so matematiki prisanjali te pojme iz nica.” Chern
je odgovoril: “Ne, ne, teh pojmov nismo prisanjali, so naravni in dejan-
ski.” |9]. To je zanimiv odgovor. Izraza stalisce, ki po mojih izkusnjah
med ustvarjalnimi matematiki ni redko, namrec, da strukture, do katerih se
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Teorija strun je Ze dala mnogo zanimivih matemati¢nih povezav. Upo-
rablja globoke strukture iz diferencialne in algebraicne geometrije in se
navezuje na teorijo modularnih funkcij in konc¢nih grup. Zdi se celo, da
zajema veje matematike, za katere ne bi mislili, da bi imele viogo v fiziki —
na primer teorijo stevil in teorijo vozlov. O tem razvoju sem pripovedoval
znanemu matematiku, ki so ga zanimale teorija in v njej uporabljene mate-
maticne zamisli. A njegovo prvo vprasanje se je glasilo: “Ali je to fizika?”

Ta teorija nacelno dopusca, da izracunamo parametre standardnega
modela in razumemo razlog za marsikatero njegovo lastnost. O zacetnih
zelo optimisticnih pricakovanjih, da bo hitro pripeljala do novih napovedi in
preskusov, so trezno ponovno premislili. Ni nasprotovanj z izidi merjenj in
notranjih nesoglasij, vendar je jasno: ne vemo Se dovolj o strukturi teorije,
da bi obvladali njeno dinamiko in segli do poskusov. Del tezav izvira iz tega,
da smo se spotaknili ob teorijo po nakljucju, ne da bi poznali njen osnovni
logi¢ni polozaj. (Pravijo, da so teorijo strun iz 21. stoletja po nakljudju

odkrili v 20.)

Na bolj neposredno tezavo naletimo, ko zelimo spoznati nasledke teorije
in jih uporabiti za dejanski svet, da bi jih preskusili: osnovna enota razdalje
v teoriji je zelo zelo majhna. To je Planckova razdalja, ki jo sestavimo iz
gravitacijske konstante G, Planckove konstante % in hitrosti svetlobe e:

h
51) — -—C-:—é——- ~ 10"’35m
C

Planckov ¢as meri Ip/c ~ 107*% s in Planckova masa (ch/G)'/? ~ 1078 kg,

to je 10'° nukleonskih mas. Enota razdalje je za osem velikostnih stopen]
manjSa od najmanjse razdalje, ki jo lahko opazimo z najbolj locljivimi
mikroskopi, to je najzmogljivejsimi pospesSevalniki. Iz tega izvira nekaj naj-
bolj presenetljivih lastnosti vesolja. Zvezde so tako velike, ker je gravitacija v
razdalji velikosti atoma ali jedra zelo sibka (ker je masa atoma 17 velikostnih
stopenj manjsa od Planckove). Sesedejo pa se gravitacijsko vezane gruce s
priblizno (10!%)° = 10°" nukleoni.

Planckova razdalja opozarja, da teorija strun mocno mocno presega

danasnje poskuse. Cetudi imamo kako zamisel o fiziki pri neznansko majh-
nih Planckovih razdaljah, je tezko narediti vso pot do razdalj, pri katerih
merimo dandanes. Preden bi segli do poskusov, bi morali na tej poti se
veliko razumeti. Zgodovina fizike ne pozna toliksne ekstrapolacije. Dvom v
tako tvegano pocetje, ki so ga nekateri izrazili, je upravicen. Ni¢ ne zaleze,
¢e jih poskusamo opozoriti na to, da je pri visokih energijah lestvica razdal;
logaritmicna (pojavi se pri zelo majhnih razdaljah spreminjajo z logarit-
mom razdalje), tako da ekstrapolaciji za faktor 107 ustreza v resnici samo
faktor In10'" ~ 40. Prav tako ni¢ ne zaleie pripomba, da nimamo izbire
glede ekstrapolacije, ce zelimo raziskovati osnovna vprasanja. Jasno je, da
potrebujemo drugacno strategijo kot v prejsnjih desetletjih, ko so nas vodila
eksperimentalna odkritja. Se naprej pricakujemo taka odkritja. Vse enotne
teorije, vkljucno s teorijo strun, napovedujejo veliko novih pojavov, ki bi jih
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strogost, uganiti kaj, ne da bi to dokazali, in pohiteti, da bi primerjali
zamisli s poskusom. Sovjetski matematik Ju.Manin pritrjuje: “Izbira La-
grangeovega operatorja v enotni teoriji sibke in elektromagnetne interakcije

. uvedba Higgsovih polj, odstevanje vakuumskih povprecnih vrednosti in se
druga caranja, ki pripeljejo, denimo, do napovedi nevtralnih tokov, osupnejo
matematika.” [11].

Nazadnje, matematike in fizike ucijo, da mislijo drugace. Celo poucujejo
oboje razlicno. Fiziko vedno poucujemo zgodovinsko, od dna navzgor.
Zacnemo s klasicno mehaniko, nato pridemo do nerelativisticne kvantne
mehanike in Sele nazadnje do relativisticne. Tako si studenti lahko pridobijo
intuicijo na posameznih zgledih. Sodobno matematiko pogosto poucujejo z
vrha navzdol. S tem ucijo zmoznost abstrakcije. Manin je zapisal, “da bi
bilo ¢udovito, ce bi obvladali oba nacina misljenja, enako kot uporabljamo
desno in levo roko.” [11]. To je najbrz nemogoce, ker bi prekrsilo nekaksno
nacelo nedolocenosti:

Amatematika - Afizika > C

Vsekakor sta potrebna oba nacdina. Fiziki potrebujemo nadarjenost in
bistroumnost matematikov in oni naso. Nadaljujmo s sodelovanjem in ga
razsirimo.

Toda vive la difference!
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Ob 1zidu pete stevilke Obzornika za matematiko in fiziko smo poslali skoraj
400 opominov tistim ¢lanom nasega drustva, ki Se niso nakazali letoSnje clanarine.
Vse dolznike prosimo, da svojo obveznost poravnajo vsaj do 15. decembra 1990. V
nasprotnem primeru jih bomo zal morali ¢rtati s seznama ¢lanov in jim v prihodnjem
letu ustaviti posiljanje revije.

Milan Hladnik, Janez Strnad, Ciril Velkovrh
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vrednosti treh izmerkov v mirovanju za dani niz. Za taksen nacin tehtanja
smo se odlocili zato, da bi bil potek eksperimenta ¢im manj odvisen od
morebitnih sprememb okoliséin pri tehtanju, na primer premika posodice z
vrtavko zaradi prehitrega pospesevanja. (Slika 1 je na prvi strani ovitka)

Sama izvedba meritve je bila pri nas nekoliko drugacna kot pri Hayasaki
in Takeuchiju [1]. Mislimo, da je glavni vzrok njunega nenavadnega rezultata
v tem, da sta merila teio vrtavke med ustavljanjem. Trdita, da navor, ki
zaradi prekinitve elektricnega kroga ustavlja rotor, ne vpliva na izid tehtanja,
ker nastopa trenje le v sistemu vrtavke (in posode). S tem se ne strinjamo.
Iz izreka o vrtilni kolicini namrec sledi, da mora na vrtavko, ki se zaradi
trenja ustavlja, delovati navor. To pomeni, da se navor prenasa na posodico
tehtnice in naprej na njene lezaje, kar prav lahko vpliva na izmerek teie
na nacin, ki je odvisen od konstrukcijskih detajlov tehtnice. Tudi pri nasi
tehtnici je prislo do takega pojava. Zato smo merili, ko je motorcek tekel s
konstantno kotno hitrostjo.

Hayasaka in Takeuchi sta med meritvami prekinjala elektri¢ni krog iz
bojazni, da bi kot tezo merila tudi magnetno silo zaradi sklopitve med
zemeljskim magnetnim poljem in magnetnim poljem, ki ga povzrocata tok v
dovodnih zickah in tok v rotorju motorcka. Da bi ugotovili, koliksna bi lahko
bila taksna sklopitev, smo blokirali rotor elektromotorcka in pri razlicnih
tokovih izmerili tezo. Na nasi skali nismo opazili nikakrsne spremembe.
Zato mislimo, da je tak pojav vsaj pod mejo obcutljivosti nase tehtnice.

Omenimo naj e, da smo uporabljali elektromotorcek z zelo majhno porabo
6 mA pri 24 V.

Za meritev pri neprekinjenem elektricnem krogu smo se odlocili tudi
zato, ker so bile meritve pri prekinjenem krogu (med ustavljanjem) zelo
nenatancne in neponovljive (odmiki med posameznimi meritvami so bili vec
kot 1 mg). Posodico z vrtavko je pri prekinitvi kroga pogosto celo nekoliko
premaknﬂo S tem se je spremenila tudi lega prevodnih zick in mozno je, da
je tudi zaradi tega nastal Se dodaten navor.

Vzrok premika posodice bi lahko bili tudi morebitni tresljaji vrtavke, ki
bi se prenasali na posodico. Ti tresljaji bi se seveda prenasali tudi na iezaje
tehtnice. Zaradi tega smo vrtavko kolikor mogoce natancno izbalansirali
in jo obesili na lahke gumice (51.2). Kljub temu se blagim tresljajem pri
zacetnem pospesevanju nismo mogli izogniti. Prav tako je vrtavka prisla v
mehansko resonanco z obeso pri frekvencah nad 4200 vrtljajev na minuto.
T1i tresljaji niso bili dovolj mocni, da bi vidno premaknili vrtavko, vendar pa
dovolj, da smo opazili tresenje na skali tehtnice. Povprecni odcitek se sicer
ni opazno spremenil, vendar je bilo odcitavanje na tehtnici toliko otezeno,
da smo se odlocili za merjenje le do frekvence 4000 vrtljajev na minuto.
Posodico z vrtavko smo neprodusno zaprli s tanko celofansko folijo,
vendar je nismo evakuirali. S tem smo zagotovili konstantnost mase v
posodici. Zavedamo se, da to ne zagotavlja kostantnosti prostornine, ker
se lahko spremeni meniskus celofanske folije. Sprememba prostornine zaprte
posodice povzroci spremembo vzgona v zraku, kar lahko vpliva na rezultat.
Ta prispevek smo ocenili z naslednjim sklepom. Do najvecje spremembe
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do spremembe prostornine
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GANOVICI., Veseli¢ K., Uvod u analiticku mehaniku. Matema-
ticki odjel Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sveucilista u Za-
grebu, 1990, 124 str.

Knjizica je namenjena predvsem studentom matematike in “je napisana
koncizno, tako da bo kljub elementarmi vsebini od zacetnika zahtevala
dolocen napor.” Vsebuje §tiri poglavja: Newtonovo mehaniko, Lagrangeovo
mehaniko, mala nihanja in gibanje togega telesa. Vsebina je standardna in
o knjizici lahko povemo samo najboljse.

Zanimivo jo je primerjati z Uvodom v analiticno mehaniko Sergeja Pa-
horja, ki je izsel pred kratkim in o katerem smo obsirneje porocali (Obzornik
mat.fiz. 36 (1989) 114). V koliksni meri je razlika povezana z razliko med
zagrebsko in ljubljanska fizikalno solo, je tezko reci. Vendar se spomnimo,
da imajo v Zagrebu fiziko, ki izhaja iz naravoslovno-matematicne fakultete,
medtem ko je ljubljanska nastala s spojitvijo naravoslovno-matematicnega
in tehniskega dela in najbrz ni pretirano reci, da se je studij razrasel zaradi

drugega dela.

Pahorjeva knjiga je manj obsezna (110 strani), a vsebuje ve¢ snovi. V
njej so tudi poglavja o faznem prostoru in Hamiltonovi formulaciji gibalnih
enach, integralskih formulacijah gibalnih enach in kanonskih transformaci-
jah, Hamilton-Jacobijevi enacbi ter Poissonovih oklepajih in Liouvillovem
izreku. -

Pahor zagovarja matemati¢no strogost v fiziki, ¢e za to ni potreben
dodaten trud, Aganovi¢ in Veseli¢ pa se z njo ponasata. Njun prvi stavek
se glasi: “Najbo A* stirirazseZni afini prostor, V* — prirejeni translacijski
prostor in 7 : V* — R linearni operator.” Toda obdelani zgledi so laZji.

Zares v Ljubljani morda studenti fizike, ki se bodo ukvarjali s teorijsko
fiziko, slisijo premalo matematike, posebej zato, ker ne poslusajo istih pre-
davanj kot studenti matematike, za bolj v tehniko usmerjene studente pa
je matematike morda celo prevec. S fizikalne strani je zahtevnejsa ljubljan-
ska knjiZica, z matematicne pa zagrebska. Zagrebska ima morda v mislih
bolj nadaljevanje v teorijo relativnosti, ljubljanska pa v kvantno mehaniko.
Seveda ne gre pozabiti, da je ljubljanska namenjena fizikom in matematikom
v tretjem letniku, zagrebska pa predvsem matematikom — kakor kaze — v
nizjem letniku.

Knjizici sta vzbudili razmisljanje, ki bi lahko pripeljalo tudi do kakega
zakljucka, ¢e bi ga bolj zavzeto nadaljevali. Tako, kot je, pa Zeli povedati le
to, da so mogoca pri poucevanju in pisanju ucbenikov razliéna izhodisica in
da bi bilo pusto, ¢e ne bi bilo tako.

Janez Strnad
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1.4 kWh/m*. Teganitezko
pojasniti. Dan na ekva-
torju je vse leto enako dolg
in se obsevanje spreminja
le zaradi spremembe dekli-
nacije Sonca. Za kraje, ki
ne lezijo na ekvatorju, se
dolZina dneva z datumom
spreminja, zato je poleti v
nasih krajih Sonce vec kot
12 ur nad obzorjem. Ob
poletnem solsticiju (21. ju-
nij) pri nas meri obsevanje
okrog 9 kWh /m?*.

Poglejmo se, kako se
med letom spremija obse-
vanje z zemljepisno sirino.

Najmanjse obsevanje (S1. 2 a,
¢, d) je odvisno od datuma. Tedaj]
je za dani kraj kvocient povprecne
dnevne viSine Sonca in dolzine
dneva najneugodnejsi. Ob ekvinok-
cijih pa je severna polobla enako os-
vetljena kot juzna in je obsevanje
najvecje na ekvatorju.

Privzeli smo, da se oddaljenost

Zemlje od Sonca ne spreminja. Ce
bi upostevali ekscentricnost Zem-
ljinega tira (e = 0.01672), bi
morali za osvetljenost povrsja vzeti
jla/r(T))cosa, ¢e pomeni r(7) =
a(l + ecos(2n7/T — §)) trenutno
oddaljenost Zemlje od Sonca. Kot
6 vpeljemo zato, ker afelij in zimski
solsticij, od katerega Stejemo cas T,
ne sovpadata. Popravljena vrednost
w se od (2) razlikuje najvec za 3%,
kar je pri nasi oceni zanemarljivo.

Sl. 1. Casovna odvisnost obsevanja v nasem priblizku
za kraj z zemljepisno sirino ¢. Cas stejemo od zimskega
solsticija.

Sl 2.

| Obsevanje v nasem priblizku v
odvisnosti od zemljepisne Sirine za dneve:
a — 21. december, b — 21. marec/23. sep-
temmber, ¢ — 5. avgust, d - 21. junij.
Plos¢ina je pod vsemi krivuljami enaka,
saj prestreze Zemlja vedno enako energijo
s Sonca ne glede na datum.

Oblika krivulj (S1. 1 in 2) bi se spremenila, ¢e bi upostevali absorpcijo
soncne svetlobe v ozracju. Ta je velika, ko je Sonce nizko nad obzorjem.
Zaradi tega je sonc¢no obsevanje precej manjse od izracunanega. Popravek
je vecjl za kraje ob polih, kjer je Sonce v povprecju nizje nad obzorjem.

LITERATURA

1| Astronomiceskij kalendar, Nauka, Moskva 1981.
2| M. Prosén, Naklon soncevih Zarkov, Obzornik mat. fiz. 36 (1989) 181.
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Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije prireja ob sode-
lovanju Oddelka za fiziko Fakultete za naravoslovje in tehnologijo ter ob
pomoci Zavoda republike Slovenije za Solstvo 15. in 16. februarja 1991

14. seminar iz fizike

Seminar je namenjen strokovnemu izpopolnjevanju uciteljev fizike, as-
tronomije in matematike na srednjih in osnovnih Solah. Vabljeni so tudi
drugi ¢lani drustva.

V soboto, 16. 2. 1991 bo popoldan delovala astronomska delavnica,
ce se bo prijavilo 20 do 30 c¢lanov drustva. V delavnici bomo obdelali
fotometriéne podatke sistema SS433 z Evropske juine zvezdarne v Cilu in
podatke z novega merilnika CCD z Golovca ter modelirali zvezde v mladih
kopicah in jih primerjali z opazovalnimi podatki. Vsi, ki se zelite udeleziti,
se prijavite najpozneje do 30. 12. 1990 na naslov Oddelek za fiztko, A. Cadez,
Jadranska 19, 61111 Ljubljana, p. p. 64.

Delo seminarja in delavnice v predavalnici 1 na
elektrotehniko in racunalnistvo, Trzaska 25 v
takole:

Fakulteti za
[Ljubljani bo potekalo

Petek, 15. februar

9.00 do 10.45 Martin Copié¢, K

11.15 do 13.00 Andrej Cadez, Fizikalni podatki, ki jih daje svetloba z
zvezd

aj] merimo v astronomiji

16.15 do 18.00 Tomaz Zwitter, Vesolje na razliénih velikostnih skalah

[aximu

19.15 Druzabno srecanje z vecerjo v N

. februar

Sobota . 16

9.00 do 12.00 Andrej Cadez, Zvezdne kopice
14.00 do 19.00 Tomaz Zwitter, Astronon

iska delavnica

Vodstva sol prosimo, da prispevek za seminar 800.— dinarjev nakazejo
na ziro racun DMFA Slovenije Ljubljana 50101-678-49168, lahko pa ga

udelezenci poravnajo tudi na seminarju.

Sekretarka seminarja Vodja seminarja

Milena Strnad Andrej Cadez
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