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j. Class. (198

V sestavku vpeljemo pojem vmﬁn%me matrike grafa in njene ovojnice nad us-

im polkolobarjem. To uporabimo pri izgradnji odlo&itvenih postopkov za vpraganji
uravnotefenosti in razcepnosti oznalenega grafa.

mirings are constructed.

The corresponding closures of the matrix of
a given signed graph can be used to decide

whether the graph is balanced or clusterable.

w@zmz@ a
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hod po G natanko takrat, ko velja

k
/\ a;(vi—1,v;)
1=1

1n je veriga po G natanko takrat, ko velja

k
/\ a; (vi—1 @ v;)
1=1

Stevilo k je dolsina sprehoda/verige. Tocka vy je zadetek, totka v, je
konec sprehoda, obe pa sta krajiséi verige. Vsak sprehod je tudi veriga.
Sprehod/veriga je sklenjen(a), e krajis¢i sovpadata, vy = vy.

. Polkolobarji

Algebrska struktura (S, +,-,0,1) na mnoZici S je polkolobar, glej npr.
1,3,10,2], natanko takrat, ko:

e (S,4,0) je Abelov monoid z nevtralnim elementom 0 (ni¢la);

e (S,-,1) je monoid z nevtralnim elementom 1 (enota);

e mnoZenje - je distributivno ¢ez seStevanje + : za vsako trojicoz,y,z € S
velja

z-(y+z)=z-y+z-2 in (z+y)-z2=z-2+y-=z

V 1zrazih bomo privzeli, da mnoZenje veZe mo¢neje od sestevanja.
Tako so polkolobar;ji | '

({0,1},Vv,A,0,1)
(N: +: "y 0> 1)
(R; U {co},min, +, 00, 0)

Polkolobar (S, +,+,0,1) je poln natanko takrat, ko je vsota dobro defini-
rana tudi za Stevno neskonéne mnoZice elementov iz S in za seStevanje veljata

posploSena komutativnost in asociativnost, poleg tega pa tudi posploena
distributivnost.

- Ce je mnoZica S kon¢na in je seStevanje idempotentno, t.J., za vsak
z € S velja: z + z = z, potem je polkolobar poln.

Polkolobar (S,+,-,*,0,1) je zaprt natanko takrat, ko za enomestno o-
peracijo zaprtja * za vsak z € S velja

r=14+z-2=1+z2" -z

Nad istim polkolobarjem lahko obstaja ve¢ zaprtij. Poln polkolobar je vselej

98 | Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 4
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Matriko X* imenujemo tudi ¢vojnica matrike X nad danim polkolobarjem.

Zvezo med vrednostmi poti po grafu in matrikami opisujeta izreka
1,3,10].

[zrek 1. Naj bo D* k-ta potenca vrednostne matrike D, potem je

d(PL,) = D*fu,1]

Izrek 2. Naj bo D vrednostna matrika nad polnim polkolobarjem in D*
njena ovojnica, potem je

d(P2,) = D"[u,

Za 1zratun ovojnice nad polnim polkolobarjem lahko uporabimo Flet-

cherjev algoritem |6
CO .— D, |
for k£ :=1 to n do begin
for1:=1tondo for j:=1tondo |
Cic [é‘;j] — Ck‘:*l [éaj] + Ck--r-l [3; k] ) (Ckml [ka k])* ) Ck-——1 [ka j])
Cilk, k| := 1+ Ci |k, k;

- enda,
D* .=C,; w |
- Indeksi pri matrikah C pridejo prav pri dokazu pravilnosti postopka,
sicer pa pri izratunu shajamo ¥e z dvema matrikama. Ce je sestevanje
idempotentno, lahko algoritem izvedemo ‘na mestu’ — opustimo indekse

pri matrikah C. Nadaljno poenostavitev lahko naredimo, ée v polkolobarju
velja absorbciyskr zakonVr € S : 14+ 2 = 1. Tedaj je namre¢ Vx € S : z* = 1.

. UravnoteZeni in razcepni oznaceni grafi

Oznaéeni graf imenujemo urejeni par (G,0), kjer sta
e G = (V, A) usmerjeni graf brez zank z mnoZico tock V 1n Mmnozico
povezav A; |
e 0:A— {p,n} oznacitvena funkcija. Povezave z oznako p so pozitivne,
povezave z oznako n pa megativne. MnoZico vseh pozitivnih povezav
oznadimo z AT in z AT mnoZico vseh negativnih povezav.
Neusmerjene oznadene grafe prevedemo v usmerjene tako, da vsako neusmer-
jeno povezavo e nadomestimo s parom nasprotno usmerjenih povezav, ki sta
obe oznageni z oznako o(e). _ -
Ozna&eni grafi so bili deleZni precejéne pozornosti [7,5,8,9]. Po Robertsu
9, strani 75-77] je oznadeni graf (G,0): _
e uravnoteSen natanko takrat, ko lahko mnoZico to¢k V razbjemo na
dve podmnofici, tako da ima vsaka pozitivna povezava obe krajisci v
isti podmno#ici, vsaka negativna povezava pa veZe tocki iz razliinih
podmnoZic;

100 ' Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 4



Tabela 1. UravnoteZenostni polkolobar

w3 O+

& 3 3 OO
& & 3 3 |3
2 K& K & |8
a8 3 O

oo O OO
2 3 38 O3
fw 8 O
R R & O |&
2 W8 S O R

p
p
a
p
a

Razcepnostni polkolobar

R I3 O |4

0
0
7
p
a
q

- 8 8 3 383 |3
Q 8 & a o &
AW I A K
K 3 O
O OO OO
R 8 8 K O |8
K 8 8 I ol
Ky ) K O
K B8 3 O IR
MR W e

= R T e S
e aw 3 o

Sedaj ni veé tezko sestaviti Cayleyevih tabel za uravnoteZenosini p

olej tabelo H? ki je idempotenten zaprt polkolobar z ni¢lo 0 in enoto

Ohrzarnik mat fiz 29 (1000) 4 - 101



Pri1 1zgradnji razcepnostnega polkolobarja potrebujemo mnozico S s pe-
timi elementi: |

0 n1 sprehoda;

n obstaja vsa] en sprehod z natanko eno negativno povezavo in ni
sprehoda s samimi pozitivnimi povezavami;

p obstaja vsa] en sprehod s samimi pozitivhimi povezavamil in ni
sprehoda z natanko eno negativno povezavo;

a obstaja vsaj] en sprehod s samimi pozitivnimi povezavami in vsaj
en sprehod z natanko eno negativno povezavo;

q vsak sprehod vsebuje vsaj dve negativni povezavi.

Cayleyeve tabele za razcepnostnt polkolobar so podane v tabeli 2. Raz-
cepnostni polkolobar je idempotenten zaprt polkolobar z ni¢lo 0 in enoto

D.

Obstaja bijekcija med verigami po usmerjenem grafu G 1n sprehodi po
grafu G, ki je vsota grafa G in njegovega obrata — grafa z obrnjenimi smermi
povezav. Za vrednostno matriko grafa G zato velja:

D(G) = D(G) + D(G)”

kjer DT oznaduje transponiranko matrike D. Vpeljimo simetriéno ovojnico
vrednostne matrike s predpisom

D* = (D+ D")*

Zdruzimo 1zrek 2 z izrekoma 3 in 4 pa dobimo:

Izrek 5. Oznaéeni graf (G,o) je uravnotefen natanko takrat, ko dia-
gonala pripadajoée uravnoteZenosine ovoynice D}, vsebuje samo elemente z
vrednostjo p.

Izrek 6. Oznacent graf (G,0) je razcepen natanko takrat, ko diagonala
pripadajole razcepnostne ovojnice D7, vsebuje samo elemente z vrednostjo

P-

UravnoteZenostna ovojnica uravnoteZenega oznacenega grafa ne vsebuje
nobenega elementa z vrednostjo a, kajti sicer bi tudi pripadajo¢i diagonalni
elementi morali 1imeti vrednost a. Podobno razcepnostna ovojnica razcep-
nega oznacenega grafa ne vsebuje nobenega elementa z vrednostjo a.

Skupina imenujemo vsako maksimalno mnozico to¢k z enakimi vrsticami
v matriki D°. |

V uravnoteZenostni ovojnicl uravnoteZenega oznacenega grafa in v raz-
cepnostni ovojnicl razcepnega oznacenega grafa imajo vsi elementi, ki pri-

padajo parom tock iz dveh razli¢nih skupin, isto vrednost; vrednosti, ki
pripadajo parom iz iste skupine, pa so enake p.

102 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 4



1ki 1 je prikazan gral
Gmtw ne povez ave SO

Tabela 3. Chartrandov pmmer — vrednostna matrika (levo), razcepnostna ovojnica
(desno)

Na levi strani tabele 3 je podana ura §
uravnoteZen. Iz razcepnostne ovojnice na desni strani pa razberemo,
graf razcepen v skupine

Ohzornik mat. fiz. 87 (1990) 4 103
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NOVE KNJIGE

VELJAN D., Kombinatorika s teorijom grafova, Skolska knjiga,
Zagreb 1989 (Manualia Universitatis studiorum Zagrebiensis)
str. 415.

Pred kratkim smo dobili nov u¢benik kombinatorike. Gre za obseZno
knjigo, ki je sveZ prispevek v svetovno zbirko ucbenikov kombinatorike in
je 1zredno prijetno branje. Ves ¢as je ¢utiti, da jo je pisal ¢lovek, ki je Sel
skozi mnoga matemati¢na tekmovanja Ze v srednji Soli in ki 1ma izostren
¢ut za matemati¢no strogost. V knjigo je avtor vlozil veliko dela in veselja.
Marsikater: 1zrek 1ma ve¢ dokazov.

Knjigo odlikuje uravnoteiena in poglobljena obravnava snovi. Prvi del
obsega takoreko¢ celotno klasitno kombinatoriko, ki pa je preZeta z raznimi
zanlmivimi manj znanimi podrobnostmi. To velja tudi za drugi del, ki
obravnava osnovni kurz teorije grafov. Bralcu so nevsiljivo ponujene nekatere
zanimivosti, ki poudan} ajo pomen hrvaskih oziroma zagrebskih matematikov
v kombmatonkl in teorij1 grafov in jih trgajo pozabi.

Da gre v resnici za uébenik, nas prepri¢ajo na,loge ki sledijo vsakemu
pogla:vgu Knjigo zaokroZata stvarno kazalo ter obseZen spisek literature,
ki zajemas le knjiZzne vire 1z obravnavane tematike. Bralcu v pomoé pri
morebitni specializaciji v kombinatoriki je tudi posreéeno sklepno poglavje,
v katerem avtor v skopih potezah oriSe najpomembnejsSe dele sodobne kom-
binatorike: od konénih geometriy do matroidov.

Brez dvoma Veljanovo knjigo lahko postavimo ob bok svetovnim uébe-
nikom kombinatorike s teOI'l_}O gratov 1n b1 bila 8koda, &e bi ostala dostopna
zgolj bralcem, ki razumejo hrvasko.

f Toéfnaé Paisanskr
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Petersenovih gmﬁov
pmmze pojem s&metme in posebeg opise S@d ierica tistih gmﬁov ki se odlikujejo po 1zjemno
visoki stopnji simetri¢nosti.

Using the notion of the automorphism group, the concept of symmetry is introduced
on the model of the generalised F ‘etersen graphs. A emphasis 1s given to those
seven among them which enjoy a b

ga lahko ogovorijo:

1 Mmog @%@

[bden od potnikov nejevoljno zavzdihn

10 mv0%83@ Smte nov. G
w o naﬁ*q@na domna

kratka, bolj J kot je sistem neol
tmnsfm nacije z razlocljivo -o — b
' nomcg vseh taksnih transformaci Vpehaﬁm strukturo grupe je za Studij
“ naprin ern@jsa @SM&@V znmmj aigem to¢neje — v teorijl grup.
Namen fnega zapisa Je zgornjim mislim 1 konkretno predstavitev na prikazu
modela 1z teorije grafov.

j@ umﬁ;en par




simetri¢nosti grafov je grupa avtomorfizmov, ki jo definiramo takole. Per-
mutacija o mnoZice V je avtomorfizem grafa G, ¢e velja za vsak par
r,y eV

ty € E <= oafz)aye F

IzkaZe se, da ima mnoZica vseh avtomorfizmov grafa G — za obiéajni produkt
permutaci) — strukturo grupe. Tej re¢emo grupa avtomorfizmov A(G)
grafa G. '

S pomodjo grupe avtomorfizmov lahko vpeljemo pojma to¢kovne in
povezavne simetri¢nosri. Graf G je tofkovno simetricen, &e za vsak par
z,y € V obstaja avtomorfizem a € A(G), ki to€ko z preslika v to¢ko y, in je
povezavno simetri¢en, ¢e za poljubni povezavi zy in uv obstaja avtomor-
fizem o € A(G), ki povezavo zy poslje v povezavo uv, torej a(z)a(y) = uv.
Relemo lahko, da so v to¢kovno simetri¢énem grafu vse tocke enakovredne.
Iz katerekoli tocke je pogled na preostanek grafa enak. Podobno je s po-
vezavno simetriénimi grafi. V hierarhiji simetri¢nosti so tedaj toc¢kovno in
povezavno simetriéni grafi “nad” tistimi, ki so samo tofkovno ali samo po-
vezavno simetri¢ni, t1 pa so spet “nad” tistimi, ki niso ne eno ne drugo.
Podrobneje si bomo te relacije ogledali v naslednjem razdelku na druZini
posploSenih Petersenovih grafov.

2. Tistih sedem in Se nekaj Cez

Naj bosta n in k£ naravni Stevili, za kateri velja 2 < 2k < n. PosploSeni
Petersenov graf P(n, k) ima mnoZico to¢k V(P(n.k)) = X UY, kjer je
X =z, :1 € Z,} ter' Y = {y;, : « € Z,}, za mnoZico povezav pa
ZUV UN, kjer je Z = {z;z;,, : 1 € Z,} mnofica zunanjih povezav,
V ={z;y; : * € Z,} mno¥ica vimesnih povezav in N = {y,y;41 : 1 € Z,,}
mnoZica notranjih povezav. Na sliki je prikazan Petersenov graf P(5,2),
po katerem imajo ti grafi kot njegova posplositev tudi ime.

Z A(n, k) bomo oznadevali grupo avtomorfizmov grafa P(n, k), z B(n, k)
pa mnoZico vseh tistih avtomorfizmov grafa F(n,k), ki ohranjajo mnoZico
V' vmesnih povezav. Definirajmo si $e permutaciji p in 7 na totkah grafa
P(n, k) s predpisoma:

(1) P(xi) =Ziy1, P(%) = vis1 (1 € Z,)
(2) T(Ii — L4, T(yi — Y- (3 S Zn)

Grupa C(n,k) = (p,7) je tedaj diedrska grupa z 2n elementi. Hitro se
vidi, da je C(n,k) < A(n,k). Nazadnje podajmo e pravilo, po katerem se
ravna permutacija & na mnoZici to¢k V(P(n,k)).

(3)  olm) = yei, 2yi) = zs (1 € Z,)
2.1. L

ema. a € B(n,k) <= k> =41 (mod n).
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ohranja vmesnih povezav. Tako lahko za kocko P(4,1) vzamemo v =
(0)(y2)(yoz123)(y122ys), za Petersenov graf pa v = (zo)(za)(yoz1)(y1ys)
(z2y2)(z3y4) — bralcu prepus¢amo, da poisée ustrezne avtomorfizme tudi
za ostalo peterico. Veliko teZje pa je dokazati, da poleg te sedmerice ni
drugih povezavno simetri¢nih grafov. Sicer pa so med temi sedmimi grafi
tudi drugade spletene prav tesne vezi. Omenimo samo eno. Grafa P(10, 2)
— mumogrede, to je dodekaeder — in P(10,3) sta poleg tenzorskega pro-

dukta P(5,2) * K, edina netrivialna to¢kovno tranzitivna 2-listna krovna
Petersenovega grafa (glej [2]).

Se informacija o mo& grupe avtomorfizmov teh sedmih grafov:
A(n,k)| = 16n, ¢e je n = 5, k = 2 alin = 10, k = 3 ter |A(n, k)| = 8n
za preostalo peterico. V vseh drugih primerih je seveda A(n,k) = B(n,k)
in zategadelj njena mo¢ 4n, & je k* = +1 (mod n) in 2n, & k? % =1

(mod n).

Ce se povrnemo k zaetni zgodbi, lahko tistim bralcem, ki se seda;
spraSujejo po uporabnosti tukaj predstavljenih rezultatov, odvrnemo, da lezi
vsa uporabnost prav v njihovi neuporabnosti. Ne avtor med pripravljanjem
tega €lanka ne bralci, ki so se prebili do teh vrstic, niso v tem ¢asu naredili
nobenih “uporabnih 1zumov” in s tem tudi nobene sile svojemu edinemu

ivljenjskemu okolju. To pa je danes e zelo lep doseZek. Se vedno pa
lahko pojem simetrije prenesemo tudi na kak$no drugo, matematiki manj
naklonjeno podroéje — denimo v politiko — in pritrdimo tistim skeptikom,
ki trdijo, da 1majo vse reforme socializma en sam namen: sistem tako
spremenitl, da ostane prav tak kot prej. TrdoZiva simetri¢nost. Te mish se
spomnimo takrat, ko se bo pred nasimi oémi vila dolga kolona kameleonov.
Veliko preved jih bo za sedem dni v tednu.
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NAVODILO AVTORJEM ZA PRIPRAVO ROKOPISA

S pisalnim strojem napisan rokopis predloZijo avtorji v dveh izvodih (drugi
izvod je lahko kseroks kopija) na belem papirju formata A-4, z dvojnim razmikom
in vsaj] 2 cm 3irokim robom na vseh 8tirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede,
ki naj bodo postavljene kurzivno, in vsi matemati¢ni simboli pod&rtani z valovito
¢rto, besede in simboli, ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa pod&rtani z ravno
érto. Podrobnejsa navodila so objavljena v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62-64.
Pri korekturah na krtagnih odtisih uporabljajte dogovorjene znake (glejte Pravila za
slovenski pravopis DZS, Ljubljana 1990.) |
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J &lanku obravnavamo nekatere osnovne lastnosti grafov intervalov in njihovo
uporabo.

We consider some basic properties of interval graphs and their applications.

In ment romosom a, Eme arno u

Stfutum njegow
nizme lahko tudi predpostavim
osnovne oblike gen
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poskusi mu je za vsak par mutacij uspelo ugotoviti, ali se tisti njihovi deli,
k1 se razlikujejo od osnovne oblike gena, prekrivajo ali ne. Ko je dobil po-
datke o prekrivanju, si je zastavil vprasanje, ali se dobljeni podatki ujemajo
s hipotezo linearnosti. Natancneje, ali lahko linearno nanizamo povezane
podstrukture, ki se spremenijo pri mutacijah?

Na sliki 1 imamo primer podatkov o prekrivanju mutacij. Enica na
mestu (¢,7) pomeni, da se mutaciji (tj. ustrezni spremenjeni podstrukturi)
prekrivata, ni¢la pa da ne. Na isti sliki imamo tudi narisano mo#no linearno
ureditev povezanih podstruktur gena.

V originalnem ¢lanku [1] je Benzer opazoval 19 mutacij dolodenega gena

In za vsak par mutacij odloé¢il, ali se prekrivata. Doloéil je tudi nepopolno

tabelo za prekrivanje 145 mutacij. Oba eksperimenta sta potrdila hipotezo

~ linearnosti. Seveda moramo biti pazljivi. Pozitiven izid poskusa $e ne
“dokazuje hipoteze, negativen izid pa bi hipotezo zavrgel.

- Definirajmo graf G takole. Njegove toc¢ke naj bodo podstrukture gena ki
Jih obravnavamo, dve totki pa poveZzemo natanko tedaj, ko se ustrezni pod-
struktur: prekrivata. Ker si linearno ureditev vedno lahko predstavljamo kot
ureditev na realni osi, se Benzerjevo vpraSanje glasi: ali obstajajo intervali
na realni osi, ki se sekajo natanko tedaj, ko sta ustrezni to¢ki sosednji? Ali
drugade: ali je graf G graf intervalov?

V drugem razdelku vpeljemo tiste pojme iz teorije grafov, ki jih potre-
bujemo v nadaljevanju. V naslednjem razdelku podamo najvaZnejse karak-
terizacije grafov intervalov. Nato omenimo, da so ti grafi popolni in da za
vecino problemov, ki so v splo§nem NP-polni, na grafih intervalov obstajajo
polinomski algoritmi. Peto poglavje vsebuje nekaj primerov uporabe grafov
intervalov, nazadnje si ogledamo $e nekatere njihove zanimive podrazrede.

. Matemati¢no orodje

Za graf G naj V(G) oznaduje mnoZico njegovih toék in E(G) mnoZico
njegovih povezav. Vsi obravnavani grafi bodo konéni, neusmerjeni grafi brez
veckratnih povezav in zank. Povezavo med to¢kama u in v bomo oznacevali
Z U, v|.
| Je polni graf na n to¢kah, C), je ctkelna n tockah. Komplement grafa
G je graf G, za katerega velja V(G) V(G) in [u,v] € E(G) natanko tedaj,
ko [u,v] ¢ E( ).

Graf H je podgraf grafa G, Ce je V(H) C V(G) in E(H) C E(G).

Podgraf H grafa G je mduczmm podgraf, ¢e je H maksimalni podgraf na
to¢kah V(H). Klika grafa je maksimalni polni podgraf — torej polni podgraf,

ki ni vsebovan v nobenem ve&jem polnem podgrafu. Stevilo totk najvecje
klike v G oznaéimo z w(G). Tako je w(K,) =nin w(C,) =2,n > 3.
Preslikava f : V(G) — V(H) je homomorfizem ali grafovska preslikava,
¢e ohranja sosednjost, tj. ¢e iz [u,v] € E(G) sledi |f(u), f(v)| € E(H). Graf
G je n-obarvljiv, &e obstaja homomorfizem ¢ : G — K,,. Ce je n najmanjse
Stevilo, za katero obstaja homomorfizem ¢ : V(G) — K,,, pravimo, da je

110 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 4



kker erker 1n Bo E and

Poglejmo si cikel acefdb g
in seveda tudi diagonali |b

Cyhrarnile mat iz 2% (100NY 4 117



na prazno izpoinjen za graf H. Oglejmo si e pogoj (i1) gornjega izreka na
grafu I. Za primer izberimo tocke Il, I, in I,. Za to trojico to¢k moramo
za srednjo tocko i1zbrati I,. -

V ¢lanku [13] sta Lekkerkerker in Boland poxska,la tudi minimalne pre-
povedane inducirane podgrafe za grafe intervalov. Dokazala sta 1zrek:

.

Slika 3. Prepovedani inducirani podgrafi

Izrek 2. Graf G je graf intervalov natanko teday, ko ne vsebuje nobenega
1zmed grafov s slike 8 kot inducirant podgraf.

Najpomembnej$o karakterizacijo (Izrek 3) sta dokazala Gilmore in Hofl-
man [5]. Naj bo G poljuben graf in predpostavimo, da lahko njegove klike
linearno uredimo tako, da za vsako totko z € V(G) velja: klike, ki vsebujejo
z, nastopajo zaporedoma v linearni ureditvi. Tako ureditev klik imenujemo
zaporedna ureditev khik.

Izrek 3. Za graf G so ekvivalentne naslednje trditve:
(1) G je graf intervalov. |
(i1) G ne vsebuje induciranega cikla C, in G je tranzitivno usmerljiv.
(111) Obstaja zaporedna ureditev klik grafa G.

Preden 1zrek dokaZemo, si ogle-
jmo sliko 4 in sliko 5. Na prvi
sta tranzitivni usmeritvi za komple-

menta grafov G in H s slike 2, na b = a
drugi pa je oznacena linearna ured- G B
itev klik za grafa G in I s slike 2. Slika 4. Tranzitivni usmeritvi za graf G in H
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1 < J < kin totka v € V(G), tako da velja: v € Q;, v € Qr inv & Q;. Ker
v & @Q; obstaja to¢ka w € Q;, za katero [v, w] ¢ E(G), sicer bi bila Q,; U {w}
klika; ki bi strogo vsebovala Q;. Torej je [v,w] € E(G). Toda iz Q; < Q;
sled1 vFw, 1z Q; < @ pa wFv, protislovje.

(iii) = (i). Za vsako totko v € V(G) naj bo I(v) mnoZica klik, ki
vsebujejo v. O¢&itno je I(v) interval v linearno urejeni mnozici klik. Ker
vsaka povezava |u,v| € E(G) leZi v neki kliki, je [u,v| € E(G) natanko
tedaj, ko je I(u) N I{v) # 8. {I(v)} je intervalna predstavitev grafa G. =

Posledica 5. G je graf intervalov natanko teday, ko je G trianguliran
in je G tranztivno usmerljv.

Dokaz. Naj bo G graf intervalov. Po Izreku 3 je G tranzitivno
usmerljiv. Naj bo C,,, n > 4 induciran podgraf v G. Ker je vsaka povezava
cikla C,, vsebovana v neki kliki, je nemogodée poiskati zaporedno ureditev

klik.

Toéko (ii1) Izreka 3 lahko preoblikujemo v matri¢no obliko. Naj bo dan
graf G, V(G) = {vy, v3, ..., v, } in naj bodo Q,, Q,, ..., Q,, klike grafa
G. Matrika klik C(G) grafa G je matrika m X n z vrednostmi

s

I, v; € Q;;
0, sicer

C(G)ij =

Posledica. Graf G je graf intervalov natanko tedaj, ko lahko vrstice
maltrike kitk permutiramo tako, da enice v vsakem stolpcu nastopaja zapore-
doma.

Dokaz. Klike uredimo tako, kot pravi tocka (iii) Izreka 3.

Posledica 6 je osnova algoritma, ki za dani graf G v ¢asu O(|V(G)| +
E(G)|) odlodi, ali je graf intervalov. Algoritem sta razvila Booth in Leuker
3]. Algoritem je iz dveh delov iste ¢asovne zahtevnosti. Najprej preve-
rimo, ali je G trianguliran graf. Ce je, potem nimamo ve¢ kot |V(G)]
klik. Osteviléimo jih po toéki (iii) Izreka 3. Nazadnje preverimo, ali klike
zadodfajo Posledici 6. Natanénejsi opis algoritma zasluZi poseben ¢&lanek,
razen v originalnem ¢&lanku je lepo opisan tudi v Golumbicovi knjigi [6].

4. Popolni grafi

Kromati¢no Stevilo grafa je vsaj toliko, kolikor je to¢k v njegovi najveéji
kliki, saj moramo v kliki vsako to¢ko pobarvati z razliéno barvo. Za nekatere
grafe je kromati¢no 8tevilo enako velikosti najvedje klike (npr.: Ce je G
dvodelen graf, je x(G) = w(G) = 2), za druge pa ne (npr.: x(Cznyi) = 3,
w(Cani1) = 2). |

Graf G je popoln, e za vsak njegov inducirani podgraf H velja y(H) =
w(H). V posebnem mora torej veljati x(G) = w(G). Ker je inducirani
podgraf dvodelnega grafa dvodelen, so, kot smo videli1 v gornjem primeru,
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ReSitev naSega optimizacijskega problema je torej najmanje stevilo klik, ki
pokrije graf G.

Slednji problem je v sploSnem NP-poln, v razredu grafov intervalov
pa je polinomski (gl. |6, Remark, str. 174]). Razen problema minimalnega
pokritja s klikami so v razredu grafov intervalov polinomski tudi mnogi drugi,
v splodnem NP-polni problemi. Nastejmo nekatere: doloditev kromati¢nega

Stevila grafa, doloéitev najvedje klike grafa, dolo¢itev hamiltonskosti grafa,
dolo¢itev pasovnosti grafa.

Oglejmo s1 Se zvezo grafov intervalov z relacijami urejenosti. Relacija
R je polurejenost na mnoZici X, €e za vse z,y, 2, w € X zado$¢a naslednjim
aksiomom: |

Aksiom 1: ~zRx

Aksiom 2: zRyN zRw = zRwV zRy

Aksiom 3: zRyAyRz= zRwV wRz

Relacija, ki poleg irefleksivnosts (aksiom 1) zado$¢a Se aksiomu 2 je

intervalna urejenost, tisto pa, ki zado$éa aksiomoma 1 in 3, imenujemo delna
polurejenost.

Ce je TRy A sz 1z Aksioma 2 sledi xRz V yRy. Ker je intervalna ure-
Jenost irefleksivna, je intervalna urejenost tranzitivna. Podobno ugotovimo,
da je delna polurejenost tranzitivna.

Izrek 12. Graf G je graf intervalov natanko tedaj, ko obstaja orienta-
cya njegovega komplementa G, ki je intervalna urejenost na V(G).

Dokaz. Naj bo G graf intervalov in {I, },cy (¢) intervalna predstavitev

G. Za [u,v] € E(G) naj bo u < v natanko tedaj, ko lei interval I, levo od
I,. Ni tezko preveriti, da je < intervalna urejenost na V (G).

Naj bo F orientacija povezav v G, ki je intervalna urejenost na V (G).

Ce je cikel C, inducirani podgraf v G, potem imamo v G dve neodvisni
povezavl, kar je v protislovju z intervalno urejenostjo. Ker je intervalna

urejenost trazitivna, je G tranzitivno usmerljiv, zato je po Izreku 3 G graf
interval OvV. E

Izrek 13. je osnovna zveza med grafi intervalov in strukturami ure-
Jenostl. Ve¢ o tem lahko preberemo v Fishbournovi knjigi [4].

Kot smo poudarili, so grafi intervalov silno uporabni. Bralec, ki bi
o moZmh nadaljnjih uporabah rad zvedel Se kaj ve¢, bo to naSel npr. v
Robertsovi knjigi [16] in Golumbicevi knjigi [6].

6. Podrazredi grafov intervalov

Pravi podrazred grafov intervalov dobimo, ¢e dovoljujemo za intervalno
predstavitev grafa le intervale enotske dol?ine. Ustrezne grafe imenujemo
grafi enotskih intervalov. Tudi grafi enotskih intervalov so v tesni zvezi s
strukturami urejenosti:
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vloZitve. To so povezani kosi, ki jih dobimo, ¢ée iz ravnine odstranimo vse
to¢ke in vse loke, ki jih doloéa vloZitev. Pri risbi na sliki 1a imamo pet lic,
ki so oznadena z A, B,C, D, E. Lice D, ki je neomejeno, imenujemo tudi
zunanje lice. Vsako lice ima na svojem robu sklenjeno zaporedje povezav, ki
mu pravimo rob lica. Na primer: rob lica D na sliki 1a je 12, 23, 36, 65, 53,

31. Ce graf ni povezan, so robovi lic lahko sestavljeni iz ve¢ delov.

Med stevilom tock, Stevilom povezav in Stevilom lic vloZenega ravnin-
skega grafa velja enostavna zveza, ki jo je poznal %e Euler in se po njem
imenuje Eulerjeva formula.

Izrek 1. (Euler). Naj bo G povezan graf, vlofen v ravnino. Ce je
v = |V(G)|; e = |E(G)| in je f stevilo lic, tedaj je v — e+ f = 2.

Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo glede na Stevilo povezav grafa.
G. Edlm povezani graf z e = 0 povezavamil 1ma eno samo tocko zato je
v = f = 1. Zanj izrek ofitno velja.

Naj bo sedaj e > 0 in predpostavimo, da izrek velja za vse povezane

grafe s kve&jemu e — 1 povezavami. Ce graf G ne vsebuje nobenega cikla (je
drevo), obstaja totka z € V (G), ki je stopnje 1. (Tako totko lahko enostavno
‘poidemo s “poZre$no metodo”!) Naj bo G' := G — {z}. Za $tevilo tock,
povezav 1n lic vloZenega grafa G’ ofitnoveljav' =v—-1,¢ =e—11n f' = f.
Iz indukciyjske predpostavke v/ — e’ + f = 2 sledi veljavnost Eulerjeve formule
tudi za graf G. Ce pa G vsebuje kak cikel, recimo C, naj bo a poljubna
povezava na C. Sedaj naj bo G’ := G — a. Tako dobljen1 graf je Se vedno
povezan 1n vloZen v ravnino. VloZeni cikel C doloéa v ravnini Jordanovo
krivuljo, ki deli ravnino na dva dela in zato leZi povezava a na robu dveh lic
vloZitve grafa G. Torej je f' = f — 1. Iz indukcijske predpostavke za G’ tako
kot prej sledi Eulerjeva formula za vloZeni graf G. =

2. Enoli¢nost vlozitev v ravnino

Vsak ravninski graf ima mnogo vloZitev v ravnino. Vendar pa so si
nekatere med njimi lahko zelo podobne. Kljub temu, da si vloZitvi s slik 1a
in 1b na prvi pogled nista zelo blizu, opazimo, da imajo njuna lica enake
robove. Dokler nas zanimajo kombinatoriéne lastnosti vloZitev, lahko taki
vloZitvi enadimo. V sploSnem pravimo, da sta dve vloZitvi istega grafa
kombinatoriéno ekvivalentni, &e so vsi robovi lic prve vloZitve tudi robovi
lic druge vloZitve in obratno. Morda ne bo odve¢ poudariti, da so robovi lic
zaporedja povezav in da gre pri njthovem ujemanju za enako ali za obratno
zaporedje povezav. Ni takoj ofitno, vendar pa lahko enostavno preverimo,
da sta tudi vloZitvi na slikah 1c in 1d ekvivalentni, medtem ko vloZitvi 1b in
Ic nista. Za ravninski graf G bomo dejali, da ima kombinatoricno enoliéno
vloZitev v ravnino, ¢e so vse njegove vloZitve med seboj ekvivalentne.

Povejmo se, kaj je to 3-povezanost. Graf G je 3-povezan, Ce vsebuje vsaj
stiri tolke in pri odstranitvi poljubnih dveh ali manj toék (ter njim sosednih
povezav) dobimo povezan graf. Za 3-povezane grafe je Whitney |10] pokazal
naslednje.
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MoZnosti, ko je G — {u,v} nepovezan, se lotimo na enak nacin. Naj
tokrat zadostuje le slika 3.

Dokaz zadostnosti je malo teZji. Naj bo G 3-povezan. Potem v G ni
tock stopnje < 2. Bralcu prepusé¢amo razmislek, da na robu nobenega lica
ne more priti do ponovitve iste tocke. Z drugimi besedami, robovi lic so cikli
grafa G. Recimo sedaj, da imamo dve neekvivalentmi vloZitvi, in naj bo C
cikel v grafu, ki je rob lica v eni in ni rob lica v drugi vloZitvi. Vsak cikel

dolo¢a v ravnini Jordanovo krivuljo, ki razdeli R? na dva dela. Ker pri drugi
vloZitvi C ni rob lica, v vsakem od teh delov najdemo to¢ke grafa, pa pri
prvi vloZitvi eden od delov, recimo notranji, ne vsebuje nobene toéke grafa.

Poglejmo sedaj komponente grafa G — C (G brez to¢k na C in brez

njim sosednih povezav). Ce vsako od teh komponent nadomestimo v grafu
G s to¢ko, dobimo graf G’, ki je Se vedno ravninski in ima tudi dve razlié¢ni
vloZitvi, pri katerih je C enkrat rob lica, drugi¢ pa ne. Vsako tako. to¢ko
skupaj z vsemi povezavami, ki1 vodijo do C, in vsako povezavo, ki ima oba
konca na C, sama pa ne leZi na C, imenujemo most cikla C. Naj bodo
M,, M,, ..., M;, vsi mostovi cikla C. Ker je C rob lica v prvi vloZitvi in
zato vs1 mostovi lezijo v zunanjem obmod&ju cikla C, se nobena dva mostova
ne moreta prepletat: (gl. sliko 4). To pomeni, da ne obstajajo take razli¢ne
to¢ke a,b,c,d na C (v navedenem vrstnem redu), da bi to&ki a, ¢ pripadali
mostu M;, b in d pa M, (7 # 1). Vzemimo sedaj poljuben most, recimo
M;. Ker C ni rob lica v drugi vlozitvi, je k > 2 in torej] My # M,;. Tocke
pripojitve mostu M; na C razdelijo C na loke. Na enem od teh zaprtih lokov
je pripojen M,. Recimo, da je tak lok P in da sta a in b tocki 1z M, ki
dolodata ta lok. Zaradi neprepletanja mostov je graf G — {a,b} nepovezan.
Edina moZna izjema nastopi v primeru, ko je M, pripojen na C le v to¢kah
a 11 b in na P ni nobene notranje to¢ke. Vendar pa tedaj M, ni povezava,
saj bl imeli povezavo vzporedno z ab na ciklu C. Torej tudi v tem primeru

G — {a, b} vsebuje vsaj dve komponenti, kar je v nasprotju s 3-povezanostjo
grafa GG.

Ravninski 3-povezani grafi ima-
jo pomembno zvezo z geometrijski-
mi telesi — poliedri. Steinitz [5] je
namre¢ dokazal, da velja:

Izrek 3. (Steinitz). Graf G je
graf oglis¢ wn robov nekega poliedra
natanko teday, ko je 3-povezan n
ravninska. |

Slika 4.

Ce je G graf robov nekega poliedra, je o€itno ravninski, saj lahko dobimo
njegovo vloZitev v ravnino s pomodéjo vsem znane stereografske projekcije.
Tud1i njegove 3-povezanosti ni tezko dokazati. Manj ociten pa je obrat.
Omenimo le to, da se lica poliedra in lica (enoliéne) ravninske vloZitve grafa
paroma ujemajo.
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obrata je teZji. Pri dokazu, ki ga povzemamo iz [6], si bomo pomagali z
dvema pomoZnima izrekoma.

Naj bo G poljuben graf in e € E(G). Tedaj z G/e oznaimo graf, ki ga
dobimo iz G tako, da povezavo e stisnemo v totko, oziroma da iz G najpre]
odstranimo povezavo e in zatem identificiramo njuni krajis¢i. Ce pri tem
pride do vzporednih povezav, iz vsakega vzporednega para odstranimo $e po
eno od povezav.

Lema 1. Ce je G 8-povezan graf, ki ima vsaj 5 tock, vsebuje tako
povezavo e, da je graf G /e tudi 3-povezan.

Dokaz. Recimo, da to ne bi bilo res. Tedaj bi imel graf G/e (za
poljubno povezavo e) to¢ki z, y, ki ga separirata, t.j., G/e—{z,y} ni povezan.
Ena od teh toék mora biti enaka tocki, ki smo jo dobili, ko smo stisnil
e = uv, sa] b1 sicer Ze G ne bil 3-povezan. Recimo, da je to y. Zato trojica
{u,v,z} separira. graf G, tj. G—{u,v,z} ni povezan. Med vsemi moZnostmi
izberemo e in z tako, da bo imel graf G — {u, v, z} kar se da veliko eno od
komponent. Oznaélmo to komponento s H, H; pa naj bo ena od preostalih
komponent v G — {u,v,z}. Naj bo e; = zt povezava v G, ki povezuje z in
neko totko t v H;. Ker G/e; ni 3-povezan, obstaja ta,ka. tocka s v GG, da
graf G — {z,t,s} ni povezan. Ce s ni v H U {u,v}, ima graf G — {z,t, s}
ve¢jo komponento kot je H (namre¢ podgraf, induciran na H U {u, v}, ki je
povezan zaradi 3-povezanosti grafa G), kar je v nasprotju z maksimalnostjo
izbire H. Toc¢ka s tudi ne more biti v H, kajti tedaj bi Ze {z,s} separiral
graf in to b1 bilo v nasprotju s 3-povezanostjo. Ostane le Se moZnost s = u
ali s = v in lahko privzamemo, da je s = v. Ker {z, s} ne separira grafa G,
imamo v G — {z,s,t} komponento, ki vsebuje cel H in Se to¢ko u povrhu.
Tako smo spet prisli do protislovja z maksimalnostjo H in dokaz je konéan.

- Lema 2. Naj e € E(G). Ce G/e vsebuje subdivizijo grafa K5 ali K, 3,
vsebuje subdivizijo grafa Ky ali K3 5 tud: G.

Dokaz. Naj bo e = uv, z pa totka v G/e, ki nastane, ko stisnemo
povezavo e. Oznadimo s K podgraf v G/e, ki je subdivizija K5 ali K3 5. ée
K ne vsebuje z, je to Ze iskani podgraf v G in dokaz je koncan. Sicer pa
s1 oglejmo podgraf Kv G, ki mu v G/e ustreza K. Konstruirajmo podgraf

K' C G, tako da K dodamo povezavo e, zatem pa v dobhenem grafu prl
vsakem paru povezav uw,vw, kjer je zw iz K, eno od njiju izpustimo. Ce
imata tocki u ali v stopnjo 2 v K' ali pa ¢e ima z stopnjo 2 v K, tedaj mi
tezko videti, da K' vsebuje subdivizijo K5 ali K3 3. Zato mora biti stopnja
r v K vsaj 4. Torej gre za subdivizijo grafa K5, v K’ pa morata imeti tako
u kot v stopnjo 3. Zato je K’ subdivizija grafa na sliki 6. Ce temu grafu
odstranimo subdiviziji povezav ab in c¢d, dobimo subdivizijo grafa K 5, ki
je torej vsebovana tudiv G.
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lahko dobimo konveksno vloZitev grafa G tako, da nariSemo ‘dovolj kratko’
povezavo e; = uv tam, kjer je bil prej z. Pri tem moramo obdelati tudi
primer, ko je C zunanje lice, a podrobnosti spet prepus¢amo bralcu.

Dodati moramo Se en razmislek. Lahko se zgodi, da 1zbranega lica
F nismo dobili kot zunanje lice. Seda) pa Ze 1mamo ravninsko vloZitev
(enoli¢no) in vemo, katero lice F' v vloZitvi G /e; ustreza naiemu licu F.
Ponovimo cel induktivni postopek z zahtevo, naj bo G/e; vloZen tako, da
bo F' zunanje lice, in sedaj tezav ne bo vel.

Ostal nam je Se primer, ko se cikla C ne da razbiti na ustrezana dela.
Tedaj 1imamo dve moZnosti.

(a) Obstajajo razliéne tocke vy, u;, vy, us, ki se v nastetem vrstnem redu
pojavijo na C' in sta v;, vy sosedni z v, to¢ki u;,u, pa z u. Vidimo, da
nam cikel C skupaj s povezavami e; = uv, vv;, vvy, uu;, uu, doloca
subdivizijo grafa A5 3 v grafu G.

(b) Obstajajo totke p,q,r na C, ki so vse sosedne tako z u kot z v. V
tem primeru pa C skupaj s povezavami uv, up,uq,ur,vp,vq, vr doloca
subdivizijo grafa K.

S tem je dokaz zakljuden.

Obstaja $e ve¢ zanimivih karakterizacij ravninskih grafov. Najpomem-
bnejse najdemo zbrane na primer v [6]. Vse znane karakterizacije, tudi izrek
Kuratowskega, nudijo u¢inkovite (polinomske) algoritme za preverjanje, ali
je dani graf ravninski. Hopcroft in Tarjan |2]| sta pred kratkim objavila
presenetljiv algoritem za preverjanje ravninskosti, ki v primeru, da je graf
ravninski, tudi konstruira njegovo vloZitev. Pomembnost njunega algoritma
je v tem, da je kar se da udinkovit, saj je njegova €asovna in prostorska
zahtevnost linearna! Algoritem je povzet tudi v monografiji (3], v kateri so
zbrani Se mnogi drugi rezultati o ravninskih grafih.

Za konec si oglejmo le $e dokaj enostaven algoritem za dolofanje kon-
veksnih vloZitev 3-povezanih grafov v ravnino, ki ga je nasel W.T. Tutte [8|.
Ideja postopka je dokaj preprosta: Vsaka tocka, ki nil na zunanjem licu, naj
leZ1 v teZi3¢u glede na svoje sosede. Najprej izberemo zunanje lice C. To je
lahko (in mora biti) poljuben cikel C grafa G, ki nima diagonal in ima last-
nost, da ostane graf G — V(C) povezan. Najdemo ga enostavno: vzamemo
poljuben cikel; e 1ma kak$no diagonalo, ga skraj$amo tako, da vzamemo
le njegov del skupaj z eno od diagonal ter to ponavljamo toliko ¢asa, da
dobimo cikel brez diagonal. Ce tako dobljeni cikel separira graf G, postopek
ponovimo na enem od povezanih delov G — V (C), tako da i§¢emo le cikle,
ki vsebujejo tocke iz tega dela in s C. Ko tako dolo¢imo zunanje lice, ki je,
recimo, dolZine k, vloZimo njegove tocke na oglis€a pravilnega k-kotnika. Za
koordinate (z;,y;) ostalih to¢k pa re$imo sistem linearnih enadb za teZista:

i € V(G)\V(C)
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