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Math. Subj.

Clanek obravnava vpradanje, kdaj so vsi &leni zaporedja, ki zado8&a dani rekurzijski
enalbi, cela 8tevila. Med drugim je dokazan izrek: Enatba ¢v,4; = a1 %p4i—1 + ...+ a; Uy
ima za re$itev netrivialno zaporedje celih $tevil (u, ) natanko tedaj, ko je polinom P(X) =
A —a M — . —a, deljiv s kak3nim nekonstantnim polinomom Q{A) s celimi koeficienti
in Celnim koeficientom 1.

This article deals with sequences of integers satisfying a given recursion equation. The
main result is the following theorem: There exists a nontrivial sequence (u, ) of integers
satlsfying the linear equation v, +; = a4, +;—1 + ... + @;u, if and only if the polynomial
P(XA) = X —a1 X7 — ... — a; is divisible by some nonconstant monic polynomial Q)
with integer coefliclents.

1. Stevilsko zaporedje lahko podamo na razli¢ne naéine. V&asih navede-
mo formulo za n-ti ¢len, npr. u,, = 2® + n*. Pogosto pa ga opredelimo s
predpisom, ki pove, kako 1zracdunamo ¢len u,, . ;, ¢e poznamo prejénje ¢lene
U, , U, 1td. Taka predpisa sta

(1)

kvoclen-

u%—}—l — Uy + d 111 un_{_l — kum? T, — .

drugi geometrijsko s
e poznamo poleg

Prvi doloca aritmetiéno zaporedje z razliko d,
tom k. Clene u;, us, ... lahko ratunamo enega za drugim,
razlike d oziroma kvocienta k Se prvi ¢lena wug.

Formuli { ) pov ezujeta dva zaporedna Clena zaporedja.
zvezo med vel zaporednimi ¢leni

Ogleymo s1 zday

Up o — A1 lUp -1 T AoUp 472 T T AiUp, T — 03 Eazﬁ §2§

'u so koeficient: aq, a,, ..., a; da,na, Stevila iIn ¢ > 1. Ker je ta zveza
linearna, j1 hn@ama enaa a. Zaporedje (u, ), ki zadod¢a
tej enacbi, bomo in @nova.h reSitev. Resitev j@ a,m, oﬁoge 3 7 zacetm
Cleni ug, wy, ..., uy_y¢. 1 1 lah
korakom raunamo po. fm‘muh (2) nadahme dene w;, Uy 16d.
za reSevanje takih enaéb glej knjigo [1].

MnoZica vseh Stevilskih zaporedu (u, ) je vektorski prostor za ob:n.cagm
operaciji se§tevanja in mno¥enja s skalarji. Vsota zaporedij (u,) in (v, ) je
namre¢ zaporedje (u,, + fvn); dobimo ga tako, da seStejemo ¢lene z enakimi
indeksi. Produkt zaporedja (u,, ) s skalarjem ¢ pa je zaporedje (cu, ). Ele-
ment nié¢ je zaporedje, v katerem so vsi ¢leni u,, = 0. Imenovali ga bomo
trivialno zaporedje in ga oznac¢ili z 0. Vektorski prostor vseh zaporedij je
seveda neskonéno razseien. Ce obravnavamo samo realna zaporedja, je to




realen vektorski prostor. Kadar pa so ¢leni u,, poljubna kompleksna $tevila,
so tudi skalarni faktorji lahko kopleksni in je prostor tedaj kompleksen. V
nadaljnjem se bomo omejili na realna zaporedja.

Zaradi linearnosti enaébe (2) sta vsota (u, + v,,) dveh resitev (v, ) in
(v,,) ter produkt s skalarjem c¢(u,, ) = (cu, ) spet resitvi. Zato sestavljajo vse
reSitve vektorski prostor, ki je podprostor prostora vseh zaporedij. Prostor
vseh resitev bomo zaznamovali z V. Element ni¢, to je trivialno zaporedje,
pa bomo 1menovali trivialna resitev.

Clene wuog, uy, ..., u;—1, ki dolotajo reSitev enacbe (2), imamo lahko

za komponente vektorja & = (ug,uy, ..., u;_1) v t-razseznem evklidskem

B . i

prostoru IR*. Vsakemu vektorju @ € R" pripada zaporedje (u,, ), ki je resitev
enacbe (2) in zato element prostora V. Vsaka reSitev (u, ) pa dolota vektor
U= (Ug, .., Ui_1), pri &emer so ug, Uy, ..., U;—1 zacetni ¢leni zaporedja (u,).

Obstaja torej bijektivna preslikava med mnozico vektorjev prostora IR’ in
mnozico vektorjev prostora V. Oditno je ta preslikava linearna: Vsoti v + v

vektorjev 4, v € IR" pripada vsota (u, +v, ) ustreznih zaporedij (u,) in (v, ),
produktu cu s skalarjem ¢ pa zaporedje (cu,,) = c(u, ). Zato je prostor V
izomorfen prostoru IR* in je njegova razseZnost enaka 7.

Imenujmo 7' operator, ki priredi zaporedju (u,) zaporeje (v, ), kjer je
Uy, = U1, tOre] f(un) = (Un41). Ker oitno velja

T(tun +v.) = T(u,) + T(v,) in T(cun) = T (uy)

je T linearen operator. Deluje v vektorskem prostoru vseh $tevilskih za-

poredij. _
- Koeficienti ay, ..., a; v enaébi (2) niso odvisni od indeksa n. Zato je
hkrati z zaporedjem (u, ) tudi zaporedje (u,4+1) = T'(u,) resitev. To se

pravi, da preslika 7' vsako zaporedje, ki je element prostora V', v zaporedje,
ki pripada prostoru V. Potemtakem je V invarianten podprostor za operator

T'. Zozitev operatorja 17" na invariantni podprostor V bomo zaznamovali s

1.

Priredimo enacbi (2) polinom stopnje ¢

P(A):Al “alkimj' magAimz — ... 4y {3)
Ce zamenjamo v njem neznanko A z operatorjem 7', dobimo operator P( } —
T —a, T 1 —.. —aq, { kjer pomeni I identi¢ni operator. Kako deluje P(T)?

Ker je T2 (U } T( nt1) = (Upnaz), T?’(u ) = (Ups3) itd.} velja

e ol

P(T)up) = (Upyi) — Q1 Upyi1 — ... — QG Uy )

Ce je (u, ) element prostora V, to se pravi resitev enacbe (2), so vsi ¢leni

zaporedja P(T)(u,) enaki ni¢, torej P(T)(u,) = 0. Tudi obratno je res:
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je (u, ) refitev enacbe(2) in
tba (2) ekvivalentna z en aéb

o
E :5:-
b 5 i
X7 &

Iz '- a;nega je F&?’Vldﬂ , da g% )
[mejmo poljuben polinom

{ }g} —— }\d — 51 }adm : — l deD ™ eee T éd gé}
Priredimo mu rekurzijsko enacbo -

u??&-{-d — él%i%-%—d 1 +

Vse njene reditve (u, J sestavljajo d

Trditev 1. Ce je R(A) delitely polinoma P()\),
tudt resitev enadbe (2

polinom. (
) enacébe (5

™0 = 0. Tor e]

Ker deluje operator T' v ¢-razseZnem kem prostoru V', ima njegov
karakteristiéni polinom stopnjo . Cayleyev izrek ; mw? da je vsak linearen
operator ni¢la svojega karakteristinega polinoma. Zgoraj smo ugotovili,
da je T ni¢la polinoma P(A), ki je stopnje 1. Ali je P(A) karakteristi¢ni
polinom za 77 Odgovor na to vpraSanje Je gotovo pritrdilen, ¢e dokaZemo,
da 1" ni ni¢la nobenega polinoma nizje stopnje. Pa denimo, da bi bil T nicla
polinoma (4), kjer je d < ¢. Temu polinomu smo priredili rekurzijsko enacbo

(5). Ce bi bilo R(T) = 0, bi operator R(T) preslikal vsako zaporedje (u, ), ki
je element prostora V', v trivialno zaporedje. Toda enac¢ba R(T){u,) = 0 je
dwwaieﬁm 12 enacbi (5). Torej bi vsako za; oredje (u ﬁ} c V zadoglala enadbi
(5). Mnot¥ica vseh reSitev enac¢be (5) pa je d-razsezen vektorski prostor.
Ce Je d < 1, prav gotovo niso vsa zaporedja i-razsenega ] msmm V resitve

eﬁ&%be Zam T nimdcla n@b@,m@g@ polinoma gé@pm@ d < 1. To pa pomeni,
da je PA} hkrat: karakteristiéni in minimalni polinom @p%mmm@ 1.

Z. Ik
sesto]i 1z samih celih $tevil natanko takrat, ko sta zacdetni ¢len 1y in kvocient
eli §

Kdaj so vsi &leni zaporedja (u,, ) cela $tevila? Geometrijsko zaporedje

o
k c vili. Kako pa je pri zaporedjih, ki jih doloéa rekurzijska enacba
(2)7 Ce so koeficienti a;, ..., a; cela &tevila, ses stoji zaporedje (u,, ) zz samih
celih stevil, brz ko so zadetni &leni ug,u;, ..., u; ., cela stevila. Kaj pa, ce
niso vsi koeficienti cela Stevila? Trivialna reditev, v kater1 je u,, = 0 7a vsak
n, je vseley celostevilska reditev. Al obstaja kaksno netrivialno zaporedje

u:hh gmwﬁ ki zadosda enadhi {i} v kateri nmiso vsi koeficient: cela Stevila”?
Oglejmo si primer

as

2
e

3

— *
Up+2 — T Unt1 T Uy {

£

bt

\L%mmw"’,



Preprost rac¢un pokaZe, da zaporedje naravnih Stevil u,, = 2" zadosca te]
enacbi. Zaman pa bi iskali netrivialno celostevilsko resitev pri podobni
enacbi

5

Up 42 — Eun-l—l + Un (**)

Zastavimo si zdaj vpraSanje: Kdaj ima enaéba (2) vsaj eno netrivialno
reSitev (u,, ), ki sestoji iz samih celih $tevil?

Zaznamujmo z Z mnoZico tistih vektorjev @ = (ug, ..., u;_ 1) € IR*, pri
katerih je pripadajola reitev enalbe (2) zaporedje celih $tevil (u,, ). Ocitno
so vse komponente ug, ..., u;_; vsakega vektorja u € Z cela Stevila. Vsota
U + ¢ in razlika @ — ¢ 1z Z sta vektorja v Z, saj sta vsota (u, + v, ) In
razlika (u, —v, ) celostevilskih zaporedij (u,, ) in (v, ) celostevilski zaporedji.
Zato Je mnoZica £ za sestevanje grupa. Posebej so v njej vsi veckratniki nu

vsakega vektorja @ € Z. Naj'bo zaletna totka vektorja @ € R' izhodiste

koordinatnega sistema. Vsak vektor prostora IR je potem dolo¢en s konéno
tocko. Grupi £ pripada neka mnoZica tock, namre¢ mnoZica konénih tock
vektorjev 1z Z. Ker so koordinate cela stevila, sestoji ta mnozZica 1z samih
1zoliranih tock. Zato pravimo, da je Z diskretna grupa. Pogleyjmo, kaksno
strukturo 1ma nasa diskretna grupa Z.

Trditev 2. Ce Z nt trivialna grupa, to se pravi, ni grupa, ki vsebuje samo
vektor 0, obstajajo v Z taki linearno neodvisni vekioryi ey, e, 1 < k <1,
da se da vsak vektor i € £ zapisatr kot wsota

L ')

’J: mlgl ’{" m2€2 ’]L‘ + mké}g

v katerr so koeficrentt my, ..., my cela stevila.

To trditev dokaZemo s popolno indukcijo glede na razseinost prostora
IR". Naj bo najprej ¢+ = 1. V tem primeru imajo vektorji eno samo
komponento in je £ v bistvu mnoZica celih stevil, ki je grupa za sestevanje.
Ker Z ni trivialna grupa, so v njej] od ni¢ razli¢na $tevila in zato tudi
pozitivna Stevila. Oznadimo z e najmanjSe pozitivno Stevilo v Z. Poljuben
u iz Z (u je celo stevilo) zapi§imo v obliki v = me + r, kjer sta m in r
celt 8tevili in 0 < r < e. Razlika u — me = r pripada grupit Z. Ker je r
nenegativno Stevilo, manjSe od e, najmanjse pozitivno stevilo v £ pa je e,
mora biti r = 0, tore] u = me. Vsa Stevila grupe Z so veckratniki od e.
Zato trditev pr1 1 = 1 velja.

Naj bo 7 > 1. Privzemimo, da trditev velja, Ce je razseznost prostora, v
katerem lez1 Z, manjSa ali enaka 1 —1. Zaznamujmo z £; mnoZico vseh tistih
vektorjev « 1z £, ki imajo prvo komponento uy = 0. Ocitno je £, podgrupa
grupe Z, ki je prav tako kakor Z diskretna, leZi pa v (1 — 1)-razseZnem
prostoru. Zato po privzetku trditev za Z; velja in obstajajo tak:i linearno
neodvisni vektorji €5, ..., €x € Zy, k < 1, da je vsak vektor v € Z; oblike
U = Mqg€sy + ... + mye, Kjer so mo, ..., m; cela stevila. (ée je Z; trivialna

—

grupa, je mnoZica vektorjev €, prazna. V tem primeru je £ = 1.)
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d n j 1M1

mzh@na od 0. ]
1zberimo vektor z najn
z &€= (e, €1, .-, €i_1), €0 > 0.
cela Stevila. Naj bo zdaj & = (ug,uy, ..., ;1) € Z
zap13imo spet v obliki ug = meo + 7, E{;g er sta m
Razhka v —me = v je V@kmr \% 8
ima € v £ najmanjso p

m so v Z tudl vek m m 1, pri k j@ %0 > |
1anjso pozitivno pww
Z obstaja, ker so komponente

poljuben. Celo stevilo ug

m r celi Stevili

\ poent
T@ se pmw d je prva kon p@nenm vektor] [ — me mk@ da

. Ce

i, ..., My cela Stevila.
prva komponenta €y, ... pa Je enaka ni¢, Je €; linearno neo:
S tem je trditev v celoti dokazana.

—

vektorjev €5, ..., €}

Vektorj1 e, ..., €, razpenjajo k-razseZen prostor, ki 3@ najmanjsy pod-
leZe vsi elementi grupe Z. Vemo, da je

pmsmr prostora IR*, v katerem y
mamaﬁen prostoru V', ki Sest@ﬂ iz vseh resSitev enacbe (2). Nag bodo
FEy, ..., B, €V elementi, ki jih ta 1zomorfizem priredi v prostoru V vektor-
eI , €. Po definiciji grupe £ so 'Eh ..., B, celostevilska zaporedja.
Zaradi 1zomorfizma med prostoroma IR® in V so tudi E,y, ..., £, linearno
neodvisnl vektorji. Razpenjajo k-razsezen prostor V', ki je najmanjdi pod-
prostor prostora V', v katerem so vse celoStevilske mémve @naée (2). Naj
bolU = (u,) €V Qdaéﬁc@vﬂsa zapomdj@ Pripadajoél vektor 4 je v gz@upi
Z in ga zato po

Trditvi 2 lahko zapmgmg kot vsom U =myi€; + ... +myex,
kjer so my, ..., my cela stevila. Od tod dobimo | mq ...+ mL B
Vsaka celostevilska reSitev U enacdbe (2) se v tej obliki izraZa z zapored;i

By, ...

Ce j@ Zapamdje (u, )} celoStevilsko, je tako tudi zaporedje f{ )=
(un,11). Torej preslika operator T mak@ celostevilsko resitev @nacbe (2)
v celostevilsko resitev. Ker mzanj ag@ celostevilske resitve podprostor V', je
V' inavrianten za 7. Posebej so T E j = E 2,...k, celostevilska zapamdm
in se zato 1zraZajo kot linearne |

= ay,; B tag; By + o+ agi By, 3= ]

Tu so koeficient1 a;; cela Stevila.

Dodajamo jim vektorje
bazo prostora V. Poisci-
Dobimo jo tako, da

V@ktorﬁ Ey, ..., B so baza podprostora V'.
Eeii, ..., E;, mko 0 sestavljajo By, ..., By, ..., I
mo zda] matriko, ki pripada operatorju 7' v tej bazi.
zaplSemo Shke baznih vektorjev kot linearne kombinacije baznih vektorjev.
Koeficient1, ki nasmajo v hn@m‘m kﬁmbmmm vektorja T £;, so element
7-tega Stoﬁpca v Fnacbe (6) povedo, da se T'Ey, ..., T E) 1zraZajo

samo z vektorji Fy, ..., Fr. Zato ima matrika operatorja T v tej bazi tole




obliko ] ]
' A, B
> (7)

Tu je A kvadratna k-vrstna matrika, katere elementi so koeficienti a;; iz -
enatb (6), D je kvadratna (¢ — k)-vrstna matrika, B pa je pravokotna
matrika. Karakteristi¢ni polinom operatorja T je determinanta operatorja
Al — T, le-ta pa je enaka determinanti pripadajofe matrike v katerikol:
bazi. Vemo, da je P(A) karakteristi¢ni polinom od 7. Oblika matrike (7)
pove, da je P(A) enak produktu karakteristi¢nega pohnoma matrike A 1n
karakteristitnega polinoma matrike D, torej P(A) = Q(A)S(A), ¢e pomeni
Q(A) = det(Al — A) in S(A) = detuf — D). Ker so elementi matrike A
cela Stevﬂaﬁ je Q(A) polinom s celimi koeficienti in Celnim koeficientom 1.
Ocitno je @A) karakteristi¢ni polinom zoZitve operatorja T na invariantni
podpmstor V'. Zato velja Q(T)U = 0 za vsa zaporedja U € V',

Naj bo

?

o

QA) =X —c Xt — e M2 — =g (8)

Koeficient1 ¢y, ..., ¢ so cela Stevila.
enacbo

Priredimo temu polinomu rekurzijsko

Upn+k — C1Un4k—1 -+ Coln4k—2 + .t Cr Uy (9>

Te] enacbi zadoS¢ajo natanko tista zaporedja U = (u,), za katere je

QMU =0. Ceje U € V' C V, velja Q Q(T)U = 0. Vsa za-
poredja U & V' so tore] resitve enadbe (9). Ker je V’ k-razseZen prostor,

1sto razseZnost pa ima prostor vseh reSitev enatbe (9), sestavljajo resitve
erialbe §(Q\§ ravino nmr@nrmqé’ngj vV

L - A

Cdostewiske reSitve enalbe (2) pripadajo podprostoru V'. Zato je vsaka
celostevilska refitev enacbe (2) hkrati resitev enacbe (9). Ker so koeficienti
1, ..., ¢, cela Stevila, pa je resitev enacbe (9) celostevilsko zaporedje (u,,)
¢e so zaletni ¢leni ug, ..., u;_; cela stevila.

Enac¢ba (2) ima netrivialno celostevilsko resitev tedaj, ko pripadajola
grupa Z ni wwmma V tem primeru je £ > 1. Polinom P(A) je deljiv
s polinomom Q(A) = det{)\[ — A), ki je stopnje k in ima cele koeficiente
ter celni Kaeﬁmen 1. Pa naj bo P(A) deljiv s kak$nim nekonstantnim
polinomom E(A) s ceﬁmi koeficient: 1n Celnim koeficientom 1. Denimo, da
je R()) polinom (4) in (5) pripadajota rekurzijska enacba. Koeficienti v
te] enacbi so zdaj cela $tevila in je zato reditev u,, celoStevilsko zaporedje,
brZz ko so zadetni ¢leni wug, ..., uy—; cela stevila. Ker je po trditvi 1 vsaka
reSitev enalbe (5) tudi reSitev enadbe (2), ima enaéba (2} v tem primeru
nedteto celoStevilskih resitev. Zgora] smo ugommhﬁ da vse celostevilske
resitve enacbe (2) zado8fajo enacbi (9). Zato je med vsemi polinomi, ki
delijo P(A}, imajo cele koeficiente in elni koeficient 1, polinom (8) najvigje
Qt@pﬁje

Dosedanje izsledke lahko strnemo v tale

J

Izrek. Eﬁacé@ iZ} premonre %dm’vmin@ celostevilsko resitev natanko i@d@;j}
%‘: 7e polinom P(

P(\) @djfw s kakSnim nekonstaninim polinomom s celima
koeficienti in felnim koeficientom 1.
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Q(A) = det(A] — A), kjer je A matrika, k2 jo doledajo enadbe

Polinom
(6), je polinom najvisje stopnje s to lastnostjo. Ce je (9) pripadajola

ta enacba, je wvsaka njena reditev tudi reSitev enalbe (2), vsaka
pa je reditev enadbe (9).

rekurzi)si
celostevilska reditev enadbe (2

. dobimo poten m em tako, da
sl izberemo za ug, ..., Up_ 1 , cela, Sﬁwﬂa in nato dolo¢imo zapoméj@
(u,, ) 1z rekurzijske enacbe

Na,j bodo koaﬁci_emi i, ..., 0; V ena&bﬁ {2} racionalni, pﬁpadaj@éi noli-

éécwﬂ N@é 1zrek pove, da

(10)

)}, o katerem gmf@ﬁ 1zrek, je zdaj

drge mora m Q(A) = FP(A),
E V tem gm, koeficienta

prve a;h dmg@ Smpnﬁ Ce je
ker imata P {}a ) ¢ oba &elni k

a m b v enacbi HGE celi Stevili. Ce pa je Q(A) prve ima cbliko
Q(A) = A —r, kger je r celo dtevilo in seveda ni¢la polinoma P(X), ker A — r
ﬂeh P(X). Druga ni¢la ni celo $tevilo. Ce sta namreé ob@ mgh polinoma
P(X) celi gmm so koeficienti v P(A) cela &tevila in je Q() P()). Tako
smo dokazali

Korolar. Fnacba ﬂ@} m%m@w netrivialno celostevilsko resitev natanko
teday, ko tma polinom P(A) = A% — al — b bodiss C@gé’ koefictente bodist
celostevilsko niélo.

V primeru, ko je @(A) = A — r, se enacba (9) glast v,,.; = ru,,. Njena
resitev je zaporedje s ¢leni

U, — ”éﬁ@?‘*"ﬂ’ | §§E>

pa celih koeficientov, so vse

0) zajete v formuli kjer je uq celo stevilo.

Kadar ima polinom .
celostevilske resitve enacb

V enacbah (*) in ( niso vsl koeficienti cela Stevila.
pripada polinom Pfi} = A% — 2X — 1, ki ima za ni¢lo celo &tevilo r = 2.
Vse celogtevilske reditve enadbe {*} 50 myt@ v f@rmu 1y, °
ug celo Stevilo. Enatbi (**) pa pripada polinom ( ) = .
je v obsegu racionalnih Stevil n@mzs@p@n 1n z&m h
Potemtakem je trivialna resitev edina celodtevilska resitev @ﬁa{zb@ {f’“‘)&

Prvi enach

. Na koncu si oglejmo zaporedja, ki so definirana z nelinearno rekur-
ZUSE{@ enacbo Naj bo m dano naravno stevilo. Imejmo zaporedje (u, ), pri
katerem je med tremi zaporednimi ¢leni zveza

(12)

2
Up —1Up41 — Y, ~+ 171



Od tod 1zradunamo
Unt+1 — (ui + m)/un—l (12*)

Ce si izberemo za zaetna &lena ug in w; pozitivni Stevili, dobimo po formuli
(12*) korak za korakom ¢&lene wu,, us itd., ki so prav tako pozitivni. Zato
imenovalec v (12%) ni enak ni¢ in se da vsele] izra¢unati naslednji ¢len iz
prej$njih ¢lenov.

Ce sta ug in u; naravni §tevili, ni refeno, da so vsi &leni u,, cela &tevila.
Naj bonpr. m = 1 in uy = 2, u; = 3. Potem je uy, = (3 +1)/2 = 5 celo
Stevilo, toda uz = (5% + 1)/3 = 26/3 ni celo stevilo.

Ali se dasta uy in u; tako izbrati, da so vsi éleni (u,, ) zaporedja, ki ga
dolota enatéba (12), cela stevila? Na to vpraSanje daje odgovor

rditev 3. Reditev enacbe (12) je celostevilsko zaporedje (u, ) natanko
tedaj, ko sta &lena uy in u, tdki naravni Stevili, da je vsota u + ui + m
deljiva s produktom uguq .

Dokaz. Oznacimo kvocient med ug + u? + m in ugu; na kratko s k:

uf +u? + m

Ug Uy

= k (13)

Ker velja en¢ba (12) za vse indekse n, imamo

2 2
Up-1Upyp1 — U, — TN = U, 22U, — U

7 — 1

Iz te enakosti izradunamo

(unm}_ T un—}—l)/un — (unMQ T un)/un——l

Vidimo, da kvocient (u,,_ 1 +u,1)/u, ni odvisen od indeksa n, torej je enak
kvocientu prin = 1. Zato velja '

{unml + un+l)/um — (uO + u2)/u1

. 2 . 2 2 —
er pa Je up = (u? fm}/uoy imamo (ug +u2)/u1 — (% —}—ul'fm)/uoul — k.
Med tremi zaporednimi ¢leni naSega zaporedja (u,,) je torej linearna zveza

Upt1 + Up—1 = ku, (15)

Ta enacba pa pove, da so vsi ¢leni u,, cela Stevila, ¢e so ugy, u; 1n kvocient k
naravna Stevila. Torej je pogoj zadosten.

Denimo zdaj, da imamo téko resitev (u, ) enacbe (12), pri kateri so vsi
¢len1l u, naravna Stevila. V tem primeru je kvocient k£ racionalen. Pravkar
smo ugotovili, da zaporedje (u, ) zadosta tudi linearni enac¢bi (15). Ker je
(u,,) netrivialna celostevilska resitev te enacbe, ima po korolarju polinom
P(A) = A% — kX + 1 ali cele koeficiente ali pa celostevilsko niclo. V prvem
primeru je k celo Stevilo. Denimo, da k ni celo $tevilo, paé¢ pa ima P())
celostevilsko ni¢lo r. Vse celostevilske resitve enacbe (15) so tedaj zajete
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v formuli u, = wugr™. Tako se izraZa tudi dana celostevilska resitev (u,}
enatbe (12). Torej je

oy e 2 2n 2 2n __ n

ki ni enako ni¢, smo prisli do protislovja.
ko je

Ker smo vzeli za m naravno Stevilo,

Zato je resitev (w,) enacbe (12) ﬁdoémvﬁska zaporedje samo tedaj,

kvocient k£ celo stevilo. S tem je Trditev 3 dokaza,na

Pr1 vsakem m sggmﬁ zaporedje (u, ), ki ga dd@@ enacba (12), iz samih

tevil, Ce Sta, . d@na ug = 11 . Le &j BH];E@C
la] m bimo celostevilsko

. Prav mk@

zapored] e f@ udi za ug = 1 1n 2, ker je k
dobimo celostevilsko zaporedje, ¢e izberemo uy, = 26
namre¢ 26° + 972 + 3 = EO 088 1n 26-97 = 2522, tore] }% = 10 088/2 522 = 4';
Brez tezave se lahko vsak bralec prepriéa, da velja tole: Prim =1 je
zaporedje (u, } ki ga @EO@@; enacba H2§§ celostevilsko natanko tedaj, ko so
pwg Stirje d@ 11 Ug, U1, Up, Uz NATAVIA stevila. Prav tako so vsi éleni naravna
Stevila, Ce so katerikoli stirje zaporedni ¢len1 u,, o, u,_1, ¥, , U, 1 DATAVIa
Stevila.

DMFA SRS Ljubljana 1988 (K
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[1] A. Vadnal, Osnove diferenénega raluna,
Sigma ; 30).

A i [0 it A !
b B &L .

=

se preselll v stanovanje predstojnika matem
.eseCno pot v
m Cgov proc

V Vancouvru sem

oddleka A. Freedmana, tik preden se je odpravil na trin
Indonezijo. 17. 12. 1989 zveler me je vprasal, ali poznam
leta 1969 o pravokotnikih v enotskem kvadratu. Povedal mi je, da p
dandanes ni reSen, ¢eprav ga poznajo nekateri vrhunski matematiki. Ker gre
za problem 1z elementarne matematike, bo zanimiv tudi za bralce Obzornika.

/ enotskem kvadratu K
ai, ds,...,a, ¢isto poljubno, le tocko a; p

K.

(kvadrat s stranico 1)
ostavimo v spodnji levt kot kvadrala

Doka#t (ali ovrzi), da obstajajo v K pravokotniki R, . F
terth notranjostt se paroma ne sekajo, s stranicamsi, vzporednime stranicam
kvadrata K tako, da je za vsak 1 € {1,2,...,n} toéka a; v spodnjem levem
agﬁé’é‘a pmwﬁkamiim piaéc“'m m anjsa od (1+ E/n}/z

m da vsota
Je meja + 'HW QsezeB@

trditev dokazati, ¢e namesto ﬂ +




RADASIN?

VOJISLAV MARIC, ZVEZDANA
Math. Subj. Class. (1985) 26 A 12

Predstavljeni so elementi teorije in nekaj uporabe Karamatovih pravilno spremin-
jajocih se funkcij.

REGULARLY VARYING FUNCTIONS IN
ANALYSIS

Elements of the theory and some applications of Karamata’s regularly varying func-
tions are presented.

THIB ASYMPT

1. Uvod

Pojem pocasi in pravino spreminjajocéih se funkciy je vpeljal srbski
matematik Jovan Karamata leta 1930 v svojem znamenitem ¢lanku [13] V
njem Je dokazal osnovne lastnosti takih funkcyy in zastavil vecino najvazne;sih
problemov v zvezi z njimi. Hkrati jih je na presenetljiv nadin uporabil pri
Tauberjevih 1zrekih (zaradi katerih jih je tudi pricel studirati), ko je dokazal
trditev, ki1 je danes zrana kot Hardy-Littlewood-Karamatov izrek. Kmalu
se je izkazalo, da je Karamatova teorija uspe$na tudi v mnogih drugih delih
analize, kadar so poleg golega dejstva o konvergenci potrebne tudi dodatne
informacije. Ta podrodja analize so poleg Abelovih in Tauberjevih 1zrekov
ie Mercerjevi izreki, Fourierova analiza, analiti¢na teorija stevil, kompleksna
analiza, diferencialne enacbe 1td.

Velik pomen pravilno spreminjajocih se funkciy za teorijo verjetnost: in
slu¢ajnih procesov nasploh je prvi spoznal William Feller 1n jith uporabil v
svoji znani knjigi [9] iz leta 1966. Leta 1970 jih je v zvezi z verjetnostjo obrav-
naval Laurens de Haan |10], ki je tudi posplosil pojem regularne variacije in
1zdelal ustrezno teorijo.

Karamatovo teorijo so v zadnjem dcasu razsirili na funkcije ved spre-
menljivk. Najomenimo V. S. Vladimirova in 1. Zavjalova [20], ki sta dokazala
analogne Tauberjeve izreke tipa Hardy-Littlewood-Karamata, kot se uporab-
ljajo pri problemih 1z kvantne teorije polja.

Leta 1976 je E. Seneta objavil prvo monografijo [19], posvedeno takim
funkcijam. V njej je obdelal osnovno teorijo in nekaj aplikacij.

Leta 1987 je 1z8lo obseino delo N. H. Binghama, C. H. Goldieja in
J. L. Teugelsa [8]. V njem avtorji sistemati¢no in popolno predstavljajo
teorijo in razli¢ne aplikacije Karamatovih rezultatov in njithovih posplositev.
Cmenjeno delo bomo pogosto citirali.

b &lanek je prevedel Milan Hladnik

74 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 3



V pridujodem é&lanku predstavljamo csnovne ideje, definicije in rezultate
Karamatove teorije skupa] z nekaterimi aplikacijami v asimptoti¢ni ana-
lizi {Abelovi izreki, Taubez“j@vi in Mercerjevi 1zreki, asimptoti¢na resitev
diferencialnih ena{,b) in v teorijt verjetnosti. Ob tem poudarjamo tudi
prispevek beograjskih matematikov Avakumovica, Tomica, Aljancica, Bo-
janica, Baj$anskega, Adamovi¢a in Arandjeloviéa, ki1 j1h Binghamova knjiga
imenuje “jugoslovanska Sola”. |

2. Teorija

2.1. Teorija regularne variacije (v Karamatovem smislu) se ukvarja s
Studijem limit oblike

na pozitivni realni polosi

lim fﬁ@}/fé E = g

X —+ GO

E{jw je f pozitivna in zvezna (ali merljiva) funkcija
(t > 0). Dokazati se da naslednje dejstvo

Ce zgornja limita obstaja in e razlidna od O za vsak t 12 nekega intervala
a,b], 0 < a <b< oo, potem obstaja za vsak t > 0 1n velja g(t) =1, p € R.
o naslednjo definicijo.

ey

Torej lahko, tako kot Karamata, postavim

Definieija 2.1. Pozitivia zvezna (merljiva) funkcya r, defintrana na
poltraku f_a,z,?oo), a > 0, sc¢ imenuje pravilno spreminjajoéa se funkcija (v
neskonénosti), ¢e obstaga tako realno Stevilo p, da za vsak t > 0 velja

lim r{tz)/r(z) = ¢* (2.2)

ZT—r CO

O,
N
&
S

Stevilo p se wtmenuje indeks regularne variacye (za funkcijo r).

V posebnem primeru p = 0 je smiselna

Definicija 2.2. Pozitivna zvezna (merljiva) funkciyja L, definirena na
poltraku |a,00), a > 0, se imenuje polasi spreminjajota se funkcija (v
neskonénostt), fe za vsaﬁ; t >0 velja

lim L {iz}/ﬁl{gj =1

€ —+ OO

da se da vsaka pravilno spreminjajoa se

Definicijt 2.1 in 2.2 povesta,
lunkcija r zapisati v oblika

r(z) = 2" L(2)

kjer g@ p 1ndeks njene regularne variacije in L podasi spreminjajofa se
“gé w?E(x Pg—% "-‘aa Yays a . L L % | E { lrey g s £ T 1 . &1
funkcija ore] pomeni vsaka taka unkcija v nekem smislu posploSitev

potence Upz‘ﬁmenhwke , k_}u pa 1ma pocasi spreminjajofa se funkcija L
bistveno vlogo.

Navedimo nekaj primerov funkcij s podasno variacijo. Take so npr vse



pozitivne funkcije, ki imajo v neskonénosti pozitivno limito, funkcija

kjer so 1, realna stevila in pomeni In, z k-to iteracijo naravnega logaritma,
nadalje npr. funkcija
1 dt
r— — | —
r /) Int

1

funkcija z — exp(lnz/ In In z) itd.

Lahko je videti, da vse podasi spreminjajode se funkcije sestavljajo
multiplikativno grupo za mnoZenje po toCkah. Prav tako je za vsak o > O
In T — 0O res

z*L(z) — o0, 2z “L(z)—0 (2.6)

To pomeni, da je stopnja nara$¢anja (padanja) funkcije L manjsa od
vsake potence. Lahko torej recemo, da pravilno spreminjajoce se funkcije
zapolnjujejo glede stopnje rasti vrzel med poljubnima potencama spre-
menljivke z v smislu (2.4).

Naravno se zdi ob vsem tem vpeljati tudi pojem hitro spreminjajocih
se funkcij (Bekessy |7]), katerih nara$¢anje (padanje) je hitrejse od vsake
potence.

Definicija 2.3. Pozitivna zvezna (merljiva) funkcija g, definirana na
poltraku |a,00), a > 0, se tmenuje hitro spreminjajota se funkcija (v
neskonénostr), e za vsak t > 0 velja

lim g(tz)/g(z) =0 ali oo

Z— O

Odslej bomo razred vseh pocasi, pravilno in hitro spreminjajocih se
funkciy oznacevali z E. Dobro je vedet1, da se matematiéni modeli mnogih
zakonov v naravoslovnih vedah izrazajo s funkcijami razreda K, natancneje
s t. 1. Hardyjevimi funkcijami, ki jih bomo definirali kasneje in tvorijo
podmnozico v K. Taki zakoni so npr.

1. Newtonov gravitacijski zakon: F' = gmym, /r?
2. Malthusov zakon populacijske (naravne) rasti:

N(t) = Noexp(—k(t — to))
3. Logisti¢ni zakon (tudi kinetika biomolekularnih reakecij):

N(t) = Noa/|bNy + (a — bNy) exp(—alt — tg))
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. Michaelis-Mentenov model encimske saturacije:

U — wms/(%m T S}

. Weber-Fechterjev zakon merjenja ¢utnih zaznav:

6. Barometri¢na enacéba: h = cln(po/P}

Funkdj& 17 tocke ] j@ pmmhm spreminjajola se ﬁm mja z indeksom —2,
v tocki 2 je hitro spreminjajoca se funkcija, drugi prim mdstaﬂjaj@
pocasi spreminjajoce se funkcije.

Najvazne]s1 rezultat v teorij je naslednji

1n1ajoco se
podmmnoZi-

Za vsako pocast sprem
kompaktnih

[zrek 2.1 (0 enakomerni konvergenci).
funkcijo L je konvergenca v (2.3) enakomerna pot na
cah v (0, co).

Eden najbol) uporabnih rezultatov pa je

Izrek 2.2. (o reprezentaciji). Funkcija L je polast spreminjajola se
funkcija, ¢e in samo ¢e obstaja konstanta a > 0, zvezna funkcija ¢ s konéno
limito v neskonénosts in zvezna funkciyja € z lastnostjo lim e(z) = 0, tako

€Z—r OO

da je

t

4

Ce je ¢(z) konstanta, re€emo, da je funkcija L normalizirana.

Oba fundamentalna, rezultata, je dokazal Karamata leta 1930 za zvezne
funkcije, Korevaar in drugi (glej |8]) pa kasneje za merljive funkcije.

lastnost:

Zgomga 1izreka sta osnovno orodje za dokazovanje razli¢nih

pocasi spreminjajocih se funkeij, npr.

Izrek 2.3 (De Bruijn [8)). Naj bo L polast spreminjajola se funkcija.
Potem obstaja taka funkcya L, € C*®la,o0), da za vsak  — oo welja

Tu in nadalje pomeni simbol f(z) ~ g(z) (z — o0), da je lim f(z)/

f9(z) = 1.
To je lepa lastnost gladkosti pocasi spreminjajoéih se funkcij. Dodatno
je Adamovi¢ |1] pokazal, da lahko funkcijo L; izberemo tako, da interpolira
funkcijo L, to je, da velja L(z, ) = Li(z,) za poljubno neskonéno zaporedje
Stevil z,,, k1 narasc¢ajo v neskonénost.

Zia odvedljive funkcije velja naslednji kriterij za razlocevanje med pocasi,
pravilno in hitro spreminjajoéimi se funkcijami: |




Izrek 2.4. Najy pozztwna odvedljiva funkcya g, definirana na poltraku
la,00), a > 0, zado&éa pogoju

zg'(z)

lim = C
T — CO g(m)

Potem je g poéast, pravilno ali hitro spremainjajocéa se funkcija glede na to,
alt je ¢ = 0, ¢ € (—00,00) oziroma ¢ = Foo.
Zadnj1 rezultat je uporaben pri diferencialnih enacbah.

Morda je dobro $e omeniti, da pocasi spreminjajoc¢a se funkcija lahko
mocno oscilira, ko £ — oo, kot pokaZe naslednji zgled

L(z) = exp(In'/® zcos(In z)*/?) (2.8)
Tu je iminf L(z) = 0 in limsup L(z) = oo.

I —r Q0O T — OO

2.2 Posplogitve. Izmed Stevilnih posplositev omenimo le dve.

Prva je iz zgodnejsih ¢asov teorije. V. G. Avakumovic |5| je leta 1935, da
b1 razdiril nekatere Tauberjeve pogoje, vpeljal razred funkcij z O-regularno
variacijo.

Definicija 2.4. Pozitivna zvezna {merljiva) funkcija g wma O-regularno
variacijo (v neskonénosti), e za vsak t > 1 velja

0 < liminf g(tz)/g(z) < imsup g(tz)/g(z) < oo

L= O T — 0O

Kasneje se je pokazalo, da imajo funkcije z O-regularno variacijo mnogo
skupnega s funkcijami, ki sta jih vpeljala N. K. Bari in S. B. Stec¢kin za
reSevanje razli¢nih problemov iz teorije aproksimacij. Osnovne rezultate v
zvezl s takimi funkcijami so dobili Karamata ter Aljanci¢ in Arandjelovié

2].

Drugo, bolj daljnosezno posplositev je prispeval De Haan (glej [8],
str. ];27} ki je 1zdelal ( _aramatovi teomﬂ} vzporedno teorijo, primerno za
uporabo pri splo$nih slu¢ajnih procesih. Namesto limit (2.1) je obravnaval
bolj splosne relacije [p(tz) — p(x)|/h(t) — ¥(t), ki se reducirajo na Kara-
matov primer, ¢e vzamemo h(t) =1 in ©(z) = In f(z), ¥(t) = Ing(t).

. Uporaba

Asimptoti¢na analiza se v sploSnem ukvarja z aproksimacijo funkcij v
okolici neke tofke (ali na nekem intervalu) z bolj primernimi funkcijami.
Lden najbol] pomembnih razredov funkcij v asimptotiéni analizi je Hardy-
jev logaritmiéno-eksponentni razred, definiran za dovoh velik realen z, s
koné&no kombmacuﬁ obmajmh algebmicmh operacuj Eogamtmlra,nja, 1n eksw
ponenciranja. Kot je Hardy sam zapisal v [12]: “Dosle] v analizi $e ni
bila pmdataﬂjena funkdja,) katere zakon rasti, ¢e se ga da doloéiti, se ne

-] L,M
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bi izraZal z logaritmid Pocasi spren mjajace
se funkcije so dolofen wzw Hardyjevemu mnenju. Hardyjeve funkecije
so namred skupa] z vsemi odvodl n @ﬁm@n@ in imajo v neskonénosti kondéno
all neskon¢no limito, pocasi spreminjajoce se funkcije pa lahko tudi oscili-
rajo, kot smo videli v prim 2.8. Kot bomo Spmﬁah kasneje, se pocasi in
pravilno spreminjajoce se §unkcije zelo naravno pojavijo npr. kot resitve neka-
terih diferencialnih enaﬁb Razred R tomj pomembno in bistveno razsirja
Hardyjev razred funkcij, ki sestavljajo v R seveda prave podmnoZico.

3.1. Asimptotiéno vedenje integralov (Abelovi izreki) V asimptotic¢ni
analizi je eden glavnih problemov, ki vzbuja znanstveno zamanj@ ze od
Laplaceovih Casov, povezan z o integralov oblike [ f(z,t)dz, ko

5. Ce integrand vsebuje pofasi spreminjajoto se funkcijo, lahko
em redimo dokaj splosno, |

Aljancié, Bojanié¢, Tom [3}} 5@ funkcyja g inlegrabiina
na intervaly I in L pocdast spreminjajola se funkciya. Teday za t — co velja

DOGOJEV:

fe je 1zpoingen eden od naslednjyih

(1) 7 =10,b], 6 >0, zm‘eg?‘aff g(z) dz obstaja in je fé} g{z) Plg(z)|dz < oo
za neky p > O,

¢,00), a >0, in je z?g(z)| d

0,00} 1n so czzp&fnj@m vst integralski pogogi 1z (1) in (ii).

Ta rezultat je zelo koristen pri razliénih aplikacijah, npr. pri studiju
vedenja resitev dolodenih diferencialnih enaéb [15] in vedenju Schwartzovih
distribucij. Opazimo, da so v nasprotju z drugimi podobnimi izreki pogoji
glede funkcije ¢ zelo splosni, nobene posebne lastnosti funkcije ¢ ne potre-
bujemo. To je 1zkljuéno posledica narave podasi spreminjajole se funkcije

L.

o0

r < oo za nekip > 0,

!
I

|

" konvergira

a,, Abelovo

& &% & B & X m
3.2. Tauberjevi izreki. Ce za 0 < z < 1 vrsta ani a, T

k funkciji f(z) in je ];ili’n . f(z) = s, re¢emo, da je vrsta )
M P

Podobna definicija Veha za ustrezni integral.

Znano je, da iz %onvm‘genﬁe viste ) . a, sledi njena Abelova su-
mabilnost (Abelov izrek o zveznosti). Rezulati, ki zagotaﬂja,w? da se ob
konvergenci zaporedja ali funkcije (oziroma pravilnega vedenja v kak8nem
sploSnejSem smésh} enako vede tudi to ali ono povpredje zaporedja ali
ﬁmkcu@ se 1imenujejo Abelovi. Obrat Abd@vega, 1zreka nasploh ne velja, s
pm nernimi dodatnimi p@g@ﬂ pa p@bé@n@ resnicen. Takim @bmtm
reCemo Tauberjevi izreki (po c matematiku A. Tauberju kz; je
leta 1897 dokazal najpreprostejs1 tak mmm dodatnim p@g@jem pa Seveéa
Tauberjevi pogoji. ermmﬁbgijo sta uvedla G. H. Hardy in J. E. | Wwood
Proudevanje teh 1zrekov in pogojev se je posebno razmahnilo m

= 1

sumabilna k vsoti s




vojnama, vrh pa je doseglo v delu N. Wienerja o splosnem Tauberjevem
1zreku, enem kljuénih rezultatov matematiéne analize.

Karamata je vpeljal pocasi spreminjajoce se funkcije prav zato, da bi
posplosil nekatere Tauberjeve i1zreke o Laplace-Stieltjesovi transformaciji

in nekatere Tauberjeve pogoje. Njegov glavni rezultat lahko formuliramo
takole:

Izrek 3.2 (Karamata [14]). Naj bo A taka naraséajoée funkcija na
poltraku [0,00), da integral f(z) = [~ e **dA(t) konvergira za = > 0, in
L pocast spreminjejocéa se funkcya.

(i) Ceje f(z) ~ 2 ?L(1/2) za  — +0 (p > 0), velja

Alz) ~ 2" L(z)/T(p+1) 2a z— oo

(ii) Ce je f(z) ~z7"L(z) za = — oo (p > 0), velja

Alz) ~ 2" L(1/z)/T(p+1) za z— +0

Ta 1zrek je razsiritev podobnega Hardyjevega in Littlewoodovega 1zreka
za Laplaceovo transformacijo, kjer pa je L{z) = 1.

Ideja, da bi nadomestili potenco z z bolj splosno funkcijo, je naravna
in bilo je veé poskusov v te] smeri. Toda prav Karamata je redil problem
v vse] splosnosti, preprostosti in eleganci tako pri formulaciji kot v dokazu,
ko je vpeljal pocasi spreminjajoce se funkcije. To lahko dobro vidimo tudi iz
naslednjega rezultata (ki je v resnici vsebovan v izreku 3.2 zaradi posebne
1izbire funkcije A). |

Izrek 3.3. (Hardy, Littlewood). Naj bo a,, > 0, vrsta )~ a,z" pa naj
konvergira k funkciji f(z) za 0<z < 1. Cejen €N, p>0int, € R

yAl

k=1,2,...,n ter
(Ing, z)**
potem 12
za T — 1
sledr

<4 1 — OO

Razdelek zaklju¢imo z naslednjim 1zrekom:

Izrek 3.4 (Aijanéiéa
integrabilna funkcya na | X, 00), integral fOX t2=1In f(¢) dt pa naj konvergira.

{aramata |4]). Naj bo ¢ > 0, f pozitivna lokalno
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Ce za x — oo velpa

alz

t"tnt™?dt = p/o” (p > 0)

potem je [ praviino spreminjajoda se funkcija z indeksom p. Velja tuds
obratno.

Ta rezultat, ki je posplositev nekega zgodnejsega Karamatovega rezul-

tata, m Taubemevega tipa, ker ne potrebuje nobenega Tauberjevega pogoja.
Namesto tega predpostavimo primerno vedenje kvocienta funkcij in njegove
transformacije in od tod sklepamo, da se pravilno spreminja funkcija f. Tore]
brimerjaj [11], poglavje

bi lahko rekli, da je to rezultat Mercerjevega tipa (]
5.9).

zgorﬁ&gﬁg& in podobnih rezultatov je v tem, da je regularna
va,ma,czja potrebna in zadostna za pnmerhwos% funkcij 1n ustreznih trans-
formirank. Torej lahko tudi na ta nadéin karakteriziramo regularno variacijo.
Ziato so znane mnoge pospﬁosu,ve 1zreka, 3.4 za pmm@r bolj spﬁosmh jeder
tako v Karamatovi kot v De H , Sshea, Arandjelovic,
Bingham, Teugeis}, Podrobnosti najde bralec v 8]

3.3 Diferencialne enagbe. Kot je v ¢lanku |6] prvi pokazal Avakumovid,
se pocasl 1n pravilno spreminjajoce se funkcije naravno pojavijo pri studiju
asimptotskega vedenja (v neskonénosti) nekaterih nelinearnih diferencialnih
enacb Thomas-Fermijevega tipa. Za primer navedimo naslednji rezultat,
Ceprav bi seveda lahko obravnavali splosnej$e razmere |18];

Izrek 3.5 (Mari¢, Tomié, [16]). Naj bo y reditev diferencialne enacbe

y" =27 Ly (2)y" L2 (y)

(c € IR, A > 1), k7 konvergira protz O,
Ce sta Ly tn L, pocdasi spreminjajodi se funkectji v oo oziroma v 0 in &e

obstaja wnverzna funkcya k funkeyi y — y* Ly (y), velja:

(1) Za 0 > —2 je y pravilno spreminjajoca se funkciyja v neskonénosii z

indeksom (o +2)/(1 — ) in
PN (y(2)) ~ (1 + 0 + )2 + ) (A - D L @) (3)

(ii) Za 0 = —2 je y poéast spreminjajola se funkcija v neskonénosti in

ko T — oO.

P @) ~ (A1) [ La0d (3.2)



Za o < —2 takih resitev na.

Pri Lo(y) = 1 se (3.1) reducira na Avakumoviéev rezultat iz |6], pri
Li(z) =1, Ly(z) = 1 pa na neki znan Fowlerjev rezultat. Ce je Se dodatno
o = —1/2in XA = 3/2, potem nam (3.1) pokaZe vedenje edine resitve, ki v

neskoncénosti konvergira proti 0, znamenitega Thomas-Fermijevega modela
1z jedrske fizike.

Rezultat pove tudi to, da ima obravnavana diferencialna enacba nasled-

njo lastnost: Ce je desna stran pravilno spreminjajoca se funkcija, velja isto
za njene resitve.

Naj zaklju¢imo s klasi¢no linearno diferencialno enaébo drugega reda

y' — f(z)y=0

kjer je f pozitivna in zvezna funkcija na realni polosi [0, co).

Ceprav so to enacbo zaradi njenega pomena v kvantni mehaniki veliko
Studirali tako matematiki kot fiziki, nam pojem regularne variacije omogoca
nov vpogled v strukturo mnoZice njenih resitev.

Zia primer navedimo naslednji rezultat o trihotomuji.

Izrek 3.6 (Marié, Tomié [15]). Naj velja z* f(z) — ¢, ko x — oo. Potem
so vse (pozitivne) padajole resitve enadbe y"' — f(z)y = O polasi, hitro ald
pravilno spreminjajole se funkcije (z indeksom p = (1 — (1 + 4¢)¥/2)/2 v
zadnjem primeru) glede na to, alt je ¢ =0, ¢ = 00 oziroma 0 < ¢ < .

Zanimivo je, da se pojavijo tudl pocasi in hitro spreminjajoce se resitve,
Ceprav take funkcije ne nastopajo v predpostavkah glede koeficienta f.

3.4. Teorija verjetnosti. Iz Stevilnih primerov uporabe 1zberimo neka;
rezultatov 1z t. 1. obnovitvene teorije (angl. renewal theory). Njeno bistvo
pojasnjuje naslednji zgled ([8], str. 359): Elektri¢no Zarnico priZgemo v ¢asu
t = 0 in jo pustimo goreti; kakor hitro pregori jo zamenjamo z drugo.
Zivljenjsko dobo %arnice X, ki je konna in pozitivna, lahko imamo za
slu¢ajno spremeljivko. Naj bo F(z) = P(X < =z) porazdelitvena funkcija

za X. Ce so slucajne spremenljivke X, X,,... neodvisne in porazdeljene
enako kot X, definirajmo nove spremenljivke:

5, =Y X,
=1

za, vsak n=1,2,... 1n
N; = max{k; S, <t}

za vsak t > O. (é’e je S = X; > t, vzamemo N; = 0.} S, pomeni
skupno Zivljenjsko dobo prvih n Zarnic, IV; pa $tevilo Zarnic, ki so gorele do
vklju¢no trenutka t, ko prizgemo naslednjo Zarnico. Obnovitvena funkcija U
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je definirana kot matemati¢no upanje spremenljivke N; + 1, tore]

ni} mP{Sﬁ S I < Sn—é—l) = P(Sn S i) - P(Sn+1 < i)

———

oo} oznadimo matematiéno upanje spremenljivke X, tore;

Po t. 1. obnovitvenem izreku za vsak h > 0 velja
U(i—}-h) WU(ﬂ "ﬁh/ﬂ

e t — oco. Po t. 1. elementarnem obnovitvenem izreku, ki je posledica
prejSnjega, pa pri istem pogoju t — oo velja U(t) ~ t/p (glej |9]).

Teorija pocasi spreminjajolih se funkciy nam sedaj omogoca, da povemo
nekaj ve¢ o konvergenci obnovitvene funkcije U.

Izrek 3.7 [8]. Nay bo a realno Stevilo, 1 < o < 2, 1n p < oo. Teday velja
U(t) -t/ ~ 22 L(E)/(a— 1)(2- )i (¢ — oo)
natanko takrat, ko je

1— F(z)~z “L{z) (z— o0)

V uporabi je pomemben tudi primer 4 = oco. Naj bo

F(s) = | [

Lalpace-Stieltjesova transformiranka porazdelitvene funkcije F' (ki obstaja
za vsak s > 0, ker je F' omejena). Tedaj se da pokazati (glej |8], Corollary
8.1.7), da velja

1 — F(z) ~ m_aL(i)/fF(l —a) (z— o)
natako takrat, ko je

1— F(s) ~s*L(1/s) (s— +0)

i3l mnmenn e mnmd 2. @2 (tAANNY O O



r

Iz definicije obnovitvene funkcije U se hitro vidi, da je njena Laplace-

Stieltjesova transformiranka U enaka ravno funkciji 1/(1 — F). Tedaj pa z
neposredno uporabo Karamatovega izreka 3.2 (kjer za A vzamemo funkcijo
U) preverimo veljavnost naslednjega izreka.

Izrek 3.8. Naj bo 0 < o < 1 wn pu = 0. Tedajy velja

U(t) ~ t*/LOD(1 + @) (t — oo)

natanko takrat, ko je

1]
.12-
L13.

14
15

_ tions, Review of Res. Fac. Sci. univ. Novi Sad, Math. Ser. 14.2 (1984) 1-11.
16

9,
1966.
LIO.

1 - F(z) ~2"*L(z)/T(1 —a) (z— o)
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Priuvajanju osnov nerelativisti¢ne kvantne mehanike se navadno opremo na podob-
nost valovne funkcije s funkcijo, s kakrdno opiSemo valovanje v Newtonovi mehaniki. Pri
tem kaZe skrbmo upogdtevati, do kod seZe podobmnost, in poudariti razlo¢ke. Pomemben
razlolek se razkrije, ko razisemo, kako se valovna funkcija vede pri prehodu iz kakega

inercialnega sistema v drug tak sistem.

In the introduction fo elementary nonrelativistic quantum mechanics usually the
analogy of the wave function with a function describing waves in Newtonlan mechanics
1s exploifed. Thereby one should be aware of the limits of this analogy and stress the
distinctions. An important distinction shows up in studying properties of the wave function
as 1t 1s transformed from one inertial frame to another such frame.

Na poti do nerelativistiéne kvantne mehanike je bilo treba zavreci nekaj
dotle] preskusenih pojmov in se maposﬁe Havadg’m na nov
potjo so s1 pomagali tudi z zasilnim mi, ki1 so pozneje pasf@ah ﬂ@p@m@hm
in so jih odstranili, orajene stavbe.

odsﬁmmp cradbeni oder okoli dog
Poleg Bohrovih elektronskih tirov je najpomembnejsi zasilni pojem “stare
kvantne mehanike” de Brogliejevo smovno valovanje. Vendar se tega valo-
vanja pogosto oklepajo e dandanes pri poutevanju osnov kvantne mehanike.
Malokateri uc¢benik kvantne fizike ali osnov kvantne mehanike prebije brez
de Brogliejevih valov. Tako priljubljeni so, ker dopuscéajo nazorno predstavo
za opis gibanja elektronov i1n sorodnih delcev. Toda ta predstava zavaja.
Zato srednjesolcu v vigjem letniku ali $tudentu v niZjem letniku ne kaze
ponuditi pojma, ki ga zlahka usvoji, a se ga mora pozneje z muko odvajati,
Ce se poglobi v kvantno mehaniko. Bolje mu je poskusiti dopovedati, da je
gibanje elektronov treba opisati drugace kot g}bam@ ‘J@hh teles in da se
moramo pril tem odpovedatl preprostim nazornim prec

Vseeno st je tetko zamisliti, da se sploh ne bi Sh@@vah na podobnost
med opisom gibanja elektronov in opisom valovanja v Newtonovi mehaniki.
Vendar podobnosti ne smemo gnati predaleé¢ in moramo opozoritl na raz-
lo¢ke. Eden i1zmed teh je tako zanimiv, da ga je vredno obdelati nekoliko
podrobneje. |

Zigoséeno lahko podamo osnove kvantne mehanike z desetinmi trditvama,

ki jih delno sproti, delno pa pozneje podpremo z izidi merjenj [1].

1. Elektron ima maso in naboj in za ti koli¢ini veljata ohranitvena zakona.
%,

“elektronom” zajamemo tu tudi druge delce 1z sveta atomov. Neka-




Ao

&6

teri 1zmed njih imajo naboj 0.) Elektron ne more nastati in ne izginiti
1n po tem spominja na tockasto telo Newtonove mehanike, za katerega
je znacilno, da obdrZi svojo 1stovetnost.

Mogoci so poskusi s posamiénimi elektroni. V drobnem polprevodnis-
kem Stevcu prehod elektrona sprozi napetostni sunek, ki ga ojatenega
lahko opazujemo na zaslonu katodnega oscilografa. Idealizirano recemo,
da je Stevec zaznal elektron v doloceni tocki v dolocenem trenutku.

Za kvantno mehaniko so znadilni poskusi s posami¢nimi elektroni, pri
katerih izida ni mogole z gotovostjo napovedati. Ceprav poskusna
naprava poskrbi za enake ockolis¢ine, se izid od poskusa do poskusa
spreminja. Pravimo, da ti poskusi niso ponovljivi. Po prehodu skozi
plod¢ico kristala ali vrsto vzporednih ozkih reZ zadene elekfron z dano
gibaino koli¢ino zaslon v tey ali v drug: tocki.

Poskusi z mnoZico elektronov, ki jih poskusna naprava pripravi tako,
da j1h med sebo] ne moremo razlolevati, so ponovijiv: in je mogoce
njithov 1zid z gotovostjo napovedati. Po prehodu munozice elektronov
7 doloceno gibalno kolidino skozi ploséico kristala ali vrsto vzporedmh
ozkih rez dobimo vselej enako interferenéno sliko.

Iz1d poskusa z mnoZico elektronov opiSemo v najpreprostejSem primeru
tako, da navedemo dele? elektronov dN/N na pasu s 8irino dz v odvis-
nosti od koordinate . Pri dovolj velikem stevilu elektroncov NV in dovol;
ozkem pasu dz je p(z) = dN/N dz zvezna funkcija - {linearna) gostota
elekironov.

Pr1 napovedovanju izida s1 pomagamo s podobnostjo izidov pri inter-
ferenénem poskusu z zvokom in interferenénem poskusu z elektroni.

Pri zvoku je odloilna koli¢ina povpretna gostota energije w(z), ki je
sorazmerna s povprecéno vrednostjo kvadrata odmika delov zraka od

ravnovesne lege. Po podobnosti dN/N dz z w(z) vpeljemo wvalovno
funkcijo (=) tako, da ustreza odmiku od ravnovesne lege s(z).

Podobnost med ¥ (z) in s(z) je omejena. Zares v trenutni sliki (prit = 0}
za elektrone z gibalno koli¢ino p valovna funkcija ¢ (z) = exp (2mipz/h)
vsebuje krajevno periodo h/p, kot funkcija s{z) = s¢ cos(27z/A) vse-
buje valovno dolZino A. Toda valovne funkcije ni mogole neposredno
primerjati z i1zidi merjenj in, na primer, ugotoviti lege valovnih vrhov

in dolin v dolofenem trenutku. Funkciji p(z) in w(z) pa sta si zares
podobni 1n lahko obe naravnost primerjamo z 1zid: merjenj.

Ce se opremo na ugotovitev, da so poskusi z mnoZico elektronov
ponovljivi, valovno funkcijo (z) priredimo mno¥ici elektronov, ki smo
jo pripravil z dolodeno poskusno napravo. Govorimo o stalisteént in-
terpretaciyr. 'V tem primeru je absolutna vrednost kvadrata valovne
funkeije ¢* (z)y(z) sorazmerna z gostoto elektronov p(z).

Ce pa se opremo na ugotovitev, da so mogoéi poskusi s posamitnimi
elektroni, v kgbenhavnskt interpretaciyi priredimo {z) posaminemu
elektronu. V tem primeru je ¥* (z)¢(z) verjetnosine gostota. Tako
se 1zognemu neposreanemau sklicevanju na S$tevilno mnoZico elektronov.
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ni, ne da

Toda v resnici ne moremo primerjati 1zidov merjenj z napovedr

b1 s1 pomagali z mnoZico nerazlodljivih elektronov. V okviru osnovne

kvantne mehanike se zdita obe interpretacip enakopravni, a druga je

bolj razsirjena.

10. V posebnih okolid¢inah se je mogoce priblizati ponovljivim poskusom
5 posamiénimi elektroni. Ce je irina glavne refe b pri poskusu velika
v primeri s hA/p, smemo v priblizku opisati gibanje elektrona, kot smo
tega vajeni v Newtonovi mehaniki. Pri takih poskusih 1zmerimo maso
in naboj elektrona. Ne bl mogli gledati televizije, ¢e ne b1 bili mogod:
takl poskusi.

Ty e i b
Dopplerjev pojav

Preden se posvetimo valovni funkciji, se kratko spomnimo Doppler-
jevega pojava v Newtonovi mehaniki, denimo pri1 zvoku. Najpreprosteje
je v enl razseZnostl obdelat: primer, da se sprejemnik oddaljuje od od-
dajnika, ki miruje glede na zrak. Vpeljemo inercialni opazovalni sistem
S, v katerem mirujeta zrak in oddajnik, in inercialni opazovalni sistem S’
katerega 1zhodisce se giblje s hitrostjo vy po osi z sisterna S 1n v katerem
miruje sprejemnik. Prehod med sistemoma posreduje Galilejeva transfor-
Maci]a:

= x— vt , t =t (1)

Iz zapisanih enachb izhaja transformacija hitrosti v’ = v — vy.
V opazovalnem sistemu S opiSemo ravno valovanje z enacébo
t

8 = 8y CQS(271"-§ MZQ’F:{“) = 3 cos (kz — wt) (2)
’ 0

Stevilo valov, ki gredo v tem sistemu mimo kake totke v danem ¢asovnem
razmiku, doloéa faza kx — wt takole:

fg — gég’f@g — (Jﬂiz} — ii’f@ﬁ — W§1)'/27T

ce je xy lega tolke v dasu #; in z, njena lega v ¢asu ty. V opazovalnem
sistemu 5’ gre mimo ustrezne tocke v ustreznem ¢asovnem razmiku

N' = |(Kz, —w'i,) — (K'z), —w't))]/2x

valov. Za opazovalca v sistemu S’ valovi ne morejo nastati ali izginiti. Zato
mora biti Stevilo valov V' enako Stevilu V. Iz te zahteve izhaja zahteva, da se
fazna razlika pri prehodu iz sistema v sistem ne spremeni. Ker je Galilejeva
transformacija linearna, velja ta zahteva tudi za fazo samo. Iz zahteve po

ohranitvi Stevila valov izhaja tedaj zahteva po invariantnosts faze




pr1 prehodu 1z inercialnega opazovalnega sistema v drug tak sistem.

V enacbo (3) vstavimo Galilejevo transformacijo (1) in upostevamo, da
velja zveza za vsak x in t. Tako dobimo enacbi za Dopplerjev pojav:

W =w(l- ).

C

K =k
Hitrost valovanja v opazovalnem sistemu S meri ¢ = w/k.

“Dopplerjev pojav” v kvantni meh

Al obstaja pri valovni funkciji pojav, podoben Dopplerjevemu pojavu
v Newtonovi mehaniki? Vzemimo valovno funkcijo

— Wt
v = exp P2 TY, (4)

s katero opisemo elektron s konstantno gibalno koli¢ino p in s polno energijo
W = Zp?/m+ V. Pri tem je p*/m kineti¢na energija in V' od kraja
neodvisna potencialna energija. Valovnemu vektorju & ustreza koli¢ina p/h
in krozni frekvenci w koli¢ina W /A.

Ta valovna funkcija je reSitev Schrodingerjeve enacbe

(5)

za od kraja neodvisno potencialno energuo V ob pogoju za verjetnostno
gostoto U*¥ = konst. = 1.

Koli¢ini p in W se pri prehodu 1z opazovalnega sistema S v opazovalni
sistem S’ transformirata takole:

p'=mv = m(v—uvy) = p—mug , W' =

m(v—uvy)?+V =

1.2 1o W 1, .9
= -mv® — mugv + smu; +V =W — pug + 5 mug (6)

Transformacija za k 1n w se Ze na prvi pogled moéno razloCuje od trans-
formacije za p/h in W /h. Zaradi tega razloka je Alfred Landé podvomil
v kvantno mehaniko v znani obliki in je iskal zanjo novo obliko |2]. Odtle;
pogosto govorijo o Landéjevem “paradoksu”.

R azresitev

- Landéjevi pomisleki 1zvirajo iz pretiranega zaupanja v podobnost med
valovanjem v Newtonovi mehaniki in valovno funkcijo (3], [4]. Trditev 7
je opozorila na omejeno podobnost obeh: ne moremo opazovati “valovnih
~vrhov” in zato “Steti valov” valovne funkcije (4). Zato ne moremo zahtevati,
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da je faza valovne funkcije (pz — Wt) /A invariantna. Neposredno pa lahko
opazujemo verjetnostno gostoto ¥*W¥. V nerelativistiéni kvantni mehaniki
elektron za opazovalca v katerem koli opazovalnem sistemu ne more nastata
all 1zginiti. Integral verjetnostne gostote mora biti invarianten:

Za primer, da Je verjetnostna gostota v opazovalnem sistemu S neodvisna
od kraja mom bit1 neodmsna od kraja, tudi v opazovalnem sistermu S’, 3
se mzaha dveh poljubnih tock pri pye}mu med sistemoma ne sprement:
r, — Iy = xo — x;. Iz tega izhaja spoznanje, da je vemetnos"ma gostota v
tem primeru invariantna

!

(2 W (2 ) = U (2, )W, t) (7)

Pri tem je valovna funkcija W'(z’',t') reSitev Schrodingerjeve enacbe

(8)

ki velja v opazovalnem sistemu S’ kot velja enaéba (5) v opazovalnem sistemu
S. Enac¢ba (7) dopusca, da se transformira valovna funkcija pri prehodu iz
opazovalnega sistema S’ v opazovalni sistem S takole

expt f(z,t) ¥(z,t) (9)

N1 temj treba, da ostane invariantna, kot ostane invariantna funkcija s(z, ),
de je v vem%nostm gostotl kvadrat absolutne vrednosti eksponentne funkcije
z imaginarnim eksponentom enak exp(sf)exp(—1f) = 1.

Resitev Schrodingerjeve enacbe (8) v opazovalnem sistemu S’ s poten-
clalno energijo Vf V', ki ni1 odvisna od kraja, pr1 pogoju ¥*W¥' = 1 1ma
enako obliko kot v @pazwaln@ sistemu S:

i(p'z’ — W't
A

/daj dolotimo funkcijo f(z,t) v eksponentu. Vstavimo « be valovni funkci

in uvidimo, da se morata U.Je atl eksponenta na levi in desni strani enacbe




Pri tem smo uporabili Galilejevo transformacijo (1) in nazadnje vpeljali

po = mug in Wy = 2 mu}. Mimogrede ugotovimo, da je funkcija
| a i{—pox + Wit
erxpzf:exp(poh ot)

reditev konjugirane kompleksne Schrodingerjeve enaébe (5) z V = 0.

Lahko se Se prepridamo, da velja Schrodingerjeva enacba v opazovalnem
sistemu S’ (8), e velja Schrodingerjeva enatba v opazovalnem sistemu S
(5) in posreduje prehod iz opazovalnega sistema S v opazovalni sistem S’
transformacija (9). Z Galilejevo transformacijo ugotovimo, kako odvajamo
funkcijo F(z,y) po z' in ¢’

dF  F 9F 9F = JF
gz 9z’ 5t 9t | 2 4g
Velja namred
ox o o . oz
oz 7 dw O ar 7 ap O

Za odvode funkcije F' = exptf vstavimo izraze

oF 1Y g% F m2u? oF 1Imv2
0 0 0

R Jz? B2 a2k

Nastavek (9) zares resi enacbo (8). Vendar to zapleteno izvajanje ne pove
dosti ved kot prejsnji preprostejsi racun. Oboje pa velja le za pmsti elektron,
se pravl, za pmmer da potencialna energga ni odvisna od kraja. Ce bi bﬂa
potencialna energija odvisna od kraja in bi bil morda elektron celo vezan, bi
bile razmere precej bolj zamotane. Vsekakor bi bil sistem, v katerem bi bila
potencialna energija odvisna samo od kraja in neodvisna od ¢asa, odlikovan.

Prej smo zagotovili, da je integral verjetnostne gostote invarianten, in
s tem 1zrazili spoznanje, da se stevilo elektronov ohrani globalno. Lokalno
poskrbi za to kontinuitetna enacba

a7 dp
DA 10
dx dt’ 10
v kateri je
— s W 11
T 9im \ Oz ()

gostota verjetnostnega toka. Kontinuitetno enacbo lahko pridelamo iz
Schrodingerjeve enacbe. Zato ni dvoma, da velja v opazovalnem sistemu
S’ kontinuitetna enacba

§j=; ~ &pf (12)
Jz' ot
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ée velja v opazovalnem sistemu S kontinuitetna enacba (10). Vseeno je to
zanimivo preveriti. Vemo, da velja p’ = p, iz enacbe (11) pa sledi za gostoto
verjetnostnega toka v opazovalnem sistemu S’:

J =7 — vop.

Zda) po enacbah za odvajanje, ki smo jih uporabili prej, sledr:

dj’ 93 09g dp o dp’ dp dp Jdp

[re—

—— T e @ e
gz Oz Oz Oz w ot At/ ot

in zares velja enacba (12).

Posebna teorija relativnosti

a‘&#

Tako smo razprdih Landéjeve dvome v kvantno mehaniko. Ta nerela-
tivisti¢na teorija 1zhaja iz Newtonove mehanike 1n je invariantna proti Galile-
jevi transiormacijli. Valovne funkcije ni mogode neposredno opazovati in
njena faza m mvariantna. Invariantna pa Je verjetnostna gostota in valovno
iunkcijo je treba pri prehodu v drug opazovalni sistem pomnozit: s faznim
faktorjem, katerega absolutna vrednost je enaka 1. Schrodingerjeva enacba,
v kater1 potencialna energija ni odvisna od kraja, je po obliki invariantna
prot1 Galilejevi transformacij.

Dotaknimo se Se posebne teorije relativnosti, v kateri nas iz opazoval-
nega sistema 5 v opazovalni sistem S’ popelje @WMZ@V& transiormacija

. , (SR N 1
5?.5’; m’ﬁg’@(ﬁm @éf)ﬁ} A gg :’:ﬁfﬁéﬁ -2 } 3 7o — /g — ‘UG/C (

[3)
Ta transformacija velja za komponente katerega koli Cetverca. V tej teorijp
je faza vsele] invariantna, ker jo izrazimo kot skalarni produkt svetovnega
tetverca (ct,t) z valovnim Eetvercem (w/c, k), to je k-r—wt. Cetverec gibalne
koli¢ine je mogole preprosto povezati z valovnim Zetvercem: (W/c,p) =
h{w/c, k).

N1 presenetijivo, da je de Broglie vpeljal valovanje v ckviru te teorije
5], Elektronu, ki miruje v opazovalnem sistemu S, v tem sistemu priredimo
valovanje s kroZno frekvenco w = me¢” /A in z neskonéno fazno hitrostjo, tako
da je k = w/c; = 0. Z njo dobimo v sistemu S’, v katerem se giblje elektron
s hitrostjo —vg, za komponento valovnega éetverca in krozno frekvenco

-, Vow ; - mc?
o= 0 ) Wo— oW = Yo
c? 7}
2 . . > a - v 5
Velikost fazne hitrosti ¢/, = w'/k = —c?/v, je zaradi vy < c veja od

svetlobne hitrosti. Skupinska hitrost ¢, = dw' /K" = *k' /' = —vy pa se



ujema s hitrostjo elektrona; njena velikost je manjsa od svetlobne hitrosti.
Pri tem smo uporabili enatbo —w’*+c2k'* = —w?, ki uposteva, da je skalarni
produkt valovnega ¢etverca s samim seboj invarianten.

V nerelativistiéni kvantni mehaniki je verjetnostna gostota skalar in

gostota verjetnostnega toka trirazsesni vektor. Ce pa vkljud¢imo posebno
teorijo relativnosti, sestavljata verjetnostna gostota in gostota verjetnos-
tnega toka cetverec. Samo mimogrede omenimo, da je v nerelativistiéni
kvantni mehaniki valovna funkciya skalar in da je Schrodinger govoril o
skalarju polja, ko jo je prvié vpeljal.

Vsaka relativisticna enacba 1ma svo] nerelativistiéni priblizek, le da
lahko enacba v priblizku zgubi svo] pomen. Nerelativisti¢ni priblizek za
fazno hitrost de Brogliejevega valovanja se glasi ¢; = —c?/vy — 2vy In za
skupinsko ¢, = —wv,, a zadetni nastavek v nerelativisti¢nem priblizku ni
uporaben. Galilejeva transformacija &’ = k s tem nastavkom k£ = O pripelje

v slepo ulico.
Enacba za invariantnost faze de Brogliejevih valov:

pg — W't =pz— Wt

velja za Lorentzovo transformacijo (13) seveda natanéno. Za priblizek
Lorentzove transformacije

t' = (1+ svg /)t —voz/c? 4+ O(vg) ' = (14 zvg/c?)z — vot + O(vy)

se leva in desna stran ujemata, ¢e zanemarimo ¢lene tretjega reda v vy. Za
priblizek

t’:t-—fvox/cQ—i—O(vg) ) ' =z — vot + O(v7)

se leva in desna stran ujemata, ¢e zanemarimo ¢lene drugega reda v vy. Prej
pa smo ugotovili, da v nerelativisti¢nem primeru leva in desna stran enacbe
razlikujeta za Af(z,t). Galilejeve transformacije za ¢as in koordinato (1) in
za gibalno koli¢ino in polno energijo (6) paé niso simetri¢ne. Transformacije
(6) n1 mogode razumeti kot priblizek Lorentzove transformacije, saj v enacbi
za Cas 1zpustimo &len z vy, v enacbi za energijo pa upo$tevamo ¢len z v .

Nekater: skrajnezi med fiziki so tako zaverovani v podobnost valovne
funkcije z valovanjem 1z Newtonove mehanike, da poskuSajo za vsako ceno
dosedl invariantnost faze tudi v kvantni mehaniki. Zato trdijo, da je treba
namesto Galilejeve transformacije paé uporabiti priblizek za Lorentzovo
transformacijo [6]. Pri tem pa pozabijo, da se s tem pribliZkom odpovedo
za Newtonovo mehaniko znadilnemu absolutnemu ¢asu in s tem zapustijo
obmoc¢je veljavnosti nerelativisti¢ne teorije. Veliko bolje se je Ze spocletka
sprijaznitl s spoznanjem, da valovne funkcije v nerelativistiéni kvantni
mehaniki v vseh pogledih ne moremo primerjati s funkcijo, s kakrsno opiSemo
valovanje v Newtonovl mehaniki.

oD Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 3



Korenine transformacije za valovno funkcijo {9) segajo do osnov Newto-
hanil " " " Newmnm’ zakon, so invari-
Toda La grangeova n kciga prostega
)aciji preld e v '

Adf /dt z znano funkcijo Af(z,t) = —mugz —-%— =m

Newtonove mehanike glede na Galilejevo transforn mg@ imenujejo | @@zunw
@mzam%wﬁ Njeni nasledki se pokaZejo v nerelativistiéni kvantni mehaniki.
Zaradi nje ‘miovne funkcije pmSMh delcev ne kaZejo simetrije, ki je znacilna
73 @H&C@ gibanja. To nevsecnost je mogole odpravitl z dod aﬁma prostostno
stopnjo, ki vodi do teorije v petrazseinem prostoru |7|. V njej imajo valov-
ne vse simetrije @ﬂmb gibanja.

L G @hﬁi@j@m ?Emnsfmmaﬁm
pri Galilejevi transforn

Nazadnje se s pripravnim pogojem
bimo dodatne pete prostostne stopnje.

Na eni strani izhaja iz tega nauk, da v mehaniki Galilejeva transforma-
clja ni ‘vedna dober priblizek za Eﬁren‘tzm@ w@ﬁgfwmamg@ Skupaj s spo-
znanjem, da @bstaj ata dva mzhcna nwdaﬂwstmma priblizka za Lamnwm’@
imnsfor nacijo elektrodinamiénih kolidin [ |, zbudi to dvom v trditev, d
je mogoce relativistiéne enacbe VGdR@ o prevesti v memhﬂmstmg N
drugi strani pa o Heisenbergovo misel, da je vsak dober fizil pm mﬂjen
sprejeti nove pojme, toda celo najboljsi fiziki ‘%f@a,szh starih
dozdevno varnih p@ﬁﬁ@%f\

11 J .Strnad, Mala kvanina fizika, DMFA, Ljubljana 1989.
[ }A Landé, Quantum fact and ﬁﬁf@(}?’l I, Am J. Phys. 33 (1965) 123; II, Am. J. Phys
(1966) HGO I, Am. J. Phys. 87 (1969} 541; IV, Am. J. Phys. 43 {19’?5) 701.
D. Park, Introduction to Quantum FPhysics, McGraw-Hill, New York 1964.

J.-M. Levy-Leblond, Quantum fact and classical ﬁcfz’an Am J. Phys. 44 (1967) 1130.
J. Stm&d W. Kuhﬂ On the de Broglie waves, Eur. J. Phys. 6 (1985) 176.

J. W. G. Wignall meﬁ dependence of the pfwse of de Broglie waves, Am. J. Phys. 57
(1989} 415.

M. Omote, 5. Kamefuchi, Y. Takahashi, Y. Ohnuki, Galtlean covariance of the Schro-
ﬁngw gguaiwm Fortschr. Phys. 37 {3989) 933.

M. le Bellac, J.-M. Levwa@Hondﬁ Galilean electromagnetism, Nuovo Cim. 14B (1973)
217.

IS

7} e 2. ke 25 HE, %

S pisalnim strojem napisan rokopis predloZijo avtorjiv dveh izvodih (drugi izvod
je lahko kseroks kopija) na belem papirju formata A-4, z dvojnim razmikom in vsaj 2
cm Sirokim robom na vseh $tirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo
postavljene kurzivno, in vsi matematiéni simboli podértani z valovito ¢rto, besede in
simboli, ki morajo bm stavljeni polkrepko, pa podéz‘mm z ravno ¢rto. Pedmbne}%
nmvodgh so objavljena v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62-64. Pri korekturah na

krtaénih odtisih uporabljajte dogovorjene zna,ke glejte Pravila za slovenski pravopis,
DZS, Ljubljana 1990.)




ALOGE ODDELKA
IMFM V LETU 198

V letu 1989 je bilo na Oddelku za matematiko Instituta za matematiko,
fiziko in mehaniko v Ljubljani v okviru usmerjenega raziskovalnega programa
Matematika 1zdelanih 22 raziskovalnih nalog. Objavljamo njihove kratke
1zvlecke.

Zbral in uredil Milan Hladnik

223. Razsiritve pravih holomorfnih preslikav pozitivhe kodimenzije. Nosilec

Franc Forstneric, sodelavee Mitja Lakner.

Zia gladko preslikavo f med dvema realno analiti¢nima strogo psev-
dokonveksnima hiperploskvama M C C" in M' € €™ (m > n > 1), ki
zados¢a tangencialnim Cauchy-Riemannovim enadbam, obstaja odprta gosta
podmnoZica My C M, tako da ima f analiti¢no nadaljevanje v neko okolico

mnozice My v C". Ce sta M in M’ sferi, lahko dokaZemo Se vec.

224. Analitié¢ne in harmoniéne funkcije na druZinah kroZnic. Nosilec Josip
Globevnik, sodelavec Robert Bakula.

Dokazana sta dva izreka (zadostna pogoja) o tem, kdaj je dana funkcija
[, ki je zvezna na odprtem enotskem krogu A C € in neskonénokrat
odvedljiva v okolici tocke 0, harmonitna oziroma analiti¢na na A. Pogojn
se 1zrazajo z vrednostmi funkcije f na krozZnicah, ki objemajo tocko O.

225. NaraSajoce funkecije z vrednostmi v Banachovih mreZah. Nosilec Boris

jna, Mirke Dobovisek.

Lavri¢, sodelavea BDojan Maga

Ugotovljeno je, pri katerih Banachovih mreZah prostor regularnih ope-
ratorjev vsebuje prostor v stoZcu sumabilnih operatorjev in pri katerih velja
obratno. Posplosen je Schmidtov izrek o Jordanovi razélenitvi vektorske
mere 7z omejenim totalnim razmahom. Dokazan je obrat Grothendieck-
Diestel-Fairesovega 1zreka 1in reprezentirani so urejenostno omejem linearni
operator]i iz prostora C|0, 1] v Banachovo mreZo z urejenostno zvezno normo.

226, Aproksimativne metode in novl struklurni operatorji za lunkcionaine
diferencialne enadbe., Nosilee Miklavz Mastingek.

V zvezi s funkcionalno diferencialno enacbo z{t) = Az(t) + L{z,) kjer
¢ A infinitezimalni generator krepko zvezne polgrupe, je uvedena Yosidova
aproksimacija A, operatorja A ter definiranc zaporedje sclucijskih polgrup
T\ (t). Zan] je dokazana konvergenca in podana karakterizacija adjungiranih

soluciyskih polgrup.

el

o

IzvieCki raziskovalnih nalog iz leta 1988 so bili objavijeni v Obzornikn mat. fiz. 36
(1989) 91-95.
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ge@mmm prostor @p@mmm@v
__ toni oceni razdalje med unitarnima
orbitama dveh norma}mh Opemmmev in raziskana razseZnost 1n trianguliza-
bilnost prostorov nilpotentnih matrik.

. Nosilec Peter Semrl, sodelavca

228. Cauchyjeva funkecijska enaéba

Hladnik in Gorazd

&

Dva tipa funkcijskih enacb za aditivne funkcije omogocata karakteri-
zac1jo predhilbertovega prostora brez uporabe trikotniske neenakosti. Adi-
tivna odvajanja na standardnih algebrah so notranja, isto pa velja tudi za
jordanska aditivna involutivna odvajanja na algebri vseh omejenih linearmh
lilbertovem prostoru.

operatorjev na |

Joso Vukman, sodelavec

Nosilec

nja in sorodne preslikave.

Matej Bresar.

Naj bo X levi K-modul. Pri razmeroma Sibkih pogojih 1z eksistence
nemcdnega levega deanskega odvajanja, to 38 aditivne preshikave D : K
ki zado$a pogoju D(z?) = 2zD(z) za vsak z € K sledi komut a?wn@st
To omogoca resitev nekega problema S. Kurepe. Dokazani sta
Wermerjevega 1zreka.

k @Eob arja /.
tudr dve nekomutativni razdiritvi Singer-

generiranih

prostorov,

Funkcionalno-analiti€ne lastnosti funke
bloki. Nosilec Ales ZaloZnik.

Prostori funkeij, ki so na enorazseinem torusu generirani z bloki, so po
M. Taiblesonu in G. Weissu “blizu” razredu vseh integrabilnih funkeij, kljub
temu p& usfﬂrezpe Fourierove vrste konvergirajo skoraj povsod Posplositve
h konstrukcil) na prostorith homogenega tipa omogocajo dokaz zanimivih

lastnosti prostorov, generiranih z bloki.

Peter Petek,

231. Iteracija racionalnih funkeij in analitié¢ne funkcije.

sta analitiéni funkcij
hitro

Pri 1teraciji racionalne funkcije v kompleksnem
za dve razliéni negibni tocki povezani s Fourlerovo vrsto z 1zredno
padajodimi koeﬁmenu Newtonwa metoda pmpdge d@ n@mcge cele funkcge
juhaﬁva | E

mic in neke




232. Kriterij kon¢énodimenzionalnosti celicastih dekompozicij topoloskih 4-

mnogoterosti. Nosilec Dusan Repovs, sodelavei Donéo Dimovski, Rae

Mitchell, Evgenij S&epin.

Dokazan je naslednji geometrijski kriterij za konc¢no razseznost: Ho-
moloska 4-mnogoterost je konéno razseina tedaj in le tedaj, ko 1ma last-
nost disjunktnih pontrjaginskih n-teric za neki n > 3. Posledica dokaza
je reprezentacija Borel-Moorovih 1-ciklov s singularnimi 1-cikli in njihovih
0-homology s slikami pontrjaginskih diskov.

233. Indeksna teorija nad bazo in parametrizirane posplosSitve Borsuk-Ulamo-

vega izreka. Nosilka NeZzka Mramor-Kosta, sodelavei JoZe Vrabec, Pavle

Saksida, Janez Rakovec in JoZe Malesic.

Naj bo G kompaktna Liejeva grupa in B parakompakten prostor s
prostim delovanjem grupe G. Indeksno teorijo za G-prostore nad bazo B
so vpeljali Fadell, Husseini in Jaworowski. Izradunan je G-indeks nekaterih
standardnih sveZnjev in dokazani parametrizirani Borsuk-Ulamovi 1zreki za

grupe Z,, S*, S°, O(n), U(n) in Sp(n).

234. Racdunalnisko orientirane matematiéne metode — XIV. Nosilec Janez Grad,

sodelavec Janez Barle.

Predstavljena je analiza osnovnih metod celostevilskega programiranja
In razvita ustrezna programska oprema, npr. algoritem na podlagli metode
razvejanja in omejevanja (vkljuéen v programski paket PCLIP), postopek
za reformulacijo problema mesSanega celostevilskega programiranja in testi z
metodo simuliranega hlajenja, uporabljeno pri problemu trgovskega potnika.

235. Oc¢rtana krogla poliedra. Nosilec Stane Indihar.

Prikazan je konéni iterativni postopek za doloCitev najmanjse krogle, ki
pokriva omejen polieder X C IR". Osnovan je na algoritmu za iskanje naj-
manj8e krogle, ki vsebuje dano koné¢no mnozico to¢k iz IR"™ ter na algoritmu
za doloCitev najbolj oddaljene ekstremne tocke poliedra X.

236. Biortogonalni polinomi in singulirano perturbirani robni problemi. Nosi-
lec Andrej Kmet, sodelaveca Bojan Orel in V. V. Bobkov.

Dani so pogoji za eksistenco in enoli¢nost ortogonalnih in biortogonal-
nih polinomov ter raziskane njihove lastnosti (nicle, tri¢lenska rekurzivna
formula, Gaussove integracijske formule). Obravnavani so tudi nelinearni
singularno perturbirani robni problemi in njihove limitne reSitve. Numeri¢na
metoda Newtonovega tipa je preizku$ena na primerih.
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Nosilec J

ernej Kozak, sodelavca M

Paralelepipedski zlepki.

‘ u E@ H g &

Predstavljene so osnovne lastnosti paralelepipedskih zlepkov,
za prikaz krivulj in ploskev s takimi zlepki in aproksimacija z vecrazseZnimi
kardinalnimi zlepki. Nadalje je obravnavan polni razvoj Bernsteinovega
polinoma nad simpleksom, ohranjanje Lipsitcove lastnosti pri rezanju kotov
kontrolnega poligona in ocena projektorja po metodi najmanjsih kvadratov
z viSan]em stopnje tega poligona.

Numeriéno reSevanje enacb linij, pri katerih so parametri odvisni od

Bohte in

frekvence, 2. del. Nosilec

Gabrijel Tomasic.

parametri so

metod za analizo elektriénih prenosnih linij, katerih
odvisni od frekvence, je podrobneje obdelana mvemija Laplaceove transtor-
Uporabljena sta dva aigemt na za numeriéno invertiranje (a&gomte
FFT). Raziskani so tudi problemi z neline-

macije.
s Hornerjevo shemo in algoritem
arnimi robnimi pogojl.

239. Eksperina lupina za formalne sisteme. Nosilec Izidor Hafner.

Podani so osnovni principi ekspertnega sistema, ki generira dokaze .
formul formalnega sistema. Za ekvivalentnostni ralun je opisan program
v prologu, za Lukasiewiczev popolnostni izrek pa je izdelan aigomtem )
generiranje dokazov. Formule sistema so predstavljene s seznami.

mdstaﬂjem so 1ntenzionalni Lambek
in IL., ki se razlikujejo le po &tevilu stmturaﬁmh pravil.
so njithove metalastnosti in pripadajoda tipizirana lambdasemantika.
respondenca med pomoZnim deduktivnim sistemom AS in IL. omogoca

ucinkovitejsi dvovrstni pristop.

i in slovenska sredmjeSolska matematika.

241. Zanimivl matematiéni problen

Nosilka Marija Vencelj.

Nekater: zanimivi geometrijski problemi, izbrani 1z knjige Dorrie,
Mathematik, so dokazani na algebraiden nacin in splo$neje, s sred-

stvi, ki jih uvaja matematika za naravoslovne srednje Sole v Sloveniji.
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