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To je nadaljevanje ¢lanka, ki je iz8el v prejsnji 8tevilki Obzornika.

Ziaka) sploh govorimo o le¢ah? V z’mmgm m@dm“ﬂe Gp‘éﬂée
so lece, Ce se sploh van@vag@ amgmﬁﬁ@ na stran. Lep mer je znani
u&benik na 304 straneh 1]. Vse o letah je na treh

do enacb leéja je radunanje loma ZMR@, na krogelnih

piﬁaskvah E@e in sicer Emmk za korakom od prve do zadme lece. Ta pm je res

1 pa b@i’ﬁ@ da Eah%@ tudi E@q& Qbmww@‘a NO Nna Novo 11 Zanimivo
~Z novim maten aﬁmmm @mdﬁm ’bmkﬁ je naj bw ze &gam%? da so to

je @‘mﬁ pmmbm tudi za srednjedolca. Tako n 0&no 5@3 da;, je prav vseeno,
ali so lede tanke ali debele. In resni¢ne lede so ponavadi kar d@h@gﬁa Tako
: kar ] glavje o Ee&i ah” |4

Se pomen nejse je tole. Uvideli bomo, da v paraksialnem p
polnosti opifemo poljubno le¢je preprosto z eno samo 1 natriko 2 % 2
torej niso zgolj rac¢unski pripomocdek za fizika. To je lep primer, da izikalnih
sistemov ne opisujemo le s skalarji in vektorji, ampak tudi z ma&mw&mz
%@nﬁu se nam bo 1z mat: zcmega all aég@bmiqmga; opisa é&’-}q& rodil nov
Nl Nazoren geon etmgskx opis. Ta opis za tanko leco bralci najbrz Ze poznajo.
Videli bomo, da ﬁ tudi geometrijski opis leé¢ja podobno preprost. Lepa pot
do njega V@E preko algebrajskega opisa.

Slika 2 kaze zap@m:e le¢ al1 le¢je s skupno optitno osjo. Ta pravokotno
pmbada, temena le¢. Na lelje pada svetlobni Zarek. KakSen je Zarek, ki
1z 17 Eeq
Najpre] se dog bomo zapisovalt stvari, o katerih
govorill in z njirni mumah Potrebovali bomo koordinatni sistem. Izk
ga tako, da se os = pokriva z optiéno osjo in kaZe 1z smer1 vpadnega Zarka.
Izhodis¢e postavimo v levo teme prve lefe. Ledje sestavlja N le¢. Mejne
ploskve le¢ so kmg@h@ kapice in so konkavne, konveksne ali ravne.
dim@m temena s-te mejne pb%w oznadimo z z,, s = 1,2,..., 2N. Razmik

4 mejnima ploskvama s in s+ 1 je h,py, = 2,41 — Z, > 0 AR




oznaimo lomni kvocient sredstva med tema mejnima ploskvama. Lomni
kvocient sredstva na levi strani le¢ja je n,; In nyy 4+ na desni strani.

=0 x, X x S Xon-3  Fawn-2 %an-1 Xon

Slika 2 Ledje s skupno opfi¢no 0s)o

Ogleymo s1 Zarke, ki 1zhajajo 1z to¢ke P in padajo na mejno ploskev lece.
Koordinatni sistem zavrtimo okrog osi z, da pade ta tocka v koordinatno
ravnino (z,y). Zarek, ki le#i v tej ravnini in pada pravokotno na mejno
ploskev, se ne lomi. Imenujemo ga centralni Zarek izbrane totke. Mejna
ploskev je krogelna kapica. Zato je dovolj, da narisemo ali izra¢unamo, kako
se lomijo Zarki, ki leZijo v koordinatni ravnini (z,y). Poti drugith Zarkov
dobimo tako, da vrtsmo ravnino (z,y) okrog centralnega Zarka. Zato se v
nadaljnjem omejimo na Zarke v koordinatni ravnini {z,y). (Glej sl. 3, ki je
na prut strant ovitka.)

Izberimo s-to meino ploskev. Naj bo, na primer, konveksna, &e jo
gledamo v pozitivni smeri osi z. Zarek, ki pada na to ploskev, dologimo
s totko, skozi katero gre, in s smerjo razsirjanja. Vpadni in lomljeni Zarek
imata skupno tocko y, na s-t1 mejni ploskvi. Smer razsirjanja doloéimo s
smernim kotom, ki naj bo po absolutni vrednosti manjsi od n. To je kot, s
katerim zavrtimo pozitivno smer osi z v smer Zarka. Stejemo ga pozitivno,
Ce zavrtimo os z proti pozitivni smeri osi ¢ in negativno v nasprotni smeri.

Slika 4 Lom Zarka na konveksni mejni ploskvi

34 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 2



da velja tako zapisani lom

o -] # 3 H 5

egativne

C 7




Zapisa lomnega zakona za konkavno in konveksno mejno ploskev se ne
ujemata po predznaku ¢&lenov. Zato se dogovorimo, da S$tejemo krivinski
radi] konkavne mejne ploskve negativno. Tako dobimo enoten zapis lomnega
zakona

ns(ys/Ts +as) — ns—i—l(ys/?'s 'I" &3-{-1)

Do sem ni¢ novega. Zdaj se spomnimo na racunanje zasukov koordinat-

nega sistema s stolpci in matrikami. Zarek je dololen s tolko, skozi katero
gre, in s smernim kotom. Ta podatka zdruZimo v stolpec

G
Ys

Yoy e

Vpadni in lomljeni Zarek imata skupno to¢ko y,. To in lomni zakon zdruZimo
V en zapis

. -as—f—l _ns/ns—i-l; (?’13/?’13_}_1”1)/?"8- O g
Ys 0, 1 Ys

ey i o i — o

|

S tem smo povedali vse o lomu na s-t1 mejn1 ploskvi. M

I — hns/ns—l—l; (ns/ns-i—lwl)/ra-
© 0, 1

imenujemo lomna matrika s-te mej-
ne ploskve.

Lomljen1 Zarek potuje po pre-
mici do naslednje mejne ploskve s+1

(SL. 6).

Izracunajmo vy, ;. Ne bodimo
po nepotrebnem natanéni. Hitro
uvidimo, da za paraksialne Zarke
prav dobro velja aproksimacija

Slika 6 Pot Zarka od ene do druge
mejne ploskve

(% — ys-f-l)/hs—l-l — T Qgq1, hs-{—l — Ly41 — Ly

Tud1 te zapidimo v novi obliki

s ey e b - b

Ky41 — 13 O .&3..,}.1
_ys+1_ __h.s-?l-la 1_‘ i Y ]
Matriko ] ]
1 0O
T = ’
3+1 hhg_!_lg E_w

imenujemo prenosna matrika mejnih ploskev s in s+ 1.
Nagih priprav je konec. Zdaj zapiS$imo, kako preslika zaporedje N led
vpadni Zarek v i1zhodnega. Najprej se vpadni Zarek lomi na prvi mejmi
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e q CoN +1
Loy Ton Loy —1Ton, - LeTo Ly | _

pmdukmv matmk je enaka produkm determmam
et T, = 1, velja

A= ad - ! — {ngN /ﬂ2N+1§(ﬂ2Nm1/n2N . .

] e = ey

Qo
¢
Yo

By L daws L

matriko

1 vseh radunov. 7l kle __ - |
pom To pove Eomm za}mn Za,to spre smer mhodne ga zaﬂca n pmm
esne na Eeva& Visina zark& se pri tem ne spremeni, y;, = Yy Paziti
moramo na predznak novega smernega kota o Ce g@ bil na mmer mhadm
1 kot asy 41 v starem KS negativen, je novi smerni kot & v novem
KS pozitiven: o = —apn 4. To sledi iz dogovom 0 étetju smernih kotov v
° KS. Torej velja

] Lo ) wang e g ]

&y —O2N +1 S A — Qg

|
|

L e it

Fan Y a3 s ¥ v b f o~ o~ o & —



Tore]

-1, 0 y ~1, 0] [-ar] _ [~eons1’
0, 1) | 0, 1] vy oy
1n ... o B | o
-1, O A -1, O QJZN+1 _ o
0, 1| | O, 1]| vy Y,
Od tod dobimo
af, b’ —-l, 0 B _._E? 0
A = h(ﬁ, ii?_ = | {)? 1.'14_ 1 | {L 1~

Zveza med obema matrikama je dovolj preprosta. Vendar ne pozabimo, da
z matriko
ki so v enem sistemu konkavne, so v drugem konveksne in obratno.

A racdunamo v enem in z matriko A’ v drugem KS. Mejne ploskve,

Za zgled 1n kontrolo 1zradunajymo vse to za debelo Eeco Najprej 1zraéu-
najmo matriko A s krivinskima radijema r; in 7y, z lomnimi ]
n. 1n ns ter z debelino h, = A.

ng 1 (ny )"1 ) 1 [ 7o 1 {”L )
— | n3’ ra ‘713 : - 1’ O L ° Ty \1ng 1 —
0 1 h, 1] 0 1
BT h (TLL ﬂL} 1 én;_ T&g_) ¢ 1 (?’Lg_ 1} i h (TL% 1)(&_1_ L 1)“
— i3 T i 3 7L 9 ) 71 L 3 7L 3 i 7o L3 ' ri17no L3 Lo
hou 1+ L2 {”L E)
. o ) ' wy \no B

Elementa matrike a in d sta neimenovani stevili, element b 1ima dimenzijo
recipro¢ne dolZine in element ¢ dimenzijo dolZzine. To velja tudi za matrike
poljubnega le¢ja. Hitro uvidimo, da 1majo to lastnost matrike L,7T, in
njithovi produkti. MnoZenje z L; tega ne spremeni. Da nas to ne bo
motilo pri ratunanju, se dogovorimo, da bomo merili vse dolZine na primer
v centimetrih. Matriko leé¢ja ra¢unamo z neimenovanimi Stevili in na koncu
pomnoZimo dobljeni bz 1cm™*!

n ¢ z 1cm.

m preprostem primeru lahko i1zra¢unamo matriko A’ nazorno 1z

matrike A tako, da v njej zamenjamo r{ z —7ry, o 2 —7; 1IN Ny Z N3

B G N N R N R I e O
0, 1 | |h, 1]]0, 1 _d

Kot sledi 1z 1zpeljave, v tem zapisu r; in r; doloéa preslikava z leve na desno.

Isto dobimo tudi po prej zapisanem sploS$nem receptu. Najprej izra¢unajmo

33
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govorimo na novo. Lecdje postavim
mejno ploskev E@%j& osteviléimo z 1.
0. Desno mejno ¢ o
ga temena je z, > 0.
rp = —i; < 0
ry — zp > U. &
. s smernim | a7 . E’@%h m:m rarek i
kjer je 5 5 mzd@h a slike do desne mejne plosl

ws

S

Pl

g™

Io(

hh &Mm m@

el

imo na mestu, kjer gredo
to. To bo res le za




novih predstav. Pomagajmo si s tanko lec¢o v zraku, ko velja
| !h/?’ll < 1, Ih/?‘gl < 1, lh/fz! 1Y 1, Ty = Ng = 1, o =— 71

Tedaj smemo matriko A poenostaviti

1, —(n—1(1/ry —1/ry)
A=t (= 1)(1/rs = 1/r2)

s oo

Hitro izradunamo, da je za tanko ledo v zraku a = a'. Tanka leda v zraku
preslika v obe smeri enako

1 1 1

LT, =Dl = 1) =2

1 1 1 1

[ | I x(nml)(l/'f'l”l/?’z):}jm?

V tem zapisu sta r; in ro dolodena s preslikavo z leve na desno.

Matrika tanke le¢e v zraku je dolodena z elemntom 6. Ta 1ma nazoren
geometrijski pomen. Iz zelo oddaljenega tocfkastega svetila na optiéni osi
(zp = =l — —o0,y; = 0) pada na leo Sop Zarkov, ki je vzporeden
z optino osjo. Sliko tega Sopa imenujemo desno gorisée F,. Razdalja
tega goriSca do tanke lede je goriséna razdalje f,. Podobno izradunamo
ali 1zmerimo levo gori§ée F| z f; = f5. Smemo s1 predstavljati, da sta
gorisi Fy 1n Fy z optitno osjo vred fiksno vezani na le¢o. Tako si ustvarimo
preprosto in nazorno geometrijsko predstavitev ali opis tanke leCe. V tem
opisu ne potrebujemo vel koordinatnega sistema. Kako s to predstavo lahko
preslikavo tudi nariSemo in zakaj je lea s pozitivno goriséno razdaljo zbiralna
in z negativno goriséno razdaljo razprsiina, naj bralec sam razmisli, ¢e tega
7e od prej ne ve. Ne pozabimo pa na dogovor o merjenju dolZin. Razdalja
slike je razdalja od slike do leée in razdalja predmeta je razdalja od lede do
predmeta. Ce je pri preslikavi z leve na desno razdalja slike pozitivna, je
slika na desni strani lee, in na levi, &e je ta razdalja negativna. Obrnjeno
velja pri obrnjeni preslikavi z desne na levo.

Kaj pa, ¢e tanka leda plava na vodi? Kako teda) preslika predmet v
vodi ali v zraku? Al je vseeno, s katere strani poloZimo le¢o na vodo? Al
postanemo kratkovidni ali daljnovidni, ko gledamo pod vodo? Kaksne lecde
imamo na potapljaski maski, ¢e nosimo ocala? Bralec naj to premishi in
izratuna.

Vpradajmo: KakSen je geometrijski opis poljubnega ledja? Kako ga
izratunameo in kako ga izmerimo? Ker lede uporabljamo ponavadi v zraku,
se posle] omejnmo na € = 1. Seda) velja

Aim ) 7
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Temu ustrezno zapiSemo enacbi za preslik

Iy = —(c +1,d)/(d + 1)

OZIiroma

I, = —(c+ la)/(dl}b), p' = Iyb+

Tu smo, kot Ze prej, s ¢rtico oznacili ustrezne koliéine za preslikavo z desne
na levo.

Poskusimo zapisati te enalbe v preprostejsi in geometrijsko nazornejsi
obliki. S starima dolZinama [/{ in [, to ne gre. Zato stejemo razdaljo slike 1n
predmeta na novo od gorisé¢ F, in Fy. Ti izmerimo pri ledju enako kot pri
tanki le€i. Lahko pa ju tudi izradunamo — v enem ali drugem koordinatnem
sistemu. Toc¢ka na optiéni osi s koordinato = v starem KS ima v novem KS
koordinato z'

£

Oznadimo z zp, In zp, koordinati gorid¢ v starem KS in z z% 1in z;
koordinati gori8¢ v novem KS. P nih relaci) sledi

Tp, = Ty + { o T . + [ . = :}:; — / b

— i
xFl s $2 - ;EFE. s

Razdalja od slike do goris¢a F; Je
ngxg——-;z‘:p,,m$2+52-——m2+d/5“§2 d/&

Razdaljo predmeta pa merimo od goriséa F
o o ] b
81 =Zp, —Zp =i T a

Zapidimo enacbi preslikave z leve na desno z novimi razdaljami s; 1n s5. Po
krajsem racunu dobimo

liki enaki enadbi dobimo za preslikavo z desne na levo, ko obravnavamo
%ms a slika kaZe, da je 87 = s

Po ob
sliko kot predmet 1n predmet kot sliko.
in s, = §;. Preverimo

~ ! /

|

[N 2
§,8, = 1/b*,

"W L i re PN S R SN TN



Produkt povefav pp’ je seveda 1.

Za tanke lede je —1/b goris¢na razdalja. Ali je to res tudi za le¢je? Ce je,
od kod naj merimo gori§éni razdalji? Od leve in desne mejne ploskve najbr?
ne, ¢e naj bo f; = f,. Sa] ne smemo razmika med mejnima ploskvama
zanemariti, kot smo storili pri tanki leéi. To potrdi na primer poskus, ko
izmerimo goriséi Fy in Fy. Ce taki totki na opti¢ni osi obstajata, sta gotovo
neka) posebnega, podobno kot obe goriséi. Pri tanki ledi se t1 tocki pokrijeta
s koordinato z = 0.

Ziatnimo z dvojico tock, ki sta povezani s povetavo —1
bsl = —1

To ne bo dobro, saj sta pri tanki le¢i ti tocki narazen za 4f. Zato peskummo
z dvojico tock, ki sta povezani s povetavo 1, karkoli Ze to pomeni

531 méﬁz = 1

al1
zp = zp, — 8, = (a—1)/b
Ts = ZTp, + 83 =5 — (d—1)/b

Za tanko leCo je zp = zg = 0. Kot bomo videli, sta to iskano tocki.
Imenujemo 1ih glavni tocki H 1 in H,, na optilno os pravoketm ravninl skozi
t1 to¢ki pa glavni ravnini ¥, in ¥,. Njuni koordinati sta

pp. =z — (d—1)/b
LTg, — {a,w 1}/5

Razdaljo od slike do glavne tocke H
~ to¢ke H; do predmeta z 2,

» 0znaflimo z 2o in razdaljo od glavne

/g — s — TH, ziz . éd“i)/@
2y — Ty, — Tp mgl "&"{&“‘“ 1)/5
Vstavimo to v prvotni zapis enacéb za preslikavo in dobimo nov preprostejsi
Zapl1s
1/zy +1/zo ==b=1/f, p= —25/2
Po obliki enaki enaébi dobimo za preslikave z leve na desno
/2 + 1/ = —b=—1/f, p = 2, /2

Zdaj je tas, da tudi kaj izrac¢unamo in nariSemo. Oglejmo si debelo leco.

Radunajmo v koordinatnem sistemu za preslikavo z leve na desno. Podatk
so: 1y = 6cm, r; = —5cm, n = 1.51n A = 4cm. Matrika A je
4 - ' 0.7333, —0.161lcm™!
1 2.6667 cm, 0.7778
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6.2cm, x5, = 2.62cm i
Na tem preprostem primeru
paraksialnem pmb lizku da
osi. Vsaki mejni ploskvi pripada
s pmdsmﬂﬁam da so te - ke z Qm:mﬂa 08]0 wed vezane na led]
Tako ustvarimo nov, geometnjskz OPiSs Eeqa, v katerem je koordinatni sttem
odve¢. Seveda moramo Odhkavane toake prq izra¢unati 1z podatkov. To
res ne gre brez koordinatnega sistem m 1zrac¢unamo matriko legjs
Ko z njo dolo¢imo odlikovan ahko nanj pozabimo. Glavne @
ko posredno &h neposre mo. K aﬁm domcmm

11 da je preslikava lece
likovanima kam:

STy i,
LR &

Slika 7 Debela lefa z gori¥¢ema F, in F, ter z glavnima to¢kama H
ravninama ¥; in Hp. Slika predmeta je narisana.

amo pri rac¢unanju p:
/a zda) st Se p

Izberimo vhodni Zarek,
osjo: (0,y;). Izhodni Zarek gre, direktno ali v podaljsku, skozi gorisée F,
pod kotom «;

nine Y, ravno goris¢na razdal;
no a h \ Qd ai 18ku, gi avno

v visini yl Zat 0 ?@ a Za re
lavne ravnine X, in ga od |

P4 Y S SV N & €2 BF F 0 v



Za sliko vrha potrebujemo Se en Zarek. Izkoristimo na primer vpadni
zarek, ki gre, direktno ali v podaljsku, skozi glavno toéko Hi: (—y1/z1, y1).
Po kragsem racunu dobimo

Go — Oy, “yz/zz — y1/21

To pomeni, da vpadni Zarek potegnemo z risanjem po opti¢ni os1 od H,
do H; 1n od tod naprej pod izhodnim kotom «;. Preseidce tako narisanih
Zarkov da, direktno ali v podaljsku, sliko vrha predmeta. Tako smo dobili
zakljucen geometrijski opis leéja. Kot pri radunanju se moramo tudi pri
risanju drZati dogovora o merjenju
razdalj. Ce je gori$¢na razdalja
le¢ja naprimer negativna, je na shki
goris¢e Fy levo od glavne totke H,
in F; desno od H;.
Bralec naj preizkusi algebrajski
in geometrijski opis lede ali le¢ja na
lastnih zgledih. Lep primer je znani
Tessarjev objektiv, ki je sestavljen 1z

tirih le¢ (SI. 8, Tabela 1).

1.6053{1. | 1.5123| 1.6116
1.582 | co | 1.920 1-2.400 | |
0.081 | 0.325 0.217 | 0.936 | |

Tessarjev objektiv je seveda narejen za preslikave tudi pod vedjimi koti,

ko te niso ved linearne. Kako take preslikave ratunamo z matrikami 1in kako
jih z ledj1 optimiziramo, da so napake ¢im manjse, bralec zve na primer v
delu |2].
Kako pa Tessarjev objektiv preslika iz vode v zrak? To vprasanje je
namenjeno bralcu, ki Se n1 obupal in je pripravljen sam naprej premisljevati
in ra¢unati. Stem zakljudimo ta zapis, ki je odgovor na nenavadno vprasanje:
13 7

Kaj imata skupnega zaporedje zasukov karteziénega koordinatnega sistema
in zaporedje le¢ na opti¢ni klopi?”
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V &lanku vpeljemo relacijo zaZelenosti, relacijo vseenosti in relacijo polurejenosti ter
podamo konstruktiven dokaz Scott-Suppesovega izreka. Izrek uporabimo v teoriji grafov.

We Introduce the preference relation, the indifference relation and the semiorder
relation and give a constructive proof of the Scott-Suppes theorem. We apply the theorem
to prove a result in graph theory.

Naj bo X dana mnoZica ijekmv mdpostawmﬁ da sza,ma
po kammm 4 aﬁmm pare objektov lahko o k

in tudi nekaterih « mgzh znan%m
m%mfmﬁ poskuSamo dobiti funkcijo

pogoju ,

Kadar poznamo relacijo zaZelenosti K, je smiselno definirati relacijo vseeno-
sti I s predpisom

Em%m@ zaZelenost
X zadoscéa

{npr psiho E@ﬂﬁ}

Med elementoma se ne moremo odlo¢iti, ¢e nimamo nobenega rajs$1 od
drugega. Za tako definirano vseenost pri merjenju s predpisom (1) velja

A fiz}zﬁ_j

Relacija vseenosti (2) je tranzitivna. (Relacija R je tranzittvna na mnoZici
X velja: zRyAyRz = xRz.) Vendar nas tranzitivnost

X,Cezavse z,Y,z2 € X
motl v mnogih prakti¢nih primerih. Navedimo klasic¢en {bamaﬁen) primer.

Gotovo nam Je vseeno, all dam g
trnziﬁv nostl relacije vseenosti b m je vseeno tudi med enim 1
stotim 1. Zato je Luce B} i kih primerih zaZeleno:




, k1 zados¢a pogoju

zRy <= f(z)> fly)+6 (4)

kjer je 6 neka pozitivna konstanta neodvisna od z in y. 7Z besedami: neki
objekt bomo imeli raj$1 od drugega le, e je zadosti vedji. Na vpraSanje,
katere relacije dopuscajo merjenje s predpisom {4), bomo odgovorili s Scott-
Suppesovim izrekom. |

R merili s tako funkcijo f :

. Polurejenost in intervalna urejenost

zadoséa

eia;cua  je pﬁiwegenosé na mnozici X, e zavse x,y, 2, w € X
naslednjim aksiomom:

x y/\szi wa\/sz

Najpre] opazimo, da je polurejenost tranzitivna. Res, v aksiomu 3 za w

izberemo z In upostevamo aksiom 1.
Relacija, ki poleg wrefleksivnosti (aksiom 1) zadoséa e aksiomu 2, je in-
tervalna urejenost, tisto pa, ki zados¢a aksiomoma 1 in 3, imenujemo delna
polurejenost. Definiciji delne polurejenosti in intervalne urejenosti sta neod-
visni. Relacija {{z,y), (z,w)} je delna polurejenost in ni intervalna ure-
jenost, relacija {(z,vy), (v, 2}, (z, 2} } na mnoZici {z,y, 2z, w} pa Je intervalna
urejenost in ni delna polurejenost.

Intervalna urejenost je pomembna struktura urejenosti, med drugim J1
je posvedena knjiga [1]. Ce sta J in J' dva intervala na realni osi, naj bo
J > J' natanko tedag} ko leZi interval J strogo desno od intervala J . Ime
intervalne urejenosti je pojasnjeno z naslednjim izrekom, ki ga navajamo brez
dokaza.

Izrek 1 Relacija £ na konéni mnoZici X je intervalna urejenost natanko
teda,jg ko lahko vsakemu elementu z € X priredimo interval J(z), tako da
za vse z,y € X velja: zRy <= J{(z) > J(y).

Odgovorimo seda] na klju¢no vprasanje: Katere relacije dopuscéajo mer-
jenje S : (fﬂ?

k 2 Naj bo 6 poljubna pozitivna konstanta. Relacija K na konéni m
ic1 X je paium}enest natanko tedaj, ko obstaja funkcya f : X — IR, ki
X zadosca pogoju

zRy <= f(z)> fly) + ¢

Konstanto ¢ v izreku 2 lahko nadomestimo s poljubno pozitivno kon-

stanto. Ce definiramo funkcijo f’ s predpisom ;

AR Obzornik mat. fiz. 87 (1990) 2



5 nadomestili z §'. Zato brez 1

k Z sta najpre] dokazala S
kaj drugih nadinov, glej
1 konstruktivni doka
erafov.

v ﬂj i g
Za graf G naj V(G) oznatuje mno tk in E(G) m

njegovih povezav. Komplement grafa G je graf G, za katerega velja V(G
V(G} in {“’ v] € E(G) natanko mdaﬁ;? ko | Eu @] é

{3 1 S 2y S n { ]
k1 1ma todke v bijektivni E{@fesp@n@ i 7 omn 7 p@h‘&bm
razli€ni tockl pa poveZemo s po vezavo natankc ko Em ata usirez ni
mnoZicl neprazen pr egek ( imenujemo presecnt grafdruzine 7. V p Qsebnem

m razdelku poda j aIm
o uporabo tega 1z reka

mf@ no, naj bo R orientacija povezav G, ki je polurejenost na V{G}. Po

e 1zreku obstaja funkcija f, ki zadodéa pogeoju: ullv <=
f (v) + 1. Ce vsaki totki v € V(G) priredimo enotski interval s
m v f(v), vidimo, da je G graf enotskih intervalov.

m ni tezko preveriti,
Tezji del dokaza je

E polure; enost. Ta d@é e;;-::
GE{&Z ova |

velja:

5@ 0 S0V 1Sna n a mn
y X ] ja _
in S relaciji na m

m? nﬁ%w 13
gfamfﬁ g@ Emeam&, M@g@m@%
1n f mE 1)cl]a yg@@moﬁfs k110 dolc
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1n
cSyNySzANzlz = zlyNylz

Lema 1 Naj bo B polurejenost na mnozici X. Teda} obstaja linearna
urejenost W na X, ki je usklajena razsiritev K.

Naj bo R polurejenost na mnoZici X in I relacija vseenosti, definirana
z (2). Vpeljimo relaciji

cBy <= Vz:(zlz <= ylz)

n
zSy <= Vz:|(yRz = zRz) A (zRx = zRy)]

Lahko je videti, da je E ekvivalenéna relacija in S tranzitivna in strogo
sovisna razdiritev K. Naj bo X* = X/FE mno#ica ekvivalen¢nih razredov po
relaciji /. Definirajmo S* na X* s predpisom

rSTy" <= xSy

Ni tezko preveriti, da je relacija S* dobro definirana in da linearno ureja X*.
Iskano relacijo W dobimo 1z §* tako, da elemente vsakega ekvivalenénega
razreda A* linearno uredimo. S tem je lema dokazana.

Naj bo W linearna urejenost, ki jo po lemi 4 dobimo i1z K. Z indukcijo

na Stevilo elementov mnoZice X bomo dokazali, da obstaja f : X — IR, ki
za vse z,y € X zado$¢a naslednjim pogojem:

tRy <= f(z)> f(y)+1 (5)

Wy <= f(z) > f(y) (6)

f(z) = fly)] #1 (7)

Za | X| = 1 je trditev trivialna. Predpostavimo, da je trditev pravilna za

polurejenosti v mnoZici z n — 1 elementi. Ker je W linearna ureditev, lahko

predpostavimo, da elementi z,, z5, ..., z, mnoZice X zado$éajo pogoju:
r; Wz, <=> 1> 7. Teda] ni1 tezko videti, da velja

z;Rx; <= 1> 5 A-z;lz; (8)

Naj bo X' = X — {x,} in naj bosta R’ in W' ustrezni zoZitvi relaciy B in W
na mnoZico X'. Ker je R polurejenost in W' njena linearna razsiritev, po
indukcijski predpostavki obstaja funkcya f : X' — IR, ki1 zados¢a pogojem
(5), (6) in (7). Sedaj imamo vse pripravljeno za raz8iritev funkcije f na X.

Primer 1: z,, Rz, 4. |
Ker je W razsSiritev R, za vse 1 < n velja z,, BRz;. Zato v tem primeru
enostavno definiramo f(z,) = f(z,_1) + 2.

Primer 2: —x,, Rx,.

48 Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 2



imeru iz {8) in lastnosti usklajene razgiritve za vse ¢ < n sledi

A= éxﬁ —1) — Jlzy :? In postavimo

preveritl, da so 1zpolnjeni pog

e W mz&mmv R in velja (8), obstaj

pogo) em

x, Kz,

79 —= ¢

in

oramo za f(z,) izbrati &tevilo, ki je ve
{za,ra,di zahteve 5)) Veqe od f(z,-1) {zamdl zahtev (5 ) in {

'Wiﬁ_deﬁiﬁféﬁﬁéwmmww

Ker velja -z, Bz; ., inker jet1+1<n—1<n,sledi z;. [z, _,, tore] zaradi
(5)in (7) velja f(z,_1) < flz;4 1)+ 1. Odtod zopet ni tezko preveriti da so
izpolnjeni pogoji (5), (6) in (7). S tem smo za vse primere definirali f
in dokaz je kondan.

rimera, ki naj ilustrirata dokaz
&j b

Zia konec s1 o gée jmo Se dva preprosta p
éa haﬁsx zapls naj Iy oznacluje 1denticno miaﬁije na mnozict X.
{:ﬁ ,z,w} in polurejenost definirana z R = {(z,v),(z,w
Tedaj je

-5““ EX LJ{{@ 5}}§2?$§3{y?zga

Ty J{{z,y), (=, 2), é f’%(y?)’{g? v), (2, w))

Aer je E 1dentitna relacija, je X X in §* =8, zato je W = S linearna
raz8iritev K. Ustrezna linearna urejenost je W 2W yW w oziroma usklajeno

Z N W=2{,Y =Tp,2= Tz 1IN T = Ty.
funkcijo f. Vrednost f {w) izberemo poljubno, recimo f(w) =

Za doloditev f{y) moramo uporabiti Primer 2 dokaza, torej je A

. Za f(z) uporabimo Primw 1, torej je f(z) = 2. Konéno,

dobimo Primer §. Tedaj je 1 = 2 in X' = max{2,2} = 2. Zato

je f(z) = ST = 3. Povzemimo: f(w) = 0,f(y) = 3,f(2) = § in

>

e mverm 2o mem md £ o2 {1000Y) O 40



1= {{Eﬁ z}? (% Z>}

Za drugi primer naj bo X = {z,y, 2} in polurejenost R

Tedaj je
B = Iy U{(z,9), (v,2)}
S = Ix U{(z,9),(y,7), (=, 2),(y,2)}
X"‘ {lz], 2]}

dokaza je f(z) = 2 in po istem primeru je f(y) = 4.

= Wzl =1), (1], [2]), (2], [2]) }

V ekvivalendnem razredu |z| postavin

= Ix U {(E,Z>j(yﬁ$)j (%Z)}
Ustrezna linearna razsdiritev K
Dolodimo Se funkcijo f.

o yWz. Tedaj je

je tako W =.
Najpre] postavimo f{ ) = 0. Po Pri
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V prvi 8tevilki Obzornika smo vam priloZili poloZnico v #elji, da nam nakaZete
¢lanarino v vidinl 100.— din. Ob izidu Cetrte stevilke drustvenega glasila bomo zvisali
narofnino za tiste &lane in narodénike, ki 3e ne bodo placali ustreznega zneska. Teda]
jim bomo poslali ocpomin o0z. novo poloZnico. Vidino nove ¢lanarine bomo objavili v
Cetrti 8tevilki Obzornika za matematiko in fiziko.

Milan Hladnik, Janez Strnad, Ciril Velkouvrh

NAVODILO AVTORIEM ZA PRIPRAVO TIPKOPISA

S pisalnim strojem napisan rokopis predlioZijo avtorji v dveh izvodih (drugi izvod
je lahko kseroks kopija) na belem papirju formata A-4, z dvojnim razmikom in vsaj 2
cm Sirokim robom na vseh &tirth straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo
postavljene kurzivno, in vsi matematidni simboli pod&rtani z valovito ¢rto, besede in
simboli, ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa podértani z ravno &rto. Podrobnejda
navodila so objavljena v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62-64. Pri korekturah na

krta&nih odtisih uporabljajte dogovorjene znake (glejte Pravila za slovenski pmvopm;
DZS, Ljubljana 1990.)
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Hopfieldov model nevronsko mreZo primerja s spinskimi stekli. Zanimiva je termodi-
nami¢na utemeljitev modela.

e .2 Fe YE G,
g 7 B By %5 o
g o Pin B iy 0, B

is described. The network is compared with

Hopfield model of neural network
the sp giam% through 1 e
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izhodni signal ¢-tega nevrona vzamemo kar njegovo stanje s;, vhodni sig-
nal pri j-tem nevronu pa dobimo tako, da seStejemo 1zhodne signale vseh
sosednjih nevronov, pomnoZene z ustrezno konstanto sinapse. S spreminjan-
jem konstant sinaps lahko hranimo razliéne vzorce. Pri hranjenju vzorcev
uporabljamo uénoe pravilo, na primer Hebbovo [3]. Pravilo odseva domnevo,
~da se okrepijo povezave med nevroni, po katerih potuje mnogo signalov. To
simuliramo tako, da povefamo konstante sinaps, ki povezujejo nevrone z
enakim stanjem. Pri zapisu p vzorcev s* Hebbovo pravilo podamo z enaé&bo

J‘i j _— |

Ce mreZa nima vseh povezav, so ustrezne konstante J;; enake 0. Za mrezo
s1 1zmislimo funkcijo stanja

(2)

Vidimo, da Hebbovo pravilo zniza vrednost funkcije H pr1 hranjenih vzorcih.

Casovno spreminjanje vzorca imenujemo Hopfieldova dinamika. Njeno
osnovno pravilo Je, da se stanje nevrona 1 spremenl, ¢e se po predznaku
razlikuje od lokalnega polja B;. To je definirano s prispevkil vseh sosednjih
Nnevronov:

Jis8; (3)

Ce je lokalno polje od ni¢ razlicno, se stanje nevrona spremeni v novo
stanje, ki ima enak predznak kot lokalno polje. Pri1 vsaki spremembi se torej
vrednost funkcije H iz enalbe (2) zmanjsa. Zato pridemo po nekem ¢asu do
vzorca, ki mu sprememba stanja poljubnega nevrona ne zmanjSa vrednosti
funkcije H. Tak vzorec imenujemo lokalni minimum funkcije H. Reéemo, da
je vzorec shranjen, ¢e Hopfieldova dinamika van) spremeni podoben vzorec.

Podobnost vzorcev s* in s* zaznamujemo s parametrom prekrivanja

Zia podobna vzorca je parameter prekrivanja blizu 1, za nakljuéno izbrana
vzorca pa blizu 0. Od modela pricakujemo, da lahko mreZa shrani razli¢ne
vzorce.

V mreZo 1z 400 nevronov s Hebbovim pravilom zapisimo 25 razhi¢nih

(rk. Ce mre#i predstavimo vzorec, ki je podoben kaksni zapisani &rki,
ga s Hopfieldovo dinamiko prevedemo v ustrezno ¢rko (Sl 1). V enem
koraku preverjamo stanja po vrsti od prvega do zadn'ega, nevrona, korake
pa ponavljamo, dokler kakSen nevron Se spremeni stanje.

592 - Obzornik mat. fiz. 37 (1990) 2
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repoznavanje vzorca, ki je zapisan v mreZo s Hebbovim pravilom.

Zianima nas, kdaj so hranjeni vzorci s, tudi shranjeni. Zato si oglejmo
termodinamiko mreZe. Izkoristimo podobnost funkcije H z energijo spinskih

stekel 1n primerjajmo mreZo s spinskimi stekli.

Spinsko steklo je termodinamiéna faza snovi, ki vsebuje nakljuéno po-
razdeljene magnetne atome |4]. V Isingovem modelu opisemo interakcijo m
dvema magnetnim
se energlja zapiSe kot vsota po vseh parih atomov

J;; so konstante vezi, ki jih 1zraunamo 1z magnetne dipoine interakcije med
dvemna spinoma. Odvisne so samo od razdalje med atomi, zato so simetricne:

J@“ — W 4q.

3

Razlitne termodinamiéne faze zaznamujemo s parametri reda. Lokalno
magnetizacyo vpeljimo kot brezdimenzijsko koli¢dinoe. Dana naj bo s temle
termi¢nim povprecjem

m; = < §; > (6)

V paramagnetni fazi je lokalna magnetizacija povsod enaka O, feromagnetna
faza pa i1ma lahko od 0 razlitno lokalno magnetizacijo. Vsoto lokalnih
magnetizacl) seStejemo po vseh n spinith v kristalni mre?l v makroskopsko
magnetizacyyo, ki Je parameter reda za feromagnetno fazo

Spinsko steklo ima lokalno magnetizacijo sicer razli¢no od 0, toda makroskop-
ska magnetizacija je enaka 0. Zato vsoto kvadratov lokalnih magnetizacij

a atomoma z njunima spinoma v dolofeni smeri, tako da



uvedemo kot nov parameter reda

(8)

Fazo, kiima M = 0in ¢ > 0, imenujemo spinsko steklo. Posebnosti spinskega
stekla lahko opazujemo na primeru samo treh spinov. Vezi imajo nakljuéno
porazdeljene vrednosti +J (Sl. 2).

S1. 2 Model treh spinov

Vse moZne vrednosti diskretno porazdeljenih konstant vezi sesmﬂjajo
= 8 razliénih mrez, ki se mzhkujeja po vrednostih konstant Ji;. K energij
pnspevajo trije ¢leni, kl so vsi lahko negaf@wm le v polovici mozmh mre.
V drugi polovici mrez je pmspevek vsa,j enega Clena k energijl pozitiven.
Zato mcemo da, je ta vez zmedena. Ker mora bit1 vsa] ena vez zmedena
vezl tekmujejo za enwgm@ﬁm ugodno Stame Zelijo spremeniti Vrednosm
spmov da bo njihov pmspevek k energijt negativen. Tekmovanje med
interakcijami in zmedenost vezi sta temeljni znadilnost: spinskega stekla, ki
vodita do podasne relaksacije in histereze.

FA A FA

0 m;

Sl. 3 Prosta energija za paramagnetno in feromagnetno fazo ter za spinsko steklo. V
paramagnetni fazi ima prosta energija en minimum, v feromagnetni ima dva minimuma,
spinsko steklo pa ima sebi podobno prosto energijo z neskonéno minimumi.

Senmgton in Kirkpatrick (SK) sta si zamislila model neodvisnih
nakljuénih konstant vezi J}j, ki povezujejo vsak par spinov in so porazde-
ljene tako, da imajo povpretno vrednost enako 0 |5|. Primer je diskretna
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s; nadomestimo z nakljuénim sprem kami, k
o enako mmﬁmagi Za Vred ﬁ@gm Imm—1, za istante Wm pa 1zberimo

ﬁ E i 4@ e V

{7 1Zzradunamo ana%oga@;m k Dmsm m’wwm /v hmm
oo, razmerje med Stevilom hranjenih vzorcev in Stevilom nevronov
p/n pa ostane k@ﬂtﬂﬁ

F= —-TinZ

Povprecenje nad Emgmﬁitmam ponovimo dvakrat; prvi¢ povpreéimo |
nih konstantah sinaps po pamzdehﬁ;w P, drugié pa po p@mzdehtm
sinaps. Ker je povpredenje logaritma zahtevn@ uporabimo metodo
To pomeni, éa nadomestimo sistem z N mm}mfm sistemi 1n povpredje loga-
ritma zamenjamo z naslednjo limito:

5%s!
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Potem lahko funkcijjo F' parametriziramo s parametri prekrivanja s hranje-
nimi vzorcl

(13)

Pri tem je .sj- komponenta i-tega hranjenega vzorca, £, pa je komponenta

trenutnega vzorca mreZe. Stabilna stanja so minimum funkcije F, ki jih
dobimo z odvajanjem po parametrih h;. Sistem enacb za ni¢le odvoda resimo
numeri¢no in preverimo visje odvode, da ugotovimo, ali je ni¢la odvoda
tudi lokalni minimum funkcije #'. Pri1 razliénih vrednostih parametrov T
in a dobimo razli¢ne resitve za stabilna stanja, med katerimi prepoznamo 4
razli¢ne faze (Sl. 4). Le dve fazi sta primerni za shranjevanje vzorcev.

Sl. 4 Fazni diagram za model AGS.
Na podrodju l. so stabilna stanja dolodena
s parametrl reda h;, tako da ima en pa-
rameter h; od ni¢ razli¢no vrednost. Na

IV.- PARAMAGNETNO

podroéju II. so stabilna stanja, ki imajo z 1.5- -~
enim hranjenim vzorcem parameter prekri-

vanja vejl od 0.967. Na prvem podrogju

tore] sistem vzorce natanéno prepozna, na ‘2 1 -SPINSKO STEKLO

drugem podrofju pa so napake pri pre-
poznanih vzorcih majhne. Na podrodjih TN T~
II1. (spinsko steklo) in IV. (paramagnetna 5 cl N\, = = a.=0.138
faza) pomnjenje vzorcev ni mogole. Sta-

bilna stanja namreé na teh podrodjih nisc
povezana s posameznimi parametri &;, zato 3
jith ne moremo prirediti hranjenim vzor-

cem. Spomin mreZe ie omejen s Stevilom
hranjenih vzorcev.

Opisani model razlozi, kako mreZa hrani vzorce. Pomemben je zato, ker

prinasa v teorijo nevronskih mreZ termodinamic¢ne pojme, kot so tempera-
tura, energija, fazni diagrami in fazni prehodi. Model je zelo prilagodljiv,
sa] ga Je mogocle razsiritl z boelj splo$nimi uénimi pravili.
Nevronske mreZe so zelo primerne za komercialno uporabo. Vel sto
podjeti] po vsem svetu Ze izdeluje nevronske osebne radunalnike |7}, ki
se uporabljajo za prepoznavanje vzorcev, kontrolo tehnoloskih procesov in
industrijskih robotov, medicinsko diagnostiko in prepoznavanje govora. Pri
vseh teh 1n $e pri mnogih podobnih opravilih je mreZza mnogo uspesnej$a od
zaporednih radunalnikov, saj prepozna vzorce Ze iz zelo popalenega signala
na vhodu, med racunanjem pa dovoli tudi kaksno procesorjevo napako, ki bi
bila pri obidajnem radunalniku usodna.

Zato je moZna uporaba nevronskih mreZ na mnogih podroéjih, kjer se
uporabljajo obi¢ajni ra¢unalniki. Strokovnjaki napovedujejo |7], da bodo v
desetih letih nevronske mreie zasedle polovico ra¢unalniskega in robotskega
trga. Kljub temu pa bo ostalo dovolj prostora tudi za obi¢ajne ratunalnike,
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trikotnika. Delo je zamisljeno kot stalna (permanentna) enciklo-
. sa] se é(;udﬁ aktivnim matematikom in drugim raziskovalcem Sirom
po svetu javljajo ob delu elementarne (dostikrat pa zelo zapletene) zveze iz
geometrije; od metod naj omenimo uporabo {vztrajnostnih, polarnih) mo-
mentov. Delo bo zagotove zanimivoe za vse, ki se na raznih stopnjah ukvarjajo
7 geometrijo. Vabimo bralce Obzornika, da tudi sami prispevajo originalne
glede 1n metode s tega podrodja.
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