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PRETOČNI IN VZPOREDNI RAČUNALNIKI

MATIJA LOKAR

Math. Subj. Class. (1985) 65 W05, 68B 20

V članku obravnavamo pojem in zgradbo pretočnih in vzporednih računalnikov.

PIPELINE AND PARALLEL COMPUTERS

In this article the arhitecture of pipeline and parallel computers is given.

Uvod

Pri reševanju zahtevnih znanstvenih in tehničnih problemov z računalniki
se stalno pojavljajo zahteve po vse zmogljivejših računalniških sistemih.
V zadnjem času so se pojavili računalniški sistemi, ki so sposobni učinkovito
izvajati operacije nad vektorji in večrazsežnimi tabelami podatkov.

Do sedaj so povečevali računsko moč z uporabo vse hitrejših in hitrejših
računalnikov. Doseženi napredek je očiten. Preklopni časi v osnovnih logičnih
vezjih (čas, v katerem lahko vezje zavzame novo stanje) so sedaj že v veli-
kostnem redu nanosekund, na voljo so hitri pomnilniki velikih zmogljivosti.
Skrajne možnosti še niso dosežene, vendar je nadaljnji razvoj izredno za-
pleten. Zato je enostavneje, če organiziramo računalnike v večje in zmoglji-
vejše zgradbe, s katerimi naj bi povečali njihove možnosti. Tako so se po-
javili sistemi, ki uporabljajo več procesorjev, vektorski procesorji in zgradbe
po načelu tekočega traku. S skupno besedo te nove modele imenujemo vzpo-

redne računalnike.

Vzporednost v računalniškem sistemu lahko zasledimo na dveh nivojih.
Prvi je vzporednost v pripravi ukazov in podatkov, drugi pa samo izvajanje
ukazov. Dosežemo jo z uporabo različnih tehnik: vnaprejšnjega pregledovanja
ukazov in podatkov, prekrivanja izvajanja operacij, uporabe tehnike tekočega
traku, s prekrivanjem skalarnih in vektorskih ukazov.

Pojem vzporednega računalnika težko natančno definiramo. Najkrajše in
najsplošneje s to besedo označimo računalnike, ki so sposobni istočasno
opravljati več kot eno nalogo.

Ideja o sočasnem izvajanju več opravil na računalniku sploh ni nova.
Zasledimo jo že v času nastajanja ENIAC-a, ki je bil sposoben izvajati več
aritmetičnih operacij istočasno. Vendar so se avtorji odločili, da dajo pred-
nost zaporednemu izvrševanju ukazov. Med razlogi, ki jih navajajo, sta te-

žavno programiranje vzporednih operacij in prepričanje avtorjev, da bo

z izboljšanjem hitrosti posameznih komponent vzporednost v izvajanju po-

stala nepotrebna. ;
Za numerične algoritme je zgornja definicija vzporednosti preveč ohlapna,

po drugi strani pa ne zajema vseh oblik vektorskih računalnikov. Zato se
bomo omejili na tiste računalnike, ki so sposobni izvajati aritmetične ope-
racije na več operandih kot elementu (npr. vektorjih) ali 'ki vsebujejo pro-

cesorje, ki med seboj neodvisno rešujejo aritmetični del kakega problema.

Na kratko rečeno, omejili se bomo na vzporednost pri izvajanju aritme-

tičnih operacij, ki je lahko posledica posebne zgradbe ali uporabe večih

procesorjev. VANE Hi
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Arhitektura

Računalnike, ki so sposobni istočasno izvajati več aritmetičnih operacij,

lahko razdelimo na vzporedne računalnike in pretočne računalnike.

Poenostavljena ideja, ki je pripeljala do zasnove vzporednih računalnikov,

je v tem, da naj bi se programi, ki uporabljajo P neodvisnih procesorjev,

izvajali P-krat hitreje kot identični programi, ki uporabljajo le en procesor.

Izkušnje kot tudi teorija kažejo, da je dejansko izboljšanje hitrosti manjše.

. Naštejmo nekaj računalnikov, ki spadajo v to kategorijo:

— C.mmp (Carnegie-Mellon multiminiprocessor), razvit na Carnegie-Mel-

lon University, ki ga sestavlja 16 procesorjev.

— l[liac IV, zgrajen s sodelovanjem med University of Illinois in Bur-

roughs Corporation. Bil je med prvimi v svoji kategoriji in zelo nezanesljiv.

Njegov največji problem je bil delovati nepretrgano toliko časa, da je rešil

problem. Kljub temu pa so z njim rešili več izredno težkih problemov iz aero-

navtike. Sestavljalo ga je 64 procesorjev.

— Distributed Array Processor (DAP), ki ga je zgradila firma International

Computers Limited.

— ZMOB z University of Maryland, ki ga sestavlja 256 mikroprocesorjev

Z-80 in še mnogo drugih, razvitih predvsem v laboratorijih univerz.

Pretočni računalniki, katerih delovanje je zasnovano na principu tekočega

traku, delujejo zelo hitro predvsem z uporabo posebne zgradbe in ne toliko

z uporabo večjega števila procesorjev. Če je treba izvesti isto aritmetično

operacijo velikokrat zapored, lahko izboljšamo učinkovitost tako, da razde-

limo operacijo na podnaloge (kontrola eksponenta, premik mantise,...) in

vzdržujemo tok operandov na različnih stopnjah izvajanja. Tudi ta pristop

ni čisto nov. Srečamo ga že pri računalniku CDC 6600 in IBM System 360

Model 91. Tak proces je posebno primeren za vektorske operacije in tako so

vektorji tu osnovni podatkovni tipi. Zato so računalniki, katerih aritmetične

enote delujejo po principu tekočega traku, znani kot vektorski računalniki.

Poleg posebne zgradbe imajo ti računalniki običajno več aritmetičnih enot —

linij, ki lahko delujejo istočasno, kar še izboljša njihove lastnosti. Pretočni

računalniki niso edini vektorski računalniki.

Procesorje v vektorskih računalnikih delimo v dva tipa. Prvi so pretočni

procesorji (pipeline processors), drugi pa matrični procesorji (array proces-

sors).

Osnova prvih je popolnoma podobna tekočemu traku v tovarni. Proces

razdelimo na več podprocesov, ki jih opravljajo osnovni gradniki. Ti pod-

procesi se izvajajo istočasno. Procesi prihajajo v izvajanje zaporedoma. Na-

slednji sledi predhodnemu takoj, ko je opravljen prvi podproces. Tako po-

teka več procesov. Tekoči trak lahko vpeljemo v različnih operacijah računal-

nika. Nekaj računalnikov iz te skupine: |

— CDC Cyber serija 200, ki se je razvila iz računalnika STAR in jo se-

stavljata dva osnovna tipa: Cyber 203 z dvema linijama in Cyber 205, ki ima

eno, dve ali štiri linije;

— računalniki firme Cray: Cray 1, Cray 1S, Cray X-MP;

— Advanced Scientists Computer (ASC), ki ga je izdelovala firma Texas

Instruments. Bil je eden prvih računalnikov s pretočno zgrajeno aritmetično

enoto; danes jih ne delajo več.
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V to skupino spadajo tudi superračunalniki, ki so jih v zadnjih letih raz-

vile japonske firme Fujitsu, Hitachi in Nippon Electric.

Matrične računalnike sestavlja več procesnih enot, ki delujejo pod kon-

irolo ene centralne procesne enote. Spadajo med vzporedne računalnike,

v model SIMD (Single Instruction Stream — Multiple Data Stream). Zgra-

jeni so izključno za opravljanje vektorskih operacij nad matrikami in vek-

torji podatkov. Taki računalniki so Illiac IV, Burroughs PEPE (Parallel Ele-

ment Processing Ensemble), Goodyear Aerospace MPP (Massively Parallel

Processor), kitajski CVCVHP (Cellular Vector Computer), BSP (Burroughs

Scientific Processor). Vendar so v bistvu to vzporedni računalniki, zato jih

bomo obravnavali tam.

Pretočni računalniki

Kot smo rekli, je ideja teh računalnikov v tem, da posamezni ukaz na

strojnem nivoju razdelimo na več podukazov. Tako je na sliki 1 shematsko

predstavljeno seštevanje v premični piki:

Taka struktura je primerna za ponav-

ljajoče se operacije, kot so operacije

na komponentah vektorjev, skalarni ,,,,,| ime,

produkt,...

Vektorski strojni ukaz zajema tok Slika1

operandov do linije in če upoštevamo,

da se ukaz nanaša na dva vektorja, vsak segment linije sprejme dva elementa,

opravi svojo določeno funkcijo (npr. primerjava eksponentov), preda rezultat

naslednjemu segmentu in od prejšnjega segmenta prejme nadaljnja dva ele-

menta. Tako se v liniji istočasno obdela več parov operandov. Vsak par je

v različni stopnji obdelave. Število rezultatov, ki jih dobimo iz linije v vsa-

kem taktu, je odvisno od aritmetične operacije same in dolžine besede. Prav

tako na hitrost izvajanja bistveno vpliva hitrost prenosa iz pomnilnika in

začetna organizacija operandov. Da poenostavimo prenos iz pomnilnika, mo-

rajo biti posamezni elementi vektorja organizirani na poseben način. Tako

računalniki Cyber zahtevajo, da so komponente vektorja zaporedoma shra-

njene v enotnem bloku, pri računalniku ASC in Crayl pa si morajo pomnil-

niški naslovi komponent slediti v aritmetičnem zaporedju.

Računalniki von Neumanovega tipa, ki delujejo na običajni zaporedni

način, izvajajo operacije nad podatki, ki so skalarji. Pri vektorskih proce-

sorjih pa so podatki eno ali večrazsežna polja, ki jih bomo imenovali vek-

torji.

Tako lahko program za vektorski procesor gledamo kot zaporedni pro-

gram nad vektorji. Vsak element vektorja je realno število, celo število,

logična vrednost ali znak (zlog).

Aritmetične vektorske operacije, ki so jih sposobni izvajati vektorski

računalniki, lahko razdelimo v štiri tipe:

Pri prvem tipu iz danega vektorja dobimo spet vektor

primerjava

ek sponentov normalizacija | REZULTATI

drugi tip operacije kot rezultat vrne skalarno vrednost



pri tretjem s kombinacijo dveh vektorjev dobimo spet nov vektor

fs: V xV—>V

pri zadnjem tipu operacije pa iz danega vektorja in skalarne vrednosti do-
bimo nov vektor

jin: V x S—>V

V tabeli 1 je našteto nekaj standardnih operacij, ki jih izvajajo obstoječi

vektorski računalniki.

Tip Simbol Opis (I<— 1,N)

f VSOR kvadratni koren B(b — VA(l)

VSIN sinus B(1) — sin(A(h))

fa VSUM vsota komponent S — YWA0)

VMAX maksimalna komponenta S — maxA(I)

f VADD vsota vektorjev C() <A() -B(I)

VMPY produkt vektorjev C(h) < AI) "B()

VAND logični in C(I) — A(1) and B(l)

VLAR večja komponenta C(1) — max (A(I, B(h))

VTGE test > C(I) <0 če AD) < B(I)

— 1 čeA() > B()

fa SADD vsota s skalarjem B() < S -A0I

SDIV deljenje s skalarjem B() <— A(D)/S

Tabela 1

Poleg aritmetičnih operacij imamo še posebne operacije za kombini-

ranje in skrajševanje vektorjev. Taki operaciji sta COMPRESS (stisni) in

MERGE (zlij). Prva skrajša vektor, druga pa zlije dva vektorja v enega.

Jezik, v katerem običajno programiramo vektorske računalnike, je naj-

večkrat razširjena verzija fortrana. Vsebuje ukaze, ki smo jih navedli v raz-

predelnici, in kontrolne strukture, ki omogočajo operacije nad vektorji. V

splošnem zahtevamo od prevajalnika, ki deluje za vektorski računalnik,

dvoje:

a) avtomatsko prepoznavanje vzporednosti v programu (tudi zaporednem);

b) podpiranje vektorskih ukazov.

Ker je naloga precej zahtevna, običajno razdelimo prevajanje na dva dela.

Prvo opravimo s predprevajalnikom, ki ga imenujemo vektorizator. Njegovo

delo je analiza fortranskega programa, ki naj določi možnost prevajanja

v vektorsko sintakso. Ta del je zelo odvisen od računalniškega sistema, na

katerem vektorizator deluje,:ker mora upoštevati aparaturne lastnosti siste-

ma. Treba je odkriti možnost prestrukturiranja zank, odvisnosti spremen-

ljivk itd.

Glavni postopki vektorizatorja so:

— določitev vzorca izvajanja podprogramov;

— preverjanje relacij med podprogrami;

— preverjanje lokalnosti spremenljivk;
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— določitev kontrolnih spremenljivk v zankah;

— preverjanje neodvisnosti spremenljivk;

— zamenjava notranjih zank z vektorskimi ukazi;

Oglejmo si nekaj najbolj značilnih tehnik za spreminjanje običajnih fort-

ranskih stavkov v vektorske ukaze. (Vektorske spremenljivke označimo z no-

tranjim DO zapisom A(e;:ez:es). Če velja DIMENSION X(8), Y(10, 4, potem

X(2:8:2) označuje elemente X(2), X(4), X(6) in X(8), Y(3:5,3) pa Y(3,3), Y(4,3)

in Y(5,3). Te tehnike so:

1) enostavno DO zanko, ki vsebuje neodvisne ukaze in je brez razvejitvenih

stavkov, spremenimo v en vektorski ukaz. Primer:

DO 1<—8, 120, 2

AD <B(I4:3-4-CI41

END DO

A(8:120:2) — B(11:123:2) -- C(9:121:2)

2) IF stavek nadomestimo s kontrolno vektorsko strukturo

DOI<1,N

IF (LI). NE.O) THEN Ah <A(ID)—1

END DO

WHERE (L(.).NE.O) A(1:N) <A(1:N)—1

3) sprememba vrstnega reda ukazov lahko omogoči vzporednost

DOI<1,N

A(D) <B(I—1

B(1) — 2"B(I)

END DO

B(1:N) — 2" B(1:N)

A(1:N) —< B(0:N— 1)

4) uporaba dodatne spremenljivke omogoča vzporednost

DOI<1,N

A(I) —<B() £- CI)

B(I) <2"A(I 41)

END DO

TEMP(1:N) — A(2:N - 1)

A(1:N) — B(1:N) -- C(1:N)

B(1:N) — 2" TEMP(1:N)

Uporaba predprevajalnika omogoča kar se da enostavno doseganje vzpo-
rednosti. Seveda vgrajene tehnike ne dajo vedno optimalnih programov. Lahko
pa pomenijo uporabno orodje pri prepoznavanju vzporednosti.

Vzporednost pri teh računalnikih lahko razdelimo v dva nivoja. Prvi je
vzporednost pri sprejetju in razpoznavanju ukaza ter vzpostavitvi potrebnih

poti, drugi pa samo izvajanje ukaza. Princip tekočega traku lahko zasledimo
pri različnih aparaturah komponentah:

a) aritmetične enote lahko razdelimo na posamezne bolj elementarne
gradnike, ki izvajajo svoj del operacije istočasno z drugimi gradniki. Tako
poznamo vektorske aritmetične enote za seštevanje, množenje, deljenje in ra-
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čunanje kvadratnega korena. Take enote imajo računalniki Cyber serija 200
in TI-ASC.

b) tok ukazov lahko izvajamo na pretočni način z razdelitvijo na sprejem

ukaza, razpoznavanje ukaza in sprejem operandov. Tipična primera sta IBM
System 360/91 in Amdahl 470/V6:

c) pretočnost z uporabo več procesorjev. Tok podatkov gre od prvega

procesorja, ki izvede določeno operacijo, do drugega itd. Ločimo eno in več-

funkcijske zgradbe. Pri prvih zaporedje procesorjev izvaja le en ukaz (npr.

seštevalnik), pri drugih pa več različnih ukazov, bodisi ob drugem času bodisi

istočasno, s povezavo različnih segmentov. Druga delitev je na statične in

dinamične pretočne zgradbe. Statične so lahko eno ali večfunkcijske, vendar

v enem trenutku lahko izvajajo le eno vrsto ukazov. Dinamična zgradba pa

omogoča več funkcijskih konfiguracij istočasno — torej je nujno večfunkcij-

ska. Dinamične in večfunkcionalne zgradbe so uporabnejše, vendar je nadzor

nad izvajanjem operacij dosti težji.

Učinkovitost pretočne zgradbe je odvisna od učinkovitosti najslabšega

gradnika. Povečamo jo lahko tako, da ta gradnik izboljšamo. To običajno

ni mogoče, razen če ga lahko razdelimo na elementarnejše dele. Ponavadi

to ne gre. Zato učinkovitost povečamo tako, da ga podvojimo. To pa spet po-

veča zapletenost kontrole.

Računalniki Cyber serija 200 in računalniki Cray

Oglejmo si podrobneje računalnike Cyber 203 in 205 ter družino računal-

nikov Cray.

Računalniki Cyber serija 200 imajo ločeni aritmetični enoti za skalarno

in vektorsko aritmetiko v premični piki. Vektorska aritmetična enota — linija

izvaja strojne vektorske ukaze, ki prejemajo operande neposredno iz glav-

nega pomnilnika. Zmogljivost pomnilnika je pri tipu 203 od 0.5 do 2 milijona

64-bitnih besed in od 1 do 16 milijonov besed pri tipu 205. Najavljene so že

nove razširitve pomnilnika. Poleg tega je pri vsaki besedi dodanih še 8 t.i.

SECDED bitov, ki služijo za kontrolo parnosti (Single Error Correction Double

Error Detection). Računalniki niso samostojni, temveč potrebujejo čelni

računalnik. To je običajno računalnik Cyber 170 ali IBM 303X. Poleg tega je

v sistemu še več računalnikov, ki služijo za pripravo podatkov.

Tip 203 ima dve ločeni liniji, 205 pa po želji dobavljajo z eno, dvema ali

s štirimi neodvisnimi linijami. Na sliki 2 je shematsko prikazan računalnik

serije 200.

Hitrost izvajanja operacij je odvisna od operacije same in od tega, s kakš-

no dolžino besede operiramo. Lahko izvajamo operacije na polni (64 bitov)

ali na polovični besedi (32 bitov). Teoretično serija 200 lahko doseže hitrosti,

kot so prikazane v tabeli 2. Vrednosti so podane v MFLOPS-ih (milijon ope-

racij v premični piki na sekundo).

203 205 205

2 liniji 2 liniji 4 linije

64 bitov 32 bitov 64 bitov 32 bitov 64 bitov 32 bitov

- 50 100 100 200 200 400

x 25 50 100 200 200 400
/ 12.5 25 12.5 25 25 50

Tabela 2



Poleg tega pa ima tip 205 še važno lastnost. Operacije v obliki

xtcy

kjer sta x in y vektorja, c pa skalar, lahko izvaja tako hitro kot seštevanje,

kar lahko pogosto s pridom izkoristimo (npr. pri Gaussovi eliminaciji). Tako

je maksimalna teoretična hitrost kar 200 MFLOPS za 64-bitno aritmetiko in

dve liniji in 800 MFLOPS za 32-bitno aritmetiko in štiri linije. Kot primer

navedimo, da je hitrost računalnika VAX 11/780 samo 0.3 MFLOPS.

Zgornji rezultati predstavljajo le teoretično možno hitrost, ki ni doseg-

ljiva. Vsaka vektorska operacija je povezana z zakasnitvijo med izdanim

ukazom in časom, ko pride prvi rezultat iz linije. Aproksimativno časovno

formulo za vektorske ukaze lahko izrazimo v obliki

T<Sdtfn

kjer je S tako imenovani začetni čas, f čas, v katerem dobimo eno komponento

rezultata, izražen v taktih, in n dolžina vektorja. T merimo v taktih. S pred-

stavlja čas, v katerem dobimo prvo komponento rezultata, in čas, potreben

za organizacijo ukaza. Za Cyber 203 je takt 40 ns, f pa 0.5 za seštevanje, 1 za

množenje in 2 za deljenje v 64-bitni aritmetiki. S se giblje v mejah od 70 tak-

tov za seštevanje do 165 za deljenje. Cyber 205 ima še enkrat hitrejšo uro:

njegov takt je 20 ns. Faktor f in S sta enaka za vse aritmetične operacije:

f<0.5 in S«50 taktov.

Tako je v tabeli 3 prikazana dejanska hitrost izvajanja vektorskih opera-

cij pri različno dolgih vektorjih za računalnik Cyber 205, ki doseže, kot smo

videli, teoretično hitrost 100 MLOPS. Učinek začetnega časa je posebej

opazen pri kratkih vektorjih, kjer je m majhno število:

n MFLOPS

10 9

PORAH ' UM si

10000 99

co 100

Slika 2 Tabela 3

Za kratke vektorje je izkoristek možnost računalnika le 9 odstotkov, šele

za vektorje dolžine okoli 1000 dosežemo 90 %/o izkoristek.

K zmanjšanju hitrosti veliko prispeva tudi zahteva, da morajo biti kom-

ponente vektorja na zaporednih pomnilniških lokacijah. Če podatki za vek-

torske operacije niso tako organizirani, jih moramo preurediti (npr. matrične

operacije po vrsticah). Računalniki Cyber imajo vgrajene ukaze na strojnem

nivoju, ki omogočajo združevanje, premeščanje in druge operacije v pom-

nilniku. Kljub temu to preurejanje doda svoj delež k počasnejšemu izva-

janju.

Družina računalnikov Cray je v marsičem podobna računalnikom Cyber

serija 200. Obstajajo pa bistvene razlike med njimi.



Glavni pomnilnik modela Cray1 'in Cray 1S obsega od 0.5 do 4 milijone

64-bitnih besed in do 8 milijonov besed pri tipu X-MP. V nasprotju z raču-

nalniki Cyber, računalniki Cray nimajo možnosti dela s polovičnimi (32-bit-

nimi) besedami. Tudi Crayl1 ni samostojni računalnik, marveč kot čelni

računalnik uporablja Data General Eclipse ali Cray Research »A« processor.

S čelnim računalnikom je povezan z vhodno izhodnimi kanali, ki imajo zmog-

ljivost 80 Mzlogov na sekundo. Naloge čelnega računalnika so zbiranje po-

datkov, posredovanje podatkov računalniku Cray1 in posredovanje rezultatov

počasnejšim zunanjim enotam.

Poleg tega ima računalnik Cray za vsako vektorsko aritmetično operacijo

v premični piki svojo enoto. Tako imamo linijo, ki sešteva vektorje, linijo,

ki jih množi, in linijo, ki izračuna recipročno vrednost vektorja (po kompo-

nentah). Dejansko imamo kar 12 pretočnih zgradb. Poleg omenjenih imamo še

dve liniji za celoštevilsko aritmetiko (seštevanje, premik, logične operacije in

štetje ničel — vodilnih ali v besedi) in še tri vektorske (seštevanje, logične

operacije in premik). Takt procesorja je hitrejši kot pri računalniku Cyber 205

in je 12.5 ns pri modelu Cray 1 in 9.5 ns za model Cray X-MP. Poleg tega ima

slednji možnost zgradbe z 1, 2 ali 4 procesorji. Tako v sebi združuje tako

vektorski kot vzporedni pristop. Najvažnejša razlika med računal-
niki Cray in Cyber je v tem, da raču-

Jose "m nalniki Cray črpajo operande za vek.
. torske ukaze iz posebnih vektorskih

mi vektorski

raja registrov. Vsak izmed osmih registrov
lahko sprejme 64 besed. Shematsko

je procesor računalnika Cray prika-

zan na sliki 3.

Uporaba vektorskih registrov omo-

goča zelo kratek začetni čas za ope-

racije, če imamo podatke že priprav-

glavni

pomnilnik

H vektorski ljene v registrih. Če izrazimo hitrost
ii dela enako kot pri računalnikih Cy-

Slika 3 ber: T-Safn

je S velikostnega reda nekaj deset taktov, kar je precej manj kot pri računal-

nikih Cyber, f pa je zopet okoli 1. Maksimalna hitrost vsake aritmetične

operacije pri modelu Cray 1 je 80 MFLOPS. Ker imamo aritmetični enoti za

seštevanje in množenje ločeni, lahko ti operaciji izvajamo istočasno. Tako je

teoretična maksimalna hitrost modela Cray 1 160 MFLOPS. Tip X-MP, ki

uporablja hitrejšo uro in štiri procesorje, pa je več kot petkrat hitrejši. Teore-

tična hitrost tega modela je 840 MFLOPS.

Posledica kratkega začetnega časa se kaže zlasti pri računanju s kratkimi

vektorji. Izraba procesorja je veliko boljša, saj je pri n < 10 kar 50% v pri-

merjavi z 94/, računalnikov Cyber (glej tabelo 4).

n | MFLOPS

10 40

20 53

64 69

Tabela 4



Vendar to velja le, če imamo vektorje že pripravljene v registrih. Ker

imamo tu lahko največ 64 besed, moramo boljši izkoristek, kot je 70 %/, doseči

s posebnimi tehnikami. Tako se uporablja preklapljanje registrov, veriženje

aritmetičnih enot itd. Veriženja uporabljamo takrat, ko je rezultat vektorsko

operacije spet vektor in ga potrebujemo takoj v naslednjem izračunu. Rezul-

tata shranimo v pomnilnik, ampak takoj vzpostavimo potrebne povezave za

izvajanje naslednjega ukaza. Tako lahko začnemo izvajati naslednji ukaz ta-

koj, ko dobimo prve komponente vmesnega rezultata.

Vendar teh tehnik ne moremo uporabiti vedno. Tako k manjši hitrosti

računanja prispeva svoj delež še prenos med glavnim pomnilnikom in registri.

Te operacije lahko v določeni meri izvajamo istočasno kot računanje. Vendar

je med pomnilniki in registri le ena povezava. Ker zahteva shranjevanje in na-

laganje en takt za besedo, lahko hkrati z aritmetično operacijo naložimo ali

shranimo le eno besedo.

Problem je delno rešen pri tipu X-MP, ki ima tri poti med pomnilnikom

in registri. To omogoča istočasno nalaganje dveh besed in shranjevanje ene.

Tako se principi programiranja računalnikov Cray in Cyber razlikujejo

predvsem v organizaciji podatkov. Pri prvih si prizadevamo, da ohranimo

podatke v registrih in kar se le da redko posegamo v pomnilnik. Pri računalni-

kih Cyber pa zaradi dolgega začetnega časa poskušamo računanje organizirati

tako, da je dolžina vektorjev kar največja.

Vzporedni računalnik

Pod modelom vzporednega računalnika si običajno mislimo računalnik, ki

ga sestavlja več identičnih procesorjev. To je običajno res, vendar nekateri ra-

čunalniki, kot npr. C.mmp, dopuščajo nekaj razlik med procesorji.

Ukazi za procesor lahko izhajajo bodisi iz posameznega procesorja bodisi

iz centralne krmilne enote. Glede na to delimo vzporedne računalnike v dve

skupini. V prvem primeru se lahko ukazi, ki jih izvajajo posamezni procesorji

istočasno, med seboj. razlikujejo. Ti računalniki spadajo v MIMD model

(Multiple Instruction Stream — Multiple Data Stream). V drugem primeru

vsak procesor izvaja ob istem času isti ukaz. Seveda z različnimi podatki. To

je SIMD model (Single Instruction Stream — Multiple Data Stream). Po-

samezen procesor lahko tudi izklopimo, če ne želimo, da bi izvajal ta ukaz.

Računalnike tipa SIMD lahko opišemo s četvorico (N, F, I, M), kjer N

označuje število procesorjev, F način povezave med procesorji, I nabor uka-

zov in M način izključitve procesorjev. Centralna procesna enota, ki nadzo-

ruje delovanje vseh procesorjev, ima svoj pomnilnik, v katerem je shranjen

program. Njene naloge so:

— razpoznati ukaz;

— določiti, kje se ukaz izvaja;

— izvajati skalarne in kontrolne ukaze;

— rezanje daljših vektorjev (če dolžina vektorja presega število procesorjev).

Precejšnji del časa za izvajanje zavzemajo manipulacije s podatki, do-

ločanje pomnilniških lokacij in predvsem pretok podatkov med procesorji in

procesorji in pomnilnikom.



Da bi zmanjšali zakasnitve, do katerih prihaja zaradi komunikacij, je vsak
izmed procesorjev opremljen s svojim pomnilnikom. Procesorji so povezani
med seboj po komunikacijski mreži. Ta mreža omogoča predvsem prenos
podatkov med procesorji.

Ker je predrago, da bi direktno povezali vsak procesor z vsemi drugimi,
je treba procesorje na tak ali drugačen način organizirati v mrežo. To pa
povzroča zakasnitev zaradi podaljšane poti,ki jo mora opraviti podatek na
poti od enega do drugega procesorja. Ta zakasnitev lahko resno vpliva na

čas izvajanja programa. Tako Gentleman [1] ugotavlja, da je pretok podatkov,

ne pa aritmetične operacije, glavni omejitveni faktor pri matričnih operacijah.

V idealnih okoliščinah bi bil vsak procesor neposredno povezan z vsakim

procesorjem (oz. njegovim pomnilnikom) in z glavnim pomnilnikom. To bi

omogočalo, da bi bil v enem taktu dosegljiv katerikoli podatek. Vendar je to

nepraktično in neizvedljivo. Razloga sta dva. Na prvem mestu je dejstvo, da

kompleksnost sheme povezave narašča s kvadratom števila procesorjev.

Po drugi strani pa obstoječa tehnologija ne more omogočiti tako velikega šte-

vila priključkov na posameznem procesorju. Vsak procesor bi namreč moral

voditi n komunikacijskih linijin že za zmerno število procesorjev ne moremo

na procesorsko ploščico razvrstiti toliko priključkov.

Tako obstoječi sitemi omogočajo neposredno povezavo le nekaj procesor-

jev. Seveda imajo vsi procesorji možnost posredne povezave z vsemi drugimi.

Organizacijo povezav lahko razdelimo v tri skupine.

a) Mreža

Vsakega izmed p procesorjev opremimo z lokalnim pomnilnikom. Razvr-

stimo jih v pravilno strukturo, ki je lahko tabela, drevo, n-kotnik itd. Vsak

procesor je stalno povezan z nekaterimi drugimi, običajno s sosedi v mreži.

Klasičen primer take povezave sre-

—, čamo pri računalniku Illiac IV. Tega je

(A (Ta NR (Ta sestavljalo 64 hitrih procesorjev, raz-
M, M, M, J) vrščenih v matriko 8 X 8, kot je prika-

j zano na sliki 4. Vsak procesor je lahko
| P, BIO ..... Ps deloval s hitrostjo okoli 1 MFLOPS,

se ei a tako da je bila teoretična maksimalna
| INO hitrost okoli 60 MFLOPS.

Vsak procesor je bil opremljen s

t J- | pomnilnikom kapacitete 2048 64-bitnih

( P,, P,, P,, besed. Illiac IV je bil računalnik tipa
M. Majo Me: SIMD, torej so vsi procesorji istočasno

VS VY— . . .. . . .
Slika 4 izvajali isti ukaz. Predstavljamo si ga

lahko kot računalnik, ki izvaja vektor-
ske ukaze na vektorjih dolžine 64 ali manj. Maksimalna hitrost je bila le
težko dosegljiva zaradi relativno majhnega pomnilnika in omejitev, ki so
jih predstavljale komunikacije. Illiac IV je deloval od leta 1972 do 1981.

Na mrežni povezavi je zasnovan tudi Distributed Array Processor (DAP)
firme International Computers Limited in Massively Parallel Processor (MPP)
firme Goodyear Aerospace Corporation.

DAP sestavlja tabela iz 64 X 64 enobitnih procesorjev. Vsak procesor
je povezan s štirimi najbližjimi sosedi. Dodane so še podatkovne linije po
vrsticah in stolpcih.
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Enobitni procesorji, ki dovoljujejo vzporednost na zelo osnovnem nivoju,

in dodatne linije naj bi rešili nekatere komunikacijske probleme, ki so se

pojavljali pri Illiacu IV. Osnovna naloga računalnika DAP je množenje matrik

in to nalogo lahko opravlja s hitrostjo okoli 20 MFLOPS za 32-bitne besede.

V računalniku MPP so procesorji tudi enobitni, razdeljeni v tabelo. MPP

sestavlja 16000 procesorjev, ki delujejo v SIMD načinu s hitrostjo 430

MFLOPS za seštevanje in 216 MFLOPS za množenje 32-bitnih besed. Zgrajen
je bil predvsem za obravnavo podatkov, ki jih pošiljajo sateliti, uporabljajo

pa ga tudi pri proučevanju dinamike tekočin.

Poleg razvrstitve v tabele se uporablja tudi drevesna zgradba, predvsem

dvojiška drevesa. Procesorje postavimo v vozlišča drevesa, povezave med

vozlišči pa so povezave med procesorji. Glavni problem pri uporabi take

organizacije je v komunikaciji, ki jo mora opraviti procesor v korenu drevesa

(povezava med levo in desno polovico drevesa). Da zmanjšamo stopnjo te ko-

munikacije, običajno vpeljemo še prečne povezave med procesorji na istem

nivoju drevesa.

Prav tako je možna tudi n-dimenzionalna mreža. Na California Institute of

Technology deluje računalnik Cosmic Cube, ki je zasnovan na razporeditvi

procesorjev v 6-dimenzionalno kocko. Procesorji Intel 8086/8087 z 128 K zlogi

pomnilnika so razvrščeni v ogliščih (torej jih je 64). Povezani so preko robov

kocke. Intel Corporation je napovedal komercialno verzijo z boljšimi proce-

sorji in večjim pomnilnikom.

b) Vodilo | B

Naslednji možni pristop 4 komuni- H Mo P

kaciji je preko skupnega vodila. Vsak Cej h

procesor, opremljen z lokalnim pom- M.ss M,

nilnikom, je povezan z vodilom, ki omo-

goča komunikacijo med procesorji. P,
Primer takega računalnika je ZMOB M,

z University of Maryland. Sestavlja ga

do 256 mikroprocesorjev Z-80. Ti so

razvrščeni, kot je prikazano na sliki 5.

Lastnosti vodila glede na procesor- |

je so tako dobre, da ni običajnih za- : Slika 5

kasnitev, ki so drugače karakteristične

za uporabo vodil. Zaradi visoke hitro-

sti, ki jo omogoča vodilo, lahko procesor dobi podatke iz poljubnega pomnil-
nika v praktično enakem času. Žal je ta lastnost posledica počasnosti proce- '

sorja Z-80 in ne izjemnih lastnosti vodila.

Vodilo kot komunikacijsko sredstvo uporablja tudi eksperimentalni sistem

Cm" Carnegie-Mellon University. Sestavlja ga 50 procesorjev DEC LSI-11. Ti

so povezani v skupine, ki jih povezuje sistem vodil. Procesorji nimajo lo-

kalnega pomnilnika, ampak si delijo skupni virtualni adresni prostor.

c) Preklopi

Imamo P procesorjev in M pomnilnikov, ki so povezani s preklopi, tako

da ima procesor dostop do nekaj (tudi vseh) pomnilnikov.

11



| Ms | Klasičen primer takega računalnika

je 15 let stari sistem C.mmp Carniege

SA Mellon University. Sistem sestavlja 16
DEC PDP miniračunalnikov in 16 pom-

nilniških modulov, ki jih povezuje mre-

ža 16 X 16 preklopov. Shematsko je ta

računalnik prikazan na sliki 6.

Popolna mreža za povezavo n pro-

cesorjev in,n pomnilnikov vsebuje n?

preklopov, kar ni primerno za velike n.

Običajno imajo sistemi O(x log n) pre-

klopnih vezij. Med njimi je najbolj po-

znan Heterogeneous Element Proces-

sor (HEP, ki ga izdeluje Denelcor, Inc..
Obstajajo tudi drugi načini povezave procesorjev, ki so vgrajeniv raz-

lične, predvsem eksperimentalne, vzporedne sisteme. Vendar so običajno na-
čini povezave izbrani tako, da kar najbolj ustrezajo določeni vrsti nalog. Torej
imamo opraviti predvsem s problemsko usmerjenimi računalniki, npr. za re-
ševanje nalog iz metode končnih elementov ali za reševanje diferencialnih
enačb.

Pri analizi vzporednih algoritmov se pogosto srečamo s konceptom para-
računalnika. Ta ima lahko poljubno število procesorjev, katerih število se
spreminja od algoritma do algoritma ali od naloge do naloge. Prav tako

. zanemarimo čas, potreben za komunikacijo in konflikte, ki lahko nastopajo

pri sočasnem poseganju dveh ali več procesorjev na isto pomnilniško lokacijo.
Čeprav nerealističen, daje tak modul uporabne podatke o lastnostih algoritma

in predstavlja možnost primerjave algoritmov za različne računalnike.

Razvoj v arhitekturi bo verjetno združil oba koncepta: pretočni in vzpo-
redni. Prvi taki računalniki so že na trgu, saj Cray X-MP lahko deluje s štiri-
mi procesorji, ki vsak zase predstavljajo vektorski računalnik.
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KUBIČNE ENAČBE
MARKO RAZPET

Math. Subj. Class. (1985) 10 B 10, 12 D 10, 30 C 15

V članku izračunamo korene kubične enačbe s transformacijo na binomsko
obliko.

CUBIC EOUATIONS

In this article we compute the roots of the cubic eguation by the transforma-
tion to the binomial form.

Splošna kubična enačba ima obliko

Azš -Bz? -CzsD-O0 (1)

kjer so koeficienti A, B, C in D kompleksna števila. Seveda bomo privzeli, da
je vodilni koeficient A od nič različen. Z linearno transformacijo

B
Z — kodami v: (2)

prevedemo enačbo (1) na obliko, kjer ni kvadratnega člena:

w -3pw-2g<0 8)

Namenoma smo označili koeficient pred w s 3p in prosti člen z 2g. Če je
p — 0, imamo opravka z binomsko enačbo oblike

1. Najprej obravnavajmo primer p < 0 in g — 0. Enačba (3) ima tedaj en.

sam trojni koren, in sicer w — 0.

2. Čeje p—0 in g <0, rešujemo binomsko enačbo

wš — —2g G)

Če zapišemo kompleksno število —2g v polarni obliki

—24g <— 2/g| (cos g -t ising)

potem lahko en koren enačbe (5) zapišemo v obliki

w; — V2la| (cos ? 4 isin 3) (6).
3 3 |

Preostala korena ws in w; enačbe (5) lahko potem izrazimo z relacijama

Ws < Wje, Ws<W; ež (0)

kjer smo označili

e — M5 t i[/3) (8)

3. Enačbi (3) priredimo njeno diskriminanto D z izrazom

D-—pšt ga? (9)

Obzornik mat. fiz. 35 (1988) 1/2 13



Oglejmo si primer, ko je p »£ 0 in D — 0. Tedaj je tudi g < 0. Z neposrednim
računom lahko preverimo, da ima enačba (3) tri korene, od katerih pa sta
dva enaka: a 2g

W; — W ——-, w<— (10)
p p

4. Preostane še primer p - 0 in D x 0, zaradi česar je tudi nastal pričujoči
članek. Prejšnje tri točke smo navedli samo zaradi popolnosti.

Naj bo torej p «0 in D <0. Enačbo (3) bomo rešili z vpeljavo nove ne-
znanke t, ki je povezana z neznanko w z relacijo

at -b
w —

ts-l

Vpeljimo še funkcijo f(w) — w -- 3p w -- 2g. Enačba (3) potem s substitucijo
(11) in po preureditvi preide v enačbo

f(a) t8 £ Z(a?b £ pb - 2pa - 2g)t? - (ab? -2pb - pa t2gtE4

(11)

tf(b) <0 (12)

Ta enačba bo imela najenostavnejšo obliko, če bosta izpolnjena pogoja

a?žb - pb -2pas2g-—-0 (13)

ab? -2pb - pa -2g—0 (14)

Zanima nas samo primer a »£ b, saj bi v nasprotnem primeru imeli w — a — b,

iz česar bi zaradi (13) in (14) dobili f(a) — f(b) <— 0 in relacija (12) sploh ne

bi bila več enačba. Če enačbi (13) in (14) odštejemo oziroma seštejemo, dobimo

enačbi

(ab - na(a—b)—0 (15)

(a -b)(ab £3p) -4g—0 (16)

Zaradi pogoja a < b dobimo iz (15) in (16) še

2g

p

Števili a in b morata biti po Vičtovem pravilu korena kvadratne enačbe

pa bt 2ga—p?—<0 (18)

z diskriminanto 4p3 -- 4g? — 4D x O.

Koeficient f(4) v enačbi (12) je zaradi (17) mogoče poenostaviti:

f(a) — aš - 3pa - 2g — aš—3a?b - (a -b)ab — a(a—b)? (20)

Na isti način dobimo tudi

f(b) — b(a — bb): (21)

Enačbo (12) smo tako prevedli na binomsko obliko

po? (22)
a
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če sta le števili a in b korena enačbe (18). Binomska enačba (22) ima tri raz-

lične kompleksne korene t,, ta in tz. V ravnini kompleksnih števil () tvorijo

oglišča enakostraničnega trikotnika, ki je včrtan krogu s središčem v točki

0 in polmerom

3/,b
r— — (23)

a

Z relacijo (11) pa imamo za a » b definirano preslikavo ravnine kompleks-

nih števil (£) v ravnino kompleksnih števil (w). Preslikava je konformna za

t zz —l. Obratna preslikava je dana z relacijo

tero (24)
w—a

in je konformna za w x: a. Iz relacije (24) izpeljemo še

|t]?(w — a) (P—A — (b—w) (b—) (25)

oziroma po preureditvi

(| —D (we -t (b—a |) w -£ (b—ajtj?) $ £ |t]? laj — (be —0 (26)

Krožnica |t| — r, na kateri ležijo koreni enačbe (22), se preslika na krivuljo,

ki je dana z relacijo

("—D |wp 4 (b—anr)w-(b—ar)W - rž laj —|be—0 (27)

Če je |a] — |b], a < b, potem ležijo točke

ta

web E?, z.1,2,3 (28)
tel

v ravnini (w) na premici, ki je dana z relacijo

Re((b —a) w) — 0 (29)

Če pa je jaj |b|, potem ležijo točke na krožnici, ki ima središče v točki

2.—

c — arr —b (30)
ra—1

in polmer

Re'—b]) (31)
re —1

To dobimo iz relacije (27), če upoštevamo, da ima krožnica s središčem v točki

c v ravnini (w) in radijem R enačbo

(Ww — cp — (we—(€w t-cW) -£ |e — Re

Števila w,, ki so podana z izrazi v (28), so za a » b koreni enačbe (3). Če

upoštevamo še enačbo (22), potem lahko zapišemo tudi
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Odtod lahko pridemo do Cardanove formule (glej na primer Mitrinovič, [2]

ali Vidav, [3]). Običajna pot do Cardanove formule je nesporno kratka in

elegantna in tudi ne zahteva razvejitve na možnosti 1,2,3 in 4. Naš namen je

bil samo pokazati, da se enačba (1) skoraj zmeraj da prevesti na binomsko

obliko (4) z neko linearno lomljeno substitucijo, ki je kompozitum substitucij

(2) in (11).

Ideja za substitucijo (11) izvira iz tehnike integralskega računa (Fihten-

gol'c, [1], str. 70).

Za zaključek si oglejmo enačbo (3), kjer sta koeficienta p in g realna,

poleg tega pa naj bo p <0 in D % 0. Poskusimo odgovoriti na vprašanje, kdaj

so koreni w;, w, in w; pri navedenih pogojih realni.

i) Naj bo najprej p <0 in D>O0. Enačba (18) ima tedaj različna realna

korena a in b. Če je g — 0, dobimo a — —b in s tem jaj— |bj, koreni ležijo

na imaginarni osi ravnine (Ww), kar je razvidno iz relacije (29), še laže pa to

izvemo iz enačbe (3). Če pa je g -£ 0, imamo primer, ko je |a| 7% |b|, koreni pa

ležijo na neki krožnici.

ii) Oglejmo si še primer, ko je p>0 in D<O0. Števili a in b sta tedaj

konjugirano kompleksni, razločujeta se za čisto imaginarno število, denimo

a—b-di,dxO. Opravka iimamo torej s primerom la]— |H| in a A b, koreni

enačbe (3) ležijo na premici, ki je v ravnini (w) dana z relacijo (29), ki se

v tem primeru glasi Re(di w) — 0 oziroma Im w <— 0. Enačba (3) ima pri danih

pogojih tri različne realne korene.
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NOVE KNJIGE

PAVKOVIC B., DAKIČ B., Polinomi, školska knjiga, Zagreb 1987, 180 str.

Vsebinsko sega pričujoča knjiga nekoliko (?) čez okvir srednješolskega

programa in je najbrž namenjena predvsem šolam naravoslovno-matematične

usmeritve.

Številni zgledi tekoče podano snov dobro osvetlijo, med mnogimi nalo-

gami utrjevalnega značaja pa najdemo tudi kopico manj običajnih (z rešit-

vami na koncu knjige).

Za ilustracijo in razbistritev vprašaja v prvem stavku preglejmo nekaj

podrobnosti iz vsebine.

Evklidov in Hornerjev algoritem za polinome, njihov odvod in Taylorjeva
formula so natančno obdelani. Prav tako je s Cardanovimi formulami. Ob-

ravnavana je razcepnost polinoma nad obsegi kompleksnih, realnih in ra-

cionalnih števil. Pri iskanju realnih ničel polinoma z realnimi koeficienti

spoznamo poleg dveh najpreprostejših numeričnih metod tudi Sturmov kri-

terij o številu ničel polinoma na danem intervalu. V poglavju o polinomih

z več spremenljivkami pa je dokazan osnovni izrek o simetričnih polinomih.

Boris Lavrič
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PROBLEM ISKANJA TRAJEKTORIJ

BOJAN OREL

Math. Subj. Class. (1985) 65 L 05

V članku je opisanih nekaj metod za numerično iskanje trajektorije sistema
navadnih avtonomnih diferencialnih enačb.

TRAJECTORY PROBLEMS

Some methods for the numerical solution of trajectory problem are described.

1. Uvod

Mnogo problemov v matematiki, fiziki ali mehaniki se reducira na reše-

vanje sistema navadnih avtonomnih diferencialnih enačb

dy/dt —t(y)./':TO<t<T, yO0O-y (1)

y:(0,T]> Rd , f: Rd — RA

(Evklidsko normo v prostoru R4 bomo označili z |" Il )

V problemih iz fizike in mehanike parameter f navadno pomeni čas, y(t)

(rešitev sistema (1) ) pa si lahko predstavljamo kot gibanje neke točke v faz-

nem prostoru R4. Če poznamo rešitev sistema (1), poznamo tudi lego točke

y() v poljubnem trenutku 0 < t < T.

Veliko problemov pa je takih, da nas v resnici ne zanima lega točke y(t)

v določenem trenutku, temveč le tir (trajektorija), ki ga opiše točka y(t), ko

parameter ( preteče interval [0, T].

Primer: Pri opisovanju nihanj v fiziki ali mehaniki pogosto pridemo do

avtonomne diferencialne enačbe drugega reda

d? x/(dt)? -- f(x, dx/dt) . dx/dt 4- g(x) — 0, x — x(t) (2)

ki jo s pomočjo nove spremenljivke dx/dt — y lahko zapišemo kot sistem

enačb prvega reda

dx/dt — p(x, y) (3)

dy/dt — 444,9)
oziroma

(dt — ) dx/p(x, y) — dy/g(x, y) (4)

Za primer enačbe (2) lahko vzamemo enostaven harmonični oscilator

dz: x/(dt)2? -x<0

ki mu ustreza sistem enačb prvega reda

dx/dt — y (5)

dy/dt < —x

Rešitve tega sistema so sinusoide v ravninah (x, t) in (y, t), od koder lahko

ugotovimo lego (x(t)) in hitrost (y(t)) rešitve v vsakem trenutku t. Če pa nas

zanima le zveza med spremenljivkama x(t) in y(t), rešimo ekvivalentni sistem

v obliki (4)

dx/y — —dy/x

Obzornik mat. fiz. 35 (1988) 1/2 17



in dobimo družino koncentričnih krožnic (trajektorij sistema)

x2 J yz — Ra

v ravnini (x, y), centriranih v koordinatnem izhodišču.

Konec primera

'Problemom tipa (1), pri katerih nas namesto eksplicitne odvisnosti lege

točke y(t) od parametra t zanima le trajekorija, ki jo opiše rešitev y(.) sistema

(1), bomo rekli problemi iskanja trajektorije.

Čeprav je znano mnogo analitičnih metod za iskanje trajktorije, ostaja

mnogo zanimivih problemov tipa (1), ki jim z analitičnimi metodami ni mogoče

določiti trajektorije. V zadnjem času pa se kaže potreba po učinkovitih nume-

ričnih metodah za iskanje trajektorije tudi v primerih, ko trajektorijo poznamo

analitično, pa je računanje točk na njej iz analitičnega izraza zamudno. Te

vrste problemi se pojavljajo npr. pri upravljanju numerično krmiljenih strojev

ali pri upravljanju robotov, kjer je hitrost računanja ena glavnih zahtev.

2. Preproste numerične metode

Pri numeričnem iskanju trajektorij v splošnem ne moremo pričakovati, da

bomo natančno našli celo trajektorijo y(t). Zadovoljni bomo že, če bomo dobili

zaporedje točk y;, i<— 1,2,3,..., ki ležijo čim bliže trajektoriji, kar pomeni,

da obstaja zaporedje t;,,i <0,1,2,... (to — 0), da je napaka

e; — y;—y(t) i—<0,1,2,...

čim manjša (na primer ||e;| < : za vnaprej predpisan x > 0).

Poizkusimo rešiti preprost sistem enačb (5) s pomočjo nekaterih enostav-

nejših metod za numerično reševanje diferencialnih enačb.

1. Eulerjeva metoda: Pri Eulerjevi (eksplicitni) metodi generiramo zapo-

redje točk y; rekurzivno s formulo

Y.H — Y, EN hf, (6)

kjer. nam f, pomeni f(y,),4 > 0 pa je primerno izbran (navadno dovolj maj-

hen) parameter, ki mu pravimo korak metode. Če sistem (5) rešujemo s to

metodo, dobimo zvezi

Xn — X, dt hy,

Inja — V, — hx,
kar pomeni, da je

(X?,,,4 dt $?,,,)/R2 —l df nž

pri pogoju, da je x,? -- y,? — R?, Ker vemo, da so trajektorije sistema (5) kon-

centrične krožnice, vidimo, da s pomočjo Eulerjeve metode (6) dobimo zapo-

redje točk, ki se vedno bolj oddaljujejo od koordinatnega izhodišča, torej tudi

od izbrane trajektorije.

2. Implicitna Eulerjeva metoda: To je metoda, pri kateri zaporedje y; ge-

neriramo s formulo

Ynja — Yn t hf, ()

Metoda je implicitna, ker nastopa y,.,, tudi na desni strani enačbe (7) (f,,; —

— f(y,,1)), torej moramo za izračun vsake točke numerične rešitve rešiti im-
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pliciten sistem enačb (7). Ta sistem enačb je linearen le v primeru, ko je line-

aren tudi prvotni sistem diferencialnih enačb (1). Naš sistem (5) je linearen,

zato je linearen tudi ustrezen sistem (7), rešitev pa lahko kar zapišemo

Ina Dni O, — hx,)JA EN he?)
to pa pomeni, da je

(X2,,4 db $?,44)/R2 —1—hA? -t 0(h4)

spet pri pogoju, da leži točka (x,, y,) na krožnici z radijem R. S pomočjo im-

plicitne Eulerjeve metode torej dobimo zaporedje točk, ki se približujejo sre-

dišču krožnice, torej se oddaljujejo od trajektorije.

3. Rezultati, ki smo jih dobili pri uporabi eksplicitne in implicitne Eulerjeve

metode, nam ponujajo idejo, da bi metodi na kak način kombinirali. Za prvo

komponento sistema (5) uporabimo Eulerjevo eksplicitno metodo (6), za dru-

go komponento pa implicitno metodo (7). Tako pridemo do relacij

Ka — 4X, t hy, (8)

Ina — Y41 GE ht) — hx,

Izračunajmo, kako se pri tem spremeni radij:

(x2,41 -- Y2,y,)/R2 — 1 4 h2 cos (2t/R) — hs sin (2t/R) -- hi sin? (t/R)

seveda spet pri pogoju, da je x,? -- y,? — R?. Zaporedje točk (x,,y,, n — 0,1,

2,..., ki ga generira rekurzivna relacija (8), se torej oddaljuje od koordinat-

nega izhodišča, vendar bistveno počasneje kot pri eksplicitni Eulerjevi metodi,

saj se povprečna vrednost členov

h? cos (2t/R) in hš sin (2t/R)

z naraščajočim ft približuje 0. S kombinacijo obeh Eulerjevih metod (6) in (7)

torej dobimo precej »gostejšo«, vendar manj enakomerno spiralo kot z ekspli-

citno Eulerjevo metodo.

4. Trapezna metoda: pri tej metodi zaporedje izračunanih približkov y; k

rešitvi diferencialne enačbe generiramo s pomočjo implicitne formule

Če s to metodo rešujemo linearni sistem (5), lahko rešitve računamo rekur-

zivno

Vrni < (— ha, £ A — (h/2)))y,)/ - (h/2)")

Poglejmo, kako se pri tem spreminja radij:

(22,4 t $?,,4)/R2 —

če le velja, da je x,? -- y,? — R?,

Točke, ki jih izračunamo po trapezni metodi, torej ležijo točno na krožnici,

če seveda, kot smo pri vseh metodah do sedaj, zanemarimo vpliv zaokrožit-

venih napak.
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Izmed vseh doslej omenjenih metod je trapezna metoda najboljša za re-

ševanje sistema (5). Njeno lastnost, da v primeru krožne trajektorije generira

točke točno na trajektoriji, bi si želeli pri vsaki »dobri« metodi za iskanje tra-

jektorij, zato kar zapišimo definicijo.

Definicija: Numerična metoda za iskanje trajektorije je krožno-eksaktna,

če pri reševanju vsakega problema, ki ima za rešitev krožno trajektorijo, in pri

uporabi točnih začetnih vrednosti dobimo točke, ki ležijo natančno na tra-

jektoriji. [2]

3. Lambert-McLeodova metoda

Izmed metod, ki so zasnovane posebej za iskanje trajektorij, si najprej

oglejmo Lambert-McLeodovo metodo. To je eksplicitna metoda, pri kateri za-

poredje točk y, generiramo s formulama

Yo —<Y, t 2h,,4£,,4 (10a)

h,ja — (Van — y,)TE,,4/ | £,.a |P (10b)

Ta metoda je dvočlenska, zato v začetku potrebujemo dve že izračunani točki

Yo in y;.
Trditev 1: Točka y,,s, izračunana po Lambert-McLeodovi metodi, je od toč-

ke y,,, oddaljena enako, kot sta med seboj oddaljeni začetni točki y, in y;:

Il Ynoo — Vu Il m | Yo — Yi I

Dokaz: Izračunajmo || Y,,2 —Y,41 |!

| Vas — Yaa |? — Il V —Ynaa t 2h, ,f,,, | —

— I y, —VYna || EH 4h,,, (y, — na 0Tf,,1 EH 4h?,,, Il f,..,1 | — | Vnai — In |I2

Trditev nato dokažemo z matematično indukcijo.

Trditev 2: Lambert-McLeodova me-

toda (10) je krožno eksaktna.

Dokaz: Naj bo trajektorija proble-

ma (1) krožnica C, točki y, in y,,, pa

naj ležita na njej. Točko y,,2 izraču-

-namo po formuli (10).

Vektor f,,, je tangentni vektor na

krožnico C v točki y,,,, točka, ki leži

na krožnici C simetrično točki y, glede

na točko y,,,, pa je ravno y,,2, Saj

je smer f,,, smer tetive y,,2—Y,,

h,,4 || fasal] pa polovica dolžine te te-

tive. ]

Formuli (10) koraka metode, kot

smo ga srečali v prejšnjem poglavju,

Slika 1 ne vsebujeta, saj je h,,,; določen z

(10b) in ga ne moremo prosto izbirati.

Vlogo koraka metode pri Lambert-McLeodovi metodi zaradi Trditve 1 prevza-

me evklidska razdalja med začetnima točkama yo in y;.

Lambert-McLeodovo metodo lahko uporabimo tudi za reševanje običajnih
začetnih problemov, to je problemov tipa (1), kjer nas zanima preslikava
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t —y(). Ker v formulah (10) parameter t ne nastopa eksplicitno, moramo za-

poredje ft,(n — 0,1,2,...) generirati posebej na tak način, da bo y, dober pri-

bližek za y(t,), kar lahko dosežemo npr. tako:

tna — tat 2h,,, (11)

Na formule (10) in (11) lahko gledamo kot na sredinsko metodo

Ynje — Ynat hf, ,,

s spremenljivim korakom, kjer je dolžina koraka preko (11) in (10b) določena

z zadnjima izračunanima točkama y, in y,,,. Ker je metoda, določena s for-

mulami (10) in (11), krožno-eksaktna, se je je prijelo ime CELF (kratica za

Circularly Exact Leap-Frog — krožno-eksaktna sredinska metoda).

Če bi hoteli metodo CELF uporabiti za reševanje začetnih skalarnih proble-

mov, nas hitro razočara dejstvo, da ni niti ničelno stabilna [1], saj se (10)

v skalarnem primeru reducira na preprosto homogeno dvočlensko rekurzijo

Ynje— 2Y,,i bt Yo —0 (12)

katere karakteristična enačba

re—2r£1<—0

ima dvojni koren pri 7 — 1, torej je splošna rešitev sistema (12)

y, — C, £ Can

neodvisno od diferencialne enačbe, ki jo rešujemo. Kljub temu se da dokazati

[4], da je pri določenih (ne prav hudih) omejitvah na razred problemov (1)

metoda CELF konvergentna v naslednjem smislu:

Če označimo 4 — || y; —yo ji, potem je

| Y(e,) —y, |] < OR)

kjer je y(t,) točna rešitev problema (1) v točki t,, ki je določena z (11).

4. Ostanek metode

Za izpeljavo približka za ostanek Lambert-McLeodove metode je ugodno,

če namesto parametra t v sistemu (1) vpeljemo naravni parameter s (ločno

dolžino):

S — | V(dyJADTD (dyldo D dt
0

Tako dobimo namesto (1) sistem

dy/ds — F(y) (13)

kjer je F(y) — f(y)/ || f(y) ||. Ta sprememba parametra trajektorije ne prizadene:

sistema (1) in (13) imata isti družini trajektorij. (Molče bomo privzeli, da

I[£(y) || £ 0, tako da krivulja y(t) nima singularnih točk).

Formuli (10) lahko za sistem (13) prepišem v eno samo

Y.,2 — Y, -t 2(y,,1 — v, TE, 441F, Ji (14) U
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Ostanek metode kot mera za natančnost metode je po definiciji enak raz-

liki med točno vrednostjo rešitve in vrednostjo, izračunano z enim korakom

metode pri točnih začetnih vrednostih, torej je za metodo (14)

OM — y(s, -- 2k) — y(s0) —

— 2(y(s, -£ k) — y(s0))7 (dy/ds) (s, -£ k) (dy /ds) (s, -- k)

kjer je k razdalja med začetnima točkama y, in y; vzdolž trajektorije.

Pri razvoju ostanka metode v Taylorjevo vrsto po potencah k-ja moramo

upoštevati, da, če označimo s t(s), n(s) in b(s) tangentni, (prvi) normalni in

drugi normalni enotski vektor na krivuljo y(s), se odvodi funkcije y(s) glede

na parameter s izražajo s Frenetovimi formulami [5]:

dy/ds — t (15a)

d?y/(ds)? — xn (15b)

dsy[(ds)3 — (d x/dsm — ax tt x7b (15c)

kjer sta x fleksijska ukrivljenost krivulje y(t), z pa njena druga ukrivljenost.

(Če krivulja leži v trodimenzionalnem prostoru, uporabljamo navadno name-

sto imen druga normala in druga ukrivljenost imeni binormala in torzijska
ukrivljenost oz. zvitost.)

Z upoštevanjem formul (15) lahko že zapišemo ostanek Lambert-McLeodove

metode, razvit v Taylorjevo vrsto okrog k — 0:

OM <— (k3/3) ((d x/ds) (so)n (so) -£ x (54) z (so)b (so) -- 0(k4) (16)

kar pomeni, da je Lambert-Mc-Leodova metoda konsistentna reda 2.

Kadar je rešitev sistema (13) krožnica (x — konst, z — 0), pa je OM — 0(k4)

(pravzaprav velja celo več: noben člen Taylorjeve vrste (16) ne vsebuje samo

ukrivljenosti x, kar pomeni, da je za krožne trajektorije OM — 0).

Poglejmo si še, kakšen je ostanek trapezne metode

Vre — Yi (k/2) (E,,a EF) (17)

ki je tudi krožno-eksaktna, če le primerno izberemo parameter k. Po definici-

ŠE OM — yi5; -£ k) —Y(5) — (k/2) ((dyds) (sn) -£ (dy/ds) (s; -- k)
kar razvijemo v Taylorjevo vrsto po potencah k in dobimo

OM — — (k3/12) (dsy/ds) (s;) -- 0(k4)

Če upoštevamo še Frenetove formule (15), pa dobimo

OM — — (ks/12) (d x/ds) (s)n (si) — x? (s)t (Si) -£ x (si) 7 (s)b (si) -£ 0(k4).— (18)

Kadar so trajektorije sistema (13) krožnice (x — konst, 7 <— 0), pa je

OM — (k3/12) x? (s;)t (s,) -- 0(k4)

kar pomeni: ko so trajektorije sistema (12) krožnice, je glavni del ostanka tra-

pezne metode v tangencialni smeri; to pa je glede na naravo naše naloge manj

pomembno.
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5. Krožno-eksaktna metoda tipa prediktor-korektor

Če primerjamo ostanek Lambert-McLeodove metode (16) in ostanek trapez-

ne metode (18), vidimo, da ima (implicitna) trapezna metoda manjši ostanek

kot (eksplicitna) Lambert-McLeodova metoda; to nas navede na misel, da ti

dve metodi uporabimo skupaj kot metodo tipa prediktor-korektor [1], na pri-

ai YPnjo — Yn b Una — Yo TE, Eva (19a)

Y,j,2 — Ynji te hiF, ,1 -t F?, ,4)/|| F,,, EN FP,.,2 Il (19b)

kjer pomeni FP,.,s — F(y?,,») in h < ||yo—yi |

Tudi za metodo (19) ostaneta veljavni trditvi 1 in 2 za Lambert-Mc-Leodovo

metodo. Trditev 1 je očitna iz (19b), o pravilnosti Trditve 2 pa se prepričamo

po naslednjem razmisleku:

Če je trajektorija krožnica in točki y, in y,,, ležita na njej, potem tudi

točka y?,,« leži na njej, saj je prediktor krožno-eksaktna metoda, zaradi

|| VP, 2 — Yi |] — 4, pa je trikotnik z ogliščema v točkah y,.; in yP,,2 ter

vrhom v središču krožnice enakokrak, od koder lahko ugotovimo, da je y,,2 —

<— YP,,2, torej je tudi (19) krožno-eksaktna metoda.

6. Metoda tipa prediktor-korektor s spremenljivim korakom

Vse doslej opisane metode za iskanje trajektorij imajo skupno lastnost,

da je dolžina »koraka« metode implicitno določena z evklidsko razdaljo med

začetnima točkama y, in y; in nanjo med računanjem ne moremo vplivati. Pri

krivuljah, ki imajo skoraj konstantno ukrivljenost x in majhno torzijsko ukriv-

ljenost z (to so krivulje, ki jih lokalno lahko dobro aproksimiramo s krožnico),

nas to ne moti. Pri trajektorijah, pri katerih se ukrivljenost vzdolž krivulje

zelo spreminja, pa bi si želeli spreminjati tudi gostoto izračunanih točk, torej

potrebujemo metodo oz. algoritem, pri kateri bomo med računanjem po po-

trebi lahko spreminjali dolžino »koraka«.

Izpeljimo najprej krožno-eksaktno eksplicitno metodo (prediktor) s spre-

menljivim korakom. Pri danih y,, y,,, in F,,, ter pozitivni dolžini koraka

h,,, naj ta metoda izračuna točko y?,.,> tako, da bo ta ležala na krožnici C,,

ki jo določata točki y, in y,,,; ter smer tangente F,.,, v točki y,,,, in da bo

l yP,.,.2 — Vau Il a h,,:.
' Na sliki 2 je narisana (dvodimenzionalna) ravnina, ki jo določata točki y,

in y,,, ter vektor F,,,;. Če z y označimo kot med y,,;—y, in F,,,, potem je

središčni kot v krožnici C,, ki ga določata točki y, in y,,, enak 2y, torej je

(obodni) kot med y, —y?,,2 in y,,, —yY?,42 tudi enak y.

Kot med F,,, in y?,,2—y, označimo z 0. Kot med y,,;—y, in y?,,2 —

— Yi je torej y -- a. Iz trikotnika z oglišči y,,Y,,; in y?,,2 pa lahko ugoto-

vimo, da je kot med y,,;;—y, in y?,,2—Y, tudi enak o. Z N,,, označimo

normalni enotski vektor na krožnico C, v točki y,,, v smeri proti središču

krožnice.

Vektorja y?,,:—Y,,1 in y,ji —Yn razstavimo na komponenti v pravo-

kotnih smereh F,,,;inN,,;:

Y?,,2 — Vaja — h,., 1C0S8 F,,, -t h,,a sina N,.,1 (20)

Y.,i — V — h, cos y F,,; —h,sinyN,,, (21)
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Iz (21) lahko izračunamo

N,., 1 < CtgYy F,,, — (d/A, sin v) LA ZAROT —Y,) (22)

F,., Kot 6 lahko izrazimo s sinusnim

izrekom v trikotniku z oglišči y,, Yx41

in y?, 42

h,/siny — h,,,/sina (23)

Očitno velja tudi

h, cos y < ET,,,(Y,,1 —Y). (24)

Enačbe (22), (23) in (24) uporabi-

mo, da iz (20) izločimo N,,, ter kota

y in 6, pa dobimo naslednjo ekspli-

C, Slika 2 citno formulo (prediktor):

YP,.,2 — Y.ji - (4, ga/h,)? (A,F,,1 dt Y. —Yn,1) (25)
kjer je

in

B, <— Ff,,4(Y,14 —Yn (26b)

Formula (25) je posplošitev Lambert-McLeodove metode (14), kar ugoto-

vimo, če v (25)"in (26) postavimo 4, gi h,. Zaradi kvadratnega korena v (26a)

moramo 4, ,, izbrati tako, da bo

Za korektor lahko vzamemo kar formulo (19b), ki je enočlenska in pri njeni
uporabi nimamo težav zaradi spremembe dolžine koraka'

Vna2 — Ynji t hagalE,a Fr, ,2)/|| F,,, -- F?,,a Il (28)

pa bo veljalo tudi | Yu,— Yi || < haja.
Da bi po standardni poti (Milne's device [1, str. 255] lahko izračunali pri-

bližek za napako y" —y,.,a, kjer je točka-y" na trajektoriji in || y" —y,,, | <

— h,,,, moramo poznati približka za ostanek prediktorja (25) in korektor-

je (26).

Podobno, kot smo izračunali ostanek trapezne metode, dobimo

in

Y' —Y, ja —— (h3, 4/12) (d x/dsn - x1b)

tako da lahko izračunamo približek za napako metode prediktor-korektor ((25),

(26) in (27))

y" — V, ja <— — (4, ,1/8h, -1 EN 2h,)) (,,2 — yP,., 2) (29)

Končno sestavimo še algoritem za iskanje trajektorije sistema (13) z me-

todo (25, 28):
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Algoritem:

1. Pri danem začetnem y, izberi 4, in izračunaj y;;

2. Izberi h,;,«>0, nn: — 0;

3. Izračunaj F,.,;, B, (26b), d,: — h,2/y/h,e — B,?, če je h,,, > d,/2, potem
h,i: — d,/2;

4. Izračunaj YP,..2 (25), F?,,3 in Yn..-2 (28);

5. Izračunaj približno velikost napake e — | yY" —y,;2| (29), h',,i: —
s—-

— h, ,a/Wele;
6. Če je e >«, potem 4,,,: — 4",,, in nadaljuj na 4.;

7. Izpiši y,,2, h, ja: — h',,i,: — n lin nadaljuj na 3.

Konec algoritma

1. Numerični primer

Z algoritmom, opisanem v prejšnjem poglavju, smo reševali naslednji si-

stem enačb

dyjdt — yz

dys/dt — —y (30)

dysjdt — 4y1ys
z začetnimi pogoji

y(0) — 1, y2(0) <0, ys(0) <1

Njegova točna rešitev je

ya(t) — —sin t 61)

yz(t) — cos2t

Pri različnih vrednostih za parametra s in 4, smo izračunali največji odmik

numerične rešitve od točne rešitve (31) v 500 korakih algoritma. Izkaže se, da

je največji odmik ey le malo odvisen od začetne izbire parametra ho, zelo pa

je seveda odvisen od predpisane natančnosti c (tabela 1).

Tabela 1

€ | €u

10-2 | 1.6
10—-4 0.0024

10— 0.00012

8. Zaključek

Opisane metode so seveda še daleč od tega, da bi bile lahko osnova učin-

kovitim algoritmom za iskanje trajektorij. Raziskave na tem področju so šele

v začetni fazi in tudi v literaturi se je šele v zadnjih letih pojavilo nekaj član-

kov s to tematiko, tako da je nerešenih še mnogo vprašanj. Nekateri objavljeni

numerični rezultati kažejo, da se opisane metode pri iskanju trajektorij obne-

sejo bolje kot nekatere standardne metode za reševanje začetnih problemov;

to vsekakor spodbuja nadaljnje delo na tem področju.
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NOVE KNJIGE

MARIČ V., SKENDŽIC M,., Obične diferencijalne jednačine, Naučna knjiga,

Beograd 1980, 142 str.

Knjiga vsebuje osnovni tečaj iz običajnih diferencialnih enačb za štu-
dente matematike. S primernim izborom snovi pa bo učbenik prav gotovo
koristen tudi širšemu krogu bralcev, predvsem študentom tehničnih in na-
ravoslovnih fakultet.

V prvem poglavju, ki je namenjen predvsem študentom matematike, so
obdelani eksistenčni izreki za navadne diferencialne enačbe 1. reda. Vklju-
čena je tudi obravnava odvisnosti rešitve od začetnih pogojev in parametrov.
Jedro knjige tvori pregled običajnega izbora elementarno rešljivih tipov di-
ferencialnih enačb. Pri obravnavi sistemov diferencialnih enačb in linearnih
diferencialnih enačb n-tega reda so dodani ustrezni izreki o eksistenci in edi-
nosti rešitve. Za študente nematematike pa je k razdelku o reševanju line-
arnega homogenega sistema s konstantnimi koeficienti dodan še opis postopka
za konstrukcijo Jodranove forme matrike. Sledi obravnava robnega problema
za linearno enačbo 2. reda. Dokazan je obstoj lastnih vrednosti in lastnih funk-
cij za Sturm-Liouvilleov problem. Dokazana je tudi ortogonalnost lastnih funk-
cij, vendar pa ni obravnavana zveza s Fredholmovo integralsko enačbo. Zadnje
poglavje, ki se ukvarja s problemi kvalitativne analize, je ponovno namenje-
no ožjemu krogu bralcev. Tu so poleg nekaterih klasičnih rezultatov obdelani
tudi primeri najnovejših rezultatov s tega področja (McLeod, 1972). Pri tem
pa se za dokaze uporabljajo le elementarni pojmi klasične analize. To poglav-

je naj bi po besedah avtorjev budilo kreativne ambicije študentov.
Ob zaključku skoraj vseh razdelkov najdemo tudi podrobno obdelane

primere, ki so največkrat vzeti iz naravoslovnih in tehničnih ved. Pač pa si
bo moral študent, ki se bo odločil za študij s pomočjo te knjige, poiskati na-
loge za vajo kje drugje, saj jih tukaj ni.

Peter Šemrl
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NEKAJ GEOMETRIJSKIH KARAKTERIZACIJ

HILBERTSKE NORME

EDVARD KRAMAR

Math. Subj. Class. (1985) 15 A 63, 46 B 20, 46 C 05

V članku obravnavamo nekaj geometrijskih karakterizacij predhilbertovega

prostora med realnimi normiranimi prostori.

SOME GEOMETRIC CHARACTERIZATIONS OF HILBERTIAN NORM

In this article some geometric characterizations of inner product space among

real normed spaces are considered.

Kot vemo, je evklidska ravnina izomorfna realnemu vektorskemu prostoru

dvojic [R?, v katerem imamo skalarni produkt (x, y) — xy, XaY2 in z njim

povezano normo ||x| — (x, x)!". Posplošitev tega primera je Hilbertov prostor,

ki ima bogato geometrijsko strukturo. Še splošnejši je Banachov prostor, v

katerem je take strukture precej manj. Odkar sta bila ta prostora vpeljana,

so se matematiki spraševali, pri katerih pogojih postane Banachov prostor

Hilbertov. Izmed številnih takih karakterizacij bomo v tem prispevku prikazali

nekaj geometrijskih pogojev, ki jih dobimo, če določeno geometrijsko lastnost,

ki velja za evklidsko ravnino zahtevamo tudi za splošen normirani prostor.

Vzemimo realen normiran prostor X (polnost za nas ne bo pomembna).

Če bi bil ta prostor hkrati tudi predhilbertov, bi bila norma povezana s ska-

larnim produktom z že omenjeno zvezo x < (6,9. Na kratko bomo rekli,

da je norma hilbertska, če obstaja skalarni produkt, s katerim se izraža, kar

je ekvivalentno temu, da je normiran prostor predhilbertov.

Najstarejša in najbolj znana je karakterizacija, ki sta jo uvedla P. Jordan

in J. von Neumann [6]:

Izrek 1. Norma ||.|| je hilbertska natanko tedaj, ko velja zanjo enačba

|e -£ JE Je— | P — žeje ZP (JN)

za poljubna x, y eX.

To karakterizacijo dobimo iz znane lastnosti paralelograma napetega na

vektorja x in y v evklidski ravnini. Zato pogoj (J N) imenujemo tudi paralelo-

gramska enačba. Tega izreka ne bomo

dokazovali, saj dokaz lahko najdemo

v marsikaterem učbeniku funkcional-

ne analize, objavljen pa je bil tudi v

OMEF ((10]). Spomnimo naj le, da je te-

daj skalarni produkt dan z zvezo H

4x, 9) — xy? — le — oa, veX. — ge,
Poleg zgornje je ena najpomemb- y

nejših karakterizacija, ki nosi ime po

F. A. Fickenu ([4])). Osnovo ima v na-

slednji geometrijski sliki v evklidski

ravnini. Vzemimo linearno neodvisna

vektorja x in y z enako normo in zr- Slika 1

Obzornik mat. fiz. 35 (1988) 1/2 27



calimo vektorje preko premice, ki jo nosi vektorx -- y. Kratek račun nam pokaže
da se poljuben vektor oblike ax - by, a,b c R prezrcali v vektor bx day
in oba sta seveda enako dolga (Sl. 1). Ta preprosta zahteva nam da Ficke-
novo karakterizacijo.

Izrek 2. Norma ||.|| je hilbertska natanko tedaj, ko za poljubna x,y ec X

velja implikacija

|x|! < |; a beR > lax£ by < |ibx bay (E)

Dokaz. Če norma izvira iz skalarnega produkta, potem očitno taka zveza

velja. Da je zgornji pogoj tudi zadosten, bomo pokazali v nekaj korakih.

Lema 1. Če norma |I| zadošča pogoju (F), potem velja: brž ko je zl —

— PI — |e v/2l, je x — y.
(Opomba: Pravimo tudi, da je tedaj prostor strogo konveksen.) Vzemimo

torej vektorja x, y e X, ki zadoščata zgornji predpostavki. Dokazali bomo, da
tedaj velja

|(2n - )(x—y) — 2y]| — 2]/]| — 2il9y| ;, n<0,1)2,... (00)

Najprej iz ||x -t Y!l — i[2Y/| in pogoja (F) sledi: x -t y - 2(— 2) — [2x --
ty) — 2yj| < 2|ix|| oziroma [x — y —2yi| — 2lix|| — 2(|y|. Torej velja (1) pri n —
— 0. Naj velja ta zveza pri nekem naravnem številu n in še enkrat uporabimo
pogoj (F) pri primerno izbranih parametrih: |2(2n -- 1) (x— y) —2y) (2n --
£ 3) (29)|| — |(2n -- 3) (2n - 1) (x— y) — 2y) 2.2y|. Če obe strani uredimo
in okrajšamo z (2n -- 1), dobimo

en -t 3) (x—9 — 29] — 2jal| (— 249
kar je ravno (1) pri n -- 1. Iz dokazane zveze sedaj sledi ocena

(Ca £ D E—V| S (EH D (E—I— 2] -£ 29 — 4/pl
oziroma |

[x —»| s 4|9/(2n tt; n—<0,1,2,...

Ker ta ocena velja za še tako velik n, sledi x—y — 0.
Lema 2. Če velja pogoj (F), potem iz [Pla £ Ix|y sledi: |x - y|| < II]

4 [pi
Lahko privzamemo, da je |Ix[| < Iy| (sicer pa vlogi zamenjamo). Po pred-

postavki različna vektorja [ie in [xy imata isto normo, zato po prejšnji lemi
sledi

Ii le -£ Eo |i<2E/ rl
(v splošnem vedno velja znak <), kar upoštevajmo v naslednji oceni

eto — Je £ v. (zlil (o — KP »/ PI s
S jst Y- Jl/bil-£ pi — |e < 2/z[-£ (b/— Ja < la] |v]

Lema 3. Za poljubna vektorja u,v c X in realno število r > 0 obstajata
kvečjemu dve različni realni števili t z lastnostjo

ut irv—o 7
Lahko privzamemo, da sta u in v linearno neodvisna. Pa denimo, da bi obsta-
jala tri različna števila t;, ts, tz e IR, da bi veljalo

la t iv—0| <r; j<1,2,3
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Vektorje z; — u - t;(v —u), j — 1,2,3, očitno lahko tako prenumeriramo, da

bo zz — sz, - (1—5) za, 0<s<1, pri čemer sta z; in zz linearno neodvisna.

Potem pa velja tudi neenačba ||[(1 — s) za| s z; Z [S zi 4 — s) z: in po zgornji

lemi sledi

[as] < sar 4 |A—9 z sr tU—9r- r

kar je v nasprotju z našo predpostavko.

Nadaljujmo sedaj z dokazovanjem izreka. Dokazali bomo, da iz Fickeno-

vega pogoja sledi paralelogramska enačba. Vzemimo poljubna x,y ce X, pri

čemer lahko privzamemo, da sta linearno neodvisna. Upoštevajmo pogoj (F)

v zvezi

x -t v] — le—y-£ 29] < [| la—5>|. E— A/je—xi živ - [PILI —
— I[2v/|- £— V/ja—v] -£ e—-/ Il

Po odpravi imenovalcev dobimo

Ile o IE — 1 < | 2ljE x -e Ope— IP — 2vib > | (Za)

Če na podoben način izrazimo še vektorje y — x -- 2x, x - y—2yin x y—

— 2x, dobimo še tri zveze z isto levo stranjo

Ile v E—il < JRpiPx -£ je— vP— ži» (2b)

- |2oPx ZP— ile ID il (20)

- Ip x (jej?— |e »|D ol (2d)

V zvezah (2a) — (2d) opazimo na desnih straneh štiri vektorje, ki jih lahko

pišemo v obliki a(u -- t(v —u)) in imajo isto normo. Po lemi 3 so potem med

števili

a je —yP—2i?, c< 2 P— le -t yl
b — le—yP— 2x], d — 2ljzjP— Je »|E

kvečjemu dve različni. Zato imamo sedaj tri možnosti:

D) a— dali b — cc in tedaj neposredno sledi paralelogramska enačba. Zato

odslej lahko vzamemo a x d in b << c.

ID ac in b—d, potem je [|x £ yi]? -£ |x — y/jE — 4jxji? — 4y||P in zopet

velja pogoj (JN). Ostane nam možnost

III) a—b inc — dd, tedaj pa je lixj — (|y|. Hitro se prepričamo, da lahko

privzamemo, da velja tudi [ix -- y| — ||x — yl|. Vzemimo namreč vektorja x'—

— x: yin y — x—y, ki sta linearno neodvisna in z njima ponovimo zgornji

postopek. Če bi zanju veljala ena od prvih dveh možnosti, velja paralelogram-

ska enačba za x' in y', s tem pa tudi za x in y, o čemer se takoj prepričamo.

Ostane tretja možnost, tedaj pa je |Ix'| — |y'|| oziroma ||x -£ y| < || —y|.

Oglejmo si sedaj število a. Če bi bilo a>0, bi iz (2a) in linearne neodvis-

nosti vektorjev x in y (oziroma leme 2) dobili

o] le» ile—xi] < 2iv]P Ed] (e—PP — 2 (li — (K—IF bi
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oziroma ||x -- yi| < ||x£— y|, kar je protislovje. Če pa je a < 0, sledi na podoben

način iz (2a) (le, da uporabimo lemo 2 na vsoti 2|9|Ex — (29x t 4y)

(—a) y) neenačba |x — y| < |x -t »]I. kar zopet ni mogoče. Torej je a — 0 —

— b. Potem pa je tudi c — d — 0 in paralelogramska enačba je zopet izpol-

njena.

Opomba: Ni težko videti, da sta Fickenovemu pogoju (F) ekvivalentna tudi
naslednja pogoja:

če ja ty —([a—y |, potem ||x -- ay | — ||x —ay |; za vse acR (F)

če [|x|| — ||y||, potem || ax -- y/a || — [| ay -- x/a |; za vsea>0 (F"

Podobnih karakterizacij, kot je zgornja, je še cela vrsta. Eno med njimi na
primer dobimo iz dejstva, da je trikotnik v evklidski ravnini enakokrak, brž
ko sta težiščnici na kraka enako dolgi. Dobimo zahtevo

če [|x|| — || yi, potem || x -£ 2y | — [| 2x -£ y |; za vse x,yeX (L)

ki je ena od Lorchevih karakterizacij (gl. [7]).

Druga velika skupina karakterizacij so karakterizacije z ortogonalnostmi.
V normiran prostor lahko na različne načine posplošimo relacijo pravokot-
nosti, ki bo imela vsaj nekatere od naslednjih lastnosti, značilnih za običajno

ortogonalnost v [R?:

a) x l y, potem y l x; x, y e IR? (simetričnost)

b) x 1 y, potem ax l by; x,ye R?, a,b c R (homogenost)

c) x Ly, x l z, potem x l (y -- z); x, y e IR? (aditivnost)

d) za poljubna x,y e IR? obstaja ac R, da je x l (ax -- y)
Oglejmo si tri relacije ortogonalnosti, ki jih najpogosteje srečamo v normi-
ranem prostoru.

1.) Vektorja x, y e X sta pitagorejsko ortogonalna, na kratko P-ortogonal-
nalna, v znakih (x 1 y) (P), če velja

heyPo lisi (v P
Ta definicija ima izvor v evklidski ravnini, kjer lahko pri pravokotnih

x in y izračunamo normo vektorja x -- y po Pitagorovem izreku (Sl. 2).

2.) Vektorja x,yecX sta enakokrako ortogonalna, na kratko e-ortogonal-

na, kar bomo označili z (x l y) (e), če velja

||- [r—ool|
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V geometrijski interpretaciji to pomeni, da sta x in y ortogonalna natanko

tedaj, ko je trikotnik na sliki enakokrak (Sl. 3).

3.) Vektorja x,y ec X sta ortogonalna v Birkhoff-Jamesovem smislu, na

kratko BJ-ortogonalna, v znakih (x 1 y) (BJ), če je

je -£ ky |i Z ||x | za vsak keR

Ta definicija pa je nastala iz naslednje geometrijske slike: x in y sta v evklid-

ski ravnini pravokotna natanko tedaj, ko je vektor x - ky za vsak k ec R daljši

ali enak vektorju x (Sl. 4).

Zgornje relacije ortogonalnosti seveda sovpadajo z običajno pravokotnost-

jo v Hilbertovem prostoru. Da pa se v splošnem normiranem prostoru razli-

kujejo, se lahko prepričamo na naslednjem zgledu. Vzemimo kar X — IR?, za

normo pa |x||; <|X1| £|x2|, kjer x < (x1,%). Naj bo x — (1,0), y< (0,1) in

z — (—1/3,1), potem je (x 1ly)(e), (x Ly)(BJ), vendar (x/y)(P) in
(x L 2) (P), (x L z) (BJ), vendar (x f z) (e). Še druge primere bo bralec našel
sam.

Oglejmo si, katere od lastnosti a) do d) imajo zgoraj definirane relacije.

Pitagorejska in enakokraka ortogonalnost sta očitno simetrični, BJ-ortogonal-

nos pa v splošnem ni. Za homogenost velja ravno obratno, prvi dve ortogonal-

nosti nista homogeni. Dokažimo, da pa BJ-ortogonalnost ima to lastnost. Naj

bo (x .l y) (BJ), torej [|x -- ky || Z [|x ||, za vsak k e R ina, bc R poljubni šte-

vili (smemo privzeti a,b <0), potem imamo: || ax -t kby || < |a| I x ty.

-kb/a | [a] || < || 4x ||. Torej je res (ax l by) (BJ). Lastnosti c) in d) mo-

ramo pri BJ-ortogonalnosti, ker ni simetrična, v resnici obravnavati po dve,

z leve in z desne. Izkaže se, da v splošnem ni nobena od zgornjih relacij adi-

tivna, lastnost d) pa imajo vse tri. Da ima P-ortogonalnost to lastnost, ne bomo

dokazovali, ker je dokaz precej dolg (Gl. [5]).

Pokazali bomo, da ima e-ortogonalnost lastnost d). V ta namen vzemimo

poljubna x,y c X in b eR in definirajmo funkcijo f(t) < || (£ t b)x - y |—

— [ix 4 y ||, t € R in dokažimo

lim f() <b || x] (3)
too

Vzemimo dovolj velik t, da bo t - b>0, potem najprej velja identiteta

([EHDxEy | <5 (/(H-b) -b/E HLACE HDL EI | < [ie £y.i/(E bi

£b [x -- y/(t - b) ||, od tod pa zapis

KO) < |txa £y.t/(t-b) |— (ie £y | Aba AH Y/E HD) | (4)

Ocenimo razliko

[re £y./e Ab) |— |e]S (ol be)

od koder sledi, da gre pri t —co razlika prvih dveh členov v (4) proti 0 in za-

radi zveznosti norme potem sledi (3). Sedaj za dana x,y c X definirajmo še

funkcijo g(t) < |X £ (ix £ 9 |— [|x— (ix t- y) |, € e IR in izračunajmo:

lim g(£) — lim (| £1)x £y |—|E—DaH-y DsliM((E -Dx ty —
> t->t->co too jeve]

— [ix -- y DP — 2 [x ji, kjer smo upoštevali limito (3). Podobno je lim g(t) <
t—>—oo

— lim g(—0 - lim ((ME— Da—y|— (Et Dx—y |) < —2/||x ||. Ker je funk.
t>co t>
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cija g zvezna, obstaja realno število a, da je g(a) — 0 ali [x £ (ax V —

— |x— (ax - y)|| oziroma (x l (ax -- y)) ().

Dokažimo, da ima tudi BJ-ortogonalnost lastnost d) — na primer z desne.

Vzemimo x, y e X in brez izgube na splošnosti lahko privzamemo, da je x x 0.

Po znani posledici Hahn-Banachovega izreka lahko konstruiramo funkcional

f Z 0, da bo f(x) — [FI] (||. Vektor y lahko potem izrazimo v obliki y — ax -t z,

kjer je a e IR, z pa iz jedra funkcionala f. Za poljuben realen k lahko sedaj

ocenimo: |x| |f| <f() < f(x £k2 S [fl [ie - k zih od koder sledi, da je

(x L z) (BJ) oziroma (x 1 (— ax -- y)) (BJ), kar je bilo treba dokazati. Podobno

dokažemo lastnost d) z leve.

Zanimivo je, da če od pitagorejske ali enakokrake ortogonalnosti zahtevamo

še po eno od zgornjih lastnosti, ki je še nima, dobimo hilbertsko normo. Isto

velja, če od BJ-ortogonalnosti zahtevamo simetričnost ali pa levo aditivnost

in je prostor vsaj trorazsežen. Tako je nastalo novih šest karakterizacij, od

katerih si za ilustracijo oglejmo dve.

Izrek 3. Norma je hilbertska natanko tedaj, ko je enakokraka ortogonalnost

homogena.

Dokaz. Potrebnost pogoja je očitna. Vzemimo x, y e X z lastnostjo x —

— |». kar ni nič drugega kot to, da je ((x - y) l (x—y)) (e). Za poljubna

a,b e R iz homogenosti sledi (4(a -- b) (x - y) l š(a—b).(x—y)) (e) ali

ax -by| — ||? x -- ay|. Torej velja Fickenov pogoj in norma je res hil-

bertska.

Enak rezultat dobimo, če predpostavimo homogenost pitagorejske pravo-

kotnosti.

Izrek 4. Norma je hilbertska takrat, ko je enakokraka ortogonalnost adi-

tivna.

Dokaz. Nekaj več dela imamo le z eno smerjo. Če je (x l y) (e), je tudi

(x L 2y) (e) in v splošnem (x l n y) (e) za poljubno naravno število n. Potem

pa je zaradi simetričnosti tudi (mx l n y) (e) za poljubni naravni števili m in

n. Sledi |Mmx £ nyj < [m X—nyij ali (x -£ (n/m) y|| — [ix — (n/m) Y|| in zaradi

zveznosti norme ||x - r y| — ||x —ry|| oziroma (x l r y) (e) za poljubno realno

število r. Še enkrat uporabimo simetričnost in spoznamo, da je enakokraka

ortogonalnost homogena in po zgornjem izreku je norma res hilbertska.

Enak rezultat se da pokazati tudi za pitagorejsko ortogonalnost.

Povedali smo že, da v splošnem iz ene ortogonalnosti ne sledi druga. Izka-

zalo se je, da pa, brž ko iz katerekoli od zgornjih treh ortogonalnosti sledi ena

od drugih, dobimo hilbertsko normo. Iz skupine tako nastalih karakterizacij

si oglejmo le eno.

Izrek 5. /z BJ-ortogonalnosti sledi P-ortogonalnost natanko tedaj, ko je

norma hilbertska.

Dokaz. Dokazati moramo le netrivialno smer. Vzemimo poljubna linearno
neodvisna x, y c X. Ker ima BJ-ortogonalnost lastnost d), obstaja a ec R, da je

(x 1 z) (BJ), kjer je z — ax -- y. Vektorja x in z sta potem tudi P-ortogonalna

in isto velja tudi, če katerega od njiju pomnožimo s skalarjem, ker je BJ-orto-

gonalnost homogena. Dobimo | — [iz —ax|e — ze -t az IR, x -- v <

— |e tz—]az|? —< (I— a)? |ixje - iza in x —y|? — (x —z tazxja— (1-t
fa)? (x? -£ |Iz/2. Sledi |x -- ve -- |ix — pli? — 2 [x]? -- 2 |ylja — torej paralelo-
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gramska enačba. Če sta x in y linearno odvisna, je taka enačba direktno ve-

ljavna. Dokazi drugih podobnih karakterizacij bi bili precej daljši.

V [3] najdemo definicijo ortogonalnosti, ki je posplošitev dveh zgoraj ome-

njenih. Odvisna je od realnega parametra , » l. Vektorja x in y sta a-ortogo-

nalna, v znakih (x L y) (a), če velja

(At od) |E—ylE — a —asl poezij

Opazimo, da pri a <— 0 dobimo pitagorejsko, pri a < —l pa enakokrako

ortogonalnost. Očitno je tako definirana relacija simetrična in zopet se da

pokazati, da, če je še homogena ali aditivna, je norma hilbertska. Dokaz te

trditve se naslanja na nekatere zgoraj omenjene rezultate in ga najdemo v

omenjenem članku. Obstajajo pa tudi že posplošitve omenjene relacije orto-

gonalnosti in z njo povezanih karakterizacij (Gl. [1).

V evklidski ravnini je še vrsta drugih geometrijskih lastnosti, ki jih sku-

šamo vzeti za osnovo karakterizacije hilbertske norme. Mnoge od njih hitro

privedejo na že znane rezultate. Vzemimo za primer znano dejstvo, da ima

paralelogram pravokotni diagonali natanko tedaj, ko je romb. Iz tega lahko

naredimo štiri zahteve za splošen normiran prostor:

x] — | > (€ £ V) L E—))

|e] — | <C£Y) L e—9) (BD)

|x! < || > (x £ 9 £ (<—» (BD

|x| — |v < € -£» £ («<—» (Bb

enakokraka ortogonalnost pa nam da le identiteto. Vzemimo na primer, da

velja prva zahteva in naj bosta u in v e-ortogonalna, potem je la -£ v <

— ju—v|| in tudi | -£ V)/2| — ||((u— v)/2/! in po zgornji implikaciji je potem

u l v (P). Torej je to ravno zahteva, da iz e-ortogonalnosti sledi P-ortogonal-

nost. Podobno pomenijo druge tri zahteve implikacijo ene ortogonalnosti

v drugo.

Nekatere druge lastnosti pa privedejo do popolnoma novih karakterizacij.

Tak primer je stara Ptolomejeva lastnost, da v poljubnem četverokotniku

vsota produktov dolžin po dveh nasproti ležečih stranic ni manjša od pro-

dukta dolžin njegovih diagonal. Če to zahtevo prenesemo v poljuben normiran

prostor, dobimo

le —/ |e £ (p— zi Kr Z Iz—<i rl

I. J. Schoenberg je v [8] pokazal, da, če ta neenačba velja za poljubne tri

vektorje x, y in z normiranega prostora, je norma hilbertska.

Številni avtorji so tudi marsikatero zahtevo omilili. Tako je na primer

v (JN) dovolj, če namesto enakosti velja neenakost, obrnjena v katerokoli

smer (< ali >), ter celo, da to velja le za vektorje z normo 1 ([2], [8).

Kljub na prvi pogled že dokaj raziskani tematiki, ki smo jo zgoraj na

kratko predstavili, se je mnogi matematiki znova lotevajo in marsikdaj iz-

boljšajo stare rezultate ali pa odkrijejo nove. Pred kratkim je izšla knjiga

D. Amira ([1], v kateri je zbranih okrog 350 karakterizacij, dobljenih do leta

1985.
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NOVE KNJIGE

OLVER P. J., Applications of Lie Groups to Differential Eguations. Graduate

Texts in Mathematics 107, Springer Verlag, Berlin 1986.

Ko se pri študiju matematike prvič srečamo z diferencialnimi enačbami,

nam je predstavljena široka paleta navidezno nepovezanih posebnih metod

za reševanje nekaterih specialnih tipov enačb. Sredi prejšnjega stoletja je

Sophus Lie opazil, da so vse te metode le poseben primer splošne integra-

cijske procedure, ki temelji na poznavanju invariantnosti dane enačbe glede

na neko zvezno grupo transformacij. Danes ne moremo preceniti pomena,

ki ga imajo te grupe, znane kot Liejeve grupe, v skoraj vseh področjih ma-

tematike pa tudi fizike, klasične in relativnostne mehanike itd.

Pričujoča knjiga je posvečena uporabi teorije Liejevih grup pri fizikalno

pomembnih sistemih diferencialnih enačb. Knjiga je po mojem mnenju

napisana odlično, zelo čitljivo, z obilico dobro izdelanih primerov iz klasične

mehanike, mehanike tekočin, elastičnosti in drugih področij.

V prvem poglavju so zbrana (večinoma brez dokazov) najvažnejša dejstva

iz splošne teorije gladkih mnogoterosti in Liejevih grup. Drugo poglavje je

posvečeno metodam računanja grup simetrije diferencialnih enačb, tretje

pa iskanju rešitev, ki so invariantne glede na dano grupo transformacij.

Četrto poglavje obravnava zvezo med grupami simetrije in ohranitvenimi

zakoni, peto posplošene simetrije, šesto in sedmo Hamiltonove sisteme.

V knjigi so razmeroma preprosto razložene osnovne metode in nato ilu-

strirane s pomembnimi in dobro izbranimi primeri. Zato je delo zanimivo

tako za teoretično kot tudi za aplikativno orientiranega bralca.

Franc Forstnerič
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MIONI KOT KATALIZATORJI ZA FUZIJO

MARIJAN OLENIK

PACS 2580

V mionskem molekulskem ionu (ddx)t sta devterona dovolj blizu, da se lahko
zlijeta. Mion deluje kot katalizator fuzije. Članek opiše ta pojav in obravnava

možnosti za dobivanje energije z mionsko katalizo fuzije.

MUONS AS CATALISATORS FOR FUSION

In the muonic molecular ion (ddxu)t deuterons are kept in such a proximity

that they can fuse. The muon acts as a catalisator for fusion. In the article this

phenomenon is described and possibilities for energy production from muon ca-

talysed fusion are discussed.

Uvod

V želji, da bi dolgoročno rešili problem ekonomičnega in čistega prido-

bivanja energije, se vse bolj oziramo za novimi viri. V zadnjih letih se je

med obetajoče vire energije uvrstila mionska kataliza fuzije.

Pri fuziji se zlivajo lažja jedra v težja. Ker imajo težja jedra večjo spe-

cifično vezavno energijo na nukleon, se pri fuziji energija sprošča, na primer:

d tt>atn —O — 17,6MeV

Reakcijska energija —O bi se sprostila, če bi delca pred reakcjo ne imela
znatne kinetične energije. Za začetek fuzije moramo dovesti zadostno ener-

gijo, da premagamo odbojno elektrostatično silo med jedri. Ta pogoj je iz-

polnjen v zvezdah, kjer poteka fuzija pri temperaturi več deset milijonov

kelvinov. Pri tej temperaturi je kinetična energija termičnega gibanja dovolj

velika, da premaga odbojne sile med lahkimi jedri.

Razvijajo več različnih postopkov, s katerimi poskušajo doseči fuzijo.

Najvažnejša sta magnetno in lasersko zadrževanje plazme. Z njima poskušajo

simulirati razmere v zvezdah: visoko temperaturo, visok tlak in veliko go-

stoto snovi. Tretji pa je mionska kataliza: fuzijo sprožimo tako, da mešanici

vodikovih izotopov dodamo negativni mion. Kot bomo videli, lahko mion

deluje kot katalizator za jedrsko fuzijo.

Najprej si bomo ogledali dve zgodovinsko starejši mionski katalizi fuzije,

pri katerih je povprečni pridelek manjši od ene fuzije na mion, zatem pa

mnogo bolj zanimivo mionsko katalizo v mešanici devterija in tritija. Tu

je povprečen pridelek 150 fuzij na mion, sprosti pa se čez 2 GeV energije.

Mionska kataliza fuzije protona z devteronom

Mionska kataliza fuzije p-d poteka po reakciji [1]:

užšptd>—šHet, —O — 5,4 MeV

Reakcija poteka v naslednjih korakih: mion vstopi v tekoči vodik, ki

vsebuje okoli 14/ devterija. V vodiku prevladujejo protoni. Na proton se

ujeme počasni mion. Negativni mion namreč lahko nadomesti elektron v ato-

mu in nastane mionski vodikov atom

uč p—>pu
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Čeprav je devterona v naravnem vodiku le 0,02 %/, se mion hitro ireverzibilno

veže na devteron in tvori z njim atom dy

pu td >dutp

Reakcija nastane zato, ker je vezavna energija osnovnega stanja atoma

du po absolutni vrednosti za 135 eV večja kot vezavna energija atoma py.

Pri trku atoma d, in vodikovega atoma nastane mionski molekulski ion

(du) -£ [pe] — (pdy)" - e—

Okrogli oklepaji zaznamujejo mionski atom, oglati pa elektronski. Mion je

206,8-krat težji od elektrona. Zaradi večje mase miona so absolutne vred-

nosti lastne energije mionskih atomov približno 200-krat večje kot pri obi-

čajnih, elektronskih atomih. Bohrov radij mionskih atomov je približno

200-krat manjši, tako da je mion mnogo bliže jedru kot elektron. Podobno

kot v mionskih atomih je tudi ravnovesni razmik v mionskih molekulah

približno 200-krat manjši.

V mionskem molekulskem ionu (pdy)" sta proton in devteron dovolj

blizu, da lahko pride do tuneliranja skozi elektrostatično ograjo in s tem

do zlitja jeder. Proton in devteron se zlijeta v He in oddasta energijo

mionu

(pdy)? —>SHe -- , 5,4 MeV

Vsi časi (sl. 1) so dobljeni z meritvami. Povprečni za fuzijo potrebni čas

3 us je daljši od življenjskega časa miona 2,2ys, tako da mion običajno

razpade, preden utegne ponoviti cikel. Poleg tega je verjetnost, da se mion

prilepi na "He, kar 859/0. Vse to povzroči, da je povprečni pridelek manjši

kot ena fuzija na mion.

PRENOS MIONA

10? s

NASTANEK MIONSKEGA

MOLEKULSKEGA IONA

—1077 s

UJETJE MIONA

— 107?

15%
PONOVI CIKEL

nu.

—--—-— —— 3.407$s

—85'%

IZGUBA MIONA

SI. 1. Mionska kataliza fuzije p-d
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Mionska kataliza fuzije devterona z devteronom

V čistem devteriju lahko mion katalizira fuzijo d-d preko dveh reakcij:

udšžd td -dud-sHe tn ty —O — 3,3 MeV

ali

utd td >dud>ttptyu —O — 4MeV

Atom (dy) vstopi v molekulo D;. Pri tem nastane mionski molekulski

ion (ddy)" znotraj dvonadstropne elektronske molekule [(dd,)dee]. V taki

dvonastropni molekuli je eno jedro devteron, vlogo drugega jedra pa

ima ion (dd,)t; kovalentno ju vežeta dva elektrona. Nastanke mionskega

molekulskega iona razvrstimo glede na način porabe sproščene vezavne

energije. Pri prvi možnosti energijo odnese tako imenovani Augerjev elek-

tron [2]

(dy) -- [ddee] —> [((ddyu)de]" -- e—

Pri drugi možnosti se sproščena vezavna energija prenese v nihajne in

vrtilne prostostne stopnje elektronske molekule

(du) -- [ddee] —> [ddy)dee]"

Pri tem ne pride do emisije elektrona, zvezdica pa pomeni, da je elektron-

ska molekula v vzbujenem stanju. Tak pojav imenujemo resonančen, nastane

pa, če je izpolnjen pogoj za ohranitev energije.

Označimo z j in v vrtilno in nihajno kvantno število mionskega mole-

kulskega iona (ddy)" ter s k in v vrtilno in nihajno kvantno število elektron-

ske molekule [(dd,y)dee]. Pri nastanku mionskega molekulskega iona (ddy)"

sodelujeta mionski atom (dy) in molekula devterija. Oba sta v osnovnem

stanju z energijama Ea, in Ejadeej- V težiščnem opazovalnem sistemu imata

atoma (dy) in molekula devterija še skupno kinetično energijo E,;,. Pojav

je resonančen, če je vsota teh treh energij enaka vsoti energije osnovnega

stanja dvonadstropne elektronske molekule E;(ady)deej ter vzbuditvenih ener-

gij mionskega molekulskega iona :,; in kompleksne elektronske molekule

čku' Em 5 Ebadeej % Ekin — E|(ddu)dee] "H čje H ere

RESONANČNI NASTANEK

MIONSKEGA MOLEKULSKEGA

UJETJE MIONA

4025

2 %
IZGUBA MIONA

Sl. 2. Mionska kataliza fuzije d-d
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Vzbuditvena energija :;, je razlika vezavne energije vzbujenega stanja

j, v in energije osnovnega stanja. Nazorneje lahko pojasnimo resonančni pro-

ces, če vpeljemo spoščeno energijo 4E z enačbo:

Eda) EH E (adee] — E ((adu)dee] t dE

Vrtilna in nihajna stanja so kvantizirana. Zato ima vsota vzbuditvenih

energij samo diskretne vrednosti. Če naj bo pojav resonančen, morata atom

(dy) in molekula devterija imeti tolikšno kinetično energijo E;.;,, da je izpol-

njena na novo zapisana enačba za ohranitev energije:

AE Ejxin — čjr -t Ekr

Ta enačba mora biti izpolnjena le toliko natančno, kot je po načelu ne-

določenosti ostro določena energija. Zaradi kratkega življenjskega časa 7

vzbujenih stanj, so namreč vezavne energije teh stanj nedoločene do energije

t k/r.
Tako mionski molekulski ion (ddy)" kot elektronsko molekulo [(dd,)dee]

veže kovalentna vez. Na sl. 3 sta približno narisani potencialni energiji z oce-

nami značilnih vrednosti ter z vrisanimi vezanimi stanji.

Opazimo, da je v potencialu elektronske molekule veliko več vezanih stanj.

Da bomo razumeli vzrok, se spomnimo, da lahko okolico minimuma potenci-

ala približno opišemo s harmoničnim potencialom. Razmiki med vezanimi

stanji navadnega harmoničnega oscilatorja so enaki kw <— kh(K/m,)", če je

K — 0%V/0,£ < V(R)/R2. Ker so energije mionskih molekul 200-krat večje od
energij elektronskih molekul, ravnovesni razmiki pa 200-krat manjši, velja:

K pyionski > 2003 K gektronski

VA VA

r
B

Rx 300 In Res >

ua al

nekaj]

ev

(ddu)" [(ddu)dee]

—200|

ev

(a) (b)

Sl. 3. Približni potek potenciala mionskega molekulskega iona (dd«u)? v odvisno-

sti od razdalje med devteronoma (a) in potenciala elektronske molekule [(dd,)dee]

v odvisnosti od razdalje med ionom (ddy)" in devteronom (b)
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Vzemimo, da sta reducirani masi obeh sistemov približno enaki. Ker je

mionski potencialni lonec 200-krat globlji, sledi, da je v njem (200)": — 14-krat

manj vezanih stanj kot v elektronskem potencialnem loncu.

Vendar je resonančni nastanek mionskega molekulskega iona (ddy)"

mogoč le, če sproščeno energijo AE skoraj v celoti prevzame vzbujeno sta-

nje mionskega molekulskega iona (ddy)". Energije vzbujenih stanj elektron:

ske molekule so namreč le »drobiž« za fino prilagoditev. Res leži prvo nihaj-

no in vrtilno vzbujeno stanje tega iona tik pod robom lonca. Vezavna energija

stanja je E,; < —191eV.

Sproščena energija 4E se porabi za vzbujanje mionskega molekulskega

iona v stanje j < 1 in v — 1 ter za vzbujanje molekule [(ddy)dee] v stanje

z vrtilnim kvantnim številom k — 1 in nihajnim v <— 7 (Sl. 4). Na tem mestu

pojasnimo še, zakaj ne vzbujamo višjih vrtilnih stanj. Pri elektronski mole-

kuli tega ne dovoljujejo izbirna pravila, zaradi katerih se zmanjša matrični

element in s tem verjetnost za prehod v višja vzbujena stanja. V mionskem

molekulskem ionu pa vsako višje stanje pade iz potencialnega lonca.

Resonančna vrednost kinetične energije atoma (dy) v laboratorijskem si-

stemu meri E,;, — 0,053eV. Čas nastanka mionskega molekulskega iona v od-

visnosti od kinetične energije atoma (dy) kaže sl. 5 [3].

ta kin 7
jr o—-——-—- ——--—-—--—-—-—-— Trek

S

4

Edisociacijska 3

| 2 |Škv

1

E,, RH v:-0

4E | [[ddu)dee]
K z (0) Egin

UM 0,02 — 0,04 — 0,06 — 0,08eV
1,0.10"s a,

<— > > <— 08 B

: 0,6
jv Žddji Na A: Mt

0.2 IZ —IO |

Eco
0 200 400 600 K

oo T

(ddy)" Sl. 5. Diagram odvisnosti števila na-
stavkov mionskih molekulskih ionov na

enoto časa v odvisnosti od kinetične

S]. 4. Shematični prikaz potencialnih energije atoma (dy). A izračunani pri-
loncev mionskega molekulskega iona spevek Augerjevega pojava. B izraču-
(ddu)t in elektronske molekule nani prispevek Augerjevega in resonanč-

[(ddyu)dee] nega pojava

jzi,vz1
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Mionska kataliza fuzije devterona s tritonom

Mionska kataliza fuzije d-t v mešanici devterija in tritija poteka preko

reakcije:

utttd >dtu>atntyu — 0 <— 17,6 MeV

Čas nastanka mionskega molekulskega iona (dt,)! je krajši kot čas na-
stanka iona (ddy)t. Ker je vezavna energija prvega nihajnega stanja mion-

skega molekulskega iona višja (E,, — —0,64eV), je treba vzbuditi elektron-

sko molekulo v nižje nihajno stanje z v — 3. Zaradi izbirnih pravil je potem

matrični element za prehod večji. Tudi preostali reakcijski časi so v primer-

javi z življenjskim časom miona 2,2,,s zelo kratki (Sl. 6). Zato mion v pov-

prečju ponovi 150 kataliz fuzije.

Tak pridelek fuzij na mion je pri današnji tehnologiji premajhen za

ekonomično fuzijsko elektrarno. Mion dobimo iz razpada 7, tega pa s trkom

pospešenih devteronov v tarčah, bogatih z nevtroni. Za nastanek miona po-

trebujemo v tem primeru približno 5 GeV, kar je enako energiji, ki jo pridobi-

mo iz več kot tisoč fuzij. V to ceno miona so všteti izkoristek pospeševalnika,

izkoristek pridelovanja pionov iz trkov devteronov z nevtroni, izkoristek kon-

verzije pionov v mione ter Carnotov izkoristek pri spremembi toplote v elek-

trično delo. Več upanja vzbujajo hibridni reaktorji, v katerih poleg fuzije

teče še cepitev urana; z njo dobimo dodatnih 200 MeV energije. Za elektrar-

no s hibridnim reaktorjem predvidevajo, da bi bilo potrebnih od 100 do 300

fuzij na mion.

Na koncu povejmo še nekaj o pridobivanju tritija. Tritij je radioaktivni

izotop vodika; razpade z razpadom 48— in razpolovnim časom 12,5 leta. Tri-

PRENOS MIONA

10795

RESONANČNI NASTANEK
MIONSKEGA MOLEKULSKEGA

UJETJE MIONA

107725

Z 99,6 %
PONOVI CIKEL

[

< 0,4%
IZGUBA MIONA

SI. 6. Mionska kataliza fuzije d-t

FUZIJA

» 10725
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tija v naravi praktično ni. Na 10' vodikovih atomov pride en atom tritija.
Zato pridobivamo triton na primer z obstreljevanjem izotopa $Li z nevtroni:

n :SLi —att

Pri tem uporabimo nevtrone, pridelane pri fuziji d-t. V hibridnih reaktor-

jih nevtrone sicer porabimo za cepitev urana, toda pri cepitvi jih dobimo

nazaj. Nevtrone iz fuzije torej prodamo dvakrat: za cepitev in še za tvorbo

novega goriva — tritija ter plutonija. Zato pa je hibridni reaktor dosti manj

čist kot fuzijski reaktor.

X

E

E
o

z
POSPEŠE - hitri — [238 prašč LU
VALNIK devteroni TARČA nukleoni toplota Jer EKTRIČNIH |

(1 GeV/n) PRGEPNEV o GENERATOR

pioni

ii jedrsko
gorivo

KONVERTER ATOMSKA | ,

TUT CENTRALA

mioni

v

KATALIZA

dat — an

Sl. 7. Primer hibridnega reaktorja, ki ga je leta 1980 predlagal sovjetski fizik
etrov
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NAVODILO AVTORJEM ZA PRIPRAVO ROKOPISA

Rokopis mora biti natipkan v dveh izvodih (drugi izvod je lahko kseroks kopija)
na belem papirju formata A4, z dvojnim razmikom in vsaj 2cm širokim robom
na vseh štirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo postavljene
kurzivno, in vsi matematični simboli podčrtani z valovito črto, besede in simboli,
ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa podčrtani z ravno črto. Podrobnejša navodila
so v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62—64. Pri korekturah na krtačnih odtisih upo-
rabljajte dogovorjene oznake. ;

Obzornik mat. fiz. 35 (1988) 1/2 41



NOVE KNJIGE

NARKIEWICZ W. Classical problems in number theory. PWN — Polish

scientific publishers. Monografie matematyczne 62. Warszawa 1986, 363 str.

Knjiga prinaša izbor rešenih in nerešenih problemov iz teorije števil. Za

rešene probleme so opisani dokazi, za nerešene so izpeljane najvažnejše do-

slej najdene ugotovitve. Problemi so izbrani tako, da bralec spozna različne

tehnike, ki se uporabljajo v teoriji števil.

Zajeta je tale snov: popolna števila, Mersennova švetila, domnevi Carmi-

chaela in Lehmerja, egipčanski ulomki, vsote karakterjev, ocene za najmanjši

pozitivni primitivni koren praštevilskega modula, Artinova domneva, produkt

dveh in več zaporednih naravnih števil ni kvadrat ali višja potenca naravnega
števila, Grimmova domneva, Waringov izrek, razredno število pri binarnih

kvadratnih formah.

Domnevi Carmichaela in Lehmerja se nanašata na Eulerjevo funkcijo p.
Če je m dano naravno število, vprašujemo, koliko je naravnih x, za katere
velja g(x) — m ("). Ni znan noben m, ko bi enačba (") imela natančno eno re-
šitev. Carmichael je postavil domnevo: število rešitev enačbe (") je pri vsa-
kem m različno od ena.

Če je p praštevilo, je g(p) < p—l in g(p) deli p—1. Niso pa še našli no-
benega sestavljenega n, da bi g(n) bil delitelj za n —1. Od tod domneva
D. H. Lehmerja: (m) pri sestavljenem n nikdar ne deli n —1.

Vsak praštevilski modul ima primitivne korene. More pa biti isto šte-
vilo primitivni koren za različne praštevilske module. Iz tabel vidimo, da

pod 5000 leži 669 praštevil; za te praštevilske module se npr. 2 pojavi 254-krat,

10 pa 258-krat kot primitivni koren. Ob tem je E. Artin.izrekel domnevo: celo
število, ki ni kvadrat ali —l, je primitivni koren za neskončno praštevilskih
modulov. Da za —1 in kvadrate 0, 1, 2?, 3? itd. trditev ne drži, je jasno.

Navedimo še Grimmovo domnevo: če so zaporedna naravna števila n 4 1,

n -2,..., n - k sestavljena, obstajajo različna praštevila p,, pa,..., p, tako,

da p, delin -1, pa delin -2,...,p, deli n - k.

Nobena teh domnev še ni ne dokazana ne ovržena.

Omenjena snov je razdeljena na 5 poglavij oz. 15 razdelkov. Razdelki ima-

jo na koncu obširna pojasnila z zgodovinskimi in drugimi podatki. Vsebujejo

tudi naloge; večina je težjih in je zato navedena literatura, s katero si je

pri reševanju mogoče pomagati. Vsako poglavje sklene kratek seznam so-

rodnih nerešenih problemov.

Knjiga se končuje z dodatkom in bibliografijo. V dodatku so nekatere
ugotovitve, ki so v prejšnjih poglavjih uporabljene, ne pa opisane in izpeljane.

Tudi tu zanje v glavnem ni dokazov. Bibliografija zavzema 57 strani.

Bralec bo z veseljem in pridom vzel to knjigo v roke.

Jože Grasselli
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ZVOČNI MIKROSKOP

JANEZ STRNAD

PACS a4385--z

Ultrazvočni vrstični mikroskop po ločljivosti že dosega svetlobni mikro
skop,

v nekaterih primerih pa ga po drugih lastnostih prekaša. Članek opozori na pre
d-

nosti zvočnega mikroskopa, kratko opiše tak mikroskop družbe Leitz i
n pojasni ne-

katere značilnosti s fizikalne strani.

THE ACOUSTIC MICROSCOPE

The acoustic scanning microscope can achieve the resolution of the light micro-

scope and at some instances is preferable with respect to other features. In the
article the advantages of the acoustic microscope are considered, the acoustic mi-
croscope of Leitz is described briefly and some of its characterics are explained from
the physical side.

Uvod

Svetlobne mikroskope poznajo že dolgo, pa tudi elektronske mikroskope

uporabljajo že skoraj pol stoletja. Pri slednjih se je obnesel poseben način

opazovanja, pri katerem zelo ozek elektronski curek otipa predmet. Zaznavajo

tok odbitih ali tudi tok prepuščenih elektronov in z ojačenim tokom krmilijo

tok v drugem elektronskem curku, ki v enakem ritmu opleta po zaslonu ka-

todne cevi. Govorimo o vrstičnem (tipalnem, rastrskem, angl. scanning) mi-

kroskopu. Nekaj krajši čas je v navadi, da ugotavljajo z ultrazvokom globino

morja, iščejo napake v kovinskih odlitkih, preiskujejo nosečnice. Naprava,

o kateri smo se namenili poročati, združuje vse troje: objektiv svetlobnega

mikroskopa, vrstični način elektronskega mikroskopa in ultrazvok. S tem do-

seže na eni strani podobno ločljivost kot svetlobni mikroskop, na drugi

strani pa ima v nekaterih primerih pred njim nekaj prednosti. Odbojnost

predmeta za ultrazvok določajo mehanične napetosti, ki se lahko od predela

do predela močno spreminjajo. Tako dobimo mnogo večjo razliko v svetlosti

kot pri svetlobnem mikroskopu. Ultrazvok prodira v snovi, ki za svetlobo

niso prepustne, zato je mogoče z njim opazovati še na majhnih razdaljah pod

površjem predmeta. To je posebno pripravno pri integriranih vezjih na sili-

cijevih ploščicah, ker vezij s tem ne poškodujemo. Veliko obeta tudi v bio-

logiji, ker je mogoče dobiti jasne slike celic, ne da bi jih barvali.

Valovna dolžina ultrazvoka v uporabnih mikroskopih se domala ujema

z valovno dolžino rumenozelene svetlobe. Zvočni mikroskop ne bi bil zanimiv,

razen v izjemnih primerih, če bi bila valovna dolžina ultrazvoka desetkrat

večja, svetlobni mikroskop pa ne, če bi bila valovna dolžina desetkrat manjša.

Tako pa ima vsak od njiju svoje dobre lastnosti in nekako drug drugega do-

polnjujeta.

Prvi je razmišljal o ultrazvočnem mikroskopu sovjetski fizik S. J. Sokolov

pred petdesetimi leti. Toda takrat še ni bilo mogoče dobiti ultrazvoka z dovolj

kratko valovno dolžino. Šele pred dvajsetimi leti so dosegli v vodi ultrazvok

z valovno dolžino 1,6,ym. V zadnjem desetletju je več raziskovalnih skupin,

predvsem v Združenih državah, razvilo osnove ultrazvočnega mikroskopa. Naj-

dlje je prišla, kot kaže, skupina na stanfordski univerzi, ki jo je vodil C. F.

Ouate [1]. V zadnjem času so začeli izdelovati zvočni mikroskop tudi za pro-

dajo. Pri tem vodi, vsaj v Evropi, družba Ernst Leitz iz Wetzlarja v Zvezni
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