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PROBLEM INVARIANTNIH PODPROSTOROV

BOJAN MAGAJNA
Math. Subj. Class. (1985) 47 A 15.

Clanek obravnava nekatere najosnovnej$e in dostopnejs$e rezultate o invariant-
nih podprostorih operatorjev na Hilbertovem prostoru.

THE INVARIANT SUBSPACE PROBLEM

Some of the most fundamental results about invariant subspaces of Hilbert
space operators are treated in this article.

1. Uvod

S pojmom linearnega operatorja se sreCamo Ze v linearni algebri, kjer po-
drobno spoznamo strukturo operatorjev na kon¢no razseznih vektorskih pro-
storih. Ko izberemo bazo prostora, lahko predstavimo operatorje z matrikami,
Za dani operator T, ki deluje na kon¢no razseznem vektorskem prostoru 7, je
mogoce bazo prostora s izbrati tako, da pripada operatorju T matrika po-
sebne oblike — Jordanova kanoni¢na forma. Ce poznamo njegovo Jordanovo
kanoni¢no formo, lahko odgovorimo na skoraj vsako zanimivo vpra$anje
o danem operatorju. Vemo na primer, da sta dva operatorja podobna natanko
tedaj, ko imata enako Jordanovo kanoni¢no matriko. Nadalje lahko iz kano-
ni¢ne forme hitro izra¢unamo funkcije operatorja itd. Skratka, poznati Jorda-
novo kanoni¢no matriko danega operatorja pomeni poznati ta operator po-
vsem zadovoljivo.

Tako v matematiki kot v njeni uporabi pa pogosto naletimo na operatorje,
ki delujejo na neskoncno razseznih vektorskih prostorih. Ti prostori so naj-
ve¢krat normirani in polni, to je Banachovi. Od proucevanih operatorjev na-
vadno zahtevamo, da so omejeni (= zvezni) ali vsaj, da imajo zaprte grafe.
V kon¢no razseznih prostorih so vse te predpostavke vedno izpolnjene same
od sebe. Struktura operatorjev na neskoncno razseznih prostorih je neprimerno
bolj zapletena od strukture operatorjev na konc¢no razseznih prostorih. Za
operatorje na neskon¢no razseznih prostorih v splo$nem ne obstaja noben
kriterij, ki bi (podobno kot Jordanova kanoni¢na forma v kon¢no razseznem
primeru) povedal, kdaj sta dva operatorja podobna. Ze osnovna ideja, ki tici
za Jordanovo formo, v neskonéno razseznih prostorih odpove. Da bi si to
lahko podrobneje ogledali, ponovimo najprej nekaj osnovnih dejstev o spek-
tru operatorjev.

Simbol s naj oznaluje kompleksen Hilbertov ali pa Banachov prostor,
#(#) mnozico vseh omejenih linearnih operatorjev na njem, I pa identi¢en
operator na . Za poljuben operator T e #(s#) je spekter, o(T), definiran
kot mnozica vseh tistih kompleksnih S$tevil }, za katere operator T — 1 I ni
obrnljiv (bijektiven). Spekter je vedno neprazna kompaktna podmnozica kom-
pleksne ravnine €. Za operator na konc¢no razseZnem prostoru se spekter
ujema z mnoZzico lastnih vrednosti in je torej kon¢na mnozica. V nasprotju
s tem pa je katerakoli kompaktna mnozica v ravnini lahko spekter omejenega
operatorja na Hilbertovem neskonc¢no razseZznem prostoru. V neskonéno raz-
seznih prostorih tudi zelo pogosto sre¢amo operatorje, ki sploh nimajo lastnih
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vrednosti in lastnih vektorjev. Primer takega operatorja na Hilbertovem pro-
storu #2 [0, 1] je mnoZenje z identi¢no funkcijo y(x) = x na intervalu [0, 1]. Ta
operator, ki ga bomo oznacevali kot M,, je torej definiran s predpisom M, f =
= x f za vsak fe #2 [0, 1]. (Tukaj pomeni %2 [0, 1] seveda prostor vseh s kvad-
ratom integrabilnih funkcij glede na Lebesgueovo mero.) Operator M, je celo
sebi-adjungiran, pa kljub temu nima lastnih vektorjev. Ker imajo lastni vek-
torji osnovno vlogo pri proucevanju operatorjev na konc¢no razseznih pro-
storih, vidimo, da teorija operatorjev na neskon¢no razseznih prostorih ne
more biti samo posploSitev linearne algebre.

Iz linearne algebre je pravzaprav Ze znana naslednja posploSitev pojma
lastnega vektorja.

Definicija. Podprostor % prostora 5 je invarianten za operator T e #(J¢),
Ceje T¥ < & (torej Tx € ¥ za vsak x € ).

Cel prostor s# in nicelni podprostor O sta ocitno invariantna za vsak ope-
rator 7. Imenujemo ju trivialna invariantna podprostora.

Med enorazseznimi podprostori so invariantni za T natanko tisti, ki so ge-
nerirani z lastnimi vektorji operatorja 7. Domenimo se Se, da v neskonéno
razseznem primeru pomeni beseda podprostor vedno zaprt podprostor. Ko
bomo mislili na ne nujno zaprte podprostore, bomo to vselej posebej povedali.

Ker na neskon¢no razseznih prostorih obstajajo operatorji brez lastnih
vektorjev, je smiselno in netrivialno naslednje vprasanje:

Ali za poljuben operator Te%(#), kjer je s# poljuben
Banachov prostor, obstaja invarianten podprostor,
razli¢en od podprostorov O in #?

To vpra$anje je bilo dolgo eden glavnih neresSenih problemov operatorske
teorije, ¢eprav so se z njim -ukvarjali tudi nekateri najvidnejSi matematiki.
Leta 1975 je P. Enflo konstruiral Banachov prostor in omejen operator na
njem, ki je brez netrivialnih invariantnih podprostorov. Zal pa je bila ta kon-
strukcija tako zapletena, da dolgo le redki matematiki niso dvomili o njeni
pravilnosti. Deset let kasneje je B. Beauzamy poenostavil Enflojevo konstruk-
cijo in jo predstavil $ir§i matemati¢ni javnosti [5]. Leto pred tem (1984) je
nekoliko drugafen primer operatorja brez netrivialnih invariantnih podpro-
storov nasel tudi C.J. Read v [11]. Tako kot Enflo in Beauzamy je tudi Read
konstruiral isto¢asno Banachov prostor in operator na njem. Tudi njegov do-
kaz ni ravno zelo kratek, saj obsega priblizno 60 strani. Operator, katerega
edina invariantna podprostora sta ves prostor in nicelni podprostor, imenu-
jemo tranzitiven operator. Po Enfloju in Readu torej na nekaterih Banacho-
vih prostorih obstajajo tranzitivni operatorji. V [12] je Read to trditev Se
nekoliko izboljsal: dokazal je obstoj tranzitivnih operatorjev na prostoru I1.
Se vedno pa ni znano, na katerih Banachovih prostorih lahko obstajajo tran-
zitivni operatorji. Ali na primer lahko obstajajo tranzitivni operatorji na se-
parabilnih refleksivnih Banachovih prostorih? V tej zvezi povejmo, da na
refleksivnih lokalno konveksnih linearnih topologkih prostorih tranzitivni
operatorji obstajajo. Primer takega operatorja na nuklearnem Frechetovem
prostoru je leta 1983 nasel A. Atzmon v [3]. Problem eksistence tranzitivnih
operatorjev celo za Hilbertov prostor ni reSen. Zaradi njegove pomembnosti
formulirajmo ta problem $e enkrat v celoti. '

98



PROBLEM INVARIANTNIH PODPROSTOROV. Ali na separabil-
nem Hilbertovem prostoru obstaja za poljuben ome-
jen linearen operator netrivialen invarianten pod-
prostor? )

Za neseparabilne prostore je problem trivialen. Naj bo namre¢ J# nese-
parabilen Hilbertov prostor, T e #(#) in xes# od 0 razliCen vektor. Ozna-
¢imo z % zaprtje linearne lupine mnozice {T7x:n =20, 1, 2..}. Potem je &%
oditno invarianten podprostor za T in ker je ## neseparabilen prostor, je
L= S

Zakaj operatorski teoretiki posvecajo toliko ¢asa problemu invariantnih
podprostorov? Delen odgovor na to vprasanje je v upanju, da bi reSitev mor-
da pokazala, v kateri smeri iskati splo$no strukturno teorijo operatorjev na
Hilbertovem prostoru. Ve¢ kot re$itev sama bi morda povedala pot do nje.
V naslednjih razdelkih si bomo ogledali nekaj delnih reSitev problema in-
variantnih podprostorov.

Velkrat je ugodno namesto posameznih operatorjev proucevati operator-
ske algebre. Pri raziskovanju danega operatorja T ima pomembno vlogo al-
gebra vseh operatorjev, ki komutirajo s T. To algebro imenujemo komutant
operatorja T in oznalimo kot (T)’. Formalno je torej

Ty ={Se®B¥):ST=TS}

Definicija. Podprostor ¥ < s je invarianten za algebro </ < %(¥), Ce je
invarianten za vse operatorje iz 7. % je hiperinvarianten za operator T, Ce
je invarianten za algebro (7).

Dejstvo, da je % invarianten podprostor za algebro ., lahko simboli¢no
zapiSemo kot % = #. O¢itno je vsak hiperinvarianten podprostor za T tudi
invarianten. Obratno pa ni nujno res. Ce je na primer ) lastna vrednost ope-
ratorja T in x pripadajoci lastni vektor, potem x ni vedno lastni vektor za
vse operatorje, ki komutirajo s T — torej enorazseZen podprostor, razpet na
x, ni vedno hiperinvarianten za T.

Na konéno razseznem prostoru ima vsak neskalaren operator netrivialen
hiperinvarianten podprostor. (Skalarne imenujemo operatorje oblike 11, 1€ C,
neskalarni so vsi drugi operatorji.) Za poljubno lastno vrednost i je namrec
jedro operatorja T — A I invarianten podprostor za vse operatorje, ki komu-
tirajo s T. Na neskon&no razseznem separabilnem Hilbertovem prostoru je
vpradanje eksistence hiperinvariantnih podprostorov seveda nereSeno. Pozi-
tiven odgovor nanj bi bil obenem re$itev problema invariantnih podprostorov.

Vsaki podmozici spektra operatorja T, ki je hkrati odprta in zaprta v spek-
tru, pripada tako imenovani spektralni projektor (glejte na primer [16]), ki
komutira z vsemi operatorji iz (T)’. Njegova zaloga vrednosti je zato inva-
rianten podprostor za (T)’, torej hiperinvarianten za operator 7. Potemtakem
ima vsak operator, katerega spekter ni povezan, netrivialen hiperinvarianten
podprostor.

Mnozico vseh invariantnih podprostorov za operator T bomo oznacili
z Lat T. Z relacijo inkluzije je Lat T delno urejena mnozica; Se ve¢, Lat T je

mreZa za operaciji ;A L= L NPy in L v L= L1+ Lo
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Za vsako podalgebro o v %(#), ki vsebuje identi¢ni operator I, in za
vsak vektor x e # je (ne nujno zaprt) podprostor o/x = {Ax:Aes/} inva-
rianten za /. Njegovo zaprtje, ./x, je najmanjsi za .o/ invarianten zaprt pod-
prostor, ki vsebuje x. Ce je &Zx = #, imenujemo vektor x cikli¢en za algebro
&/ . Vektor x imenujemo cikli¢en za operator T, ¢e je ciklicen za algebro,
generirano s T in I, (to je algebra vseh operatorjev oblike p(T), ko p tece po
vseh kompleksnih polinomih). Operator T je ciklicen, ¢e obstaja kak cikli¢en
vektor za T. OCitno je operator T tranzitiven natanko tedaj, ko je vsak ne-
nicCeln vektor ciklien za T. Pri dokazovanju eksistence invariantnih podpro-
storov se smemo — brez izgube splo$nosti — omejiti na cikli¢ne operatorje.

2. Hiperinvariantni podprostori za kompaktne operatorje

Za zaletek spomnimo bralca, da je po definiciji operator kompakten, ce
preslika poljubno omejeno mnoZzico v mnozico, katere zaprtje je kompaktno.
Kompaktni operatorji se obnasajo bolj podobno operatorjem na kon¢no raz-
seznih prostorih kot pa splo$ni omejeni linearni operatorji. Tako je na primer
vsaka nenicelna to¢ka spektra kompaktnega operatorja lastna vrednost. Vsak
operator kon¢nega ranga (tj. s kon¢no razsezno zalogo vrednosti) je kom-
pakten in na Hilbertovem prostoru se mnozica kompaktnih operatorjev
ujema z zaprtjem mnozice vseh operatorjev kon¢nega ranga [13, str. 58].

Eksistenco invariantnih podprostorov za kompaktne operatorje so neod-
visno drug od drugega dokazali von Neumann ter Aronszajn in Smith Ze pred
ve¢ kot 30 leti. Sele 12 let kasneje je uspelo Bernsteinu in Robinsonu po-
splositi ta rezultat na polinomsko kompaktne operatorje. (Operator T' imenu-
jemo polinomsko kompakten, ¢e je za kak nenicelni polinom p operator p(T)
kompakten.) Njun dokaz je uporabljal nestandardno analizo, kar je pri mno-
gih matematikih ustvarjalo nelagoden vtis skrivnostnosti; zato ga je P. R.
Halmos takoj prevedel v obifajni matemati¢ni jezik. Leta 1973 pa je Viktor
Lomonosov odkril presenetljiv dokaz mnogo splo$nej$e trditve: vsak opera-
tor, ki komutira s kakim nenicelnim kompaktnim operatorjem, ima netri-
vialen hiperinvarianten podprostor. Dokaz Lomonosova uporablja Schauder-
jev izrek o fiksni tocki, ki spada v nelinearno analizo. Ker Zelimo v tem ¢lanku
ostati pri najosnovnejs$ih sredstvih linearne funkcionalne analize, dokaza ne
bomo navedli. Navedli pa bomo presenetljivo enostaven Hildenov dokaz na-
slednjega, nekoliko $ibkejSega izreka.

IZREK 1. Za vsak od 0 razli¢en kompakten operator na Banachovem pro-
storu obstaja netrivialen hiperinvarianten podprostor.

Potrebovali bomo naslednje dejstvo: Ce je v spektru operatorja T e B(H)
samo tocka 0, potem je hm ]|Tn|| = 0. V resnici je celo Ilm |T=|t= = 0, po

formuli za spektralni I‘adl_] Kratek dokaz te znane formule _]e mogoce najti
v skoraj vsakem ucbeniku analize, na primer v [16, str. 36] ali v [14, str. 355].

Dokaz izreka 1. Naj bo K = 0 kompakten operator na Banachovem pro-
storu s#. Ce ima K kako lastno vrednost i, potem je ustrezni lastni pod-
prostor A4 (K — 4 I) hiperinvarianten za K. Zato denimo, da K nima nobene
lastne vrednosti. Ker so vse nenifelne to¢ke spektra kompaktinega operatorja
vedno lastne vrednosti, to med drugim pomeni, da je o(K) = {0}. Nadalje
lahko brez izgube splo$nosti vzamemo, da je |K| = 1.
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Izberimo tak vektor xy € #, da je |K xo| > 1; potem je tudi [xo >1 (ker
je |K| =1). Naj bo  odprta krogla s srediS§¢em xy in polmerom 1, torej
U= {x e :|x—x| <l}. Oznatimo z &/ komutant operatorja K. Privze-
mimo, da ne obstaja netrivialen invarianten podprostor za algebro .«/. Poka-
zali bomo, da nas ta privzetek pripelje v protislovje. .

Ker ne obstaja noben netrivialen invarianten podprostor za &7, je /7 = #
za vsak od ni¢ razli¢en vektor z e #. MnozZica /7 je torej gosta v #, kar
med drugim pove, da je |A z— x| <1 za vsaj en operator A .o/, torej Az e U
oziroma z € A-1(#%). Od tod sledi

U A-1(%) = #\{0} (1)
Aesd
Ker je K kompakten operator, je K(%) kompaktna podmnozica prostora
. Ker je |K| =1, je |[Kx—K x| <1 za vsak x € %; zato iz |[K xo|| > 1 sledi
0¢ K(%). 1z (1) sedaj vidimo, da je druzina mnozic {A-1(%): A e/} odprto
pokritje kompaktne mnozZice K(#). Izberimo konéno podpokritje, torej ope-
ratorje 4y, ..., A, iz algebre 7, za katere je

K(%) = UA(2) )
i=1
Naj bo ¢ = max {||4j| : i =1, ..., n}. Iz (2) sledi, da je K xge A;;~() ozi-
roma A;, Kxpe¥ za vsaj en ije{l, ..., n}. Ker je potem K A4; K xye K(%),
mora (prav tako zaradi (2)) obstajati tak i, da je A;, KA;, Kxye%. Ko po-
novimo ta postopek m-krat (kjer je m poljubno naravno Stevilo), dobimo

A K ... Ay Kxge

Ker vsi operatorji A; komutirajo s K, sledi od tod

def.
X = (C1A; ... ot Ay et AL €KY xo e U )

Ker je o(K) = {0}, je seveda tudi o(c K) = {0} in zato lim |(c K)m| = 0. Po

izbiri Stevila ¢ so norme operatorjev ¢t A4; v prvem oklepaju v (3) manjSe
ali enake 1, zato ima tudi produkt normo < 1. Torej konvergirajo vektorji
X proti 0, ko gre m proti c. Toda to je protislovje, saj je [|[x,— x| <1 po
(3) in ||xo| >1.///

Zaradi splo$nosti izreka Lomonosova in enostavnosti njegovega dokaza
se morda zdi dotedanji trud drugih matematikov v zvezi z invariantnimi pro-
stori kompaktnih operatorjev odve¢, vendar ni tako. Od metod obravnavanja
problema pred Lomonosovom je namrel ostal Ziv koncept kvazitrikotnih
operatorjev, ki je vodil do pomembnega napredka v operatorski teoriji in
teoriji operatorskih algeber. Nekaj besed o kvazitrikotnih operatorjih bomo
povedali v zadnjem razdelku.

Kako lahko izrek o eksistenci invariantnih podprostorov pomaga pri pro-
ucevanju kompaktnih operatorjev na Hilbertovih prostorih? Izrek vodi do
predstavitve kompaktnih operatorjev, ki je analogna zgornje trikotni pred-
stavitvi operatorjev na koncno razseznih prostorih. Z uporabo Zornove leme
lahko dokaZemo, da obstaja maksimalna veriga (= linearno urejena pod-
mnozica) v mreZi invariantnih podprostorov za poljuben kompakten operator
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K. Naj bo & ena taka veriga in za vsak #e% oznaimo z ./#_ zaprtje
unije vseh tistih elementov verige &, ki so pravi podprostori v .#. (Za # =0
naj bo #_ =0.) Ce je # maksimalna veriga, ni tezko videti, da je dim (./# ©
©OM_)Y<1zavsak M eF. (M O A _ pomeni ortogonalni komplement pod-
prostora ./Z_ v prostoru .#.) Kar predpostavimo nasprotno, da je dim (.Z ©
© #_)>1. Naj bo P ortogonalni projektor na # © .#_. Ker je operator
PK|(# © ) kompakten, ima netrivialen invarianten podprostor .4". Toda
potem ni tezko videti, da je podprostor Z_@ A4 invarianten za K. Tedaj
pa je F U|AM_D A} veriga invariantnih podprostorov za K, ki je veCja
od verige &, kar pa nasprotuje maksimalnosti verige Z.

Definirajmo sedaj tako imenovane diagonalne koeficiente « Y kompakt-

nega operatorja K glede na maksimalno verigo & invariantnih podprostorov.
Za vsak /€% sta samo dve mozZnosti: 1. Ce je dim(#Z © #_) =0, je M =
= /_ in tedaj postavimo ¢ ,= 0. 2. Ce je dim(# © #_) =1, potem je

PKP = qP za primeren ¢, kjer je P projektor na # © ./ _; tedaj po-
stavimo qa ke Mnozico {a ,/ﬂ:j/ € Z} imenujemo mnoZica diagonalnih

koeficientov kompaktnega operatorja K glede na verigo &%. Da se dokazati,
da je spekter ¢(K) enak uniji mnoZice didgonalnih koeficientov in singeltona
{0} (za neskonéno razseZen prostor). Na konéno razseznih prostorih se ta trdi-
tev prevede na znano dejstvo, da se spekter zgornje trikotne matrike ujema
z mnoZico diagonalnih elementov. Vel o zgornje trikotni reprezentaciji kom-
paktnih operatorjev in njeni uporabi lahko poi$ée bralec v [13].

Oglejmo si $e primer kompaktnega operatorja s povsem znano mrezo in-
variantnih podprostorov. Volterrov operator na prostoru 5 = 2 [0,1] je
definiran s predpisom

V@)= gf(y) dy, fedt

Volterrov operator je kompakten (celo Hilbert-Schmidtov) in 0 je edina tocka
njegovega spektra [7]. Tukaj nas zanimajo le njegovi invariantni podprostori.
Za vsak ae[0,1] naj bo s, = {fes# :f =0 skoraj povsod na [0, a]}. O&itno
je #, invarianten podprostor za V. Mnogo teZje pa je dokazati obratno trdi-
tev, da so vsi invariantni podprostori Volterrovega operatorja take oblike
[10, str. 68]. Mreza Lat V je torej izomorfna intervalu [0, 1] za relacijo >.

3. Subnormalni operatorji

Med operatorji na konéno razseznih prostorih imajo normalni posebno
enostavno strukturo: v izbranih ortonormiranih bazah se dajo predstaviti
z diagonalnimi matrikami. (Operator N imenujemo normalen, ¢e komutira
z adjungiranim operatorjem, torej N* N = N N*.) Struktura normalnih ope-
ratorjev na neskon¢no razseznem Hilbertovem prostoru ni tako enostavna.
Na neskon¢no razseznem prostoru ne obstaja za vsak normalen operator
poln ortonormiran sistem lastnih vektorjev, saj vemo, da obstajajo celo
sebi-adjungirani operatorji brez lastnih vektorjev. Kako lahko ugotovimo,
ali ima vsak normalen operator netrivialen invarianten podprostor? Odgovor
pove tako imenovani spektralni izrek, ki je analogija diagonalizacije na kon¢no
razseznih prostorih. Naj bo x4 kon¢na pozitivna mera definirana na neki sigma
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algebri podmnozic dane mnoZice 2. Za vsako omejeno merljivo kompleksno
funkcijo ¢ na Q lahko definiramo na prostoru #2(u) operator mnoZenja s ¢,

to je M,, s predpisom
M,f=gof, feZ)

Z lahkoto se prepri¢amo, da je M, normalen operator. Spektralni izrek pove,
da je vsak normalen operator v bistvu take oblike.

IZREK 2. (Spektralni izrek.) Za poljuben normalen operator N na sepa-
rabilnem Hilbertovem prostoru s# obstaja mnoZica Q, sigma algebra, pozi-
tivna kon¢na mera y na njej in taka omejena merljiva funkcija ¢ : Q— €, da
je N unitarno ekvivalenten operatorju M, na prostoru #2(u). (To pomeni,
da obstaja unitaren operator U : #2(u) — S, ki zado$¢a pogoju M, = U-t N U).

Za normalne operatorje na koncno razseznih prostorih je spektralni izrek
takojSnja posledica diagonalizacije. Naj bo namre¢ N normalen operator na

n-razseznem prostoru J# z lastnimi vrednostmi 4, ..., 1,, kjer Stejemo vsako
v skladu z veckratnostjo. Naj bo x mera na mnozici Q = {1, 2, ..., n}, ki $teje

tocke, torej u({j}) = 1 za vsak j e Q, funkcija ¢ : Q — € pa naj bo definirana
z @(j) = 2;. Prostor #2(u) je tedaj enak mnozici vseh funkcij iz Q v €. Nor-
malna operatorja N in M, sta unitarno ekvivalentna, ker ju lahko v ortonor-
miranih bazah predstavimo z isto diagonalno matriko.

Spektralni izrek v taki ali drugacni obliki je ponavadi vkljuéen v osnovne
te¢aje funkcionalne analize. Tukaj ga ne bodo dokazovali, dokaz je na primer
v [10]. Zveza med normalnim operatorjem N in mnoZico Q v izreku ni posebno
naravna (in je niti ne potrebujemo), razen v primeru, ko je N *-cikli¢en
operator. Normalen operator N imenujemo *-cikli¢en, e je za kak vektor
xe s (ne nujno zaprt) podprostor P, = {p(N, N*) x: p poljuben kompleksen
polinom dve spremenljivk} gost v . Vsak cikliCen normalen operator je
ocitno *-cikli¢en. (Velja tudi obratno, kar pa je mnogo tezje dokazati [6].) Za
*-ciklien normalen operator N je v spektralnem izreku mnozica Q kar spek-
ter ¢(N), mero y dobimo s pomodjo Rieszovega izreka o reprezentaciji funk-
cionalov, funkcija ¢ pa je kar identi¢na funkcija y na o(N) (x(z) = z). Uni-
taren operator U: #2(u) — o, ki posreduje ekvivalenco med operatorjema
M, in N, je na gostem podprostoru vseh polinomov dveh spremenljivk v
Z*(u) definiran s predpisom Up = p(N, N*) x (kjer smo vzeli, da je |x]| = 1).

Sedaj je lahko dokazati obstoj invariantnih prostorov za normalne opera-
torje. Po spektralnem izreku zado3¢a obravnavati operatorje mnoZenja. Naj
bo torej N = M, operator mnoZenja na prostoru #2(u), kjer je u mera na Q
in dim #2(u) > 1. Potem obstaja taka merljiva podmnoZica v Q, da njena
karakteristi¢na funkcija ¢ ni skoraj povsod enaka niti 1 niti 0. (Ce taka funk-
cija ne bi obstajala, bi iz dejstva, da so linearne kombinacije karakteristi¢nih
funkcj goste v £2%(u), sledilo dim #2(y) =1.) Oznadimo 7.%%(u) = {r.f:
feL2(w)}. V r. £2(u) so natanko tiste funkcije iz #2(u), ki so enake 0
(skoraj) povsod, kjer je funkcija 7 enaka 0. O¢itno je 7 . #2(y) invarianten pod-
prostor za operator M,. Na ta nacin pa ne dobimo vseh moznih invariantnih
podprostorov normalnih operatorjev. Podprostor 7. #2 (u) ima namre¢ dodat-
no lastnost, da je tudi njegov orogonalni komplement, to je (1 —1) . %2(u), in-
varianten za operator N = M,. Kasneje bomo videli, da te lastnosti nimajo vsi
invariantni podprostori normalnih operatorjev.
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Definicija. Podprostor # < s je reducirajo¢ za operator T e Z(¥), Ce
sta ./ in /1 invariantna podprostora za T. (Ekvivalentno, .# je invarianten
za T in za T*.)

Ni tezko videti, da je na kon¢no razseznem prostoru vsak invarianten
podprostor za normalen operator Ze reducirajo¢. (Dokaz prepusfamo za vajo
iz linearne algebre. Med drugim je treba uporabiti dejstvo, da je vsak lastni
vektor normalnega operatorja N lasten tudi za N*.) Normalni operatorji na
neskoncéno razseznih prostorih se tudi v tem pogledu obna$ajo drugace.

Primer. Naj bo U operator na Hilbertovem prostoru

H = 12(2) = { y X2y X1, Xo» X1, X2, . -):ijC, § Ix.1|2 OO}

j=—c0

definiran s predpisom
¥ ¥
UG.,%_q,%,%,.) =(.%_9,%_1,%,..)

(Tukaj oznacduje puﬁéica nicelni polozaj.) Operator U imenujemo dvostranski
premik v desno. Njegov adjungirani operator U* je premik v levo, kar preve-
rimo lahko z neposrednim ra¢unom. Operator U je unitaren (U*U = U U* =
= I), torej tudi normalen. Hilbertov prostor /2 = /2(IN) lahko imamo za pod-
prostor v [2(Z) na naraven nacdin. O¢itno je I2 invarianten podprostor za U,
njegov ortogonalni komplement 2(Z~) pa ne. Zozitev operatorja U na pod-
prostor /2 imenujemo enostranski premik v desno ali kar premik. Oznacimo
ga z S. Adjungirani operator S* je premik v levo na prostoru 2 (pri tem prva
koordinata x, izgine, S* ima netrivialno jedro). Opazimo, da S ni normalen
operator (S*S =T = S S*).

Naslednja trditev bo med invariantnimi podprostori normalnih operator-
jev karakterizirala reducirajoCe. V jenem dokazu bomo potrebovali, da je
operator N € #(#) normalen natanko tedaj, ko je |[N*x| = [N x| za vsak
xe# . Dokaz: enakost N N* = N*N velja natanko tedaj, ko za vsak x e #
velja (N N* x, x) = (N*N x, x) oziroma |N*x|2 = |N x|?.

TRDITEV 1. Invarianten podprostor .# < s je reducirajo¢ za normalen
operator N e #(#) natanko tedaj, ko je zoZitev N|.#Z normalen operator.

. Dokaz. Naj bo P ortogonalni projektor na podprostor .#. Neposredno iz
definicije adjungiranega operatorja lahko zaklju¢imo, da je (N|.#)* = P N*|./.
Torej je operator N|.# normalen natanko takrat, ko za vsak xe ./ velja
PN*xEL] |N x| oziroma (ker je ||N x|| = ||[N*x|| zaradi normalnosti operatorja

N) HP *x[ |N*x]| Zadnja enakost pa pove, da je N*xeP # = ./, torej,

da je ./ invarianten podprostor za N*. Ker je v splo$nem ./# invarianten za
N* natanko tedaj, ko je .l invarianten za N, je trditev dokazana. ///

Definicija. Operator S e #(o#) je subnormalen, ¢e obstaja Hilbertov pro-
stor 4 2 # in tak normalen operator N e #(X'), da je S = N|s#. Pri tem
pravimo operatorju N normalna raz§iritev operatorja S.

Subnormalen operator je torej zoZitev normalnega operatorja na kak inva-
rianten podprostor. Vsak normalen operator je subnormalen, operator pre-
mika pa je primer subnormalnega operatorja, ki ni normalen. Na koncno
razseznih prostorih se pojma normalnega in subnormalnega operatorja uje-
mata.
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Samo po sebi se nam sedaj ponuja vpasanje o eksistenci invariantnih pro-
storov za subnormalne operatorje. Kot Ze vemo, se smemo pri tem omejiti
na cikli¢ne operatorje. Za zaletek si oglejmo kanoni¢ne modele takih opera-
torjev. Naj bo S e #(s#) ciklicen subnormalen operator, x e # pripadajoci
cikli¢ni vektor z normo 1 in N normalna razSiritev za S na prostoru 24 2 .
Naj bo A4 najmanjsi podprostor v prostoru ', ki vsebuje # in je invarian-
ten za N*. A4 je tedaj zaprtje linearne lupine mnoZice {N*"x: x e, n =0,
1, 2,..}. Ker je x cikliten vektor za S = N|2#, je A" hkrati zaprtje linearne lu-
pine mnozice {N*nNmx: n,m = 0,1,2,..}. Olitno je podprostor 4" invarian-
ten za N in za N*, torej reducira N. Po trditvi 1 je zato zoZitev Ny = N|.4" nor-
malen operator. Ker 4" 2 4, je Ny normalna raz$iritev operatorja S. Za ope-
rator N; je vektor x ocitno *-cikli¢en. Tako smo spoznali, da ima vsak cikli¢en
subormalen operator *-ciklicno normalno razsiritev.

Poenostavimo sedaj oznake, tako da je S cikli¢en subnormalen operator
s ciklicnim enotskim vektorjem x na prostoru s, N pa njegova *-cikli¢na
normalna razSiritev na prostoru # 2 5. Po komentarju k spektralnemu iz-
reku je N unitarno ekvivalenten operatorju mnoZenja M, na prostoru #2(u),
kjer je u pozitivna mera na o(N), ¥ pa identi¢na funkcija. Unitaren operator
U: Lx(u) — o, ki pri tem posreduje ekvivalenco, preslika poljuben polinom p
dveh konjugiranih spremenljivk z in Z v vektor p(N, N*) x. Ce je polinom p
odvisen samo od spremeljivke z (torej, ¢e je holomorfen), ga U preslika v vek-
tor oblike p(N) x. Naj bo £22(y) zaprtje mnozice vseh holomorfnih polinomov
v Z2(y). Oznacimo z S, zozitev operatorja M, na 22%(y). Ker je mnoZica vseh
vektorjev oblike p(N) x, ko p teCe po holomorfnih polinomih, gosta v # (saj
je x cikliCen vektor za S), preslika unitaren operator U podprostor Z2(u)
izometri¢no na . Zozitev V = U|#2(u) je zato unitaren operator iz %2(u)
na 7. Iz dejstva, da posreduje U ekvivalenco med M, in N, torej iz UM, =
=NU, sledi VS, =SV oziroma S =V S, V-1. Tako smo prispeli do nasled-
nje trditve.

TRDITEV 2. Za vsak cikli¢en subnormalen operator S obstaja taka pozi-
tivna (konc¢na, regularna, Borelova) mera x na o(S), da je S unitarno ekviva-
lenten operatorju S, mnoZenja s funkcijo y(z) = z na prostoru £2(y). Pri tem
je 22(u) najmanjsi podprostor v #2(u), ki vsebuje vse polinome spremenljiv-
ke z.

V zgornjem premisleku $e nismo pokazali celotne trditve: mera u, ki smo
jo pridelali, je bila definirana na ¢(N), trditev pa pravi, da je definirana na
o(S). Sedaj bi se morali sklicati na izrek o spektralni inkluziji, ki pove, da
je o(N) = o(S); ker pa definicijska mnozica mere p v na$ih tukaj$njih raz-
mi$ljanjih ne bo pomembna, bomo dokaz spektralne inkluzije opustili (glejte
na primer [6]).

Kljub temu, da je Bram dokazal trditev 2 Ze pred ve¢ kot 30 leti, je ostal
obstoj invariantnih podprostorov za subnormalne operatorje vprasljiv do
leta 1978, ko ga je potrdil S. Brown v [4]. Brownov dokaz, ki ni prav eno-
staven, uporablja Sarasonovo karakterizacijo zaprtja algebre polinomov v al-
gebri Z>(u) v 8ibki-* topologiji, ki jo nosi #>(u) kot dual Banachovega pro-
stora #1(u). Ze formulacija Sarasonovega izreka je precej zapletena, dokaz
pa uporablja. sredstva iz teorije funkcijskih algeber in harmoni¢nih mer.
C. Pearcy, C. Foias, C. Apostol, H. Bercovici, B. Chevreau, J. Agler in drugi
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