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O BORSUKOVEM ANTIPODNEM IZREKU
NEZA MRAMOR KOSTA
Math. Subj. Class. 55M20, 54H25

V ¢lanku podajamo lahko razumljiv konstruktiven dokaz izreka, nekaj njemu
enakovrednih trditev iz topologije in kratek opis uporabe v raznih vejah matematike.

ON BORSUK’S ANTIPODAL THEOREM

The article contains a simple constructive proof of the theorem, some equi-
valent statements from topology, and a short description of applications to various
mathematical domains.

1. Uvod

Pred vec kot 50 leti je znani poljski matematik Karol Borsuk dokazal
izrek o preslikavah med sferami, ki je $e danes zanimiv, saj je uporaben
v raznih vejah matematike pa tudi zunaj nje. S posplo$itvami tega izreka
in njihovo uporabo se ukvarja cela vrsta matematikov. Pred kratkim napisan
pregledni ¢lanek z naslovom Borsukov antipodni izrek in njegove posplositve
in uporaba navaja v bibliografiji kar 446 publikacij o tem izreku [12].

Ena moznih ekvivalentnih formulacij izreka, ki se v matematiéni literaturi
pogosto navaja z imenom Borsuk-Ulamov izrek, je tale:

1.1. Xzrek. Vsaka zvezna preslikava f iz n-dimenzionalne sfere S» v evklidski
prostor Rk dimezije k £n preslika vsaj en par antipodnih tock {x,—x} e S
v isto tocko.

Ta izrek je ekvivalenten Borsukovemu antipodnemu izreku in $e vrsti trdi-
tev o preslikavah med sferami, topolo$kih lastnostih sfer pa tudi o pojmih,
ki na videz nimajo nobene zveze s konc¢no razseZnimi sferami. O tem bomo
spregovorili v drugem razdelku.

Borsuk-Ulamov izrek je vkljuen v marsikatero knjigo o algebrai¢ni topo-
logiji, to pa zato, ker ga obic¢ajno dokazujemo s sredstvi algebrai¢ne topologije.
Pravzaprav je izrek posledica strukture kohomoloskega kolobarja realnega
projektivnega prostora R Pn, to je kvocientnega prostora, ki ga dobimo iz
sfere S» z identifikacijo antipodnih to¢k. Tak dokaz najdemo na primer v [5]
ali [11]. Izrek pa je mogoce dokazati tudi s precej bolj elementarnimi sredstvi,
ki so geometri¢no toliko bolj nazorna.

Dokaz, ki ga bomo opisali v tem prispevku, ima prednost, da je konstruk-
tiven, torej nam omogoca, da z numeri¢nimi metodami odkrijemo to¢ko
x e S, za katero je f(x) = f(—=x). Zal bomo z njim izgubili nekaj splo$nosti,
saj deluje samo za diferenciabilne oziroma gladke (ali z manj$imi .popravki
za kosoma linearne) in ne za popolnoma splo$ne zvezne preslikave. Leta 1963
je Hirsch podal kratek in znamenit dokaz Brouwerjevega izreka o negibni
toCki, ki je osnova raznih numeri¢nih metod za iskanje negibnih tock [6].
Alexander in Yorke [1] sta njegovo zamisel izpopolnila in posplosila Se na
nekatere druge probleme, med katerimi je tudi Borsuk-Ulamov izrek.

Opis dokaza:

Dovolj bo, ¢e izrek dokazemo za k == n, saj lahko vsako preslikavo v Rk,
k <mn, naravno obravnavamo kot preslikavo v R%, tako da Rk vlozimo v R™.

Pokazali bomo, da ima vsaka gladka liha preslikava (tj. taka, ki preslika
antipodne tocke v antipodne tocke) iz S” v R” vsaj eno nic¢lo. Potem ima tudi
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h(x) = f(x) — f(—=) niclo, recimo x,, torej je f(xy) = f(—=x,) in izrek bo dokazan.
Zamisel, na kateri temelji dokaz, je tale: ¢e primerno izberemo liho preslikavo
Z znanimi ni¢lami, jo deformiramo v dano preslikavo % in pri tem zasledujemo
mnoZzico nicel, bomo na koncu nekaj vedeli o ni¢lah preslikave A.

Vzemimo projekcijo ¢ sfere S = Rnt+1 na prostor R, ki ga identificiramo
s podprostorom {(xy,..., X, 0)} c R#*1, O¢itno je ¢ gladka liha preslikava, ki
preslika v 0 samo severni in juzni pol sfere. Preslikavo ¢ lahko deformiramo
v h skozi enoparametri¢no druZino preslikav #;: S*—Rn, 0 £t £ 1, definiranih
s predpisom #,(x) = (1 —1) p(x) + t h(x). OpiS§imo to deformacijo malo dru-
gace, tako da bomo laze zasledovali mnozico nicel. DruZina 4; dolo¢a gladko
preslikavo H: S X [0,1]—R" z lastnostjo H(x, t) = hy(x), torej je H(x, 0) =
= @(x) in H(x, 1) = h(x). Tako preslikavo obifajno imenujemo homotopija
med preslikavama ¢ in 4. Praslika Q = H—1(0) tocke 0 predstavlja pot, ki jo
med deformacijo opiSe mnozica nicel. V veéini primerov (kadar je 0 regularna
vrednost preslikave H) je to gladka krivulja v S” X [0, 1], ki je lahko nepove-
zana. Njen presek z S» X {0} je mnozZica nicel preslikave ¢, torej severni pol
p in juzni pol —p sfere S”, njen presek z S* X {1} pa je mnoZica nicel pre-
slikave %, torej je treba pokazati, da je ta presek neprazen (SI.1).

s"x {1} St x {1}
\
Y
_——“—_—p ‘~‘\\\\\
S"x {0} _—/S"x{O}
Slika 1 Slika 2

Recimo, da je Q gladka krivulja, ki ne seka S» X {1}. Kratek premislek
nam pove, da mora v tem primeru neka komponenta krivulje Q, na primer C,
goterosti S” X [0, 1] (Slika 2). Parametrizirajmo krivuljo C z lo¢no dolZino in
oznacimo to¢ke na njej s (p(s), (s)), kjer je p(s) € S*, t(s) € [0,1] in 0 L s L L.
Homotopija H je liha glede na prvo spremenljivko, zato je C simetri¢na kri-
vulja (tj. toc¢ka (x, ) lezi na C natanko takrat kot todka (—=x, t)) z zaletkom
v tocki p(0) = p in koncem v ocki p(1) = —p. Ker je parametrizirana z lo¢no
dolZino, sledi p(s) = —p(L—3s), torej p(L/2) = —p(L/2), kar je nemogole. S
tem smo dokazali, da mnoZica Q povezuje S” X {0} in 8" X {1} in izrek je
dokazan za preslikave f, pri katerih je krivulja Q gladka.

Ce Q ni gladka krivulja (torej ¢e 0 ni regularna vrednost preslikave H),
nadomestimo projekcijo ¢ s preslikavo ¢, = @ o a, kjer je ¢ primerno izbrana
rotacija sfere (torej ortogonalna transformacija prostora Rr+! z determinanto
1) in homotopijo H s homotopijo H, med preslikavama ¢, in A, torej H, (x, ) =
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= (1 —1) @,(%) + t h(x). Rotacijo ¢ izberemo tako, da je Q,N(S» X (0, 1)),
kjer je Q, = (H,)~1(0), gladka krivulja (to lastnost ima celo vedina transfor-
macij q). V sploSnem ¢ ne moremo izbrati tako, da bo Q, gladka krivulja
v 87 X [0,1], ker morda 0 ni regularna vrednost preslikave %#. S podobnim
sklepanjem kot zgoraj se prepri¢amo, da ima krivulja Q, N(S* X [0,1)) steka-
lis¢a v S» X {1} in ta stekali¢a so ni¢le preslikave % (SI. 3).

Slika 3

Omenili smo, da nam ta dokaz omogoca dololiti to¢ko x, za katero je
f(x) = f(—=x). Pa poglejmo, kako. Ce poznamo pot Q, in je ta gladka, je o&itno
dovolj, da potujemo po njej od tocke (p(0), ¢(0)) in prej ali slej bomo prisli
v to¢ko (p(L), t(L)), ki je iskana reSitev naSega problema. Ce 0 ni regularna
vrednost preslikave %, torej pot Q, ni gladka, bomo na ta nadin prisli poljubno
blizu mnozice nicel in ne do nicel samih. Kako bomo potovali po poti Q,, pa
je odvisno od izbrane numeri¢ne metode.

2. Se nekaj oblik Borsukovega izreka

Z imenom Borsukov antipodni izrek se obifajno oznaduje trditev (ii) na-
slednjega izreka. Trditev (iii) je prav tako pomembni Ljusternik-Schnirelmann-
Borsukov izrek, ki je povezan s pojmom Ljusternik-Schnirelmannove katego-
rije topoloSkega prostora. Ve¢ o njej najdemo na primer v [7].

2.1. Izrek. Vse naslednje trditve so posledice izreka 1.1.
i) Nobena preslikava f: St — S"—1 ni liha.
ii) Liha preslikava f: S* — S ne more biti homotopna konstanti.
iii) V wvsaki druZini n + 1 zaprtih mnoZic {M,...,M, 4}, ki pokrivajo
sfero S*, vsebuje vsaj ena mnoZica M; par antipodnih todk.
Dokaz. Z a: S*—S" bomo oznacevali antipodno preslikavo na sferi, torej a(x) =

= —X.
Pokazimo najprej, da iz izreka 1.1 sledi (iii).
Recimo, da je druzina {M,..., M, } zaprto pokritje sfere S” in da nobena

izmed mnoZic M; ne vsebuje para antipodnih tock, torej M;N a(M;) = ¢ za
vsak i. Definirajmo k vsaki mnoZzici M; zvezno »Urysohnovo« funkcijo

gi: Sn— [0, 1], ki mnozico M; preslika v 0, mnozico a(M;) pa v 1. Tako se kate-
rakoli to¢ka z iz unije U {M;, i = 1, ..., n} s preslikavo

g=(g,..., 8): S*— Rn preslika drugam kot njen antipod a(z). Po izreku 1.1
obstaja toCka z e S”, za katero je g(z) = g(—=z). Toc¢ka z mora olitno biti
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v mnozici M, 4, saj je druzina {M; i=1,...,n+ 1} pokritje sfere S. Isti
premislek nam pove, da mora biti tocka z tudi v a(M,_,), kajti tudi druzina
{aMy), i =1,...,n 4+ 1} je pokritje sfere S*. To pa je v nasprotju s predpo-
stavko, da nobena mnozica M; ne vsebuje antipodnega para.

Iz (iii) sledi (i):
Recimo, da je neka zvezna preslikava f: S»—Sn—1 liha, da je torej f(—x) =
= —f(x) za vsak x e S Sfero S"—! razbijmo na n + 1 zaprtih mnoZic
Ay, ..., A,y tako, da nobena med njimi ne vsebuje antipodnega para (na pri-
mer tako, da rob poljubnega n-dimenzionalnga simpleksa s tezi$¢em v izhodi-
$¢u projiciramo radialno na sfero in za mnozice A; vzamemo slike robnih
(n —1) — dimenzionalnih simpleksov). Druzina {M; = f—1(4;)), i =1,...,n + 1}
je zaprto pokritje sfere S, in po trditvi (iii) v eni izmed mnoZic M;, na primer
v Mj, lezi par antipodnih tock {x, —x}. Vendar je potem {f(x),f(— x)} par anti-
podnih to¢k v mnozici A;, kar je v nasprotju s predpostavko, da nobena mno-
Zica A; ne vsebuje antipodnega para.

V naslednjem koraku bomo potrebovali preprost kriterij, ki dolo¢a, katere
preslikave sfere so homotopne konstantni preslikavi.
2.2. Lema. Naj bo Bn+!1 (n + 1)-dimenzionalna krogla z robom S” in X poljuben
topoloski prostor. Zvezna preslikava f: S"—X je homotopna konstanti na-
tanko takrat, kadar jo je mogoce razsiriti do zvezne preslikave F: Br+1 s X.
Dokaz. Recimo, da obstaja homotopija H: S» X [0,1]— X med konstantno
preslikavo in preslikavo f. Raz$iritev F lahko definiramo s predpisom

H(Sn X {0}), &e je 0 < |ly| £ 1/2
H(y/|y|, 2 |y| — D), Ceje 12 <L |y| £1

Hitro se vidi, da je F nedvoumno definirana zvezna preslikava in da je zoZitev
FS* ravno preslikava f.

V obratno smer gre dokaz prav tako preprosto. Homotopijo H: S» X [0,1] - X
med konstanto in preslikavo f lahko definiramo s predpisom

F0);0<LtL1)2

FQt—1)x);12<Lt L1

Dokazimo zdaj, da iz (i) v izreku 2.1 sledi (ii):
Tudi ta korak bomo dokazovali s protislovjem. Recimo, da je g: S*—S» liha
zvezna preslikava, ki je homotopna konstanti, in G: B#t1—S” njena zvezna
raz8iritev. Naj bo ¢ projekcija zgornje hemisfere S, = {(x,..., %,,9) e S**1|
X2 0} sfere Sntl = Rn+2 na kroglo Bntl, torej
@Xg, e o0 Xyy9) = (%4, X, 1) Preslikava h: Sn+l_ Sn

F(y) — {

y

H(x, t) = {

() G(p(x)); x na zgornji hemisferi

N {—G(q;(—x)) ; x na spodnji hemisferi
je liha, kar je v nasprotju z (i).

Izrek 2.1 smo s tem dokazali. Velja pa celo veé: vse trditve izreka 2.1 so
ekvivalentne izreku 1.1. Sklenimo ekvivalen¢ni krog z dokazom, da iz trditve
(ii) -sledi izrek 1.1.
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Recimo, da zvezna preslikava f: St—Rn nobenega para antipodnih tock
{x,—x} € S" ne preslika v isto to¢ko. V tem primeru je s prepisom

F(x) = (f(x) — f(—x))/||f(x) — f(—)|

nedvoumno definirana liha zvezna preslikava F: S?—Sn—1, Zozitev Fi§e—L;
Sr—1_5 Sn—1 j je liha in ima zvezno raz$iritev na zgornjo hemisfero, torej 1z leme
2.2 sledi, da je homotopna konstanti, kar je v nasprotju z (ii).

Trditev (ii) izreka 2.1 nam med drugim zagotavlja:
2.3 Izrek. Identi¢na preslikava sfere i: Sm — S* ni homotopna konstanti.

Z drugimi besedami to pomeni, da sfera ni kontraktibilen prostor. Ta re-
zultat je pomemben sam po sebi, je pa tudi osrednjega pomena v teoriji ne-
gibnih ali fiksnih tock, saj je, kot bomo dokazali, ekvivalenten Brouwerjevemu
izreku o negibni tocki.

2.4. Izrek. Naslednji trditvi sta posledici izreka 2.3.
(i) Brouwerjev izrek o negibni tocki: Vsaka zvezna preslikava G: Bn+1_s
— B+l jma vsaj eno negibno tocko.
(ii) Sfera S» ni retrakt krogle Bn+l1,

Zadnja trditev pomeni, da ni retrakcije iz Bntl v S, tj. zvezne preslikave,

ki bi bila na S, identiteta.

Dokaz. Pokazimo najprej, da iz izreka 2.3 sledi (i).

Recimo, da je G(x) %% x za vsak x e B"+1, Za x ¢ Rn+1— {0} naj bo s(x) =
= x/||x|. Preslikava H: S» X [0, 1] — S, definirana s predpisom

s(y—2tG(y); 0Lt £L1)2

H(y,t) =
i S(2—20)y—G((2—2)y)12Lt L1

je nedvoumno definirana homotopija med identiteto na sferi in konstantno
preslikavo.

1z (i) sledi (ii):
Ce bi obstajala retrakcija 7: Bnt1—.Sn bi bila x >—r(x) preslikava iz Br+!
v B+l brez negibnih tock.

Tako kot zgoraj bomo sklenili ekvivalenéni krog z dokazom, da iz trditve
(ii) izreka 2.4 sledi izrek 2.3:
Recimo, da je H: S* X [0, 1]—S" homotopija med konstantno preslikavo S —
— {xp} in identiteto. Retrakcija » bi bila dana s predpisom

(o1 <12
Bl 2 <] — i =172

r(x) =

3. Nekaj primerov uporabe Borsukovega izreka

Obmocje uporabe Borsukovega izreka ni omejeno na topologijo, ampak
sega v razne veje matematike. Pokazimo to z nekaj primeri. Pri tem se bomo
omejili na uporabo Borsukovega antipodnega izreka in se izognili $irokemu
in pomembnemu obmoéju uporabe Brouwerjevega izreka o negibni tocki.

Za ogrevanje si oglejmo, kako izrek 1.1 vpliva na naSe vreme. Vzemimo
zemeljsko povrSino za model sfere S2 in preslikavo v R2, ki v danem trenutku
vsaki to¢ki na zemlji priredi temperaturo in pritisk v tej tocki. Izrek 1.1 nam
pove, da vsak trenutek obstajata na zemeljski povr$ini dve antipodni to&ki

69



z enakim pritiskom in enako temperaturo. (To, da povr$ina zemlje ni prava
sfera, ni¢ ne moti, ker obstaja homeomorfizem zemeljske povr$ine na enotsko
sfero 82, ki ohranja antipodnost.)
Naslednji primer uporabe Borsukovega izreka sega v teorijo mere.

3.1. Izrek. My, ..., M, naj bodo omejene merljive podmnoZice R». Potem ob-
staja (n—1) — dimenzionalna ravnina, ki hkrati razpolavlja vse mmoZice
Myi=i=1,..,n

Dokaz. Identificirajmo R” s podprostorom vseh to¢k v R#+1, ki imajo zadnjo
koordinato 0. Za vsak x e S» naj bo L, (n — 1) — dimenzionalna ravnina skozi

to¢ko (0,...,0, 1), pravokotna na x. O¢tno je L, = L_,. Definirajmo preslikavo
f=(fi,... fa) iz S» v R» takole: za vsak x e S» naj bo f,(x) mera tistega dela
mnozice M; ki leZi na isti strani ravnine L, kot to¢ka x + (0,...,0,1). Brez

vecjih teZav se vidi, da je preslikava f zvezna, torej po izreku 1.1 obstajata
antipodni to¢ki y in —y z isto sliko f(y) = f(—y). To¢ki y + (0,...,0,1) in
—y + (0,...,0,1) lezita na razlicnih straneh ravnine L,, torej ravnina L, raz-
polavlja vse mnoZice M;. Iskana ravnina v R” je L, N R~

V posebnem primeru n = 3 nam izrek 3.1 zagotavlja, da lahko vsak sendvié¢
s Sunko in sirom razreZemo z enim samim ravnim rezom na pol, tako da vse-
bujeta obe polovici enako koli¢ino kruha, $unke in sira. Zato v angle$ki lite-
raturi izrek 3.1 pogosto navajajo kot »ham sandwich theoremc.

Zanimiva posledica Borsukovega izreka je Krein-Krasnoselskij-Milmanov
izrek. Ta izrek o »ortogonalnih« vektorjih v Banachovem prostoru je celo
ekvivalenten Borsukovemu izreku [2].

3.2. izrek (Krein-Krasnoselskij-Milmanov). M in N naj bosta linearna podpro-
stora koncno dimenzionalnega Banachovega prostora E. Ce je dim N{dim M,
obstaja toéka xy e M, za katero velja: dist(xy, N) = [[%o]|> O-

Dokaz. Recimo, da je norma v prostoru E strogo konveksna, torej |x + y|| <
<||x| + [y] za vsak par to¢k x in y, ki sta linearno neodvisni. V tem primeru
se brez teZav pokaZe, da vsaki toCki x e E pripada natanko doloena najbliZja
to¢ka y e N, preslikava f: x —v pa je zvezna preslikava iz E v N. Poleg tega je
f(—x) = —f(x) za vsak xe E. Izrek 1.1 nam zagotavlja, da obstaja to¢ka x, na
enotski sferi Sy prostora M, v kateri je f(xy) = f(—x) = 0. O¢itno je to iskana
tocka.

Ce norma v prostoru E ni strogo konveksna, vzemimo neko bazo ¢!, ..., "
prostora E* in definirajmo za vsako naravno $tevilo 72 normo

2]l = (|%]|2 + (@2 + ... + @u(x)2)/m) 5%

Ta norma je strogo konveksna, torej obstaja za vsak m = 1,2,... toka x,, e M,
za katero je dist,(x,, M) = |xn|m = 1. Ker je ||%,| £ |[Xulln = 1, je zaporedje
|%m| omejeno, torej vsebuje konvergentno podzaporedje z limito x,. To pa je
iskana tocka.

3.3, Posledica. Linearna podprostora M in N konéno dimenzionalnega Banacho-
vega prostora E, za katera velja

sup {dist(x, N), |x| £1, xeM} <1 in
sup {dist(y, M), |[y|| £1,y eN} <1

imata enaki dimenziji.
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Oglejmo si Se zanimiv primer uporabe Borsukovega izreka v algebri. Raven
(v angles¢ini level) komutativnega kolobarja z enoto je najmanj$e tako naravno
Stevilo #, da lahko —1 izrazimo kot vsoto n kvadratov elementov iz kolobarja.
Znano je, da je raven vsakega obsega potenca $tevila 2. Z uporabo Borsukovega
izreka se da dokazati, da za kolobarje to ni res [3].

34. Izrek. Za vsako naravno Stevilo n je raven kvocientnega kolobarja
Rixq, ..., %,)/(1 + %2 + ... + x,2) enaka n, kjer je R[xy,..., x,] kolobar poli-
nomov n spremenljivk z realnimi koeficienti in (1 + x2 + ... + x,2) ideal, gene-
rivan s polinomom P(x) = 1 + x2 + ... + x,2.

NajobSirnejse podrocje uporabe Borsukovega izreka predstavljajo vsekakor
diferencialne in integralske enacbe. Z Borsukovim izrekom lahko dokazujemo
eksistenco resitev za dolocene tipe diferencialnih in integralskih enac¢b, obstoj
periodi¢nih reSitev navadnih diferencialnih enacb in $e kaj (obSiren pregled
takih aplikacij najdemo v [4]. Ljusternik-Schnirelmann-Borsukov izrek pa je
uporaben pri neposrednem res$evanju variacijskih problemov.

Poglejmo Se primer iz teorije grafov in kombinatorike. Z uporabo Borsu-
kovega izreka se da izraCunati kromati¢no Stevilo doloCenih grafov in s tem
dokazati Kneserjeva dommneva [10]: druZino vseh podmnozic z n elementi
koncne mnozice z 2n + k elementi razbijemo v k + 1 razredov. Potem vsaj en
razred vsebuje dve disjunktni podmnozici.

4. Posplositve izreka

Za konec si oglejmo izrek 1.1 $e z drugega zornega kota. Vsaka zvezna
involucija, definirana na danem topolo$kem prostoru X, predstavlja zvezno
delovanje grupe Z; na ta prostor. Tako nosi Evklidski prostor R” naravno delo-
vanje grupe Zy, ki je dolo¢eno s standardno involucijo i: x —>—=x, restrikcija te
involucije na sfero Sn-1, torej antipodna preslikava, pa dolo¢a naravno delo-
vanje grupe Zy na sfero. Izrek 1.1 lahko z drugimi besedami povemo (oziroma
zapletemo) takole:

4.1. Izrek: Za vsako zvezno preslikavo f: Sm — Rn obstaja taka tocka x ¢ S, da
je povprecna vrednost preslikave f na orbiti tocke x enaka 0 glede na stan-
dardno delovanje grupe Z, na prostora S* in Rn.

Ta oblika nam nakaze, kako bi lahko izrek posplosili. Prvo vprasanje, ki se
zastavi samo po sebi, je: ali velja podoben izrek za sfero S z zveznim prostim
delovanjem kak$ne kompaktne Liejeve grupe G, razli¢ne od Z,? Drugo vpra-
Sanje je: ali velja podoben izrek $e za kak$en drug prostor X z zveznim delo-
vanjem kak$ne kompaktne Liejeve grupe G?

Odgovor na prvo vpraSanje je pozitiven, najdemo ga v [9]. Na drugo vpra-
Sanje pa seveda ne moremo odgovoriti z enim samim izrekom. Vsekakor ob-
stajajo razni topoloSki prostori s prostim delovanjem kak$ne kompaktne
Liejeve grupe, za katere izrek velja. Ze v dokazu, ki smo ga tu navedli, bi lahko
sfero nadomestili s kak$nim drugim prostorom. Obstajajo pa tudi tak$ni pro-
stori, za katere izrek ne velja. Ce ostanemo pri grupi Zs, je odgovor odvisen
od topoloSke invariante prostora, ki jo imenujemo indeks in je povezana
s strukturo kohomoloskega kolobarja prostora [8].
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NOVE KNIJIGE

KLINC T., Zapiski predavanj iz matematike (Prvi letnik), Fakulteta za stroj-
nistvo, Ljubljana 1986, 446 strani

Obsezno gradivo, ki ga avtor knjige predava prvemu letniku na Fakulteti
za strojniS$tvo, je v njej sistemati¢no zbrano in predstavlja standarden os-
novni tecaj vi§je matematike.

Za merilo in vzor si je avtor izbral u¢benik ,Analyse 1,2 avtorjev R. Cou-
tyja in J. Ezre, izdan leta 1972 v Parizu.

Tekst je napisan v matemati¢nem slogu s podrobnimi dokazi navedenih
trditev. Izjema je le uvodno poglavje, ki seznani bralca z elementarnimi last-
nostmi Stevilskih obsegov R in «, a se (brez §kode) izogne njuni aksiomatski
graditvi. Sledita dve poglavji iz linearne algebre; sistemi linearnih enacb
(povzeti iz KuroSevega ucbenika vi§je algebre) in vektorji v [R3® (napisano
na osnovi nekaterih te€ajev analiti¢ne geometrije). V obiajnem pregledu teo-
rije realnih funkcij realne spremenljivke (zveznost, diferenciabilnost, integra-
cija, uporaba...) so zaporedja vkljufena le implicitno (kot funkcije), osnovni
pojmi teorije vrst pa so obdelani posebej. BeZen geometrijski pogled na
vektorski prostor [R? omogoca lazji dostop do elementov teorije realnih funk-
cij ve¢ realnih spremenljivk v zadnjem poglavju. Diferenciabilnost je obrav-
navana v tem okviru, lokalni ekstremi in izrek o implicitni funkciji pa le za
funkcije dveh spremenljivk.

Knjiga je po avtorjevi uvodni opombi namenjena $tudentom, ki posluiajo
njegova predavanja na Fakulteti za strojni$tvo, prav gotovo pa bo koristna
tudi SirSemu krogu bralcev, predvsem $tudentom tehniénih in naravoslovnih
fakultet. Boris Lavri¢
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EULER-POISSONOV INTEGRAL NA GEOMETRIJSKI NACIN

MARKO RAZPET
Math. Subj. Class. (1980) 26 B 15,40 C 10

Zmnani Poisson-Eulerjev integral je izradunan na preprost geometrijski na&in.

THE EULER-POISSON INTEGRAL IN A GEOMETRICAL WAY

The known Euler-Poisson integral is computed by a simple geometrical argument.

Na predavanjih in vajah iz matematike na tehni¢nih fakultetah v prvih
letnikih navadno pri posplo$enih integralih omenjamo tudi integral

I = }oe—x* dx

—00

ki se imenuje v matemati¢ni literaturi Euler-Poissonov integral. Obidajno ugo-
tavljamo le, da je konvergenten. To ni teZko videti, kajti za vsako realno
$tevilo x, ki je veéje od 1, velja, da je x2> x, iz Cesar pa takoj sledi neenakost

oo
e—* <e—*. Iz konvergence integrala { e=*dx potem sledi konvergenca integrala
1

(o]

{e=dx in tudi konvergenca integrala I. Nekje tukaj se ustavimo, povemo S$e,

1

da je I = ]/E nato pa re¢emo, da bo treba podakati na teorijo o dvojnih in
dvakratnih integralih. V knjigi [2] res najdemo tri izradune integrala I. Eden je
narejen na podlagi teorije navadnega Riemannovega integrala, poleg tega je
pri tem rafunu uporabljena tudi Wallisova formula. Drugi dve varianti se
naslanjata na teorijo dvojnega in dvakratnega integrala.

Lahko pa poskusimo izra¢unati Euler-Poissonov integral tudi na preprost
geometrijski nain. Na stopnji, ko $tudent Ze dobro pozna dolo&eni integral,
ni tezko izracunati prostornine telesa, za katero poznamo vse ploi&ine pre-
sekov, ki so pravokotni na izbrano os v prostoru. Recimo, da je to kar os x
pravokotnega koordinatnega sistema xyz, v katerem je telo. Plos¢ina preseka
v toCki x naj bo S(x), vsi preseki pa naj se vrstijo od to¢ke x — a do toke
% = b. Ce je funkcija x -S(x) zvezna na [a, b], tedaj je prostornina V telesa
dana s formulo

V= }S(x) dx ¢y

Da bi izracunali integral I, si oglejmo funkcijo-(x, y)—e—=*+v9), Ta funkcija
je definirana povsod na [R2, je pozitivna, njena najveéja vrednost je 1, in sicer
v tocki (0, 0). Graf te funkcije je ploskev v prostoru [R3. V pravokotnem sistemu
xyz ima ploskev enacbo z = e—(¥*+5") — e—* e—". Poleg tega je ploskev rotacij-
ska, dobimo jo z rotacijo krivulje z = e—** (v ravnini xz) okrog osi z. Vsa
ploskev lezi nad ravnino xy in se razteza na vse strani v neskoné¢nost. Izradu-
nali bomo na dva nacina prostornino telesa med ravnino xy in to ploskvijo.

Prvi¢ presekajmo telo z ravnino, ki stoji pravokotno na os y v to¢ki (0, y, 0).
Ce presecni lik projiciramo pravokotno na ravnino xz, dobimo lik, ki je zgoraj
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omejen s krivuljo, ki ima v tej ravnini ena¢bo z = e—* e—**, spodaj pa z osjo x.
Plos¢ino tega lika oznaéimo s P(y) in po znani formuli je

P(y) = e | e dx — Ie—" )

-—00

S tem imamo izra¢unano plo$¢ino pravokotnega preseka za vsak realen y. Po
formuli (1) je prostornina V telesa enaka integralu

PO dy =1 e dy— I 3)

—o00 —o00

Drugi¢ presekajmo telo z ravnino, pravokotno na os z skozi to¢ko (0,0, z).
Za koordinato z velja pogoj 0 <<z < 1. Pri takem izbranem z je prese¢ni lik
krog s polmerom » = 1,/ (—log z). Tukaj pomeni log naravni logaritem. Plo$¢ina
prese¢nega kroga naj bo S(z). Seveda je

S@) =ar2=—nlogz 4)

Po formuli (1) pa je prostornina telesa enaka integralu
1 1
[S(@)dz = —amflogzdz (5)
0 0

Ta integral izratunamo na elementaren nadin ali s primerno substitucijo ali
pa z metodo »per partes«. Po drugi metodi dobimo

1
§S@) dz = a(z—zlogz) |\ = n 6
0

Ker moramo obakrat dobiti isti rezultat, imamo konéno I2 — 7 oziroma I —
=ik

V knjigi [1] najdemo tole zanimivo anekdoto. Lord Kelvin (William Thom-
son) je nekoc vprasSal svoje posluSalce: »Ali veste, kdo je pravi matematik?«
Stopil je pred tablo in nanjo s kredo napisal:

[e<]
§ e*dx=Vx
—00
Nato je uprl prst v tisto, kar je bil pravkar napisal, se obrnil proti ob¢instvu in
rekel: »Pravi matematik je tisti, kateremu je to ravno tako jasno, kakor je vam
to, da je dva krat dve enako Stiri.«
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