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PRIJATELJSKA STEVILA
JOZE GRASSELLI
Math. Subj. Class. (1985) 10 A 40
Clanek opisuje nekaj vaznejsih ugotovitev o prijateljskih Stevilih.
AMICABLE NUMBERS
An exposition of some facts about amicable numbers is given.

1. Vsakemu naravnemu S§tevilu a, ki je velje od 1, pripadata vsota vseh
njegovih pravih deliteljev
s@=Xd ; da , 1<d<a
in vsota vseh njegovih pozitivnih deliteljev
oa)=Xd ; da , 1<d<a
Vrednosti s(a) in ¢(a) sta naravni $tevili in se razlikujeta za a
s(a) = o(a) —a 1

Zaradi te povezave je mogoce obravnavanje vsote s(a) prevesti na obravnavo
za o(a). To se veckrat naredi, ker se vsota ¢(a) pri znani kanonicni izrazitvi
Stevila a izraza enostavneje kot vsota s(a). Naj bo namrec

a=-pm...q”

kjer so p,..., g razli¢na prastevila, m, ..., n naravna Stevila. Vsak pozitivni
delitelj Stevila a je zajet ravno enkrat v vsoti, ki jo dobimo, ko v izrazu

A+p+p+...+p)...A+qg+g+...+gn

opravimo vsa mnoZenja. Ker so v oklepajih vsote geometri¢nih zaporedij,
imamo
pm+1_1 qn+1_1

p—1  g—1

2. Primerjajmo po velikosti a in s(a) in upo$tevajmo Se povezavo (1).
Naravno Stevilo a je

o(a) =

)]

deficientno, ce je s(a) < a oz. ¢(a) < 2a

abundantno, ¢e je s(a) > a oz. o(a) > 2a

popolno, ¢e je s(a) = a oz. o(a) = 2a

Deficientnih Stevil je neskon¢no. Med njimi so npr. Ze vsa prastevila p,
saj je s(p) =1<p.

Tudi abundantnih $tevil je neskonéno. Mednje sodijo npr. tudi vsa $tevila
3.27,n > 2. Po (2) je namred

0(3.2n) =42+l —1)=6.2n+2.20—4>2.(3.2n)

* Prvi $tirje prispevki so zapisi predavanj na 11. dru$tvenem seminarju iz mate-
matike, ki je bil januarja 1986 v Ljubljani.
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Najmanjse popolno $tevilo je 6. Res je s(6) =1+ 2 + 3 = 6.

Domnevajo, da je popolnih $tevil neskonéno. Dokaza, ki bi to domnevo
potrjeval, Se ni.

Pal pa je poznana zgradba sodih popolnih $tevil. Opisuje jo Evklid-Eulerje-
vo pravilo:

Sodo stevilo ¢ je popolno natanéno tedaj, kadar ima obliko

¢ =2n—1(2n—1) A3)
in je 27 —1 prastevilo.

Ze Evklid omenja, da je $tevilo ¢ iz (3) popolno, kadar je 27 — 1 prastevilo.
Seveda je c¢ tudi sodo $tevilo, saj mora biti # > 2, ¢e naj bo 27— 1 prastevilo.
Euler je pokazal, da sodo popolno $tevilo ne more imeti druga¢ne oblike,
kot je ta Evklidova. Oboje izhaja iz opredelitve popolnega $tevila in iz (2).

Ce je eksponent n sestavljeno S$tevilo, npr. n = st, kjer sta s, ¢ od 1 vecji
naravni Stevili, 22— 1 = 2st—1 gotovo ni prastevilo, saj ima pravi delitelj
2s—1>1. Ko i8¢emo soda popolna §tevila, je torej dovolj, da v (3) tee n
po prastevilih.

Vendar v splo$nem 27— 1 ni prastevilo, ko je eksponent n pra$tevilo.
Zgled: 211 — 1 = 2047 = 23.89. Zato je treba za vsak praStevilski eksponent
n posebej ugotoviti, ali je 27 — 1 prastevilo ali ne. Pri tem se je mogocle nasla-
njati na tale kriterij, ki ga je podal v prej$njem stoletju Lucas ([6], str. 225):

Naj bo n prastevilo, 7y =4, r;, 1 =r2—2 za j=1, 2, ..., n—1. Stevilo
2n—1 je prastevilo, ¢e je

7n—1 = 0 (mod 27 —1)
in sestavljeno, e je
tn— £ 0 (mod 27 —1)

Kriterij zahteva Ze pri majhnih » veliko radunanja. Pri vecjih n ga je bilo
mogoce uporabiti Sele, ko so se pojavili moderni racunalniki.

Prastevila oblike 27 — 1 imenujemo Mersennova. Do leta 1983 je bilo naj-
denih 28 Mersennovih prastevil in z njimi po (3) prav toliko sodih popolnih
$tevil. Najvedje tedaj znano Mersennovo pra$tevilo je bilo

286243 1

V deseti$kem zapisu ima prek 25 000 mest in je bilo takrat tudi najvecje znano
prastevilo.

Dosti manj kot o sodih se ve o lihih popolnih Stevilih. Nas$li niso doslej
Se nobenega. Niso pa mogli dokazati, da lihih popolnih Stevil ni. Dognali so le,
da so liha popolna $tevila, ¢e obstajajo, zelo velika. Tako po nekaterih ocenah
pod 10200 ni nobenega lihega popolnega Stevila ([5], str. 25).

3. Ce naravno $tevilo a ni popolno, je s(a) = a. Ali je pri kakSnem a morda
s(s(a)) =a? To vprasanje nas pripelje do prijateljskih $tevil.

Od 1 vedji in med sabo razliéni naravni $tevili a, b sestavljata prijateljski
par, Ce je

s(a) =b in s(b) = a “4)

Stevili a, b sami imenujemo tedaj prijateljski. Zaradi (4) je

s(s(a)) = s(b) = a in s(s(b)) = s(a) = b



Ce upostevamo (1), se pogoj (4) glasi
o(@) =ob) =a+b (5)
Zgled prijateljskega para dajeta Stevili 220 in 284. Iz prastevilske razcepitve

220 =22.5.11, 284 =122.71
po (2) izracunamo
0(220) =7.6.12 = 504 = 220 + 284
0(284) = 7.72 = 504 = 220 + 284

in pogoj (5) je izpolnjen.

Prijateljski par 220, 284 so poznali Ze davno. Nekateri menijo, da ga je
odkril Pitagora. Drugi spet navajajo razloge, po katerih naj bi za ta par vedeli
vsaj 500 let pred Pitagoro. Poimenovanje prijateljska S$tevila pripisujejo
Pitagori.

4. Dolgo je bil 220, 284 edini poznani prijateljski par. Seveda se je zastavlja-
lo vpraSanje, ali je Se kaj prijateljskih parov.

Delni odgovor vsebuje pravilo za iskanje prijateljskih S$tevil, ki ga je
v 9. stoletju postavil Thabit ibn Kurrah iz Bagdada ([4], str. 39). Pravilo se da
povedati takole:

Naj bo n naravno Stevilo veéje od 1. Ce so $tevila

P = 3.2n—1_1
qg=3.2n—1 )
r=9.22m—-1__1
prastevila, sestavijata Stevili
a = 21pq
b =2y @)
prijateljski par.

O veljavnosti pravila se lahko bralec prepri¢a sam, upoStevaje (2). Pri
uporabi Thabitovega pravila so tezave podobne kot pri Evklid-Eulerjevem
pravilu za popolna $tevila. Za velje n paé ni preprosta stvar dognati, ali so
p, q, r v (6) prastevila ali ne.

Thabit sam je uporabil svoje pravilo le za n = 2. Tedaj je

p=3.2_1 =5, q=3.22—‘1 = 11, r=9.28—1=171
Ker so to sama prastevila, sta $tevili, doloc¢eni po (7)
a=22.5.11=220, b =22.71 = 284

prijateljski. Dobljen je Ze znani Pitagorov par.

Ko so se v 17 stoletju v Evropi spet zaceli zanimati za prijateljska Ste-
vila, Thabitovega pravila niso poznali. Toda Fermat in malo pozneje Descartes
sta to pravilo vsak zase na novo odkrila.

Fermat je pri n =4 iz (6) in (7) prisel do prijateljskega para

24.23.47 = 17296, 24.1151 = 18416

Pred kratkim so opazili, da navaja ta par v nekem svojem spisu Maro¢an Ibn
al Banna Ze okrog leta 1300.



Descartes je vzel n = 7 in ugotovil, da so tedaj p, g, r iz (6) prastevila. To
mu je dalo prijateljski par

27.191.383 = 9363584, 27.73727 = 9437056

Tako se je po ve¢ kot 2000 letih $tevilo znanih prijateljskih parov povzpelo
na tri.

V zadnjem casu so Thabitovo pravilo preizkusili za vse n < 20 000. Izkazalo
se je, da se dobe prijateljski pari le za n = 2,4,7, ko imamo Pitagorov, Fer-
matov in Descartesov par. Seveda da se ne da od tod ni¢ sklepati, kaj je
pri n> 20 000.

5. Po Descartesu je preteklo priblizno sto let, da so spet nasli nova pri-
jateljska Stevila. Posretilo se je to Eulerju.

Najprej se je Euler vprasal po vseh prijateljskih parih

a=2"pq, b=2nw ®)

kjer so p, g, r razli¢na liha pra$tevila in n naravno $tevilo. Tak$ne pare smo
srecali Ze v Thabitovem pravilu, vendar imajo tam prastevila p, q, r pred-
pisano obliko (6). Eulerja je njegovo vpra$anje privedlo do neke diofantske
enacbe, ki je ni bilo teZko resiti. Poglejmo!

Da bosta Stevili (8) prijateljski, mora po (5) veljati

o(2npq) = o(2"r)

Vrednosti na obeh straneh se dasta izraziti po obrazcu (2), saj so 2, p, g, r
razli¢na prastevila. Dobimo

P+ @+D=r+1 ©)
in ko se vzame
pt+tl=x, g+1=y (10)
se (9) lahko zapise
xy=r-+1 11

Po zahtevi (5) mora $e biti
o(2"pq) = 2npq + 2nr
ali
@D pP+1)@+D)=2%pq+71)

Ce se tu upoSteva, da je po (10) in (11)

pq+r=2xy—x—y
se pride na enacbo
xy = 2n(x + y)
ki se da pisati tudi takole
(x—21) (y—2n) =22 (12)

Od tod se vidi, da je treba 227 jzraziti kot produkt dveh razli¢nih celih $tevil,
saj sta x, y po (10) razli¢na naravna. Hitro se $e pokaZe, da morata faktorja na
levi biti tudi veéja od 1. Ker se da 227 razcepiti v produkt dveh naravnih od 1
vedjih faktorjev le na nadin

22n _ In—k Intk



kjer je k naravno Stevilo, manj$e od #, je reSitev za (12)
X = 2n 4 2n—k, Yy = 2n 4 2ntk
Iz (10) in (11) pri m = n— k potem izhaja

p=2mQ2k 4+ 1) —1
q = 2m(2k + 226 — 1 (13)
r = 22m(2k 4 22k+1 4 23k) 1

Tako smo pri Eulerjevem pravilu:
Ce so pri naravnih m, k Stevila iz (13) prastevila, dajeta Stevili

a — 2m+kpq
b = 2mtky (14)
prijateljski par.

Za m =n—1, k = 1 preide Eulerjevo pravilo v Thabitovo pravilo. Je pa
seveda Eulerjevo pravilo splo$nej$e od Thabitovega.

Euler z zgornjim pravilom ni naSel nobenega novega prijateljskega para.
Pozneje je Legendre pokazal, da sta p, q iz (13) za m = 1, k = 7 prastevili. Ali
je Stevilo r tedaj prastevilo ali ne, ni mogel dognati. Cez nekaj let je Cebysev
ugotovil, da je pri tej izbiri tudi » prastevilo. Tako je bil za m = 1, k = 7 po
(13) in (14) najden prej Se neznani prijateljski par. V zadnjem ¢&asu so po
Eulerjevem pravilu s pomo¢jo racunalnikov pri§li $¢ do enega novega prija-
teljskega para.

Na podoben nacin kot zgornje pravilo je Euler izpeljal $e ve¢ drugih pravil
za iskanje prijateljskih parov ([4], str. 42 sl). Z njimi je odkril 59 novih pri-
jateljskh parov. Vecino Eulerjevih parov sestavljajo kar velika $tevila. Ni pa
med njimi majhnega para

1184 = 25.37, 1210 =2.5.112

ki so ga na$li Sele sredi prej$njega stoletja.

6. Do nedavnega so se pri iskanju prijateljskih $tevil naslanjali le na
Eulerjeva pravila. Pred nekaj leti pa je Borho odkril pravilo, po katerem je
mogoCe iz znanih prijateljskih parov prihajati do novih prijateljskih parov
([2]). Pravilo pravi:

Imejmo tak prijateljski par

a=cu, b=cs (15)
da je s prastevilo, c in u tuja, c in s tuja. Ce je
u+s+1=p (16)
prastevilo in sta pri naravnem n tudi

g=@+1hpr—1

r=W+1)(s+1)pr—1 17
prastevili, dajeta $tevili
a; = ap"q
by = cpnrr (18)

prijateljski par.



Da Borhovo pravilo drzi, se ni tezko prepricati. Tukaj tega ne bomo pre-
verjali. Tudi ne bomo opisovali, kako je bilo pravilo odkrito. Obrnimo se
kar k zgledu.

Vzemimo Pitagorov prijateljski par. Razcepitev, ki jo pravilo zahteva, se
glasi

a=220=4.55 b=284=4.71

tako da je glede na (15)
C = 4, u = 55, s =171 (19)
Ker sta Stevili
s=1linp=u+s+1=5+71+1=127 (20)

prastevili, je Pitagorov par ustrezen kot izhodisfe za Bohrovo pravilo.

Po (19) in (20) jeu +1=156,s + 1 =72, ¢ = 4, p = 127. Ko to upostevamo
v (17) in (18), lahko v naSem primeru zaradi a = 220 Borhovo pravilo takole
povemo:

Naj te¢e n po naravnih §tevilih. Vsaki¢, ko sta

q =56.127n—1
r=256.72.127n —1

prastevili, dajeta $tevili

a; = 220.127nq

by =4.127nr
prijateljski par.
Za n = 1 imamo
q=>56.127—1 = 17111 = 13 .547

Ker g ni pras$tevilo, pri n .= 1 ne pridemo do prijateljskega para.
Zan =2 je
g =56.1272—1 = 903 223
r=256.72.1272—1 = 65032 127

Da se pokazati, da sta ta g, r prastevili. Zato je par

ay = 220.1272.903 223
by =4.1272.65032 127
prijateljski.

Pitagorov prijateljski par pa ni edini, ki premore tako razcepitev (15), da
so faktorji c, 4, s paroma tuji, s in u + s + 1 pa prastevili. Takih parov je med
takrat znanimi prijateljskimi pari Borho nastel vsaj 22. Iz vsakega teh parov
je zato mogoce izhajati in po (17) in (18) iskati nove prijateljske pare, ko gre
n po naravnih $tevilih. Iz vsakega teh parov izhaja podobno pravilo kot zgoraj
iz Pitagorovega para.

7. Sedaj je znanih okrog 1100 prijateljskih parov ([2], [8]. Od tega so pribliz-
no 900 parov odkrili po letu 1945. V zadnjih dvajsetih letih si iskalci izdatne-
je pomagajo z racunalniki.

8. Prevladuje prepricanje, da je prijateljskih $tevil neskonéno mnogo.
Dokazali pa tega Se niso.
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Ve pa se, da postajajo prijateljska $tevila zmeraj redkej$a, ko se pomikamo
po nara$¢ajocih naravnih $tevilih. Naj bo A(x) $tevilo prijateljskih S$tevil, ki
ne presegajo x. Koli¢nik A(x)/x potem meri delez prijateljskih $tevil med $te-
vili do x. Za ta koli¢nik je Erdds dognal, da konvergira proti ni¢, ko raste x
proti neskonéno ([5], str. 31). Od tod se tudi vidi, da postajajo prijateljska
Stevila bolj in bolj redka. Pravimo $e, da ima mnoZica prijateljskih S$tevil
gostoto nic.

Tudi mnozica praStevil ima gostoto ni¢. Vendar so prijateljska S$tevila
dosti redkeje posejana med naravnimi $tevili kot prastevila. Znano je, da vr-
sta iz reciprofnih prastevil divergira. Za vrsto iz recipro¢nih prijateljskih
Stevil pa je pred kratkim Pomerance dognal, da konvergira ({9]).
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NOVE KNIJIGE

KOZAK Jernej, Podatkovne strukture in algoritmi, Ljubljana, DMFA SRS
1986, 392 str. — (Matematika-Fizika : Zbirka univerzitetnih u¢benikov in mo-
nografij ; 27). Cena 6250.— din (5000.— din).

Druga izdaja se po obliki mo¢no razlikuje od prve. Ko jo vzamemo v
roke, smo prijetno preseneceni nad li¢nostjo stavka, ki se po kvaliteti pri-
blizuje knjigotisku. Avtor je besedilo nadvse skrbno oblikoval na radunalni$ko
vodenem marjeti¢nem pisalnem stroju. Moti le znak za relacijo vsebovanosti
mnozic, ki ga na marjetkah ni in je nadomescen kar s ¢rko C. Vsebina je
dozivela nekaj manjsih sprememb in izbolj$av; med njimi naj omenim le to,
da so v novi izdaji vsi algoritmi izdelani do kraja in ne vsebujejo ved vstavkov
v naravnem jeziku. Algoritmi so zapisani v izpeljanki paskala, tako da jih je
mogoce z neznatnim trudom spremeniti v programe in pognati na ra¢unalniku.

Za knjigo velja vse, kar je o njej zapisal T. Pisanski v OMF 31 (1984) 3. Za-
radi njene pomembnosti za slovensko racunalni$tvo pa naj dodam $e nekaj
misli.
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Knjiga je — c¢e ne Stejemo uvoda in dodatka — razdeljena na dva dela.
Prvi govori o podatkovnih strukturah, drugi, obseznejsi, pa o algoritmih. Po-
datkovne strukture so podane s t.i. algebrajsko specifikacijo, v kateri so
lastnosti operacij nad strukturo definirane aksiomati¢no. Tak nadin podajanja
je zelo »Cist« in precizen. Pogre$amo morda le kratko opombo o polnosti, ki
naj bralca preprica, da na$teti aksiomi zado$¢ajo za doloditev rezultata po-
ljubnega konénega zaporedja operacij.

Pri obravnavi algoritmov postavi avtor v ospredje metode re$evanja proble-
mov oz. nacrtovanja algoritmov: »deli in vladaj«, poZre$no metodo, dinamié-
no programiranje, sestopanje ter »razveji in omeji«. Vsaki od metod je posve-
¢eno eno poglavje. Tako podatkovne strukture kot metode na¢rtovanja algorit-
mov so bogato ilustrirane s $tevilnimi zgledi, ki so zanimivi tudi sami po sebi
in v njih najdemo resitve $tevilnih pomembnih problemov. Nekateri problemi
so reSeni na ve¢ nacinov in zato naletimo nanje v razli¢nih poglavjih, npr. pro-
blem najkrajsih poti, problem nahrbtnika in problem trgovskega potnika. Po-
sebna odlika knjige so tabele z izmerjenimi povpre¢nimi ¢asi teka posameznih
algoritmov pri razli¢no velikih nalogah z naklju¢no izbranimi podatki. Na
podlagi teh meritev je ocenjen vodilni ¢len ¢asovne zahtevnosti, kar je zlasti
zanimivo pri razli¢nih re$itvah istega problema.

Tu in tam bi si pri razlagi in dokazih pravilnosti algoritmov Zeleli ved
jasnosti. Pri dokazovanju pravilnosti se v literaturi $e ni izoblikoval slog, ki
bi bil splo$no sprejet kot najprimernej$i. Osnovni alternativi sta formalni do-
kaz in neformalni dokaz. Avtor se tu nagiba bolj k drugi moZnosti. Slabost pr-
ve je v tem, da so formalni dokazi koli¢kaj bolj zapletenih algoritmov obupno
dolgi in nepregledni; slabost druge pa, da nas »dokaz« o pravilnosti algoritma
pogosto ne prepria ni¢ bolj kot algoritem sam. Morda je, kot obicajno, naj-
boljSa srednja pot — neformalni dokaz, ki pa je dosledno opremljen z vsemi
netrivialnimi sestavinami formalnega dokaza, kot so invariante zank ter pogo-
ji na klju¢nih mestih v algoritmu. Sicer pa bodimo optimisti in upajmo, da
bodo v nekaj letih sistemi za avtomati¢no dokazovanje izrekov ob navedbi pra-
vilnih invariant sposobni rutinsko preverjati pravilnost nekaj strani dolgih
algoritmov. '

Vsakemu poglavju so dodane $tevilne naloge, ki $irijo in dopolnjujejo ob-
ravnavano snov. V dodatku najdemo tudi reSitve nekaterih nalog.

Knjiga je bogata zakladnica algoritmov in podatkovnih struktur in ji ne
moremo oclitati nobenega spregleda. Avtorjev glavni cilj je privzgojiti bralcu
algoritmi¢no misljenje, ga nauditi sistemati¢nosti pri naértovanju algoritmov
in ga navaditi na kriti¢no vrednotenje in primerjanje algoritmov glede na nji-
hovo zahtevnost. Ta cilj je doseZen in avtorju lahko priznamo, da je opravil
veliko delo.

Omenim naj Se, da je imel avtor pri iskanju strokovnih izrazov sre¢no roko
in je obogatil slovensko izrazoslovje z nekaj dobro izbranimi izrazi.

Knjiga bo dobrodo$la vsakomur, ki se kakorkoli sre¢uje z raéunalnikom.
Prva izdaja je bila tako reko¢ razgrabljena in tudi drugi lahko napovemo po-
dobno usodo.

Marko PetkovSek



KUBICNE KRIVULJE
IVAN VIDAV

Math. Subj. Class. (1980) 10 B 10, 14 H, 14 K 07

Clanek vsebuje elementaren opis kubi¢nih krivulj. Opredeljene so elipti¢ne
krivulje in grupna struktura na teh krivuljah. Obravnava tece v obsegu R, deloma

v obsegu Q.
CUBIC CURVES

This article contains an elementary exposition of the theory of cubic curves.
Elliptic curves are defined. The group structure on these curves and on the set
of their rational points is described.

1. Pregled kubi¢nih krivulj. Elipti¢ne krivulje

Algebraic¢na krivulja je krivulja z enacbo
f(x,5) =0 €))

kjer je f(x, y) poljuben polinom spremenljivk x in y. Ce je npr. f druge stopnje,
je (1) enacba stoZernice. Kubi¢no krivuljo dobimo, ¢e vzamemo za f polinom
tretje stopnje, torej

Ax3 + Bx?y + Cxy2 + Dy3 + Ex> + Fxy + Gy* + Hx + Ky + L =0 )

Koeficientov A4, B, ..., L je kar deset. So poljubna dana S$tevila, vendar A, B,
C in D ne smejo biti vsi enaki 0.

Preprost primer kubi¢ne krivulje je kubi¢na parabola z enacbo y = x3.
Sre¢amo jo pri risanju elementarne funkcije f(x) = x3. Zanimiva je zato, ker
je njen odvod f'(x) = 3x2 v izhodi§¢u x = 0 enak 0, pa kljub temu funkcija tam
nima lokalnega ekstrema. Izhodi$¢e je za kubi¢no parabolo prevojna tocka
(obracaj). Tangenta je tu kar abscisna os, krivulja pa lezi na obeh straneh
tangente (Sl.1). V sploSnem imenujemo prevoj tako tocko na krivulji y = f(x),
kjer je drugi odvod f”(x) enak 0.

Nadaljnji primer kubi¢ne krivulje je Kartezijev list, ki ima enacbo

x84+ y3—3axy =0, a>0 @A)
Zanj je znacilno, da napravi zanko. Izhodi$¢e je dvojna tocka (SI. 2).
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V teoriji elipti¢nih funkcij in integralov pa srefamo krivulje z ena¢bo
y? = 4x3 — gox — g3 ®

kjer sta gz in g3 konstanti. Tudi to so kubicne krivulje.

Polinom f(x, y) na levi v (2) je lahko razcepen ali nerazcepen. Ce je raz-
cepen, razpade na produkt najmanj dveh faktorjev f(x,y) = g(x,y) h(x, y),
od katerih je eden, npr. g, linearen, # pa kvadraten. Iz enacbe f(x,y) =0
dobimo dve enacbi g(x,y) =0 in A(x,y) = 0. Prva pomeni premico, druga
stozernico. Tudi polinom # se da vcasih razstaviti v dva linearna faktorja,
polinom f pa tedaj razpade na tri linearne faktorje. Kubi¢na krivulja torej
lahko razpade na premico in stoZernico ali na tri premice.

Razcepnost polinoma je odvisna od obsega, v katerem obravnavamo enaé-
bo. Velja pa tole: Ce je polinom tretje stopnje z realnimi koeficienti razcepen
v-obsegu kompleksnih $tevil, razpade vsaj na dva faktorja tudi v obsegu R.

Odslej bomo privzeli, da je polinom f na levi v (2) nerazcepen. Enac¢ba
pomeni v tem primeru pravo kubi¢no krivuljo.

Po navadi vzamemo v ravnini pravokoten koordinatni sistem. Kubi&no
krivuljo sestavljajo vse tocke, katerih koordinate (x, y) zado$&ajo enacbi (2).
Koordinati x in y sta realni $tevili in prav tako so realni vsi koeficienti od
A do L. Delamo torej v obsegu R. V teoriji elipti¢nih funkcij pa obravnavamo
enacbo (4) v obsegu C. Zanimajo nas poljubni kompleksni pari (z, w), ki
ustrezajo enacbi

W2 = 475 — g7 — g3 (4%

Tudi koeficienta g in g3 sta lahko kompleksna. Se vedno imenujemo mnoZico
vseh resitev (z, w) krivulja, éeprav v dobesednem smislu ni krivulja. Pigimo
namre¢ z = x + iy, w = u + iv. Par (z, w) doloda realno &etverko (x,y,u,v),
to pa je toCka v StirirazseZznem evklidskem prostoru. Ker si lahko z = x + iy
poljubno izberemo in potem izraunamo w = u + iv iz enadbe (4*), je mnoZica
vseh reSitev (x, y, u, v) neka ploskev v §tirirazseZznem prostoru.

Vcasih pa so koeficienti v enaébi (1) racionalna $tevila in zanimajo nas
reSitve (x,y), kjer sta x in y racionalna. Tako tolko imenujemo racionalna
tocka na krivulji (1). Za zgled vzemimo enacbo

Bty =1 )

Naj bo (x,y) racionalna tocka na tej krivulji. Izrazimo $tevili x in y v obliki
ulomkov s skupnim imenovalcem x = a/c, y = b/c, kjer so a, b, ¢ cela §tevila
in seveda ¢ = 0. Ker velja (5), je med a, b, ¢ zveza

ad + b3 = ¢3 (6)

Fermatova domneva je za tretje potence pravilna: V vsaki celo$tevilski re$itvi
enacbe (6) je eno izmed Stevil g, b, ¢ enako 0. Ker ¢ s« 0, je zatoa = 0 ali b = 0.
V prvem primeru je x =0, y =1, v drugem pa x =1 in y = 0. Torej lezita
na krivulji (5) samo dve racionalni toc¢ki (0, 1) in (1, 0).

Vzemimo to¢ko (x,y) na algebrai¢ni krivulji (1) in postavimo v njej
tangento. Smerni. koeficient tangente y° dobimo z odvajanjem enacbe (1),
torej iz enacbe f, + y'f, = 0. Tu pomenita f, = 9f/0x in f, = 0f/0y parcialna
odvoda. Zaznamujmo z (X, Y) koordinati poljubne tocke na tangenti. Potem je

X —2)fs + ¥ —)fy, =0 @
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enacba tangente v tocki (x,y). Odvoda f, in f, vzamemo seveda v dotikalis¢u.
Tangenta je natanko doloCena v vsaki tocki krivulje, kjer nista oba odvoda
fz in f, enaka 0. Ce je npr. f, =0 in f, = 0, se enacba (7) glasi X —x = 0.
Tangenta je pravokotna na abscisno os.

Tako to¢ko algebrai¢ne krivulje, kjer sta oba odvoda f, = f, = 0, imenu-
jemo singularna tocka. Za Kartezijev list je npr. izhodis¢e (0,0) singularna
tocka. V tem primeru je f(x,y) = x3 + y3 — 3axy in od tod

folx, y) = 3(x2—ay), f,(x,y) = 3(y*?—ax)

Res je f(0,0) = £,(0,0) = 0. IzhodiSce je dvojna toCka, skoznjo gre Kartezijev
list dvakrat. Tangenti sta v dvojni to¢ki dve, ena je abscisna os, druga ordi-
natna os (SI. 2).

Kako se vede kubi¢na krivulja, ko se to¢ka na njej oddaljuje v neskon¢-
nost? Da to spoznamo, preselimo obravnavo v projektivno ravnino. Projek-
tivno ravnino dobimo tako, da dodamo evklidski ravnini to¢ke v neskonénosti
in premico v neskonc¢nosti. Tudi to¢kam v neskonc¢nosti priredimo koordinate.
V ta namen uvedemo homogene koordinate. Absciso x in ordinato y zapiSemo
v obliki kvocientov x = x;/x3 in y = xg/xs. Stevila x;, x5, x3 imenujemo homo-
gene koordinate toc¢ke, ki ima obi¢ajni koordinati x in y. Pri tem mora biti
x3 # 0. ToCka je seveda odvisna le od razmerja koordinat x;, x, x3. Ce pa je
x3 = 0, pomeni trojka (xy, %3, 0) homogene koordinate tolke v neskonénosti.
Vsaka trojka (xy, xe, x3) doloda torej neko tolko v projektivni ravnini. Edina
izjema je trojka (0, 0, 0), ki ne doloca nobene tocke. Ker imajo vse tolke v ne-
skonénosti koordinato x3 enako 0, je x3 = 0 ena¢ba premice v neskonénosti.

Enacbo kubi¢ne krivulje v homogenih koordinatah dobimo tako, da vsta-
vimo x = xy/x3 in y = x5/x3 v (2) in nato pomnoZimo enacébo z xs3. Torej

Ax13 + Bx12x2 + Cx1x22 + DX23 + EX12JC3 + Fx1x2x3 + Gxg2x3 +
+ Hxxg2 + Kxoxg? + Lagd = 0 (2%

Na levi stoji homogen polinom tretje stopnje spremenljivk xy, xo, x3, ki ga
bomo oznalili s @(xy, x3, x3). Ce nas zanimajo tocke v neskonénosti, ki leze
na kubiéni krivulji, vstavimo x3 = 0 v enacbo (2*). Dobimo

Ax3 + Bx2x5 + Cx1x02 + Dx33 = 0

Lega tocke v neskonénosti (xy, x5, 0) je odvisna samo od kvocienta x;/xg. Zgor-
nja enacba pa je enacba tretje stopnje za xi/xs. Vsaj en njen koren je realen,
lahko vsi trije. Zato ima kubi¢na krivulja vsaj eno realno tocko v neskoné-
nosti, najve¢ pa tri. Zgled: Enacba krivulje (5) je v homogenih koordinatah
X3 + %8 = x33. Ce vstavimo x3 = 0, dobimo enacbo x3 + x% = 0, ki nam da
za kvocient xi/x; eno samo realno vrednost — 1. Krivulja (5) ima torej eno
samo realno to¢ko v neskoncénosti. Ker je razmerje xi/x; = — 1 racionalno
Stevilo, Stejemo tocko v neskon¢nosti za racionalno.
V homogenih koordinatah se enacba tangente na krivuljo glasi

de)m + X2@22 o= X3@1'3 =0 (8)

Tu so (X, Xz, X3) homogene koordinate poljubne tocke na tangenti, &,, =
= 00/0x1, Dy, = OD/0%2, Dy = 0D/0x3 sO parcialni odvodi, ki jih je treba vzeti
v dotikali$¢u (xy, Xz, X3). Ce je x3 = 0, lezi dotikaliS¢e v neskonénosti. Pripa-
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dajoco tangento imenujemo asimptota krivulje. Za zgled vzemimo spet Kar-
tezijev list, pri katerem je @ = x;3 + x3% — 3ax;xyx3 in

Dyy = 3(x2—axaxsy), Dy = (X2 —axsxg), Dy = — 3axixg

Kartezijev list sete premico v neskonénosti v to¢ki s koordinatami x; = 1,
%3 =—1, x3 = 0. Enacba (8) se v tej tocki glasi 3X; + 3X5 + 3aX; = 0. Ce jo
prepiSemo v obifajne koordinate, tako da postavimo x = Xy/X3, y = Xo/Xs,
dobimo enacbo asimptote na Kartezijev list

x+y+a=0

Po enacbi (8) je tangenta dolofena v vsaki tocki, konéni ali neskonéni,
kjer niso vri trije parcialni odvodi &,,, ®,, @,, enaki ni¢. Taka tocka, kjer
je gy = By, = &,y = 0, pa je singularna za krivuljo. Singularna je seveda
lahko tudi to¢ka v neskonénosti.

Vsaka razcepna kubi¢na krivulja ima vsaj eno realno ali kompleksno sin-
gularno tocko. Ce razpade npr. na premico in stoZernico, je presedi$ée pre-
mice s stoZernico singularna toc¢ka.

Ni teZko videti, da ima nerazcepna kubi¢na krivulja kveéjemu eno singu-
larno toc¢ko in da je singularna toka realna, ¢e so koeficienti v enacbi realni.

Definicija. Kubi¢na krivulja, ki nima singularne toéke (niti v konénosti
niti v neskoncnosti), se imenuje eliptiéna krivulja.

Zgled za elipti¢no krivuljo je (5). Pripadajo¢i homogeni polinom je tu
@ = x® + %8 — x3%. Vsi parcialni odvodi &,, = 3x2, &, = 3x22, Py, = — 3232
so hkrati enaki ni¢ le pri x; = x3 = x3 = 0. Trojka (0,0, 0) pa ne doloda toc¢ke
v projektivni ravnini. Torej (5) nima singularne tocke in je elipti¢na krivulja.

Na kubi¢ni paraboli y — x% ni nobene singularne to¢ke v konénosti. Radun
pa pokaZe, da sele ta krvulja premico v neskonénosti v singularni to¢ki. Zato
kubi¢na parabola ni elipti¢na krivulja.

Imejmo poljubno premico z enadbo

ax+by+c=0 )

Poi$¢imo preseciSca te premice s krivuljo (2). Pri tem privzemimo, da je (2)
nerazcepna krivulja, ki ne razpade v premico in stoZernico ali v tri premice.
Koordinate presecis¢ poiS¢emo tako, da iz (9) izra¢unamo npr. y in to vsta-
vimo v (2). Dobimo za x enalbo tretje stopnje. Zato sele premica kubi¢no
krivuljo v sploSnem v treh tockah. Seveda je lahko realno eno samo pre-
seli8Ce, drugi dve sta konjugirano kompleksni. V&asih je enalba za x niZje
stopnje. V tem primeru moramo radun ponoviti v homogenih koordinatah.
PreseciS¢e premice (9) s kubi¢no krivuljo je namre¢ lahko tudi to¢ka v ne-
skonénosti.

Enacba tretje stopnje, ki jo dobimo za absciso presedi$¢a, more imeti ved-
kratne korene. Ce je npr. x; dvakratni koren in y; pripadajoa ordinata, je
premica (9) tangenta na kubi¢no krivuljo v to&ki (xq,y;). Dotikalid&e (xi, y1)
Steje za dve presecis¢i. Ce pa ima enacba tretje stopnje en sam trojni koren,
imenujemo to¢ko (x4,y;) prevoj. Prevoj S$teje za tri presedi$éa. Premica (9)
je tudi v tem primeru tangenta na krivuljo, vendar se v prevojni tocki tesneje
prilega krivulji kakor v obidajni to¢ki. Tangenta v obi¢ajni to¢ki seée kubi¢no
krivuljo Se v eni tocki. Tangenta v prevojni todki pa nima s kubi¢no krivuljo
nobene druge skupne tocke.
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Na stoZernici ni prevojnih tock. Ze v zaetku pa smo videli, da je izhodisCe
prevojna to€ka na kubi¢ni paraboli y = x3. Kako je s prevojnimi to¢kami na
poljubni kubi¢ni krivulji? Ce i§¢emo absciso (ali ordinato) prevojne tocke na
krivulji (2), nas racun privede na enacbo devete stopnje (glej [4], str. 80).
Torej je lahko na kubi¢ni krivulji devet prevojnih toc¢k. Vendar pa niso vse
realne. Toda enacba devete stopnje z realnimi koeficienti ima vselej vsaj en
realen koren. Zato je na vsaki kubi¢ni krivulji najmanj ena realna prevojna
tocka. Ce leZi na krivulji singularna tocka, je ne $tejemo med prevojne tocke.

Vemo, da lahko preslikamo s primerno izbrano projektivno transforma-
cijo katerokoli tofko projektivne ravnine v katerokoli drugo tolko. Isto
velja za premice (glej [3], str. 126—130). Pa naj bo P realna prevojna tolka
na krivulji (2) in premica p tangenta v P. S projektivno transformacijo pre-
slikajmo tangento p v premico x3 = 0, tj. premico v neskonénosti, to¢ko P
pa v to¢ko s homogenimi koordinatami (0, 1,0). V tej toki ordinatna os sede
premico v neskonénosti. Preslikana krivulja ima ena¢bo

Ax® + Ex* + Fxy +Gy* +Hx+ Ky + L =0 *

Ker prevoj (0, 1, 0) ni singularna toc¢ka, je koeficient G s 0;.to pokaZe kra-
tek racun. Z afino transformacijo zdaj brez teZave prevedemo krivuljo (*) v
krivuljo s preprosto enac¢bo (glej 4], str. 81)

Y2 = x3— Ax— B (10)

ki je podobna enacbi (4). Ker sodijo afine transformacije med projektivne,
dobimo torej vse kubic¢ne krivulje tako, da preslikamo krivulje (10) s projek-
tivnimi transformacijami. Zato je dovolj, ¢e prouc¢imo krivulje (10).

Polinom x3 — Ax — B na desni enacbe (10) ima lahko same med seboj raz-
li¢ne nicle ali tudi veckratne ni¢le. To je odvisno od njegove diskriminante, tj.
od izraza D = 4A3—27B2. Ce je D = 0, so vse tri ni¢le med seboj razli¢ne, ¢e
je D =0, sta vsaj dve enaki. Oglejmo si najprej primer D = 0. Dve moZnosti
sta: Vse nicle x;, x3, x3, so realne ali je le ena realna, npr. x;, drugi dve pa
konjugirano kompleksni: x5 = Xo.

V prvem primeru uredimo nicle po velikosti, tako da je x1 << x2 <<xs.
Enacba (10) se glasi

¥ = (x—xp) (x —x2) (x — x3) (Ta)

Izraz na desni je pozitiven, ¢e leZi x med x; in x» ali pa, &e je x > x3. Krivulja
sestoji zato iz dveh delov. Tisti del, ki lezi med x; in xs, je sklenjen, drugi del,
kjer je x> x3, se razteza v neskonénost (SI. 3). Abscisna os je simetrala kri-
vulje. Povsod obstaja tangenta. V tofkah A;, As, As, kjer krivulja sece os (x),
je tangenta pravokotna na to os.

Pri konjugirano kompleksnih ni¢lah imamo enacbo

¥2 = (x — x1) (x — %2) (X — Xz) (Ib)

Produkt zadnjih dveh faktorjev na desni je pozitiven za vsak realen x. Zato
je desna stran pozitivna, ¢e je x > x;. Krivulja sestoji iz enega samega dela
(SL. 4).
Krivulji (Ia) in (Ib) nimata singularnih to¢k in sta zato elipti¢ni krivulji.
Pripomba. Prepricati se moramo, da tudi v neskon¢nosti ni singularnosti.
Edina toc¢ka v neskonénosti, ki lezi na krivulji (10), je (0, 1, 0,) in je prevoj.
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Tangenta v tej tocki pa je premica v neskonénosti x3 = 0. Zato ta tocka za kri-
vuljo (10) ni singularna.

Ce ima polinom na desni v (10) veCkratne niéle, so vse realne. Oglejmo si
najprej primer, ko je ena nicla dvojna. Tudi zdaj sta dve moZnosti: Dvojna je
manjsa ni¢la ali dvojna je veéja. V prvem primeru imamo enacbo

V=@—x)2x—x), x<x (IIa)
V drugem pa
PVi=(x—x) (x—x2)2, x < (IIb)
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