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PRIJATELJSKA ŠTEVILA

JOŽE GRASSELLI

Math. Subj. Class. (1985) 10 A 40

Članek opisuje nekaj važnejših ugotovitev o prijateljskih številih.

AMICABLE NUMBERS

An exposition of some facts about amicable numbers is given.

1. Vsakemu naravnemu številu a, ki je večje od 1, pripadata vsota vseh

njegovih pravih deliteljev

sla) —Xd ; da , 1l<d<a

in vsota vseh njegovih pozitivnih deliteljev

c(a) —Xd ; da , 1l<ds<a

Vrednosti s(4) in o(a) sta naravni števili in se razlikujeta za a

s(a) — o(a) —a (1)

Zaradi te povezave je mogoče obravnavanje vsote s(4) prevesti na obravnavo

za c(a). To se večkrat naredi, ker se vsota o(4) pri znani kanonični izrazitvi

števila a izraža enostavneje kot vsota s(a). Naj bo namreč

a—<pnu,,.,.gi

kjer so p,..., g različna praštevila, m,..., n naravna števila. Vsak pozitivni

delitelj števila a je zajet ravno enkrat v vsoti,ki jo dobimo, ko v izrazu

drtprpt..EP)... liga A IE... Ag)

opravimo vsa množenja. Ker so v oklepajih vsote geometričnih zaporedij,

imamo
pm —1 gut —1

51 ... 751

2. Primerjajmo po velikosti a in s(a) in upoštevajmo še povezavo (1).

Naravno število a je

o(a) — (2)

deficientno, če je s(4) < a oz. o(a) < 2a

abundantno, če je s(4) > a oz. c(a) > 2a

popolno, če je s(4) — a oz. o(a) — 2a

Deficientnih števil je neskončno. Med njimi so npr. že vsa praštevila p,

saj je s(p) —1< p.

Tudi abundantnih števil je neskončno. Mednje sodijo npr. tudi vsa števila

3.2", n >2. Po (2) je namreč

o(3.2n)— 42ntl— 1) —6.2n -2.2n—4>2.(3.2n)

" Prvi štirje prispevki so zapisi predavanj na 11. društvenem seminarju iz mate-
matike, ki je bil januarja 1986 v Ljubljani.
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Najmanjše popolno število je 6. Res je s(6)—1 -2--3-— 6.

Domnevajo, da je popolnih števil neskončno. Dokaza, ki bi to domnevo

potrjeval, še ni.

Pač pa je poznana zgradba sodih popolnih števil. Opisuje jo Evklid-Eulerje-

vo pravilo:

Sodo število c je popolno natančno tedaj, kadar ima obliko

c — 21—1(2n—1) (3)

in je 2" —1 praštevilo.

Že Evklid omenja, da je število c iz (3) popolno, kadar je 24— 1 praštevilo.

Seveda je c tudi sodo število, saj mora biti n > 2, če naj bo 24— 1 praštevilo.

Euler je pokazal, da sodo popolno število ne more imeti drugačne oblike,

kot je ta Evklidova. Oboje izhaja iz opredelitve popolnega števila in iz (2).

Če je eksponent m sestavljeno število, npr. n — st, kjer sta s, t od 1 večji

naravni števili, 28— 1 — 2st— 1] gotovo ni praštevilo, saj ima pravi delitelj

2s—1>1. Ko iščemo soda popolna števila, je torej dovolj, da v (3) teče n

po praštevilih.

Vendar v splošnem 2"— 1 ni praštevilo, ko je eksponenti mn praštevilo.

Zgled: 21— 1 — 2047 — 23.89. Zato je treba za vsak praštevilski eksponent

n posebej ugotoviti, ali je 24— 1 praštevilo ali ne. Pri tem se je mogoče nasla-

njati na tale kriterij, ki ga je podal v prejšnjem stoletju Lucas ([6], str. 225):

Naj bo n praštevilo, 7; — 4, 7r;,, — rj" —2 za j—l, 2, ..., n—1. Število

24— | je praštevilo, če je

rna — 0 (mod 21—1)

in sestavljeno, če je

rn,a čE 0 (mod 21—1)

Kriterij zahteva že pri majhnih x veliko računanja. Pri večjih n ga je bilo

mogoče uporabiti šele, ko so se pojavili moderni računalniki.

Praštevila oblike 24— 1 imenujemo Mersennova. Do leta 1983 je bilo naj-

denih 28 Mersennovih praštevil in z njimi po (3) prav toliko sodih popolnih

števil. Največje tedaj znano Mersennovo praštevilo je bilo

286248. 1

V desetiškem zapisu ima prek 25 000 mest in je bilo takrat tudi največje znano

praštevilo.

Dosti manj kot o sodih se ve o lihih popolnih številih. Našli niso doslej

še nobenega. Niso pa mogli dokazati, da lihih popolnih števil ni. Dognali so le,

da so liha popolna števila, če obstajajo, zelo velika. Tako po nekaterih ocenah

pod 10% ni nobenega lihega popolnega števila ([5], str. 25).

3. Če naravno število a ni popolno, je s(a) - a. Ali je pri kakšnem a morda

s(s(a)) —a? To vprašanje nas pripelje do prijateljskih števil.

Od 1 večji in med sabo različni naravni števili a, b sestavljata prijateljski

par, če je

sla) < b in s(b) <a (4)

Števili a, b sami imenujemo tedaj prijateljski. Zaradi (4) je

s(s(a)) — s(b) — a in s(s(b)) — s(a) — b



Če upoštevamo (1), se pogoj (4) glasi

ola) < 6b)—a-b G)

Zgled prijateljskega para dajeta števili 220 in 284. Iz praštevilske razcepitve

220 — 22.5.11, 284 — 22.71

po (2) izračunamo

o(220) — 7.6.12 — 504 — 220 -- 284

6(284) — 7.72 — 504 — 220 -- 284

in pogoj (5) je izpolnjen.

Prijateljski par 220, 284 so poznali že davno. Nekateri menijo, da ga je

odkril Pitagora. Drugi spet navajajo razloge, po katerih naj bi za ta par vedeli

vsaj 500 let pred Pitagoro. Poimenovanje prijateljska števila pripisujejo

Pitagori.

4. Dolgo je bil 220, 284 edini poznani prijateljski par. Seveda se je zastavlja-

lo vprašanje, ali je še kaj prijateljskih parov.

Delni odgovor vsebuje pravilo za iskanje prijateljskih števil, ki ga je

v 9. stoletju postavil Thabit ibn Kurrah iz Bagdada ([4], str. 39). Pravilo se da

povedati takole:

Naj bo n naravno število večje od 1. Če so števila

p < 3Z.2/—4.—1

g —3.21—1 (6)

r —9.224—]

praštevila, sestavljata števili

a — 2"pg
b — 2ur (7)

prijateljski par.

O veljavnosti pravila se lahko bralec prepriča sam, upoštevaje (2). Pri

uporabi Thabitovega pravila so težave podobne kot pri Evklid-Eulerjevem

pravilu za popolna števila. Za večje m pač ni preprosta stvar dognati, ali so

p, dg, r v (6) praštevila ali ne.

Thabit sam je uporabil svoje pravilo le za n — 2. Tedaj je

Ker so to sama praštevila, sta števili, določeni po (7)

a — 22.5.11 — 220, b — 22.71 — 284

prijateljski. Dobljen je že znani Pitagorov par.

Ko so se v 17 stoletju v Evropi spet začeli zanimati za prijateljska šte-

vila, Thabitovega pravila niso poznali. Toda Fermat in malo pozneje Descartes

sta to pravilo vsak zase na novo odkrila.

Fermat je pri nm — 4 iz (6) in (7) prišel do prijateljskega para

24.23.47 — 17296, 24.1151 — 18416

Pred kratkim so opazili, da navaja ta par v nekem svojem spisu Maročan Ibn

al Banna že okrog leta 1300.



Descartes je vzel m — 7 in ugotovil, da so tedaj p, g, r iz (6) praštevila. To

mu je dalo prijateljski par

27.191.383 — 9363584, 27.73 727 — 9 437 056

Tako se je po več kot 2000 letih število znanih prijateljskih parov povzpelo

na tri.

V zadnjem času so Thabitovo pravilo preizkusili za vse m < 20 000. Izkazalo

se je, da se dobe prijateljski pari le za n — 2,4,7, ko imamo Pitagorov, Fer-

matov in Descartesov par. Seveda da se ne da od tod nič sklepati, kaj je

pri m > 20 000.

5. Po Descartesu je preteklo približno sto let, da so spet našli nova pri-

jateljska števila. Posrečilo se je to Eulerju.

Najprej se je Euler vprašal po vseh prijateljskih parih

a — 21pg, b — hr (8)

kjer so p, g, r različna liha praštevila in m naravno število. Takšne pare smo

srečali že v Thabitovem pravilu, vendar imajo tam praštevila p, g, r pred-

pisano obliko (6). Eulerja je njegovo vprašanje privedlo do neke diofantske

enačbe, ki je ni bilo težko rešiti. Poglejmo!

Da bosta števili (8) prijateljski, mora po (5) veljati

o(2"pg) — o(21r)

Vrednosti na obeh straneh se dasta izraziti po obrazcu (2), saj so 2, p, g, r

različna praštevila. Dobimo

(ptli(gtlh)<rt1 (9)
in ko se vzame

ptl<x, gtl-y (10)

se (9) lahko zapiše

xy <rtl (11)

Po zahtevi (5) mora še biti

o(2"pg) — 2"pg -- 2"r
ali

(2/1—5D(pt0 (g £-1) — 24(pg t-r)

Če se tu upošteva, da je po (10) in (11)

pa br — 2xy —x—y

se pride na enačbo

xy — 24x -t y)
ki se da pisati tudi takole

(x — 21) (y — 21) — 2% (12)

Od tod se vidi, da je treba 2: izraziti kot produkt dveh različnih celih števil,

saj sta x, y po (10) različna naravna. Hitro se še pokaže, da morata faktorja na

levi biti tudi večja od 1. Ker se da 2?" razcepiti v produkt dveh naravnih od 1

večjih faktorjev le na način
22n — 2n—k,2ntk



kjer je k naravno število, manjše od n, je rešitev za (12)

x — 2n 4 2n—k, y — 2n - 2n tk

Iz (10) in (11) pri m — n— k potem izhaja

p — 2m(2k 41)—1

g — 22k 4 24k) —1 (13)
7 — 22m(2k - 22kbl 4 23k) —1

Tako smo pri Eulerjevem pravilu:

Če so pri naravnih m, k števila iz (13) praštevila, dajeta števili

a — 2mtkpg

b — 2mtky (14)

prijateljski par.

Za m <— n—l], k -— 1 preide Eulerjevo pravilo v Thabitovo pravilo. Je pa

seveda Eulerjevo pravilo splošnejše od Thabitovega.

Euler z zgornjim pravilom ni našel nobenega novega prijateljskega para.

Pozneje je Legendre pokazal, da sta p, g iz (13) za m — 1, k — 7 praštevili. Ali

je število r tedaj praštevilo ali ne, ni mogel dognati. Čez nekaj let je Čebyšev

ugotovil, da je pri tej izbiri tudi 7 praštevilo. Tako je bil za m — 1, k — 7 po

(13) in (14) najden prej še neznani prijateljski par. V zadnjem času so po

Eulerjevem pravilu s pomočjo računalnikov prišli še do enega novega prija-

teljskega para.

Na podoben način kot zgornje pravilo je Euler izpeljal še več drugih pravil

za iskanje prijateljskih parov ([4], str. 42 sl.). Z njimi je odkril 59 novih pri-

jateljskh parov. Večino Eulerjevih parov sestavljajo kar velika števila. Ni pa

med njimi majhnega para

1184 — 25,37, 1210 —2.5.11?

ki so ga našli šele sredi prejšnjega stoletja.

6. Do nedavnega so se pri iskanju prijateljskih števil naslanjali le na
Eulerjeva pravila. Pred nekaj leti pa je Borho odkril pravilo, po katerem je

mogoče iz znanih prijateljskih parov prihajati do novih prijateljskih parov

([2D. Pravilo pravi:

Imejmo tak prijateljski par

a—cu, bx ces (15)

da je s praštevilo, c in u tuja, c in s tuja. Če je

utstlzsp (16)

praštevilo in sta pri naravnem n tudi

g<(utlpr—1

rz(utl(s4-1 pr—1 (17)
praštevili, dajeta števili

a; — ap"g

b, — cpar (18)
prijateljski par.



Da Borhovo pravilo drži, se ni težko prepričati. Tukaj tega ne bomo pre-

verjali. Tudi ne bomo opisovali, kako je bilo pravilo odkrito. Obrnimo se

kar k zgledu.

Vzemimo Pitagorov prijateljski par. Razcepitev, ki jo pravilo zahteva, se

glasi

a <— 220 — 4.55, b-—284-—4.71

tako da je glede na (15)

c—<4, u-55, s<71 (19)

Ker sta števili

s—<7lin pčutst1-—55 47141 x-— 127 (20)

praštevili, je Pitagorov par ustrezen kot izhodišče za Bohrovo pravilo.

Po (19) in (20) je u -1-—56,s 4-1 — 72, c — 4, p — 127. Ko to upoštevamo

v (17) in (18), lahko v našem primeru zaradi a — 220 Borhovo pravilo takole

povemo:

Naj teče n po naravnih številih. Vsakič, ko sta

g — 56.1271—1

r —< 56.72.1271 —1

praštevili, dajeta števili

aj — 220.1271g

b, — 4.127nr

prijateljski par.

Za n — l imamo

g — 56.127—1 — 7111 — 13.547

Ker g ni praštevilo, pri m.<— 1 ne pridemo do prijateljskega para.

Zan —2je

g — 56.1272—1 — 903 223

r — 56.72.1272— 1 — 65 032 127

Da se pokazati, da sta ta g, r praštevili. Zato je par

aj — 220.1272. 903 223

b, — 4.1272.65 032 127

prijateljski.

Pitagorov prijateljski par pa ni edini, ki premore tako razcepitev (15), da

so faktorji c, u, s paroma tuji, s in u -- s - 1 pa praštevili. Takih parov je med

takrat znanimi prijateljskimi pari Borho naštel vsaj 22. Iz vsakega teh parov

je zato mogoče izhajati in po (17) in (18) iskati nove prijateljske pare, ko gre

n po naravnih številih. Iz vsakega teh parov izhaja podobno pravilo kot zgoraj

iz Pitagorovega para.

7. Sedaj je znanih okrog 1100 prijateljskih parov ([2], [8]. Od tega so približ-

no 900 parov odkrili po letu 1945. V zadnjih dvajsetih letih si iskalci izdatne-

je pomagajo z računalniki.

8. Prevladuje prepričanje, da je prijateljskih števil neskončno mnogo.

Dokazali pa tega še niso.

6



Ve pa se, da postajajo prijateljska števila zmeraj redkejša, ko se pomikamo

po naraščajočih naravnih številih. Naj bo A(x) število prijateljskih števil, ki

ne presegajo x. Količnik A(x)/x potem meri delež prijateljskih števil med šte-

vili do x. Za ta količnik je Erdos dognal, da konvergira proti nič, ko raste x

proti neskončno ([5], str. 31). Od tod se tudi vidi, da postajajo prijateljska

števila bolj in bolj redka. Pravimo še, da ima množica prijateljskih števil

gostoto nič.

Tudi množica praštevil ima gostoto nič. Vendar so prijateljska števila

dosti redkeje posejana med naravnimi števili kot praštevila. Znano je, da vr-

sta iz recipročnih praštevil divergira. Za vrsto iz recipročnih prijateljskih

števil pa je pred kratkim Pomerance dognal, da konvergira ([9]).
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NOVE KNJIGE

KOZAK Jernej, Podatkovne strukture in algoritmi, Ljubljana, DMFA SRS

1986, 392 str. — (Matematika-Fizika : Zbirka univerzitetnih učbenikov in mo-

nografij ; 27). Cena 6250.— din (5000.— din).

Druga izdaja se po obliki močno razlikuje od prve. Ko jo vzamemo v

roke, smo prijetno presenečeni nad ličnostjo stavka, ki se po kvaliteti pri-

bližuje knjigotisku. Avtor je besedilo nadvse skrbno oblikoval na računalniško

vodenem marjetičnem pisalnem stroju. Moti le znak za relacijo vsebovanosti

množic, ki ga na marjetkah ni in je nadomeščen kar s črko C. Vsebina je

doživela nekaj manjših sprememb in izboljšav; med njimi naj omenim le to,

da so v novi izdaji vsi algoritmi izdelani do kraja in ne vsebujejo več vstavkov

v naravnem jeziku. Algoritmi so zapisani v izpeljanki paskala, tako da jih je

mogoče z neznatnim trudom spremeniti v programe in pognati na računalniku.

Za knjigo velja vse, kar je o njej zapisal T. Pisanski v OMF 31 (1984) 3. Za-

radi njene pomembnosti za slovensko računalništvo pa naj dodam še nekaj

misli.
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Knjiga je — če ne štejemo uvoda in dodatka — razdeljena na dva dela.

Prvi govori o podatkovnih strukturah, drugi, obsežnejši, pa o algoritmih. Po-

datkovne strukture so podane s ti. algebrajsko specifikacijo, v kateri so

lastnosti operacij nad strukturo definirane aksiomatično. Tak način podajanja

je zelo »čist« in precizen. Pogrešamo morda le kratko opombo o polnosti, ki

naj bralca prepriča, da našteti aksiomi zadoščajo za določitev rezultata po-

ljubnega končnega zaporedja operacij.

Pri obravnavi algoritmov postavi avtor v ospredje metode reševanja proble-

mov oz. načrtovanja algoritmov: »deli in vladaj«, požrešno metodo, dinamič-

no programiranje, sestopanje ter »razveji in omeji«. Vsaki od metod je posve-

čeno eno poglavje. Tako podatkovne strukture kot metode načrtovanja algorit-

mov so bogato ilustrirane s številnimi zgledi, ki so zanimivi tudi sami po sebi

in v njih najdemo rešitve številnih pomembnih problemov. Nekateri problemi

so rešeni na več načinov in zato naletimo nanje v različnih poglavjih, npr. pro-

blem najkrajših poti, problem nahrbtnika in problem trgovskega potnika. Po-

sebna odlika knjige so tabele z izmerjenimi povprečnimi časi teka posameznih

algoritmov pri različno velikih nalogah z naključno izbranimi podatki. Na

podlagi teh meritev je ocenjen vodilni člen časovne zahtevnosti, kar je zlasti

zanimivo pri različnih rešitvah istega problema.

Tu in tam bi si pri razlagi in dokazih pravilnosti algoritmov želeli več

jasnosti. Pri dokazovanju pravilnosti se v literaturi še ni izoblikoval slog, ki

bi bil splošno sprejet kot najprimernejši. Osnovni alternativi sta formalni do-

kaz in neformalni dokaz. Avtor se tu nagiba bolj k drugi možnosti. Slabost pr-

ve je v tem, da so formalni dokazi količkaj bolj zapletenih algoritmov obupno

dolgi in nepregledni; slabost druge pa, da nas »dokaz« o pravilnosti algoritma

pogosto ne prepriča nič bolj kot algoritem sam. Morda je, kot običajno, naj-

boljša srednja pot — neformalni dokaz, ki pa je dosledno opremljen z vsemi

netrivialnimi sestavinami formalnega dokaza, kot so invariante zank ter pogo-

ji na ključnih mestih v algoritmu. Sicer pa bodimo optimisti in upajmo, da

bodo v nekaj letih sistemi za avtomatično dokazovanje izrekov ob navedbi pra-

vilnih invariant sposobni rutinsko preverjati pravilnost nekaj strani dolgih

algoritmov.

Vsakemu poglavju so dodane številne naloge, ki širijo in dopolnjujejo ob-

ravnavano snov. V dodatku najdemo tudi rešitve nekaterih nalog.

Knjiga je bogata zakladnica algoritmov in podatkovnih struktur in ji ne

moremo očitati nobenega spregleda. Avtorjev glavni cilj je privzgojiti bralcu

algoritmično mišljenje, ga naučiti sistematičnosti pri načrtovanju algoritmov

in ga navaditi na kritično vrednotenje in primerjanje algoritmov glede na nji-

hovo zahtevnost. Ta cilj je dosežen in avtorju lahko priznamo, da je opravil

veliko delo.

Omenim naj še, da je imel avtor pri iskanju strokovnih izrazov srečno roko

in je obogatil slovensko izrazoslovje z nekaj dobro izbranimi izrazi.

Knjiga bo dobrodošla vsakomur, ki se kakorkoli srečuje z računalnikom.

Prva izdaja je bila tako rekoč razgrabljena in tudi drugi lahko napovemo po-

dobno usodo.

Marko Petkovšek



KUBIČNE KRIVULJE

IVAN VIDAV

Math. Subj. Class. (1980) 10 B 10, 14 H, 14 K 07

Članek vsebuje elementaren opis kubičnih krivulj. Opredeljene so eliptične

krivulje in grupna struktura na teh krivuljah. Obravnava teče v obsegu R, deloma

v obsegu 0.

CUBIC CURVES

This article contains an elementary exposition of the theory of cubic curves.

Elliptic curves are defined. The group structure on these curves and on the set

of their rational points is described.

1. Pregled kubičnih krivulj. Eliptične krivulje

Algebraična krivulja je krivulja z enačbo

fix, y) — 0 (1)

kjer je f(x, y) poljuben polinom spremenljivk x in y. Če je npr. f druge stopnje,

je (1) enačba stožernice. Kubično krivuljo dobimo, če vzamemo za f polinom

tretje stopnje, torej

Ax8 -- Bx?y - Cxy? d- Dyš -- Ex? - Fxy - Gy? - Hx- Ky -L<O (2)

Koeficientov A, B,..., L je kar deset. So poljubna dana števila, vendar A, B,

C in D ne smejo biti vsi enaki 0.

Preprost primer kubične krivulje je kubična parabola z enačbo y — 25.

Srečamo jo pri risanju elementarne funkcije f(x) — x. Zanimiva je zato, ker

je njen odvod f/(x) — 3x? v izhodišču x — 0 enak 0, pa kljub temu funkcija tam

nima lokalnega ekstrema. Izhodišče je za kubično parabolo prevojna točka

(obračaj). Tangenta je tu kar abscisna os, krivulja pa leži na obeh straneh

tangente (Sl. 1). V splošnem imenujemo prevoj tako točko na krivulji y — f(x),

kjer je drugi odvod f"(x) enak 0.

Nadaljnji primer kubične krivulje je Kartezijev list, ki ima enačbo

X3 -- yš — Zaxy —0, a>0 (3)

Zanj je značilno, da napravi zanko. Izhodišče je dvojna točka (Sl. 2).

(/)4 (7)4

m"

N
N
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Slika 1 Slika 2
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V teoriji eliptičnih funkcij in integralov pa srečamo krivulje z enačbo

y? — 4x8 — pax — gs (A

kjer sta gaz in gz konstanti. Tudi to so kubične krivulje.

Polinom f(x, y) na levi v (2) je lahko razcepen ali nerazcepen. Če je raz-

cepen, razpade na produkt najmanj dveh faktorjev f(x,y) — g(x,y) h(x, y),

od katerih je eden, npr. g, linearen, 4% pa kvadraten. Iz enačbe f(x, y) — 0

dobimo dve enačbi g(x,y) — 0 in %4(x,y) — 0. Prva pomeni premico, druga

stožernico. Tudi polinom 4% se da včasih razstaviti v dva linearna faktorja,

polinom f pa tedaj razpade na tri linearne faktorje. Kubična krivulja torej

lahko razpade na premico in stožernico ali na tri premice.

Razcepnost polinoma je odvisna od obsega, v katerem obravnavamo enač-

bo. Velja pa tole: Če je polinom tretje stopnje z realnimi koeficienti razcepen

v obsegu kompleksnih števil, razpade vsaj na dva faktorja tudi v obsegu R.

Odslej bomo privzeli, da je polinom f na levi v (2) nerazcepen. Enačba

pomeni v tem primeru pravo kubično krivuljo.

Po navadi vzamemo v ravnini pravokoten koordinatni sistem. Kubično

krivuljo sestavljajo vse točke, katerih koordinate (x, y) zadoščajo enačbi (2).

Koordinati x in y sta realni števili in prav tako so realni vsi koeficienti od

A do L. Delamo torej v obsegu R. V teoriji eliptičnih funkcij pa obravnavamo

enačbo (4) v obsegu C. Zanimajo nas poljubni kompleksni pari (z, w), ki

ustrezajo enačbi

w? — 475 — gaz — gs (4")

Tudi koeficienta ga in gz sta lahko kompleksna. Še vedno imenujemo množico

vseh rešitev (z, w) krivulja, čeprav v dobesednem smislu ni krivulja. Pišimo

namreč z — x t ty, w — u 4 iv. Par (z, w) določa realno četverko (x, y, u, v),

to pa je točka v štirirazsežnem evklidskem prostoru. Ker si lahko z < x -- iy

poljubno izberemo in potem izračunamo w < u -- iv iz enačbe (4"), je množica

vseh rešitev (x, y, u, v) neka ploskev v štirirazsežnem prostoru.

Včasih pa so koeficienti v enačbi (1) racionalna števila in zanimajo nas

rešitve (x, y), kjer sta x in y racionalna. Tako točko imenujemo racionalna

točka na krivulji (1). Za zgled vzemimo enačbo

SLYWSEI 65)

Naj bo (x, y) racionalna točka na tej krivulji. Izrazimo števili x in y v obliki

ulomkov s skupnim imenovalcem x <— a/c, y < b/c, kjer so a, b, c cela števila

in seveda c < 0. Ker velja (5), je med a, b, c zveza

aš - b3 < 08 (6)

Fermatova domneva je za tretje potence pravilna: V vsaki celoštevilski rešitvi

enačbe (6) je eno izmed števil a, b, c enako 0. Ker c 0, je zato a —< 0alib — 0.

V prvem primeru je x— 0, y<— 1, v drugem pa x<— 1 in y <0. Torej ležita

na krivulji (5) samo dve racionalni točki (0, 1) in (1,0).

Vzemimo točko (x,y) na algebraični krivulji (1) in postavimo v njej

tangento. Smerni: koeficient tangente y' dobimo z odvajanjem enačbe (1),

torej iz enačbe f, -- y'f,, — 0. Tu pomenita f, — 0f/0x in f, — df/dy parcialna

odvoda. Zaznamujmo z (X, Y) koordinati poljubne točke na tangenti. Potem je

(X— xfr bt (X—Yfy <0 (7)
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enačba tangente v točki (x, y). Odvoda f, in f, vzamemo seveda v dotikališču.

Tangenta je natanko določena v vsaki točki krivulje, kjer nista oba odvoda

f, in f,, enaka 0. Če je npr. f, — 0 in f, <0, se enačba (7) glasi X—x<—O.

Tangenta je pravokotna na abscisno os.

Tako točko algebraične krivulje, kjer sta oba odvoda f, — f,, — 0, imenu-

jemo singularna točka. Za Kartezijev list je npr. izhodišče (0,0) singularna

točka. V tem primeru je f(x, y) — x8 -- yš — 3axy in od tod

fa(X, y) < 3(x? —ay), — f(x, y) < 3(y? — ax)

Res je f,(0,0) <— f,(0,0) <— 0. Izhodišče je dvojna točka, skoznjo gre Kartezijev

list dvakrat. Tangenti sta v dvojni točki dve, ena je abscisna os, druga ordi-

natna os (Sl. 2).

Kako se vede kubična krivulja, ko se točka na njej oddaljuje v neskonč-

nost? Da to spoznamo, preselimo obravnavo v projektivno ravnino. Projek-

tivno ravnino dobimo tako, da dodamo evklidski ravnini točke v neskončnosti

in premico v neskončnosti. Tudi točkam v neskončnosti priredimo koordinate.

V ta namen uvedemo homogene koordinate. Absciso x in ordinato y zapišemo

v obliki kvocientov x — x;/xs in y — x3/x3. Števila x;, x2, xg imenujemo homo-

gene koordinate točke, ki ima običajni koordinati x in y. Pri tem mora biti

xg — 0. Točka je seveda odvisna le od razmerja koordinat x;, xa, x3. Če pa je

xg — 0, pomeni trojka (x;,%2,0) homogene koordinate točke v neskončnosti.

Vsaka trojka (x;, xa, xs) določa torej neko točko v projektivni ravnini. Edina

izjema je trojka (0,0,0), ki ne določa nobene točke. Ker imajo vse točke v ne-

skončnosti koordinato x; enako 0, je x5 — 0 enačba premice v neskončnosti.

Enačbo kubične krivulje v homogenih koordinatah dobimo tako, da vsta-

vimo x — x;/x3 in y — xe/x3 v (2) in nato pomnožimo enačbo z x. Torej

Axi3 -- Bxj?xo -- Cxjxo? -- Dxo$ -- Exj?xg -- Fx,xoXg - Gxs?xg

-- Hxjxs? -- Kxoxg? -- Lxg8 — 0 (2")

Na levi stoji homogen polinom tretje stopnje spremenljivk x;, x2, xs, ki ga

bomo označili s 6(x;, xa, xs). Če nas zanimajo točke v neskončnosti, ki leže

na kubični krivulji, vstavimo xz — 0 v enačbo (2"). Dobimo

Axj3 -- Bxj?xo -- Cxjxe? -- Dxaš — 0

Lega točke v neskončnosti (x;, xa, 0) je odvisna samo od kvocienta x;/x7. Zgor-

nja enačba pa je enačba tretje stopnje za x;/x3. Vsaj en njen koren je realen,

lahko vsi trije. Zato ima kubična krivulja vsaj eno realno točko v neskonč-

nosti, največ pa tri. Zgled: Enačba krivulje (5) je v homogenih koordinatah

Xxj5 J- xgš — xg. Če vstavimo x — 0, dobimo enačbo xjš -- x58 — 0, ki nam da

za kvocient x;/xz eno samo realno vrednost — 1. Krivulja (5) ima torej eno

samo realno točko v neskončnosti. Ker je razmerje x;/xa — —1 racionalno

število, štejemo točko v neskončnosti za racionalno.

V homogenih koordinatah se enačba tangente na krivuljo glasi

X,6,, - Xeb,, - Xgb,z — O (8)

Tu so (X;, X3, X5) homogene koordinate poljubne točke na tangenti, 6,, —

— 06/0x;, B,, — 06/0x, D,, — 06/0x3 so parcialni odvodi, ki jih je treba vzeti
v dotikališču (x;, xs, xs). Če je x3z — 0, leži dotikališče v neskončnosti. Pripa-
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dajočo tangento imenujemo asimptota krivulje. Za zgled vzemimo spet Kar-

tezijev list, pri katerem je b — xj? -- x3' — 3ax;xaxg in

D,, — Š(xi? — ax2xg), — D,, — 3(xs? — axjx9), B,; — — 3axix2

Kartezijev list seče premico v neskončnosti v točki s koordinatami x; — 1,

x2 — — 1, xg — 0. Enačba (8) se v tej točki glasi 3X; -- 3X -- 3aX5 — 0. Če jo

prepišemo v običajne koordinate, tako da postavimo x <— X;/X3, y — Xa/X5,

dobimo enačbo asimptote na Kartezijev list

xtytac0

Po enačbi (8) je tangenta določena v vsaki točki, končni ali neskončni,

kjer niso vri trije parcialni odvodi 6,,, £,,, b,, enaki nič. Taka točka, kjer

je 6,, — 6,, — 6,, — 0, pa je singularna za krivuljo. Singularna je seveda

lahko tudi točka v neskončnosti.

Vsaka razcepna kubična krivulja ima vsaj eno realno ali kompleksno sin-

gularno točko. Če razpade npr. na premico in stožernico, je presečišče pre-

mice s stožernico singularna točka.

Ni težko videti, da ima nerazcepna kubična krivulja kvečjemu eno singu-

larno točko in da je singularna točka realna, če so koeficienti v enačbi realni.

Definicija. Kubična krivulja, ki nima singularne točke (niti v končnosti

niti v neskončnosti), se imenuje eliptična krivulja.

Zgled za eliptično krivuljo je (5). Pripadajoči homogeni polinom je tu

D — xi? -- maš— xs, Vsi parcialni odvodi 6,, — 3x2, 6,, — 3X%?, b,, — — 3x?

so hkrati enaki nič le pri x; — xz — x3 — 0. Trojka (0,0,0) pa ne določa točke

v projektivni ravnini. Torej (5) nima singularne točke in je eliptična krivulja.

Na kubični paraboli y — x ni nobene singularne točke v končnosti. Račun

pa pokaže, da seče ta krvulja premico v neskončnosti v singularni točki. Zato

kubična parabola ni eliptična krivulja.

Imejmo poljubno premico z enačbo

ax -bystc<0 (9)

Poiščimo presečišča te premice s krivuljo (2). Pri tem privzemimo, da je (2)

nerazcepna krivulja, ki ne razpade v premico in stožernico ali v tri premice.

Koordinate presečišč poiščemo tako, da iz (9) izračunamo npr. y in to vsta-

vimo v (2). Dobimo za x enačbo tretje stopnje. Zato seče premica kubično

krivuljo v splošnem v treh točkah. Seveda je lahko realno eno samo pre-

sečišče, drugi dve sta konjugirano kompleksni. Včasih je enačba za x nižje

stopnje. V tem primeru moramo račun ponoviti v homogenih koordinatah.

Presečišče premice (9) s kubično krivuljo je namreč lahko tudi točka v ne-

skončnosti.

Enačba tretje stopnje, ki jo dobimo za absciso presečišča, more imeti več-

kratne korene. Če je npr. x; dvakratni koren in y; pripadajoča ordinata, je

premica (9) tangenta na kubično krivuljo v točki (x,, yi). Dotikališče (x, yi)

šteje za dve presečišči. Če pa ima enačba tretje stopnje en sam trojni koren,

imenujemo točko (x;,yi) prevoj. Prevoj šteje za tri presečišča. Premica (9)

je tudi v tem primeru tangenta na krivuljo, vendar se v prevojni točki tesneje

prilega krivulji kakor v običajni točki. Tangenta v običajni točki seče kubično

krivuljo še v eni točki. Tangenta v prevojni točki pa nima s kubično krivuljo

nobene druge skupne točke.
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Na stožernici ni prevojnih točk. Že v začetku pa smo videli, da je izhodišče

prevojna točka na kubični paraboli y — x, Kako je s prevojnimi točkami na

poljubni kubični krivulji? Če iščemo absciso (ali ordinato) prevojne točke na

krivulji (2), nas račun privede na enačbo devete stopnje (glej [4], str. 80).

Torej je lahko na kubični krivulji devet prevojnih točk. Vendar pa niso vse

realne. Toda enačba devete stopnje z realnimi koeficienti ima vselej vsaj en

realen koren. Zato je na vsaki kubični krivulji najmanj ena realna prevojna

točka. Če leži na krivulji singularna točka, je ne štejemo med prevojne točke.

Vemo, da lahko preslikamo s primerno izbrano projektivno transforma-

cijo katerokoli točko projektivne ravnine v katerokoli drugo točko. Isto

velja za premice (glej [3], str. 126—130). Pa naj bo P realna prevojna točka

na krivulji (2) in premica p tangenta v P. S projektivno transformacijo pre-

slikajmo tangento p v premico x; — 0, tj. premico v neskončnosti, točko P

pa v točko s homogenimi koordinatami (0,1,0). V tej točki ordinatna os seče

premico v neskončnosti. Preslikana krivulja ima enačbo

Ax -t Ex? - Fxy - Gy? - Hx£- KyAL-O (:)

Ker prevoj (0, 1, 0) ni singularna točka, je koeficient G " 0;.to pokaže kra-

tek račun. Z afino transformacijo zdaj brez težave prevedemo krivuljo (") v

krivuljo s preprosto enačbo (glej [4], str. 81)

y? — x8 — Ax — B (10)

ki je podobna enačbi (4). Ker sodijo afine transformacije med projektivne,

dobimo torej vse kubične krivulje tako, da preslikamo krivulje (10) s projek-

tivnimi transformacijami. Zato je dovolj, če proučimo krivulje (10).

Polinom x — Ax — B na desni enačbe (10) ima lahko same med seboj raz-

lične ničle ali tudi večkratne ničle. To je odvisno od njegove diskriminante, tj.

od izraza D — 4A5 — 27B2, Če je D x 0, so vse tri ničle med seboj različne, če

je D — 0, sta vsaj dve enaki. Oglejmo si najprej primer D -" 0. Dve možnosti

sta: Vse ničle x;, xa, x3, so realne ali je le ena realna, npr. x;, drugi dve pa

konjugirano kompleksni: x3 — Xa.

V prvem primeru uredimo ničle po velikosti, tako da je xi< xa < xs.

Enačba (10) se glasi

Y? — (X— x) (x — xa) (x — 43) (Ta)

Izraz na desni je pozitiven, če leži x med x; in x ali pa, če je x > x3. Krivulja

sestoji zato iz dveh delov. Tisti del, ki leži med x; in x3, je sklenjen, drugi del,

kjer je x > x3, se razteza v neskončnost (Sl. 3). Abscisna os je simetrala kri-

vulje. Povsod obstaja tangenta. V točkah A;, As, As, kjer krivulja seče os (x),

je tangenta pravokotna na to os.

Pri konjugirano kompleksnih ničlah imamo enačbo

Y? — (x — x) (x — xa) (x — %) (1b)

Produkt zadnjih dveh faktorjev na desni je pozitiven za vsak realen x. Zato

je desna stran pozitivna, če je x > x;,. Krivulja sestoji iz enega samega dela

(SI. 4).

Krivulji (la) in (Ib) nimata singularnih točk in sta zato eliptični krivulji.

Pripomba. Prepričati se moramo, da tudi v neskončnosti ni singularnosti.

Edina točka v neskončnosti, ki leži na krivulji (10), je (0, 1, 0,) in je prevoj.
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Tangenta v tej točki pa je premica v neskončnosti xz — 0. Zato ta točka za kri-

vuljo (10) ni singularna.

Če ima polinom na desni v (10) večkratne ničle, so vse realne. Oglejmo si

najprej primer, ko je ena ničla dvojna. Tudi zdaj sta dve možnosti: Dvojna je

manjša ničla ali dvojna je večja. V prvem primeru imamo enačbo

Y? — (x — x)? (x — xa), — xi C ža (Ila)
V drugem pa

Y? — (XK— x) (£ — xa)?, x; C %a (IIb)

(74 (7)4
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Mislimo si lahko, da (Ila) nastane iz (la) tako, da zlezeta skupaj ničli x, in xx,

(IIb) pa tako, da zlezeta skupaj x; in x3. V prvem primeru se sklenjeni del kri-

vulje stisne v eno samo točko. Graf funkcije (Ila) sestoji iz točke x — x; na

abscisni osi in iz dela, ki se razteza v neskončnost in kjer je x > xz. Izolirana

točka (x;, 0) ni regularna, zato je (Ila) kubična krivulja s singularnostjo (Sl. 5).

V drugem primeru pa se oba dela krivulje združita v točki x7 na abscisni

osi. Krivulja napravi zanko (Sl. 6). Točka (xx, 0) je dvojna. Skoznjo gresta dve

veji krivulje, ki sta grafa funkcij

fi) —< (£— x) Vx—x in. o fa(x) < —(x—x) Vx—x;

Obakrat vzamemo na desni pozitivni koren. Odvoda teh funkcij sta v točki

x — xa končna in med seboj različna: f;(w) — V xa — xi in fa(w) —

— Yxa— x;. Kubična krivulja ima v dvojni točki dve tangenti, na vsako vejo

po eno. Dvojna točka je seveda singularna. Torej (Ila) in (IIb) nista eliptični

krivulji.

Zadnja možnost je ta, da so vse ničle (4
X,, Xa, xg med seboj enake. Ker je njihova

vsota enaka 0, saj v polinomu xš — Ax —

—B ni člena z x?, so vse tri enake 0.

V tem primeru se enačba glasi

ye — 28 (ID

Krivulja (Sl.7) ima v izhodišču ost. Izho-

dišče je seveda singularna točka.

Tako smo pregledali vse možne kubič-

ne krivulje. Ugotovili smo, da pomeni

enačba (10) eliptično krivuljo, če je di-

skriminanta D x 0.

V čem se razlikujejo eliptične krivulje

od kubičnih krivulj s singularnostjo? Po-

stavimo x — x -- t? v enačbo (IIa). Dobi-

mo y? — tX(i? -- xa —x,)? in od tod

—Y

xzst tu y—ot(ttu—x (11) Slika 7

To sta parametrični enačbi krivulje (Ila). Ko zavzame parameter vse realne

vrednosti, opiše točka (x, y), ki jo dobimo iz (11), natanko enkrat vso krivuljo

(Ila), razen izolirane točke. Enak parametrični enačbi ima tudi krivulja

(IIb), saj smemo v njej zamenjati x; in x7. Parametrični enačbi krivulje (IL)

pa sta x — i?, y — (3. Značilno za kubične krivulje s singularno točko je to, da

ima vsaka taka krivulja parametrični enačbi, kjer sta x in y racionalni funkci-

ji parametra z. Pri enačbah (Ila), (IIb) in (III) sta x in y celo polinoma. Elip-
tične krivulje pa nimajo parametrične enačbe, kjer bi bila x in y racionalni

funkciji parametra. Premorejo pa tudi te krivulje parametrične enačbe. Ko-

ordinati x in y se izražata z eliptičnimi funkcijami parametra. Eliptične funk-

cije so, podobno kakor racionalne, povsod enolične funkcije.
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