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A simple probabilistic m

[deja za ta Clanek je stara.
om sva se pred leti pogovarjala o monografiji [ 10] mivem
p@ghwu m se ukvama 7 ver jetnostjo izumrtja kake dz“uzm@ oziroma -
Kega priimka. R acija profesorjevega p
Siremu kro gu bralcev, se je dovolj zaﬁdﬂa m pod njeg
mentorstvom nastalo dir Eomsko delo B. Hmelaka. naloge so do
brénemu delu bralcev Obzornika priblizno tako (ne)dostopne kot originalni
viri, navedeni v szsku hmmmre zato sem tudi po odkritju [ﬁij nadai;gevaﬁ
S p man ] emg  Ted T

tem clankom in zahmvn@j S1mi monﬁwmﬁjami

Angleski naravoslovec Francis Galton (1822—1911) je leta 1873 v reviji
Educational Times zastavil tako vprasanje:

»Velik narod, od katerega nas bodo zanimali samo odrasli m@éki ki jih je
N po stevilu {vgak z drugacnim prumka m), naseli neko ocbmocje. Populacija
se mzwm tako, da je v VS&ki generaciji @@ odstotkov odrasiih brez
moskih n SEQE’HRQV ki bi docakali zrelo dog a, odstotkov jih 1ma po eneg
nasﬁ;@dmkay as odstotkov po dva, ... in tako dalje do a; od

iakega‘:
stotkov tistih, ki imajo po pet taksnih nasisdmkav@ Izracunaj

n ksen delez priimkov izgine po » generacijah;
b) je verjetnost, da }@ v neki gemwacm natanko m n

Of@iﬁﬁﬁ@

E”y ja Williama Watsona (1827—1 903) Ta je z matemati¢nim
oga danes imenujemo rodovna funkcija, problem v bistvu resil, vendar je za-
radi banalne napake dobil napacden rezultat, da vse druzine izumrejo oziroma
vsi priimki izginejo. Kasneje se je pokazalo, da gre za delno resitev problema,
ki velja, ko povprecno $tevilo sinov v posameznih generacijah ni vecje od ena.
Kakorkoli Ze, s ¢lankom Own the probability of extinction of f&mzfzes
nal of the mhmpai@oqcaﬁ Institute VI (1874), 138—144) sta Galton in Watson
zacela novo vejo verjetnostnega racuna, teorijo vejitvenih procesov (tudi raz-
vejenih pm@gsav originalno brawnching pmcesse&) ustrezne Siugam@ procese
zato 1Ir Vatsonovi procesi.*

* J. H. Pollard (HO] str. 98———9@) sicer meni, da bi bilo pravilneje re¢i Bienay-
mejev proces (po L. J. Bienayn e}u avtorju daﬂka De la lot de mwiz‘zpiwazmn et de

a durée des ’f@mzZZe;, ki je izSel ze leta 1845), vendar se bomo drzali ustaljenega
1I1ieiig.
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V cClanku nas bo zanimal predvsem odgovor na prvi del Galtonovega pro-
blema, ki ga bomo (da se izognemo ocitkom o moskem Sovinizmu) zastavili
takole:

Naj bo dana mnoZica objektov, ki lahko porajajo istovrstne naslednike.

Stevilo naslednikov, ki jih ima posamezen objekt, je odvisno od slucajnih
vplivov. Predpostavljamo, da je ta odvisnost relativno preprosta:

1. Objekti, ki imajo razlicne prednike, se neodvisno razvijajo. Stevilo na-
slednikov, ki jih ima posamezen objekt, je neodvisno od skupnega Stevila
objektov v njegovi generaciji.

2. Skupno Stevilo objektov v naslednji generaciji je odvisno samo od Ste-
vila objektov v sedanji generaciji, prav ni¢c pa od moci prejSnjih generacij.

OznaCimo z Z,, Zi, Zs, ... Stevila objektov v posameznih generacijah. Za
nicelno generacijo bomo predpostavili, da premore en sam objekt, Z, = 1.
Zaradi predpostavke o neodvisnem razvoju druzin, ki imajo razliCne zacetne
objekte, to ni posebna omejitev splosnosti. iz druge predpostavke o razmno-
zevaju pa sledi, da je slucajni proces {Zy; k= 0,1,2, ...} markovska veriga
(glej [6], str.340 in dalje): porazdelitveni zakon slucCajne spremenljivke Z, .,
je odvisen samo od vrednosti, ki jo je zavzela njena predhodnica Z,, ni¢ pa
od zgodovine, ki jo predstavljajo vrednosti siucajnih spremenljivk Z,_4, Z,_o,
..., 21, Zy. Zato bomo obnasanje procesa opisali s prehodnimi verjetnostmi

Pijmp(z7z+1mj/z?zmi) (i:j:n:O;]-: ) (1)

Zaradi enostavnosti bomo privzeli, da so prehodne verjetnosti (1) neod-
visne od tega, za kateri sosednji generaciji gre. To v bistvu pomeni, da je ver-
jetnostna porazdelitev sluCajne spremenljivke X, s katero bomo opisali Ste-
vilo naslednikov objekta, neodvisna od tega, iz katere generacije je objekt.
Omenjeno verjetnostno porazdelitev bomo predstavili z verjetnostno funkcijo

pr=PX =%k (k=012 ..) (2)

Vrednosti verjetnostne funkcije (2) so torej verjetnosti, da ima objekt
iz neke generacije natanko k naslednikov v naslednji generaciji. Za pogojno
porazdelitev slucajne spremenljivke Z,_ 1 pri pogoju £, = 1 lahko zaradi pred-
postavke o neodvisnem razvoju posameznih druzin recemo, da je to verjet-
nostna porazdelitev vsote i neodvisnih slucajnih spremenljivk X,,, ki so vse
porazdeljene enako, namrecC tako kot sluCajna spremenljivka X. Zato je

Py — P(Zyot = j1Zp = i) = P(Xy + X4 ... + X, = j) (3)

Slucajne spremenljivke X,, (m = 1,2, ..., 1) so enako porazdeljene in ima-
jo rodovno funkcijo ([6], str. 204 in dalje)

f(s) *:kzopk sk, sel01] (4)

Kot je znano ([ 6], str. 207, izrek 31.2), je rodovna funkcija vsote neodvisnih

celostevilskih slucajnih spremenljivk enaka produktu rodovnih funkcij vseh

clenov dane koncne vsote. Za vsoto z desne strani (3), v kateri so vse slucajne

spremenljivke enako porazdeljene, je potemtakem rodovna funkcija preprosto

enaka ft. Skupaj z definicijo rodovne funkcije in ugotovitvijo (3) to pomeni,
da je
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= ()

. ravno j-ti k@@ﬁm@m v razvoju funkcije fé omncne wsm T@ ugomvnev
bomO koristno upm"abih kasneje, mkq pa pokazimo, da je rodovna funkgija
sluCajne Z, kar kompozitum »n rodovnih funkcu (4). Naj bo
torej

@

k=0 | |

. fn(3> —

rodovna funkcija slu¢ajne spremenljivke Z,. Predpostavili smo, da je Z

zato je

fgm P(Zy = 0)s + P(Zy— Dst + P(Zy=2)s2+ ... =5 (7)

> P(Z; = K) sk = 3 py % = £(5)
=0 k=0

fi(s) =

kajti P(Z; = k) je verjetnost, da ima zacetni objekt natanko k mnaslednikov,
ta verjetnost pa je za katerokoli generacijo po predpostavki enaka P(X =
= k) =

L.ahko bi pokazali, da dobimo rodovno funkcijo za naslednjo generacijo
tako, da rodovno funkdjo ki ustreza predhodni generaciji, spet kompommg
s funkeijo f, na primer £,(5) = f(£,(5)) = f(fN, fs(5) = 129N = FFFEN) -
Nalogo raje resimo z eno potezo takole:
Po definiciji rodovne funkcije je

O, @)

S P(Z,. 1 = k) sk )

fﬂ—%i(g}

=

Upombimo obrazec za popolno verjetnost ([6], str.42) in vememosu stam

i1 = k zapiSimo kot vsoto verjetnosti med seboj nezdruzljivih nacinov, ki
prweaew do teh stanj, torej]

(10)

/a 1Zraz v okiepaju na desni strani (11) iahko 1Z pnmer}ave s (5) ugoto-

vimo, da je natanko enak f(s))j, tako da lahko (11) prepiSemo v
fni1(s) = X P(Z, =7) (fGs)»
i=0

Vrsta na desni bi predstavljala rodovno funkcijo ¥, siucajne Spremenmvke
Z,, ¢e bi bile ustrezne verjetnosti pomnoZene z s/, tako pa je to f,(f(s)). S tem
smo dognali, da velja

oo
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f??;+1(5> — fn(f<5» (ﬂ = 0.9 15 25 o o °) | (13)
Od tod sledi ([4], str. 8, [7], str. 289), da pri naSih predpostavkah velja tudi

f?Z—]—l(S) — f(fn(s)) {n = Oy ]-s 2: .o ) (14)

Zanimivo je, da nadomestitev predpostavke Z;, =1 s splosnejSo Zy; = N
povzroci, da enacba (14) ne velja vec, Sse vedno pa je pravilna enacba (13) [7].

Relacija (14) nam daje konkretno pravilo za raCunanje rodovnih funkcij
sluCajnih spremenljivk Z,. Iz teh rodovnih funkcij lahko izracunamo osnove
stevilske karakteristike proucevanih sluc¢ajnih spremenljivk, na primer mate-
mati¢no upanje in disperzijo (glej [6], str. 205, izrek 31.1). Pri raCunanju se
bomo drzali $e nekaterih dodatnih predpostavk, ki so izpolnjene pri prakticno
zanimivih problemih:

a) Matemati¢no upanje m = E(Z,) = E(X) in disperzija D(Zy) = D(X) = ¢2
sta koncna. (V praksi ima X koncno zalogo vrednosti.)

b) Vse verjetnosti py, py, P, ... SO strogo manjse od 1. (V nasprotnem pri-
meru proces prakti¢no ne bi bil veC slucajen.)

c) Verjetnost dogodka, da ima objekt veC kot enega naslednika, je strogo
pozitivna, ali drugace, p, + p; <<l1. .

Najprej si pripravimo konkretno obliko ze omenjenega izreka 31.1 iz {6]
o zvezi med rodovno funkcijo dane slucajne spremenljivke in njenima mo-
mentoma, matematicnim upanjem in disperzijo. V nasem primeru je

D(Z,) = f."(1) + 1,/ (1) — f2(1) = 1,"(1) + E(Z,) — EX(Z,) (16)

Pri vseh odvodih gre za leve odvode v tocki s = 1, z E2(Z,) pa smo krajse
oznacili (E(Z,))2. Relacijo (13) odvajajmo po pravilu za odvajanje posrednih
funkcij na neodvisno spremenljivko s ter upoStevajmo, da je fi(s) = f(s) in
f(1) = 1. Tako dobimo

frit' (1) = £/ (D) £ (1) = £,/ (D) £ (1) (A7)

Podobno lahko f,(1) izrazimo kot f,_;'(1) f(1); z nadaljevanjem tega po-
stopka koncno dobimo iz (17) in (15) rezultat

fari' (1) = (f(1)nT1 = (E(Zy))" T = mn+1 (18)
Ce pa dvakrat odvajamo relacijo (14) in vstavimo s = 1, dobimo
fnp1” (1) =77 (f,/ (D)2 + (1) 1,7 (1) (19)

Drugi odvod f”(1) izrazimo iz (16), f"(1) = D(Z,) — E(Z{) + E*(Z{) = ¢ —
—m + m2. V skladu z (18) je f,/(1) = mn, tako da iz (19) dobimo naslednji
1Zraz;

fril’(1) = (62— m + m?) m + mf,”(1) (20)

Podobno kot vrednost prvega odvoda rodovne funkcije f,. 1 se v tocki s =
= 1 potemtakem tudi vrednost njenega drugega odvoda v isti toCki izraza z
ustrezno vrednostjo funkcije f,. Postopek nadaljujemo in z upostevanjem (20)
konc¢no pridemo do izrazave

fot”’(1) = (02— m + m2) (mn + men—t + ... + mn) (21)
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Disperzija slucajne spremenljivke Z, 1 je zato v skladu s (16) enaka

D(Zny ) = Frst (D) + Fut' () — (fop (D)2 =
= (62— m + m?2) (m2n + ... + mn) + mntl— (mnti)2 =
= g2(m2n + men—1 + MW}

Ce je E(Zy) = m = E, je torej disperzija enaka (n 4+ 1) o2, pri m =% 1 pa iz
obrazca za vsoto geometrijskega zaporedja ugotovimo, da je disperzija enaka
(mn { mn Tl — D /(m — D} o2.

(m=1)

(11 5% 1) (22)

%Spem}?ja jn@ spremenljivke, ki je mera za mzprsenost velikosti n- fu,,
@nemm}@ Z narascan j@m Stevila n pri m = 1 ﬂamsga Premo sorazmerno, p
m > 1 g@ na Y&SC&HE@ mp@rzu@ Se dosn hHFGJS@

\% gﬁavm ) ¢rtah sledili H] oziroma H_ 1. O bmvnavah bomo samo tiste pomﬂam
11 j e 0 < 1. Zgormjo mejo intervala smo izkljucili Ze z eno od
prejénﬁ predpostavk, spodnjo mejo odvrze preprost premislek: Ce je py = 0,
ima vsak objekt (z verjetnostjo 1) vsaj enega naslednika, izumrtje je (prak-
u mm} nemogoce.
Kdaj sploh popu To se zgodi, ko za neki n € IN nastopi
dogodek (Z, = O} C

Oc&itno je pri tem pogoju (Z; = 0) gotov dogodek za vsak
% > n.

10 s g, verjetnost dogodka (Z, = 0). Zaradi (6) je
P(Z, = 0) = 1,000 (23)

Verjetnost za izumrtje populacije je enaka verjetnosti vsote dogodkov, da
se to zgodi v prvi, drugi, ... generaciji, torej

1imP(Z = 0)U Zy=0)U...U(Z, = 0))

0

Ker je vsak dogodek v zapisani vsoti nacin naslednjih, je to kar

Pokazali bomo, da je pri nasih predpostavkah zaporedje {gq,} vedno kon-
vergenino.

Iz rekurzijs rdadje (14) lahko dobimo naslednjo zvezo n

1ed zapored-

%Ti — fn~{-1(0} — fﬁ?z(O» — }%qn} | | {24>

Rodovna funkcija f — glej (4) je narasScajoca, saj gre za potencno
vrsto z mnegativnimi koeficienti; ker smo izkljudili moZnost py =1, je




celo strogo mnarasCajoca. Zato iz gy = f1(0) = pp, >0 in iz (24) sledi,
da je g2 = f(q;) > f(0) = g4. Predpostavimo, da je tudi g, > g,_4. Tedaj sledi
dn.1 = 1(q,) > f(q.—1) = ¢q,. Tako smo z indukcijo pokazali, da je {g,} mono-
tono narascajoCe zaporedje pozitivnih Stevil. Ker so njegovi ¢leni verjetnosti,
je od zgoraj omejeno, torej konvergentno. Za njegovo limitc

q =11mgq, (25)
iz povedanega sledi ocena 0 <g < 1. Funkcija f je zvezna na zaprtem inter-

valu [0,1] (da trditev velja tudi za desni rob, je posledica Abelovega izreka,
glej npr. [7], str.46), to dejstvo pa nam omogoca naslednji sklep (glej tudi

(24)):

111’1’1 - L1 = 11 Il f(QR) — f(l 1111 qn) (26)
all drugace
q = 1(q) 27)

Verjetnost za izumrtje populacije moramo torej iskati med reSitvami
enacbe

f(s) =s (28)

Eno reditev ima ta enacba zagotovo, namred s = 1 (glej (4)), zato iskanie
nikoli ni zaman. Seveda pa nas dosti bolj zanimajo koreni, ki so strogo manj-
st od 1 in dajejo populaciji pozitivino verjetnost za prezivetje.

Najprej lahko ugotovimo, da je limitna verjetnost g najmanjs$i pozitivni
koren enacbe (28). Trditev bomo spet dokazali s popolno indukcijo. Naj bo
s* najmanjsi pozitivni koren te enacbe. Ker je funkcija f strogo narascajoca,
je prvi Clen zaporedja ¢g; = f(0) pod vrednostjo f(s*) = s*. Naj bo zdaj ¢q, <<
<s* za poljuben n>1. Potem je tudi ¢,.; = f,.1(0) = f{f,(0)) = f(g,) <
< f(s*) = s*. Zaporedje {q,} je potemtakem omejeno s konstanto s*, zato
tudi njegova limita g ne more biti veCja od nje in je res najmanjsi pozitivni
koren enacbe (28), kot smo Zeleli pokazati. Odgovor na vprasSanje, ali je to
stevilo manjse od 1, pa je pri nasih predpostavkah odvisen Se od vrednosti
m = E(Z,) = E(X).

Predpostavili smo, da je p, + p; <1, zato je vsaj ena od verjetnosti ps,
ps, ... strogo pozitivna. To pomeni, da je za se[0,1] tak tudi drugi odvod
rodovne funkcije

f7(s) = E k(k—1) p;, sk—2
k=2

Rodovna funkcija f je na intervalu [0, 1] — od spodaj — konveksna. Ker
poteka njen graf skozi tocko (1,1), ima enacba f(s) = s na intervalu (0, 1) na-
tanko eno (slika 1) ali pa nobene (slika 2) resitve. Prva moznost nastopi, Ce je
f'(1) > 1, druga pa takrat, ko (1) ne presega 1. Ker je po (15) f{’(1) = /(1) =
= E(Z)) = E(X) = m, smo tako dokazali naslednji

IZREK: Ce povpretno Stevilo naslednikov (1 = E(X)) ni vecje od 1, je

¢ = 1 najmanjSa pozitivna resitev enacbe (28), populacija z verjetnostjo 1
izumre. Kadar je m1>>1, je verjetnost za izumrtje g <1.
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Ni tezko pokazati, da ne velja le za s = 0

lim f,(s) =g (29)

1— 00

ampak je mnatanko taksna relacija izpolnjena tudi za vsako drugo tocko
se[0,1); dokaz najdemo na primer v [7], str.291—293, ali kar v [4], sir.]
—14. Iz dejstva, da za vsak se[0,1) velja

lim S P(Z, = k) sk = g (30)

n—=>co k=1{_

pa sledi, da mora k tej konstanti konvergirati prvi koeficient potencne vrste,
to je P(Z, = 0), vsi drugi koeficienti pa konvergirajo k 0,

Viiorg
X

Sl.1. Rodovna funkcija f, ko je mt > 1 Sl 2. Rodovna funkcija f, ko je m <1

Ne glede na konkretno vrednost matemati¢nega upanja m = E(X) tore]
Z narascajoCim n verjetnost za to, da ima popuiacija kako (beri: katerokoli)
koncno pozitivno stevilo elementov, pada proti 0. Verjetnost 1zumm]a je q,
zato velikost populacije z verjetnostjo 1 — g preraste vsako konc¢no mejo.

Watsonov rezultat (g = 1) je torej odgovor na zastavljeno vprasSanje, ki
uzene le ' imer m < 1. Od tega poskusa do ugotovitev, ki smo jih srecali
v tem cClanku, je bila relativno doiga pofc ki je lepo oisana v [8]. K mzvoju
SO (predvsem v letih 1922—-——»1932} najvec¢ prispevali R. A. Fisher, J. B. S. Hal
dane, A K. Erlan g | Elder ton in J. F. Steffensen. Za uporabo so morda
posebe] zanimive Fisherjeve raziskave (1922) iz gene’uke (gre za verjetnost
1zumrtja populacije, katere zacetnik je mutiran gen, glej [7], str. 287 in 294—
295 ter [ 2], str. 295, [10], str. 110—111), za nestrokovnjaka pa so verjetno naj-
bolj »otipljivi« poskusi matematika in demografa A. J. Lotke (1931), da bi se
dokopal do verjetnosti za izumrtje »moske linije« pri ameriskih belcih. Ver-
jetnosti p, za posamezno Stevilo sinov so bile ocenjene iz podatkov za leto
1920 in so bile naslednje:
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Po — 0,4982 e 0,2103 , P2 = 0,1270 , Pg = 0,0730 5
py— 00418 , ps— 00241 , ps= 00132 , p,— 00069 |
ps — 0,0035 , py = 0,0015

pro = 0,0005 , p; << 0,0001 (k> 10) (32)

V skladu z nasimi ugotovitvami o verjetnosti za izumrtje populacije je
treba reSiti enacbo f(s) = s, pri Cemer je f(s) doloCena s predpisom (4) in ver-
jetnostmi (32), torej

0,4982 + 0,2103 s + 0,1270s2 + ... + 0,0005 10 = s (33)

Ko enacbo, v kateri je upostevanih prvih enajst ¢lenov funkcije f, tako ali
drugace uzZzenemo, dobimo za najmanjsi pozitivni koren (verjetnost izumrtja
populacije) vrednost g = 0,88 (zaokrozeno na dve decimalni mesti). Lotka je
kasneje objavil popravljen rezuliat, g = 0,82, ki ga je dobil tako, da je ver-
jetnosti p;, (k= 0,1,2, ...) generiral po t.1. Eldertonovem pravilu

po=a , pr=0—a)d—Db)bk—1 (k=123 ..) (34)

Pri a = 0,4825 in b = 0,5893 se tako generirane vrednosti dobro ujemajo
z empiricnimi verjetnostmi (32), oblika zaporedja (34) pa je takSna, da je
rodovna funkcija (4) ulomljena linearna funkcija, za katero lahko eksplicitno
izracunamo zaporedje {f,} (v potu svojega obraza!) in resitev enacbe f(s) = s.
Komur ni do numeri¢nega igranja z enacbami oblike (33), si lahko v [4] ogleda
recepte za 1o pot.

Kolikor nam je znano, za Slovenijo ali Jugoslavijo empiricnih podatkov
(32) oziroma parametrov a in b iz (34) ni na voljo, tako da ne moremo po-
streCi z vrednostjo g za nasSe razmere. Zato pa je natanko znano, kako se je
treba boriti proti g = 1: poskrbeti je pac¢ treba, da bom>1 ...
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V clanku je @pmaﬂa metoda tabeliranja implicitno podane funkcije dveh spre-
menljivk s tangentno 1 netodo, ko poznamo njeno vrednost v vsa] eni notranji todki
definicijskega obmeqa Metoda je prikazana s konkretnim primerom tabeliranja
in ponomg analizo implicitno podane algebrske funkeije 4. reda, na katero naletimo
pri reSevaniu znanega problema iz geometrije.

A table of an implicitely defined function of two variables, the value of the
function being known at least at one point in the domain, is constructed using
Newtang mﬂ”em method. As an example an implicitely defined algebraic function
of the fourth order is analysed, met in connection with a well-known geometrical
problem.

Pri reSevanju raznith matemati¢nih nalog nam lahko racunalnik opravi
gore tezaskega dela. Tako postanejo nekateri matematicni postopki, ki brez
racunalnika ne pomenijo >>pmkﬁéne« resitve problema, Se kako ‘upﬁmm Na-
men ﬂaﬂ@dnge@a deﬁkaa je, pokazati to na konkretnem primeru, Ceprav so
Spmsna
prem m razmislianjem si vzemimo F@S@V&H}@ Znanega
Med vsemi Uskmmkz 7 dano pE@SCH}@ poiscl tistega, ki ima najman

obseg. Da odgovorimo na to vprasanje, je potrebno raziskati potek
funkcije z@} v), ki je implicitno dana z nasiednjo enacbo:

f,y,0) =2 —2x -+ + &2+ y2+3xy)2—xyx+vz+1=0 (1)

kjer smo vpeljali za s/Vp, a/)/ p in b/)/p spremenljivke z, x in y; pri tem sta
ain b @fzmmu f@ukoﬁtmka S pobmcm obseg, p pa njegova ploscina.
k@ét je zgornji, ko }6 ﬁmkum 7(x,y) tezko ali pa je sploh ni

mogoce zapisati v eksplicitni obliki in jo raziskati analitiCno, nam preostanejo
le Se numericni postopki, katerim pa bomo kos le z izdatno pomocjo racu-
nalnika.

V tem sestavku bom ubiral podobno pot kot v sestavku z enakim naslovom
v [1]. Zanimivo Je seda] prepletanje klasicnibh metod analize z izsledki nume-
ricnih postopkov z racunalnikom. 7 razsiritvijo naloge v dvodimenzionalen
pmsmr se¢ odpirajo kvalitetno drugacm pmbiemz
Eksistenco funkcije z(x, v) nam v zgornjem primeru zagotavlja Ze narava
problema samega, v splosnem pa zagotavlija njen obstoj izrek o implicitnih
funkcijah (glej [3], str.252). Ta pravi: Vzemimo, da so izpolnjeni tile pogoji:
f(x, v, z) naj bo odvedljiva funkcija z zveznimi prvimi odvodi in v tocki (a, b, ¢)
naj bo fla, b,c) = 0 in f.'(a, b, ¢) == 0. Potem obstaja natanko doloCena zvezna
funkcija z(x,y), ki je definirana v neki okolici (a,b) ter zadosca enacbi
fx,y,z(x,v)) = 0 in za katero je z(a, b) = c. Definicijsko obmodje implicitne
funkcije z(x, y) pa je mogoce razsirjati, dekler je f.'(x, v, z) =% 0. V okolici tocke
(x,v,2), kijer je f./(x,v,2) = 0, pa lahko implicitna funkcija eksistira ali pa ne
(glej [2], str.4). Ce ne eksistira, smo pri razsirjanju prispeli na rob definicijy-
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skega cbmocja implicitne funkcije z(x, v), Ce pa eksistira, je mogoce onkraj
takih toCk nadaljevati z razsirjanjem definicijskega obmocja.

Implicitna funkcija z(x, y), ki je doloCena z enacbo (1), pa je algebrska in
je v splosnem stirilicna, ali z besedami v jeziku geometrije: graf funkcije
z(x,v) v prostoru je ploskev, ki jo lahko tvorijo Stirje listi. Za zacetek nas
zanimajo samo tisti listi algebrske ploskve z(x,y), ki leze v prvem oktantu
koordinatnega sistema x v z. Za predstavitev lista implicitne funkcije z(x, v)
pa moramo po izreku o implicitnih funkcijah poznati lego kaksne toCke na
tem listu. To pa v gornjem primeru ni posebno tezka naloga. Enakostranic-

4 4 — 4
nemu trikotniku z dano plo$¢ino ustreza tocka E(Q2/)/3, 2/)/3, 3/}/3) =
— (X0, Vo, Z0). List algebrske funkcije, ki poteka skozi E, imenujmo prvi list

te funkcije v prvem kvadrantu ravnine xy. Pri enakih vrednostih (x;, yo) pa
S S

je vrednost algebrske funkcije z(x,y) lahko tudi (2 + }/ 3)/}/3 = Z;. locka
T(x9, ¥, 2;) pripada tedaj drugemu listu algebrske funkcije z(x,y) v prvem
kvadrantu ravnine xy, ki je ravno tako povezan z nasim problemom. Tocka
T namre¢ ustreza enakokrakemu topokotnemu trikotniku (g = 1209 z dano

4,
plos¢ino. Enacba (1) ima pri (xg, vy) poleg zo in z; Se dva korena: 1‘/]/3 = Z

in (Zm]/?;_)l/"]l/?m zs. Tocki R(xy, vo,2,) in S(xy, ¥o, 25) pripadata tedaj 3. in 4.
listu algebrske funkcije z(x,v) v prvem kvadrantu ravnine x y.

Razis¢imo najprej tisti list algebrske funkcije z(x, y), ki poteka skozi tocko
E! Po izreku o implicitnih funkcijah eksistira ena sama taka funkcija, ki gre
skozi E. Funkcija (1) je namreC zvezna in odvedljiva, z zveznimi prvimi od-
vodi; v tocki E(xy, vo, 20) je njena vrednost f(xg, o, 20) = 0 odvod £, (xy, ¥o, Zo)
pa % 0.

Kako izracunati vrednosti funkcije z(x, y) v okolici (xg, yg)?

Uporabili bomo Newtonovo metodo, prirejeno za primer, ko ie treba izra-
cunati vrednost implicitne funkcije, pa Zze poznamo njenc priblizno vrednost
(glej [17 str. 102).

Pri (xg,y9) je vrednost funkcije z(xy, vo) = 2. Da bi izracunali vrednost
implicitne funkcije z(x,vy) v kaksni dovolj bliznji tocki (x,y), bomo vzeli za
zacetni priblizek nove vrednosti funkcije z(x, y) kar z,, saj je zaradi zveznosti
funkcije z(x,y), zo zelo blizu novi vrednosti z(x, y). Vse nadaljnje priblizke

A TF ™

»~ — -~ /‘lf’\-[‘\‘:mf\ — ~:+r\-v|n-4--:-rv-v-\f\ 111&/‘\1»1;\1/\:‘\ r\L\M e
21, <2, - .« Pa QOOIINIO Z 11CTatIVIIO UpOrat0 O0TraZCda.
I , ”
Z1‘+1 — Z?‘ f(x? yf Zl)/fz (x) y: Zl) V = 0) 1) 2; ¢ o o

Zaporedje zg, 21, 22, konvergira k z(x, y), saj so izpolnjeni pogoji iz [1]. Tako
lahko postopoma tabeliramo funkcijo z(x,v), saj novoizracunano vrednost
funkcije lahko zopet zaradi zveznosti funkcije z(x, y) smatramo za dober za-
cetni priblizek funkcije v sosednji tocki. Proces tabeliranja lahko nadalju-
jemo, vse dokler ni f.'(x, y, z) = 0. V okolici tocCke (x,y, 2), kjer je f./(x,y,2) =
— 0, pa sta dve moznosti za naso funkcijo: eksistira, ali pa ne. Ce ne obstaja,
potem gre za mejo definicijskega obmocja funkcije, Ce pa obstaja, potem tako
tocko pri tabeliranju preskoCimo in nadaljujemo s tabeliranjem na novem
podroCju. Tako je mogocCe tabelirati funkcijo povsod, kjer obstaja, razen na
meji definicijskega obmocdja, e sme le izbrali primerno velikost koraka tabe-
liranja. Pri tem je pametno izbrati tako miajhen korak, da bomo z njim lahko
shajali po celem podrocju, kjer raziskujemo potek funkcije.
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e nekaj opazk v zvezi z realizacijo tega postopka pri delu z raCunalni-

kom. Zaradi narave dela tiskalnika radunalnika je najprimerneje tabelirati

funkcijo v smeri vzporedni z osjo x in v smeri vzporedni z osjo y. lal

rajmo v smeri osi y! Pri velikosti koraka dy in danil ih vrednostih

x4, Vo + dy ter priblizka z, za vrednost funkcije v (xy, yy + dy) dobimo
: v 1ex dv)

vy -+ dy, ZI{)/f 2 (%0, ¥o dy, 2x

-

'odobno postopamo, ko tabeliramo v smeri vzporedno z 0S]O X
primeru, da Zelimo tabelirati m*rmcu@ vzdolz neke krivulje y = }Ju}
v ravnini x v (kar bo tudi potrebno), pa ra¢unamo priblizke za z(x, y(x)) po

Zr 1 = 2 — f(x, v(x), 2)/(f. (x, vy(x), 2x) K =0,1,2,...

priblizek z, za z(x, y{x}“ a@iednw vrednost funkcije z(x + dx,
ya. dobimo na enak nacin kot prej.

fiabehra}mo funkcijo z(x, y) zacensi v toCki E po simetrali prvega kva-
dranta v smeri pro¢ od izhodisc¢a do primerno oddaljene tocCke olej sl. 1).
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Od tod lahko s tabeliranjem v smeri vzporedni z osjo y ter s preskoki v novo
vrsto (v smeri vzporedni z osjo x), preceSemo ves del prvega kvadranta, ki ga
omejujeta vzporednici z csema x in y, ki potekata skozi B.

Slika 1 prikazuje potek izohips prvega lista, ki poteka skozi E. »Izohipsa«
z oznako 3 je podrocje na ravnini xy, kjer je 2.5 < z(x,y) < 3.5. Nadalje
spoznamo 1z sl.1 (s podrobnejSim tabeliranjem pa se tudi prepricamo), da
imajo koordinate vseh tock, v katerih se proces tabeliranja konca, obliko
(x,2/x). Gre za mejo definicijskega obmocja funkcije z(x, y). Ce preskocimo
tocko (x,2/x), s tabeliranjem ne moremo nadaljevati! Vzdolz krivulje v = 2/x
je torej na ploskvi z = z(x, v), odvod f.'(x,v,2) = 0 (glej enacbo (4)). Mnozica
{(x,y); x>0, y = 2/x} je torej definicijsko obmocje funkcije z(x,y) v prvem
kvadrantu. To pa smo tudi pricakovali. Ce govorimo v jeziku naSega proble-
ma, ki iSCe funkcijo z(x, v), lahko recemo: ko sta x in vy, tj. stranici trikotnika
dovolj majhni, ni mogoc trikotnik z dano ploscino.

Rob lista ploskve z(x,v), ki poteka skozi E, pa je doloCen z enacbama
f(x,v,2) =0 in f.(x,v,2) = 0. Poznavanje projekcije tega robu na ravnino
xy (v = 2/x) daje za krivuljo r(f) = (x(?), y(?), z(¥)), ki omejuje prvi list v pro-
storu, naslednje enacbe: |

W) =t yO)=2/t, 20 =5¢+2t+)YEFHE) 0<i<+oo (2

Analogno, kot smo tabelirali list, ki poteka skozi E, lahko tabeliramo tudi
drugi list (glej sl. 2), ki poteka skozi T. Ocitno se oba lista stikata vzdolz roba
r(f) in tvorita proti osema zaprto, v preostali prostor pa zevajocCo skoljko.

of of . of

Lista se vzdolz roba stikata v gladko ploskev. Parcialni odvodi —, —~ in —
0x 0y 02
so zvezne funkcije, zato vektor na normali zvezno menja svojo lego. Vzdolz

of

roba r(f) pa je 5” — 0; tako stoji tangencialna ravnina ploskve vzdolz roba
Z

r(f) povsod pravokotno na ravnino x y.
Za predah Se kratka razlaga dobljenih rezultatov. V enacbah (2) pomeni 7

polovicen obseg trikotnika s stranicama x in y, torej je Vz‘?- + 4/12 tretja stra-
nica tega trikotnika; to pa je Pitagorov izrek za trikotnik s stranicama x in .
Rob lista pripada torej pravokotnim trikotnikom, kar bi lahko Ze intuitivno
slutili. Pri danih x,y in ploscini sta v sploSnem mozna dva trikotnika, ostro-
koten in topokoten. Topokoten ima vedno vecCji obseg od prirejenega ostro-
kotnega. List funkcije, ki poteka skozi E, pripada torej ostrokotnim, list, ki
poteka skozi T pa topokotnim trikotnikom.

Sedaj Ze lahko odgovorimo na vprasanje, postavljeno na samem zacetku:
kje ima funkcija z(x, v) v prvem kvadrantu svo] mimimum? Ce ga ima, ga ima
na listu, ki poteka skozi E, saj ta ves lezi pod drugim listom, ki poteka skozi
T. Iz poteka izohips na sl.1, pa tudi s podrobnejSim tabeliranjem funkcije
je razvidno, da ima funkcija z(x,y) minimum pri (xg, ys). Do tega spoznanja
lahko pridemo tudi takole: Ce v enacbi (1) x in y zamenjamo, se enacba za
z(x, y) ni¢ ne spremeni. Iz tega sledi: graf funkcije z(x, y) je simetriCen glede
na ravnino x — vy = 0. OcCitno je ekstrem na simetrali y = x. Zato je dovolj,
da funkcijo z(x,y) tabeliramo le vzdolz simetrale y = x (glej tabelo 1). Torej
ima med vsemi trikotniki z dano plos¢ino enakostraniCni najmanjsi obseg. Ta
reSitev je sicer znana. Med drugim bi jo lahko nasli tudi z resSitvijo enacb
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Nas osnovni namen pa ni
v oporo pri rac¢unalniski

2(x, x)

2.2795731
2.2795476
2795284
2.2795153
2795083
2.2795073
2.2795122
2.2795229
2.2795393
2.2795614

2.2795891

bil resevati zgornji problem, ta nam

je

bil le

analizi implicitne funkcije z(x, v) v prvem kvadrantu.
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Razis¢imo Se potek listov funkcije z(x, v), ki potekata skozi R(xy, yo, z,) In
S(x9, ¥o, Zs). (Glej sl. 3 in 4). OCitno nimata ta dva lista nobene geometrijske
zveze z zastavljenim problemom. Podobno kot pri prejsnjih dveh listih tudi
sedaj spoznamo, da ju v prostoru omejuje krivulja r(7):

x(t) =t, y(t) =2/t, z(t) =t +2/t—)+ 42 0<t<+ oo

vzdolz katere se lista zlepita v povsod gladko ploskev. List R (odslej namesto:
list skozi R) se ob robu r(¢#) priblizuje ravnini x y, drugod pa se od ravnine
x v oddaljuje. Povsod pa lezi pod listom E. Popolnoma drugace pa se obnasa
list S. Ta se od omejitvene krivulje r(#) v vseh smereh asimptoticno priblizuje
ravnini x y. Povsod pa lezi pod listom R. V prostoru lezijo listi 7,E,R in $
drug pod drugim. Po dva in dva (T E, R S) tvorita samostojni ploskvi. Ploskev
I' E je podobna bolj napihnjeni, ploskev R S pa potlaceni skoljki, obe pa se
raztezata v neskoncnost.

Razis¢imo Se potek funkcije z(x,y) v ostalih kvadrantih! Vemo Ze, da je
graf funkcije simetricen glede na ravnino x — vy = 0. Iz enacbe (1) pa je raz-
vidno Se naslednje: Ce je (x,v,z) toCka grafa funkcije z(x,v), je (—x, — v,
~—2) tudi tocka tega grafa. Graf funkcije z(x,y) je torej srediS¢no simetricen
s sredisCcem simetrije v izhodisCu koordinatnega sistema. Iz tega sledi: potek
funkcije z(x,y) moramo raziskati le Se v drugem kvadrantu.

V drugem kvadrantu nimamo nobene geometrijske intuicije o poteku
grafa, podobno, kot je nismo imeli o poteku listov R in S. Od prej pa vemo,
da Ce poznamo le eno toCko grafa te funkcije, lahko s postopnim tabelira-
njem razkrijemo cel list funkcije, ¢e so le koraki pri tabeliranju dovol]
majhni. Poiskati le eno tocCko grafa pa ni posebno tezek problem. Najti je
treba le trojico Stevil, ki zadosCajo enacbi (1). Najenostavneje je, da izbiramo
med toCkami na simetrali v = — x. Vzemimo kako celo vrednost za z. 0 in 1
ne prideta v postev, saj funkcija z(x, v) vrednosti 0 nikjer ne zavzame, Ce pa
vzamemo z = 1 pa naletimo na takc tocCkc, kjer je f.” = 0! Preostane nam

7z = 2. Funkcija z(x,vy) zavzame vrednost 2 pri (— ]/17/2, ]/17{/2) = (X1, ¥1)-
Enacba (1) pa nam da pri (xq, v¢) tele vrednosti za z(xy, vy): 2, 1/2, —1/2, — 2.
Funkcija z(x,v) je v (xy, y1) stirili¢na.

Tabelirajmo funkcijo z(x,y) iz toCke T(xy, v{,2) v smeri proti izhodiscu
koordinatnega sistema. Zagotovo bomo naleteli na mejo definicijskega ob-
mocja lista, saj pri (0, 0) funkcija z(x, y) ni definirana. Podcbno kot v prvem
kvadrantu spoznamo, da se proces tabeliranja konca vzdolz krivulje vy =
= —2/x (glej sl.5), v ostalih smereh pa poteka neomejeno. Mnozica {(x, y);
x <0,y =2—2/x} je torej definicijsko obmocje tega lista. Za enacbo krivulje
r(f) v prostoru, ki omejuje ta list, pa dobimo naslednje enacbe:

x(t) =t, y(t) =—2/t, z(t) =3¢ —2/t + )2 +4/12) —oo<<t<<O

Prav enako, kot smo ugotovili za list T spoznamo iz sl. 6 tudi za list, ki
poteka skozi To(xy, vi, 1/2). Sliki 5 in 6 nam pricata, da se tudi ta dva lista
zlepita vzdolz krivulje r(f) v samostojno ploskev. Ocitno gre tudi v tem pri-
meru, kot pri ploskvah v prvem kvadrantu, za povsod gladko ploskev. Ploskev
v katero sta se zlepila lista T in T3, pa ni taka, kot oni iz prvega kvadranta.
(Glej sl.5 in 6.) Spodnji list se asimptoti¢no priblizuje ravnini xy v smeri
negativne osi x, v smeri osi y pa se od ravnine x y oddaljuje. Zgornji list pa
se le s svojim robom r¥(¢) priblizuje osi x, v preostalem delu pa se od ravnine
x vy oddaljuje.
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Analogno kot lista

j{{f} — g?

I'; in Ty se tudi lista, ki potekata
in Ty(xy, y1 — 1/2) zlepita vzdolz r(¢):

y(1) = —2/t, z(t) =% (t—2/t— 2 + 4/1)

v gladko ploskev, ki z razliko od dosedanjih vsa poteka pod ravnino x y.

— oo < <0

skozi T3(xy, y1,— 2)

listov pa ni potrebno tabelirati, ker je graf funkcije z(x,y) simetricen gied@

mico y

(tj. simetralo drugega kvadranta). Iz enacCbe (1) je nam

reé razvidno: Ce je (x,v,7) to¢ka grafa, je (—vy,— x,-—2) tudi na orafu funk-

Povzetek.

mico y = — X.

ug@ z(x, ). List T, je zrcalna slika lista T in analogno je list, ki poteka skozi

zrcalna slika lista T glede na pren
Graf funkcije z(x,vy) ima v vsakem kvadrantu po 4 liste (skup-

no 16), ki se .. 2 zlepijo vzdolz krivulj r(¢) v samostojne, povsod gladke

kvadrantu pa je ena nad ravnino x y, druga pa pod njo. Med vsemi
etrijsko povsem razlicne.

ploskve. V prvem in tretjem sta ploskvi na isti strani ravnine xy, v 2. n 4

Se enkrat se povrnimo k problemu ekstrema funkcije z(x, y). Po izohipsah

sodeC (glej sl. 1
7e vemo, ima funkcija lokalni
tocki (m Xy, — )

minimuni,

.6) ni nikjer nobenega ekstrema razen v (X, Yo, 20), Kjer, kot
ter v sredis¢no simetriéno lezeci
vo, — 2Z9), kijer ima funkcija z(x,y) lokalni maksimum. To po-

triujejo tudi enaébe za ekstrem funkcije z(x, ), ki imajo le dve realni resitvi
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35355555555;?;5?;1?!: 1 L ol | [ Dl Sl bl [Fenk FERE P ool P | J‘:-;l;:il !l i t‘:.:';iﬁ.zll | Dol Sl vt YRl ol v i bl I ISR il hagg + b lonll g il | | P pianp ol hagg
Yo L T o Fal b S Jat o oV I T B ol 5.;”:"‘:"‘1"1"}‘3'3‘.1‘

T o i o KT Eod ol 1 ro ST e R iffiﬁﬁﬂbﬁ%ﬁ“UU

7 ot b bl Jod vt Tod o box bl B b ‘7'7' O S 1o ot 1o P TV I Lo T R SOV PO .rr'lrl'.f';‘:)'rrb"f |" .IL" e i I T

b ey 1 i T o ol 1o St T ol bl I 7 o ol o S Bt FV B £ 1o £

3.
EXNET S
BEIBEARIIZAFEIZFES.
FERERI3Z A3 B33 IIIISIARIRAIIZIZZAFZAIEIFBIIZIZIIAE FAZBXZIZBIEAE.
FR3RZIZZIZITIRITZTIZIZZIZZTIZZIZIIZIZIZZZAIRIRZZIRIRZE i??aﬂs:Jaj.
IR RI33BB3B33ZERFEAIIAZIZZIZIAZBZAERATS
?33?333333333333333?33?3??33@3?03?"
33333333333333333333333333333
?333333333313353133?33?«33?5?
F2IFI3II33I333IIIIIIZIARIIISIIIR
FBIBFTIBIZIZZITIIIZIFIZZIZIZIISIA
3IBI33IIRIZIIITIIIIZZAZZBIIZBZII3
IEZ33333IIIIZEIITIZIZFAFEIIZIAZIAE
F3333IZ3Z33IIIIZITIIFZIIZIIZAIZIA EHTATR
?33333333333133333?3?3?333335343K"3u3?3?3‘$5553o ?o\
B3EIABIFEBIBIZBTIIIRIZRARZAFZZIZRARES »u)ﬂ)ﬁ“) 3§ﬁ5
ERE33 3333333333333 B3I ZFIFAZAABERZRIHER

3:h35x5535335.
3IITIXITIZZ .

séaﬁiﬂ?sa??ia7?ij.
’43 FEARIBIZ '.:‘.

1 O A e 0 A A 0 A T 0 T
ﬂ111111l11111111l1111J11JJ11111111. 1
R e R A A T T O 5 e M A A A I 1
131111111&13lll!]1111i1jjtl1l111111111§1
BRESSEREEEEEEEREERERSAEEEREER SRS RN ]
0 00 0 e 0 T e 0 e T 0 0 A e e O
020 A0 A 0 e 0 A 0 A A 0 T e A A A 2 e O A 1 A
e e A 1 0 0 0 T e e A 5 A A 0 0 M B A A N
O A A 0 0 e e e 0 e e 0 e A A . e
e 0 O e A e A 0 A A e e T e 5 2 A e T i s e
11333433 11ti31131311i11d43311d

0 0 U 0 R T 20 0 ¢ 0 A e 5 1 2 -

0 A A I 0 S e O

1111 .

7

3 $ ¢

Shika 5

20y
L/

i
‘!'ltillllill**i B3
0100 T S 0 e e 2 A B BAE

@1

7%

ER 557

K
33055

1 33 55
[~

11
111
1111

33
33
33

11111
111111
114443

L

111l

I
I I T A e T A
B A T e e T A e
B IO 0 e e T s
000 e e s T e

N A B e T 1 s e

C33

33

33
33

AR 0 B 6

55 77 9 1111111
w577 9 11111t
oS 77
S B W T T R |

=yt ot
%
]

E33

233

G S
33
2%
'33

R e T e s I 1
30 30 T A 1
iil?JttlliJl

1|Lj

!
I

,..._....M._-_..:.

e et e B fd

Pl

=

O T U RS

LA..,;.

[N S

el

'—-—-"-'.——-i-:
i

311311113111111
11111 '

111
111

i_

1
1

3.

33

11i1d1
Y 1liiitd

S 7799 1litiad
=S 77 099 1i1iit

i
33 O5E 7 % 14111111
$3% 5 7 9 14111111
333 Em 77w 1111

1 ITIZOSS 7Y 9 149

1111111

R U 1 R

A7 9% 11311111

S 77 we Lllilan
VAP b A A )
ECE T B B B

R S 0 N 0 A T I
' A 2 T T A T 2z
9??1111?

Fa sy g
i 4

oo 7

B3a- S5 7 o

791

~
L,
-
-
[y
=2

r'|—

0 T e e e L
0 O e e T T W
3 T Y T e 2 T wE
0 T 0 e e e AN | i)
O T O T I T S mEE
L I T ) 5
U A A R A A I
00 O A e A A i
00 O e I B =
T A T 0
A A A R A W
aLaLiad
LI T
111
33
3
L
¥

F3IIIIIIIFIAAES
33AIIIFAAS
I3IFIIITIEITLX
FIBAZIIZARIAZE
33TIBFIIZ33333
B33IIZIIFIIEI3
333ITIZIIIBIG
EARARIARIC A
BI3RIIIFIIIIIEZ
33BIIAIBZIZIBI3

13333

FIZFIIIRBF3I3IEA
JIJIRRIAZEII3ZR
FIIIBIIZIZIZ33

9

R 7/
bl '? o 7 $
£E 27 oo

IIIIIIZI33I3Z .
B3I33EIAIZIZ3 ,
FIZBRFIZIZES.
B3BRAIZZII3Z.
A3BRAAZ33E.
AI3EZEIGE.
ZRE3333.
F3R3IZRE.
33333,
FB333.

1
.k
1
Jil
A

l‘?1JL

i1

1

1
k!

o 17 i1l |
] é§5§11|1 .

133

BE3.

33.
-t

A

3.

LA 0 i A T A
et I N N W

o1l
PELLL.
PRI
K
oL

Livd.

\

Slika 6

2a




Zelo nazorno predstavo o ploskvah funkcije z(x,v) bi dobili tudi, ¢e bi te
ploskve sekali z ravninami, ki stoje pravokotno na premici v = x (v 1. kvad-
rantu) in y = —x (v 2. kvadrantu). PreseCne krivulje so zakljuCene krivulje.
Z njihovo pomocjo bi lahko ploskve predstavili na zaslonskem terminalu ra-
cunalnika ali pa na tiskalniku v bolj naravni obliki. Potrebno je le tabelirati
funkcijo z(x,y) vzdolz druzine premic y = — x + ¢ (v 1. kvadrantu), oziroma
vy =x + ¢ (v 2. kvadrantu). Omenjeni postopek tabeliranja omogoca opraviti
to delo na zelo eleganten in hiter nacin. |

Tabeliranje funkcije z(x, v) nam razkriva, da funkcija z(x, v) ni definirana
za |xy < 2. To pa nam potrjuje tudi tale premisiek: Preuredimo funkcijo (1)
v naslednjo obliko:

f,y,2) =@—&+y)z22+txy@—&+yz)+1 (3)

To je kvadratna funkcija argumenta z2— (x + y) z! Ta pa ne more biti nic,
kadar je njena diskriminanta D = (x y)?—4 <{0. Torej, e je |x y| <2, funk-
cija f(x,v,z) ne more biti enaka niC pri nobenem realnem z. Od tod sledi:
za |x y| <2 implicitna funkcija z(x,y) ne eksistiral Za |xy| = 2 pa obstajata
vedno dve (v primeru enakosti dvojna) realni vrednosti za z2— (x 4+ y) 2:
g (—xy -+ ]/(x y)E—4) in 2 (—xy— [/(x y)2—4), pri katerih je f(x,v,2) = 0.
Prirejeni kvadratni enacbi za z

222—2(x+yz+Yxy)2E—4+xy=0
222—2(x+v)z—}(xy)2—4+xy=0

pa imata za |x y| = 2 samo realne resitve, saj sta njuni diskriminanti

Dy = x2 + y2 + 2'/(xy)2m4«>0
Dy = x2 + y2m2'/(xy)2m4>(}xim|y

Za |x y| > 2 je funkcija z(x, y) $tirili¢na, za |x y| = 2 pa dvolicna.

Proces tabeliranja funkcije z(x,y) je obstal na meji |xy = 2. Torej je
vzdolZ |x y| = 2 na ploskvi z(x, y), f.’ = 0. To pa nam potrjuje tudi tale racun:
Odvajajmo (3) na z! Z upostevanjem Ze izracunane vrednosti za 22— (x + ¥) 2
dobimo

)2 =0

f/(x,y,2 =+)/Exy)2—42z—x—y) (4)

Torej je res: za xy| = 2 je f./(x,y,2) = 0. Iz (4) pa Se sledi: samo za |xy| = 2
je 1/(x,y,2) = 0

Z. nadaljnjo analizo funkcije z(x,y) po klasicni poti lahko preverimo po-
polno skladje z rezultati, dobljenimi z numeri¢nimi postopki s pomocjo racCu-
nalnika. Na dlani je, da so numeri¢na pota, ki smo jih ubirali, taka, po ka-
terih se v vsakem primeru dokopljemo do resitev. V kolikor so resitve eno-
stavne, kot je bilo to v zgornjem primeru, pa nam poemagajo do preprostejsih
poti za diskusijo poteka implicitne funkcije.
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[n the contribution a simple way to the ?Ehermal expansion coefficient of solids
1S d@sambe in the spirit of V. F. Weisskopf’'s “qualitative physics”.

V zadnjem casu prevladuje misel, da kaze atome vkljuciti v poucevanje
f1zike ze od vsega [1]. Iz navade je prislo, da so osnovni podatki o ato-
mih zbrani na koncu srednjesolske fizike ali uvodnega predavanja na univerzi
v posebnem poglavju. Atomi so tako globoko prodrli v naso zavest, da ne
kaze odlasati z njihovo vkljucitvijo v poucevanje. Pretiravati s tem sicer n
kaze, saj ima tudi makroskopski nacin opazovanja svoje prednosti. Pri p
takanju tekoclin po ceveh je na primer bolje misliti na ZVEZNo Snov. Brez
haska si je od vsega zacetka predstavljati molekule. Koristno pa je potem
ko obvladamo akmskopski opis, ta opis dopolniti z molekulsko sliko, na
primer tako, da pojasnimo viskoznost plina z lastnostmi molekul v prepro-
stem pnhzku km@ﬂcn@ teorije.

Podobno obravnavamo temperaturno raztezanje trdnin najprej
Skopgkg n t@mp@mmrm koeficient linearnega raztezka

meriumo. Pozneje pojasnim
mhawm v imsmm Storimo tc nekoliko podrobneje ko’@ }@ na‘vada
v uvodnih ucbenikih [2], {3}

V nizu afm mov opazujmo dva sosednja atoma. Vzemimo, da deluje na vs a-
kega od njiju sila, ki }@ sorazmerna z odnnkom od Sredme E@g@ in kaze proti
njej. Potencilalna energija }e v tem prin ieru W K x2, Ce je K sorazmer-
nostni koeficient med silo in odmikom x od srednje lege. Energijo atomov
sestavljata kineti¢na in potencialna energija. Po ekviparﬁdj? skem 1zreku ustre-
za v povprecju vsaki od njiju @nergija L kT, Ce je k Boltzmannova k@ns’ganm
in T absolutna temperatura. energija atomov je mke
Pri skrajnem odmiku je hitrost in z njo kineticna energija nic in
velja ocena k7T K x2. Za skrajm odmﬂg v eno in v drugo S‘tmn -

Xo_ = — 2k T/K)': X9 = 2k T/K)': _ (1)

Povprecna vrednost skrajnih odmikov (x) = % (xy, -+ x,—) je enaka nicC. ]
tem sklepamo, da v uporabljenem modelu srednja razdalja med sosednjim
atomoma ni odvisna od temperature.

Da bi do - pﬁmmrno Od‘visnost moramo uporabiti bo}jéi model. Tak
model j@ hitro pri roki. Privlacna sila naj bo nekoliko vecja, ce 3@ odmik
manjSi, in nekoliko manjsa, ce j@ Odmﬂ{ veCji. Potenclalna energija je tedaj
nekoliko vecCja, ¢e je odmik manjsi, in nekoliko manjsa, ce je odmik vecji.

To priblizno opisemo z majhnim kubicnim dodatkom k potencialni energiji
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Zopet je pri skrajnem odmiku hitrost enaka ni¢, tako da velja ocena
kT = Kx2— K’ x3. Kubi¢ni dodatek je tako majhen, da smemo v njem
upostevati odmika (1). Iz enacb

kT = :tKx ®+KQkT/K)Y: kT — 5K xp,2— K'(2k T/K)*:

dobimo
X = — Rk T/K)'": 4+ 2k K’ T/K2 Xg. = QkT/K)"» 4+ 2k K’ T/K?

Ker je kubitni dodatek majhen, smo upostevali priblizek (1 + 2)': =1 + % z.
Povprecna vrednost je zdaj razlicna od nic¢ in sorazmerna s temperaturo:

(x) = & (Xo_ + %o,) — 2k K’ T/K?

Po tem sklepamo, da je srednja razdalja med sosednjima atomoma tem vecja,
¢im viSja je temperatura. Ce temperatura naraste za d T, se poveca srednja
razdalja za d{(x) = 2k K’ d T/K2.

Vzemimo, da je poveCanje srednje razdalje s srednjo razdaljo a med ato-
moma v enakem razmerju kot sprememba dolzine telesa z dolZino:

d{x)/a = d]lfl
Tedaj ocenimo temperaturni koeficient dolzinskega raztezka z
O — Zk K,/EKQ a

Racun lahko izkoristimo le, Ce preprosto ocenimo konstanti K in K’ iz
1zraza za potencialno energijo. Privzemimo, da postane potencialna energija
ecnaka ni¢, ko doseze odmik srednjo razdaljo med atomoma: 0 = % K g2 —
— K’ a3. Tedaj atomi zagotovo niso veC vezani med seboj. Tako pridemo na
misel, da potencialno energijo v najnizjem priblizku izenalimo z vezavno
energijo atoma v kristalu, to je na atom prerac¢unano sublimacijsko energijo
Wy; torej] 3 K a2 = W,. Takoj sledita oceni

K = 2W,/a? K = W,/a3
in z njima ocena za temperaturni koeficient linearnega raztezka
o =3 k/W, _ (2)

Preglednica podaja dobljene ocene in izmerjene temperaturne koeficiente li-
nearnega raztezka. Razmeroma dobro ujemanje kaze, da sta privzetka bolj

upravicena, kakor se zdita na prvi pogled.

Snov W, o lzmerjen a 1z enacbe (2)
Zelezo 43eV 1,0.10-5 K1 1,2.10-5 K1
baker 3,5 1,2 1,6

aluminij 34 1,3 2,3

svinec 2.0 2,2 2.9

Misli in podatki so sposojeni pri V. F. Weisskopfu, ki si Ze nekaj ¢asa pri-
zadeva pojasniti snovne lastnosti ¢im preprosteje z lastnostmi atomov [4],
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[5], [6]. V reviji American Journal Of Physics 1ima stalno rubriko z
I 3 kan j e preprostosti, v kateri poroca o teh za pouk fizike pomembnih §

h.* Dobljeni rezultati so samo pribliZzni — pogosto ne daw kag vec koﬁ vehm
kOSm@ stoprijo. Vendar nas navedejo na preprosto sliko iz atomskega sveta.
Do njih se ne bi mogli dokopati, ¢e ne bi poznali in dobro razumeli osnovnih
zakonov. Zato je treba vzdevek »kvalitativna fizika« v tem primeru razumeti
nekoliko drugace kot pri zacetnem obravnavanju pojavov, ko Se ne poznamo
) ith zakonov in pogosto Se nismo vpeljali potrebnih kolilin.

LITERATURA

1. Kusler, Kaj se zadaj skriva? Obzornik mat. fiz. 30 (1983) 13.
R. Kladnik, Visokosolska fizika, DZS, Ljubljana 1985, str. 198.
J. Strnad, Fizika, 1. del, DMFA, Ljubljana 1984, str. 272.
W. F. Welggkopf Modern Physzcs from an .Efemem‘ary Point of View, CERN
Geneva 1969.
[5]1 W. F. Weisskopt, Of Atoms, Mountains, and Stars, Science 187 (1975) 605.
(6] W. F. Weisskopf, H. Bernstein, Search for Szmphczz‘y Thermal Expansion,
Am. J. Phys. 53 (1985} 1140,

S

* Naslovi dosedanjih prispevkov se glasijo: [skanje preprostosti (velikost mo-
lekul 1z povrsinske napetosti), Kvanina mehantka in Paulijevo nacelo (proznostni
modul alkalijskih kovin), Kvantna mehanika atomov, Atomi z vec elektronit (veli-
kost atomov), Molekulska vez, Kemijska energija (sezigne toplote goriv), Ponovno
o velikosti molekul, Kohezijska energija trdnin, Kovinska vez, Temperaturno raz-
tezanje in Maxwell, Rayleigh in Mt. Everest (sipanje svetlobe in nebesna modrina).

Ta obsezni ucbenik pmjekﬁvns geom@u*ije je nastal na osnovi avtorjevih
r@daw;m na zagrebski umwrm — Prvo poglavje govori o osnovah triraz-
se’ne projektivne Gemnetn}e Navedbi in razlagi aksiomov sledi izpeljava
Stevilnih izrekov, med njimi znam@mt@ga Desarguesovega. Seznanimo se med
drugim s koncnimi projektivnimi ravninami, slednji¢ pa pridemo do koordi-
natizacije projektivne premice in ravnine. Drugo poglavje obravnava anali-
ticno geometrijo realne projektivne ravnine in podrobno govori o projektiv-
nih transformacijah premice in ravnine. Nanj se navezuje tretje poglavje,
o stozernicah in njihovi klasifikaciji. C

Cetrto poglavije, o linearni algebri, je
priprava na peto poglavije, ki govori o n-razseznem projektivnem prostoru.
(Njegovi elementi so vpeljani kot podprostori (n + 1)-razseznega vektorskega
prostora nad poljubnim komutativnim obsegom.)

Pristop je najprej dlje Casa cCisto geometrijski, zatem algebraicen; le-ta
se zacne z analiticno obravnavo realne projektivne ravnine, Sele na koncu pa
je popolnoma splosen. Tako je precqsen del knjige dostopen SH“S@
bmkmf k Cemur poleg razumljive in podrobne razlage pripomorejo Stevilne
slike in naloge. Knjiga bo zelo koristila studentom matematike in vsem, ki
jih zanima geometrija, pa tudi matematikom, ki pri svojem delu potrebujejo
znanje projektivhe geometrije.
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NAGRADE SKILADA BORISA KIDRICA V LETU 1986

Sklad Borisa Kidric¢a pri Raziskovalni skupnosti Slovenije je letos podelil
6 KidriCevih nagrad, 15 nagrad Sklada Borisa Kidri¢a, 1 nagrado za vrhunske
dosezke na podrocju izumov in tehniskih izboljsav ter 20 nagrad za izume in
tehniske izboljSave. Med 166 nagrajenci je tudi 10 Clanov DruStva matema-
tikov, fizikov in astronomov SRS, ki so udelezeni pri sedmih nagradah. Ime-
na Clanov druStva so tiskana polkrepko.

Zbral in uredil Ciril Velkovrh

Kidri¢evo nagrado sta prejela: '

1. Dr. Bosiljka Tadi¢ in prof. dr. Rasa Pirc za vrhunske dosezke na pod-
rocju teorije faznih prehodov.

B. Tadi¢ in R. Pirc sta uvedla moderne teoretske metode za studij fizikal-
nih sistemov v blizini faznih prehodov. Uporabila sta metode renormalizacij-
ske grupe, ki so v minulih desetletjih omogocile bistven napredek pri razu-
mevanju kritiCnih peojavov. V zadnjih dveh letih sta v najuglednejsih caso-
pisih za fiziko objavila osem znanstvenih del, v katerih sta obravnavala kri-
ticne pojave v neurejenih kristalnih sistemih. V njih sta raziskala vpliv ne-
cistoC in defektov na obnasanje magnetnih in feroelektriCnih sistemov v bli-
zinl faznih prehodov. V dveh delih sta analizirala Isingov model z necistoCami
pri mejni prostorski dimenziji. Avtorja sta dokazala, da pod dolo¢eno tempe-
raturo v blizini faznega prehoda ta sistem ne kaze univerzalnega obnasanja
in so kriti¢ni eksponenti odvisni od koncentracije necistoC. To je pripeljalo
do sklepa, da eksperimenti navadno ne podajajo neuniverzalnega obnasanja.

V treh delih sta obravnavala mikroskopske modele za fazne prehode s pro-
storsko koreliranimi sluc¢ajnimi polji, na primer polarnimi necistoCami. Po-
kazala sta, da ima sistem blizu prehoda kriticne eksponente, znacilne za ne-
urejene sisteme, medtem ko se znacilnosti Cistih sistemov kaZejo daleC od
prehoda. Njuna dela so bistven prispevek k teoriji neurejenih sistemov. Omo-
gocajo boljse razumevanje meritev in dajejo novo usmeritev eksperimental-
nemu delu. Odlikujejo se po izrednem obvladanju modernih metod statistiCne
mehanike in se odmevno vkljucujejo v eno najpomembnejsith podrocij fizike
trdne snovi.

Nagrade Sklada Borisa Kidri¢a so prejeli:

1. Dr. Boris NavinsSek, Anton Zabkar, dipl. ing. in Peter Panjan, dipl. ing.
za raziskovalne dosezke s podrocja interakcij ionov in plazme s povrSinami
trdnih snovi.

V zadnjih dveh letih so objavili 13 Cclankov v mednarodnih revijah in v njih
zaokrozili velletne raziskave povrsinskih procesov pri interakciji ionov Art
in Het z energijo do 20 keV na tehnolosko pomembnih materialih, na primer
inkonelih, nerjavecCih jeklih in grafitih. IzkusSnje tega dela so bile podlaga za
razvoj in izdelavo prvega mednarodnega standarda za analizo povrsin v obliki
veCplastne strukture Ni/Cr. |

2. Prof. dr. Janez Strnad za raziskave v fizikalni didaktiki.

V zadnjih dveh letih je objavil 12 Clankov, vecidel v znanih mednarodnih
revijah s podrocja fizikalne didaktike in zgodovine fizike, s poudarkom na
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3. Prof. dr. Ivan mﬂm, mag. Nada L ac, mag. Ig@f Mgz@ﬁé,
jan Cercek, dr. Anton Grad, prof. dr. Matija Horvat in dr. Primoz R
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E Vnai Erzen pr Of dr. Janez &@pm ik, Damir Zajec, dipl. ing. in doc.

Andrijan Levstik za tehnisko izboljsavo Ul fmzvacm d@fe ktoskop.

- Omogocaw zanesljivejse ¢ dovam@ ultrazvocCnega o

- zZa ugmaﬂgame nmmnﬁh in povrsinskih napak kovinskih
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kovni laser.

Ezum je uspesen prispevek k uvajanju laserjev v medicino. Najpomemb
nejsi dosezek je @mgmah’m resitev laserskega resonatorja in delno k@n%rukm

cija napajaiﬁik&

ééavor

mmmafmska vodenih mdwmamemh vmz o
m so uspesno vkljucili v delovni proces Rudnika urana Zi h
1n gat pﬁmlh za evidenco koli¢ine in kakovosti izkopane rude in za koncno
loCev m@ rude od jalovine. Z njim so izboljsali delovne razmere in zmanjSali
onesnazevanje okolja.

V teh dneh smo poslali opomine vsem narocCnikom, ki Se niso porav-
nali narocCnine za Obzornik za matematiko in fiziko. Poleg poloZnice
v prvi dvojni Stevilki Obzornika ter splosnega opozorila v tretji je to
zadnji letosnji opomin. Vljudno vas prosimo, da znesek nakazete vsaj
do obcCnega zbora, 24. 10. 1986. Preden bomo razposlali prvoe stevilko, ki
naj bi izsla ze v zacetku januarja 1986, bomo naslove vseh doliznikov
v racunalniskem spommu crtali. Zelimo, da ostanete tudi v pﬁ
nas narocnik in z mmmx vplamh namcnm@ omogogﬁ@ izhajanje 1in

manjsi primanjkljaj Obzornika za matematiko in fiziko
Ciril Velkov ;*h} Janez S
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DMFA SRS V LETU 1985

Pri Komisiji za tisk DMFA SRS smo v letu 1985 nadaljevali prizadevanja iz
leta 1984 in prejsnjih let. Redno delo in redno izhajanje publikacij se je moc¢no
obrestovalo pri periodicnem tisku (Preseku, Obzorniku za matematiko in fi-
ziko ter Sigmi), pri prizadevanjih za subvencije in pri konCnem financnem
obracunu. Hude tezave nam se vedno povzrocajo nizke naklade velike vecCine
izdaj in prilagajanje maloprodajnih cen kupni moci mladine, ki skoraj edina
kupuje nase publikacije.

Obzornik za matematiko in fiziko je po zacetnih tezavah zaradi pomanj-
kanja rokopisov izSel v celoti Ze pred koncem koledarskega leta. Poleg Clan-
kov iz matematike in fizike, domacih vesti, recenzij in obvestil o novih knji-
gah je prinesel zapise predavanj s seminarja O osnovnih delcih za ucitelje
fizike. Nekoliko poveCana redna subvencija RSS in ISS ter pomocl strokov-
nih ustanov (IMFM, 1JS, DZS, Oddelek za matematiko in mehaniko, Oddelek
za fiziko, ZS, DDU, TZ in Iskra) ob organizaciji 16. mednarcdne fizikalne
olimpiade, fizikalnega seminarja ter posvetovanja o fizikalnih ucCbenikih ob
40. obletnici Drzavne zalozbe Slovenije je prispevala k ugodnemu finan¢nemu
polozaju. Dohodke za revije, ki jih prejemamo v zameno, in 215.875.— din se
ne nakazane naroc¢nine smo uporabili za placCilo obeh dvojnih stevilk, ki sta
1zSli na zaCetku letosnjega leta.

Tudi Presek — list za mlade matematike, fizike in astronome ter racunal-
nikarje je koledarsko leto uspesno zakljucil. Dosegli smo, da skupnosti obrav-
navajo Presek enakopravno z drugimi mladinskimi Casopisi. RSS in ISS sta
mu nakazali potrebno subvencijo. Ob povecCani naroCnini in hudi inflaciji je
sicer Stevilo naroCnikov padlo za veC kot 3000, preostali pa so do konca leta
nakazali sorazmerno velik del naroCnine. Tako smo ob sodelovanju IJS lahko
izdali tudi 5. stevilko, za katero je Janez Strnad pripravil daljsi zapis o Ziv-
ljenju in delu najveCjega slovenskega fizika Jozefa Stefana ob stopetdesetlet-
nici njegovega rojstva. K ugodnemu finanCnemu zakljucku so prispevali tudi
- v Presekovi knjiznici izdani Stirje prirocniki s podrocja racunalniStva, name-
njeni mladim uporabnikom hisnih mikroracunalnikov. Odslej bo Presek sku-
Sal izhajati redno s po tremi Stevilkami v vsakem polletju.

V Knjiznici Sigma sta izSli dve redni deli in stirje ponatisi, od katerih je
enega po daljSem casu izdala DZS. S 309/ prodajo zaloge v enem letu in z 1z-
dajo zanimivih naslovov knjige veliko pomagajo pri popularizaciji matema-
tike in fizike med srednjeSolsko mladino. Ucitelji nasih strok dobivajo v zad-
njih letih po eno knjigo iz te zbirke v zahvalo za posredovanje Preseka in
brosur iz Presekove knjiznice. V prihodnje si Zelimo se novih dobrih prevo-
dov in originalnih del v zbirki Sigma.

Ucbenike v Zbirki izbranih poglavij iz matematike, fizike in racunalnistva
lahko izdajamo le Se zato, ker tudi pri stari zalogi vsako leto prilagajamo pro-
dajno ceno realni vrednosti. To je bolj pravicno do kupcev v prvem letu izida
knjige, ko ji ne doloCimo previsoke prodajne cene, in do kupcev v zadnjem
letu prodaje stare zaloge, ko ne dobivajo skript skoraj zastonj.

Najteze pa je bilo v minulih letih izdajati knjige v zbirki Matematika-
Fizika. Zbirko smo priceli izdajati pri Mladinski knjigi, kasneje smo jo izda-
jali nekaj let pri Drzavni zalozbi Slovenije, v zadnjih letih pa smo bili prepu-
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sceni sami sebi.
visoka cena 1n n@zammam@ mf%mnmmh zamz j@
skoraj nere§ljiv problem. .

knjig 1z racunalnistva v P
zaci] za tehnicno kulturo S lje (ZOTKS) pridobili novega o ni a.

teh knjig smo skupaj z ZOTKS iz dah se sest ponatisov. |
tisku smo se trud m za -

Manjse stevilo interesentov, velik oseg posal ﬁzmh H§E
bilo do pred K1m

Pri vseh knjiznih izdajah in pri periodicnem
merne anske honorarje, tako da smo imeli v lanskem

Razne kn jige d
Unm@gftm Eo garitmi

hbmna polawa iz matematike in rafunalnistva BB
pogiawg 1z mehanike 85
ith poglavij iz fizike 636
Postdiplomski seminar iz matematike 62
Matematika-Fizika 1.769
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kamm@m smo zabelezili manjSe Stevilo

. Krauthaker M

. Lebez Maja

. Lipovsek Boris, Cvetka
. Malaci¢ Vlado

. Marolt M a j da

. Mihocek Bojana

. Podvrsi¢c Borut

. Poklar Branko
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Podajamo podrobni finan¢ni obracun za leto 1985:

Dohodki Izdatki Saldo
Obzornik mat. fiz. 2,863.137 2,863.137
Poslovni sklad 668.014 40.688 627.326
Presek 9,194.009 9,194.009
Presekova knjiZznica 1,325.363 1,409.755 — 84.392
Vega 5,050.054 4,343,498 706.556
Sigma 2,269.096 2,559.598 —290.052
Mat. rokopisi 172.795 122.061 50.734
IP mat. rac. 2,512.914 1,770.617 142.297
/1P Mehanika 59.500 272.516 —213.016
ZIP Fizika 693.058 644.341 48.717
Postdipl. sem. mat. e 95.460 — 95.460
IMFM 179.776 603.190 176.586
Matematika 2,566.920 708.125 1,858.795
Fizika 990.767 197.580 793.187
Zbirka vaj AAA 1. 486.240 486.240
DMEFA ob¢ni zbor 30.860 30.860
Seminar v Dubrovniku 345.000 379.500 — 34.500
Olimpiada 7,861.616 71,549.322 312.294
Prodaja knjig 15,129.205 13,279.209 1,849.996
Rezija 5,207.978 3,943.353 1,264.625
58,206.302 50,493.059 7,713.243
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Dohodki skupaj

Subvencije: RSS
ISS
Razne
DZS
IMEM
VTO Mat.
NarocCnina
Kotizacija
7S |
VTO Fiz.
Iskra

Oglasi: DZS, 1JS, TZ

ey

03 ir

<,

82.688

30.000
70.000
60.000
1,045.290
52.896

50.000
48.981

30.000

160.000

363.137
683.232
500.000

izdatki skupaj

Tisk

Av. honorariji
Clanarina 1984
109/y rezija

Saldo 31. 12. 1985

Presek 12 (1984/85) 3, 4, 5, 6; 13 (1985/86) 1, 2, 5

Dohodki skupaj

Subvencije: RSS
ISS
Druge

Oglasi

Narocnine
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9,194.009
2,417.613
1,153.000
185.084
227.000
5,211.312

Izdatki skupaj

Tisk

Av. honorarji

Rezija
Rabat

Saldo 31. 12. 1985

2,803.137
1,3837.700
720.852
30.000
224.585

9,194.009
6,256.922
1,631.401
386.006
419.630
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Dohodki skupaj 5,207.978 Ezdaﬂq skupaj 3,943.353
Saldo 1984 358. OD — refundacija 1,335.227
Izdajanje knjig 949.083 Av. honorarji —

Prodaja knjig 1,402.943 refundacija 1,126.500
Presek 883.006 PET za P m 288.441
Drugi dohodki 1,384.584

SUZ pisarne 575.155
Drugi izdatki 560.368
Saldo 31. 12. 1985 +1,264.625

Edvard Kramar, Janez Markelj, Janez Strunad, Ciril Velkovrh

ongmﬁa j@ posvecena teoriji aproksimacij p
riodo 2z z delnimi vsotami njene Fourierove vrste ali z dmmi wotann w*sfi
po Cezarovi, de la Vallee Poussinovi in drugih metodah sestevanja vrst. Funk-

ciji f priredimo njeno Fourierovo vrsto f(x) ~
T

—

a— A
delno vsoto zgornje vrste in s ¢,(x) njihovo aritmeti¢no sredino g,(x) =

> sp(x)/(m + 1.

k=0

Cine h,{f, 8, p, x)

Uubm pazrmfm Smwh Kolicina n,(f) je n@ko merilo za hitrost kmw@rgence
delnih vsot Fourierove vrste po neki metodi seStevanja proti funkciji 7.
Prvo poglavje obravnava tale problem: Ce vemo, da je funkcija f nekaj-
krat zvezno odvedljiva ali drugace gladka, kaj moremo potem povedati o ve-
likosti koli¢ine %,(f)? Tipicen izrek je npr.: ¢e je f r-krat zvezno odvedljiva,
potem velja h,(f, 8, p,x) S M .71, Ce je le p > (r + 1) p.

Drugo poglavje Studira nasproten problem. Kaj se da sklepati o gladkosti
funkcije f, ¢e vemo npr., kako hitro konvergira proti 0 koli¢ina 7,(f)?
Tretje poglavje obravnava relacije med posameznimi razredi funkcij, Ce-
trto pa dodaja nekaj izrekov o aproksimaciji, ki ne sodijo v okvir prvih treh
| pogmvu

njwa }@ namenjena spemahsmm s podrocja teorije apmksgma@u funkcij
s Fourierovimi vrstami. Ce jo merimo z merili za take vrste monografij, mo-

ramo recCi, da je napisana pregledno in skrbno.

OO

b,= {f(x)smnxd x/zn. Oznacimo z s,(x) n-to

f(x) cosnx dx/2s,

- knjigi je najvecji del pozornosti posvecen vedenju koli-

\1/p

= | S (k + 1)s— f(x) — sp(x)P/(n 4+ 1)# kjer sta g in p po-

Anton Suhadolc

Obzornik mat. fiz. 33 (1986) 5 153



SANDERS J. A.,, VERHULST F. Averaging Methods in Nonlinear Dyna-
mical Systems; Applied Mathematical Sciences 59; Springer-Verlag, New

York, Berlin, Heidelberg, Tokyo, 1985, X + 247 strani.

Knjigo nizozemskih matematikov J. A. Sandersa in F. Verhulsta Metode
povprecenja za nelinearne dinamicne sisteme sestavlja sedem poglavij in ne-
kaj dodatkov. Poskusimo posloveniti naslove poglavij: 1. Osnovna snov, 2.
Asimptotika pocasnih procesov, prvi koraki, 3. Teorija povprecenja, 4. Pri-
viak, 5. Povprecenje po prostorskih spremenljivkah. Sistemi s pocasi se spre-
minjajoco frekvenco in prehod cez resonanco, 6. Normalne oblike, 7. Hamil-
tonovi Sistemi.

Knjiga se zelo lepo bere, ne zahteva pretiranega predznanja, dostopna bo
Studentu matematike in fizike pa tudi kakemu bolj razgledanemu tehniku,
obravnavana snov je na vso moc uporabna. Zato je morda le prav, da bralcu
Obzornika vsaj nakazemo, za kaj gre.

Mehanika je kaj kmalu, Ze v klasicnih svojih stoletjih, spoznala, da se ne
da vsakega problema »reSiti« z natancno analiticno formulo. Obravnavo ta-
kega problema je morala nasloniti na kak drug, dostopnejsi problem, ki je
bil prvotnemu v tem ali v onem pomenu besede blizu. Pod to streho sodijo
tudi asimptoticne metode, ki jim je posveCena knjiga Sandersa in Verhulsta.
Metoda povpreCenja in njena teorija izhajata iz sovjetske Sole mehanikov.
Leta 1934 je v Kijevu izSel Uvod v mnelinearno mehaniko M. M. Krilova in

vvvvv

prevodu je prvi¢c N. M., drugi¢ N. N.), leta 1954 prva, leta 1958 pa druga izdaja
obsirnejSe monografije N. N. Bogoljubova in J. A. Mitropoljskega Asimpto-
ticne metode v teoriji nelinearnih nihanj.

Nalogo si oglejmo le v skopih in povrSnih obrisith. V n-razseznem pro-
storu lezi obmocje D, nad D je definirano vektorsko polje, ki se spreminja
s casom

f:RXD-—Rn i, x) 1= f(Z, x) (1)
Preslikava (1) naj bo zvezna. Za vsak T > 0 obstaja tedaj povprecje
T
fr(x) = T-1 ( (¢, x) dt (2)
0

Povprasajmo po limiti
fo(x) = limyp_,., f7(x) (3)

Brz ko limita (3) obstoja, pravijo (v angle$¢ini, pri nas je tako izrazanje
manj v navadil), da je polje (1) KBM (po onih treh). Polju KBM smo prire-
dili povprecje (3), povprecili smo ga.

Preprosteje ravnamo, cCe je polje (1) periodicno odvisno od casa. Tedaj
izberemo za povprecje kar fr(x), kjer je T osnovna perioda polja.

Vprasajmo po smernici polja (1), ki gre v zacetnem trenutku skozi iz-
brano tocko x;e D. Smernica je krivulja (slika vektorske funkcije R — R7,
t — x(1)), ki se v vsakem hipu v vsaki toCki dotika polja. Analiti¢cno: vektor
na tangenti, x(#) (odvod vektorske funkcije) je sorazmeren polju f

x = ¢ f(t, x) x(0) = x, (4)

7. drugimi besedami: reS$ili bi radi nalogo, ki jo sestavljata (vektorska) na-
vadna diferencialna enacba in zacetni pogoj. Pozitivnemu faktorju na desni
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strani enacbe pravimo mali parameter. Mal; pamm@ier paC zato, ker bomo
metodo, ki nas caka, o0 resitvi naloge zweh tem vec¢, ¢im mamm o &
Polje (3) naj bo KBl | enadbo (4) povpred

Y= ¢ f@m v(0) = % (5)

Teorija mora povedati, kako vsaksebi sta si resitvi obeh nalog. Obe resitvi,
x In y, sta razen od ¢ odvisni Se od malega parametra ¢, ta bo dobil besedo
tudi v odgovoru na zastavljeno vprasanje. Z § oznacimo funkcijo ¢ —d(g), ki
ore proti 0, ko gre tja ¢ Izrek je tedaj zgrajen takole:

Po casovni lestvici §;~1(g) je

(52(2)) (6)

y—x = 0

V vsakem posamicnem primeru (ko polju f nalozi Se kake pogoje) izracuna
ali vsaj oceni funkciji §; in 8. Pomeni pa vse skupaj tole: Kakorkoli Ze izbe-
remo pozitivno konstanto L, najdemo pozitivho konstanto £

0 <t <Lor(e) = |y(t) — x(t)] < K bs(e) (7)

To je znacilen zgled za asimptotic¢no apmksu’nau}@
cusk@ teorije pa ni samo racunska, najti priblizek in ocenifi napaka Teorija
je nekaj vredna sele takrat, ko nam pomaga razumeti dogajanje. Enacbi (4)
pravimo tudi dinamicni sistem, enacbi (5) pa avionomni dinamicni sistem.
Dinamicni sistemi imajo bogato teorijo, njena naloga je za vsak sistem nari-
satl mnozico vseh resitev — fazni portret — in se razgledati po njeni topo-
loski zgradbi. V avtonomnem primeru je taka naloga lazja kot v splosnem.
Posebno priviactni so v tej ’E@OHﬂ atmkmrﬁ Predstavljajmo si slike reSitev
km wdaj so atraktorii (privlacne mnozice) mks v katere se Oskugaw
Vsak atraktor ima v faznem prostoru svoje porecje. K .
m‘vmnska zgieda sta tocka mirovanja in Iimitni cikel.
* ocena s povpm@emem pomaga do takih kvalitativnih sklepov
0 ved@mu sistema. O tem nam zgovorno pricajo naslovi poglavij.
Kako metoda ddme si ogleyjmo ob preprostem “Jgiedua Vzemimo moteni
perturbirani) harmonicni oscilator

x + x =¢f(x) (8)

Enacbi (8) priredimo dinami¢ni sistem na ravnini, tako pa¢, da uvedemo
fazni Sprem@nhwiﬂ XIny=x

o

Motnja je sorazmerna malemu parametru . Ko je ¢ = 0, je oscilator ne-

moten, sistem je linearen i1n znamo ga resitl

X = ¥ COS (f -+ gff)) YV = r sin {f -+ ‘QJ} {EO)

Amplituda r in fazni premik «p sta konstantna. Brz ko je ¢ = 0, pa naj bo
Se tako majhen, je oscilator mmen, sistem (9) pa nelinearen (Ce le ni f line-
arna funkcija). Tudi resitev motenega sistema (9) poisc¢imo z nastavkom (10),
le da sta sedaj amplituda r in premik  funkciji Casa. (10) zadosti (9), brz ko
v in o reSita sistem




F = — ¢ f(rcos (f + y))sin (f + )
p = —er 1 f(rcos (t + y)) cos (I +y) (11)

Desni strani sta odvisni od krajevnih spremenljivk 7, ¢ in od casa ¢. Obe
sta periodiCni funkciji ¢asa s periodo 2x. Zato ju povprecCimo le po intervalu

z dolzino 2z. Spremenljivki v povpreCenem sistemu oznacimo z velikima
crkama

Oscilator z majhno motnjo »v prvem priblizku« niha s konstantno ampli-
tudo, motnja prizadene le fazo, ta ni veC linearna funkcija Casa in Se postane
odvisna od amplitude. Tako smo tudi po tej, priblizni metodi odkrili pojav,
ki je tako znacilen za nelinearna nihanja.

V knjigi je Se veliko takih zgledov iz mehanike in iz ekologije. Zgledi so
izbrani z okusom, med njimi ne bomo nasli strasno dolgih racunov, ki so
obiCcajni v clankih s tega podrocja, racunanje nikjer ne preglasi vsebine. Knji-
ga uposteva, kar se je zanimivega zgodilo v teoriji in v uporabi, odkar je izSla
monografija Bogoljubova in Mitropoljskega.

Povzemimo: Knjiga Sandersa in Verhulsta je lep, sodoben, potreben in
dostopen ucbenik za ta del nelinearne mehanike.

France Krizanic

démiai Kiadé, Budapest, 1985, 226 str.

Leta 1971 se je v Budimpesti zbrala letna Sola, posvecena teoriji upodo-
bitev. Delovala je v dveh sekcijah: A (advanced) in B (beginners). Prispevke
prve sekcije je uredil I. M. Gelfand, izsli so leta 1975 (glej OMF 23, str. 186).

Predavanja za drugo sekcijo so zbrana v obravnavani knjigi. Uredil jih je
A. A. Kirillov. Crko B bi morali posloveniti z Z (za zacCetnike z veliko zacet-
nico), zakaj lahkega branja si ne smemo obetati. Sestavlja jo sedem prispev-
kov: A. A. Kirillov, Uvod v teorijo upodobitev koncnih in kompaktnih grup,;
B. L. Feigin in A. V. Zelevinskij, Upodobitve kontragredientnih Liejevih algebr
in Kac-MacDonaldova indentiteta; D. P. Zelobenko, O Gelfand-Cetlinovih ba-
zah za klasicne Liejeve algebre; S. Tanaka, Upodobitve S L(2,F,); 1. M. Gel-
fand, M. I. Grajev, A. M. VerSik, Modeli upodobitev tokovnih grup; G. 1. Ol-
Sanskij, Unitarne upodobitve neskonénih simetricnih grup, pristop cez semi-
grupe; G. W. Mackey, O uporabi induciranih upodobitev v kvanini mehaniki.

Ni, da bi v OMF vsa poglavija podrobno razclenjevali. Povejmo le kako
bolj povrsno zanimivost ali pojasnilo. A. A. Kirillov je izCrpni uvod strnil
na vsega 16 strani. Drugi prispevek se je od predavanja do knjige temeljito
spremenil, nov je naslov (prej: Konc¢no razseZzne upodobitve polenostavnih
Liejevih algeber), nova sta avtorja (prej: J. N. Bernstein in S. I. Gelfand).
Ostala je le metoda (naslonitev na Vargove module), ki se je pacC od sole do
knjige razmahnila tako, da zmore veC. Ime tokovne grupe (current groups)
je sposojeno pri fizikih, pomeni pa Liejevo grupo, ki jo sestavljajo funkcije
(preslikave) iz mnogoterosti v Liejevo grupo.

Knjiga nam lepo pokaze, kako matematika prekipeva od mladosti in kako
z novostmi niti zacetnikom ne prizanasa.

France KriZanic
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Halmosa smo brali, odkar smo se zaceli ozirati po matematiki, bil je sino-
im zdayj 1jo mere, zdaj za KRVP (koncno razsezne vektorske prostore),
spet za I lilbertov prostor. In ko smo Ze znali pisaﬁ Smo Se y@n@
oslusali n 3 egove modre nasvete, kako 3?@ treba pisati matem |

nas dijak ga je ze videl, to je tist1 k

Halmos, knjiga o zivljenju in delu I
” in videl. Naslov zgovorno nasprotuje Wienerje-
I am a mam@maumam /. njim, se mi zdi, je hotel poudariti, da ni
Z morga na pﬁeg v matematiko sta ga vodila H‘d@ delo in vztrajno
ie. N m 1Zpove Ze S prvim kom:

m raje kot stevila, vedno sem jih 1n

el. str. 3

Kar je povedal,

podpre z zgledom:

: matematiki mi je pojm@mm bolj vseC kot racunsko. Zame je definicija
p@ jasnejsa, pomembnejsa in lepsa kot Cauchyjeva integralska formula. N1 lepo
primerjati pojem z dejstvom? Tudi prav: da se da enkrat odmdhwa k@mpieksna
funkcija deajam pﬁhubno mnogokvafa za moj okus po lepoti in globini dalecC pre-
kasa znamenito Campbell-Baker-Hausdorffovo formulo za nekomutativno ekspo-
nentno preslikavo. str. 3

In se enkrat pojasni:

Zacetni stavek pove tudi, da matematiko rad razumevam, jo pojasnjujem sebi
in svetu, celo raje kot jo odkrivam. str. 3

To O}asmm nas za hip zacuz saj je P.R. ]
aE@@ 1 n | tezkih p mov. A tu m Se marsikje kaze,
casih mu posm*”m Cdo matematika pretesna:

R. Halmos vendarle znamenit
da je na vse

S Soferjem avtobusa imava veliko skupnega, ¢e sva oba, ko nama je bilo dva-
najst let, slisala za Falstaffa, in ni razloga, da bi ne imela. Glasba in poezija sta
pomembnejsi od vplinjaca in odvoda, saj bova voznik in jaz boljsa ¢loveka, ¢e naju
bo druzilo vel stvari, ki nama bodo pomagale Ziveti bolje v bolj zdravem svetu.

str. 30

OIMINOV zaéenja Halmos v uimpesu k}@f je kmxancg podstavljal

c E&@E@S&i in kak mzmd DY

o o k Give, do »ma m re«.

g@ pmjami Euzo in od tod dahe se lahko evropski bralec
m 1zobrazevanjem tridesetih let. M 3 pa lahk

pmmerj amo s svojim, dei@rmimstmmm

gace, leta so Edﬂa izbiral je pred

f@mmva j

nﬁhQVQ SEQ&%HQH@
ali dru

a dne pro-

! Ko smo mi hodili v solo, je tudi pri nas se vozil tramvaj (pa smo vseeno.. .).
Podenj nismo polagali novcev, 25 par je pomenilo Zemljo ali Mirim-Cokolado. Pacl
pa se je v Zepu nasel kak zebem veselje ga je bilo pogledati, ko je Sel tramvaj Ce-

zenj, tako lepo se je sploscil in zasvetil, le pobmﬁ ca nismo smeli takoj, prevrod
je bil.
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