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ŠTEVILIH'NGRUENTNIH

IVAN VIDAV

Math. Subj. Class. (1980) 10 B 10

Clanek govori o kongruentnih številih, poroča o Tunnellovi rešitvi problema

kongruentnih števil, na koncu pa obravnava povezavo z eliptičnimi krivuljami.

ON CONGRUENT NUMBERS

in this article the congruent number problem is presented, ihe characterization

of congruent numbers siven by J. Tunnell is described, and the relation with ellip-

tic curves is discussed.

1. Problem kongruentnih števil

V teoriji števil poznamo številne elementarne probleme, ki so izredno

težki. Elementarni so zato, ker jih lahko razumemo brez posebnega znanja

iz teorije števil ali kakšne druge veje matematike. Med njimi je gotovo naj-

bolj znan Fermatov problem, ki že stoletja kljubuje naporom matematikov,

da bi ga rešili. Prav v zadnjem času pa je bil pri njegovem reševanju dose-

žen znaten napredek. Nadaljnji tak problem, ki sicer izvira iz geometrije, je

problem kongruentnih števil. Tega je v zadnjem času »skoraj« rešil J. Tunnell

[3]. Za kaj gre?

Naravna števila a, b, c sestavljajo pitagorejsko trojico, če je med njimi

zveza a? -- b' — c?, Tedaj sta a in b kateti, c pa hipotenuza pravokotnega tri-

kotnika. Ploščina pravokotnega trikotnika s katetama a in b je enaka p —
— lab. V vsaki pitagorejski trojici je ena od katet a, b sodo število. Zato je

ploščina takega trikotnika vselej celo število; npr.: trikotnik s stranicami 3,

4, 5 ima ploščino p — 6. Obstajajo pa pravokotni trikotniki, ki imajo za plo-

ščino celo število, čeprav njihove stranice niso cela, temveč le racionalna šte-

vila. Zgled za to je trikotnik

3 20 2 41
a<—, b<-— (1)

2 3

Njegova ploščina p — 5.

Naravno število x, ki je ploščina kakšnega pravokotnega trikotnika z racio-

nalnimi stranicami, se imenuje kongruentno število. Pravkar smo videli, da

sta n — 5 in n — 6 kongruentni števili. Morda pa so sploh vsa naravna števila

kongruentna? Ne, niso. Že n — 1 ni kongruentno število. Ni namreč pravokot-

nega trikotnika z racionalnimi stranicami in s ploščino p — l. Sploh je naj-

manjše kongruentno število 5; števila 2, 3 in 4 niso. Zato je umestno vpra-

šanje, katera naravna števila so kongruentna.

Kongruentna števila so poznali že stari Grki. Sistematično pa so ta pro-

blem študirali Arabci. L. Fibonacci je poznal trikotnik (1) s ploščino 5. Fermat

je ugotovil, da 1 ni kongruenitno število. Dokaz za to je v tesni zvezi z doka-

zom, da enačba x -- y4 — z? nima netrivialne rešitve v celih številih (Ferma-

tova trditev za četrte potence). Euler je odkril, da je / kongruentno število.

Pravokotni trikotnik s stranicami

ima namreč ploščino p — 7.

Obzornik mat. fiz. 33 (1986) 1/2. l



Pri obravnavanju kongruentnih števil se smemo omejiti na naravna šte-

vila, ki so brez kvadratnih faktorjev. Denimo namreč, da je število m deljivo

s kvadratom rž, tedaj n — n,r?, kjer sta m, in r naravni števili. Če je nj; kon-

gruentno število, obstaja pravokotni trikotnik z racionalnimi stranicami a,

b, c in s ploščino p — nj. Trikotnik s stranicami ar, br, cr je podoben trikot-

niku s stranicami a, b, c, njegova ploščina pa je nj; r? — n. Torej je hkrati z n,

tudi n kongruentno število. Narobe je prav tako res: če je n kongruentno šte-

vilo, velja isto za število n/r? — nj. O tem se lahko vsak bravec brez težave

sam prepriča. Zato je dovolj, da obravnavamo naravna števila, ki so brez kva-

dratnih faktorjev.

Naj bo mn kongruentno število in a, b, c racionalne stranice pravokotnega

trikotnika s ploščino p — n. Zaznamujmo z r najmanjši skupni imenovalec

ulomkov a, b, c. Potem lahko pišemo a — x/r, b — y/r, c — zjr, kjer so x, y, z

naravna števila. Ker je trikotnik a, b, c pravokoten, velja zveza x? -- y? — z?.

Torej so števila x, y, z pitagorejska trojica. Ploščina pripadajočega trikotnika

je r?-krat večja od ploščine trikotnika s stranicami a, Db, c, tedaj p — nr?.

Tako smo ugotovili: Če je nm kongruentno število, obstaja pravokotni trikotnik

s celimi stranicami in s ploščino mn rž, kjer je r naravno število. Tudi narobe je

res: če obstaja taka pitagorejska trojica x, y, z, da je ploščina pripadajočega

trikotnika m r?, je m kongruentno število. Zato bi bilo npr. n <— 1 kongruentno

število natanko tedaj, če bi obstajal pravokotni trikotnik, katerega stranice

bi bila cela števila, njegova ploščina pa kvadrat naravnega števila. Dokaz, da

takega trikotnika ni, najde bravec v knjigi [1] na str. 83.

Kako dobimo kongruentna števila? Napravimo tabelo pitagorejskih trikot-

nikov a, b, c. Pri tem je dovolj, če so v tabeli le primitivni pitagorejski trikot-

niki, tj. tisti, pri katerih so si stranice a, b, c paroma med seboj tuja števila.

Vsako primitivno pitagorejsko trojico pa dobimo po obrazcu

a — 2uv, b< u2—v?, c< u?t- v? (2)

Tu sta u in v poljubni med seboj tuji naravni števili, od katerih je eno sodo,

drugo liho. Da bo Bb pozitiven, vzamemo vu > v (glej [1], str. 61). Ko smo sesta-

vili tabelo pitagorejskih trikotnikov, izračunamo njihove ploščine. Če je plo-

ščina p deljiva s kakšnim kvadratnim faktorjem r?, delimo p z 72. Po tej poti

dobimo sčasoma vsako kongruentno število, če le gremo v zaporedju pitago-

rejskih trikotnikov dovolj daleč. Za zgled vzemimo pitagorejski trojici 12, 5,

13 in 8, 15, 17. Ploščina prvega trikotnika: p — 30 nima kvadratnega faktorja.

Pri drugem je ploščina p — 60 deljiva s 4 — 22, Po delitvi dobimo 15. Tako

smo našli kongruentni števili 15 in 30. Ker je vseh pitagorejskih trojic ne-

skončno mnogo, seveda ne moremo z gotovostjo trditi, da število m ni kon-

gruentno, če nismo še naleteli nanj, pa čeprav smo šli v zaporedju pitagorej-

skih trikotnikov zelo daleč; npr.: 41 je kongruentno število, in sicer prvo, ki

da po delitvi z 8 ostanek 1. Pravokotni trikotnik s stranicami a — 40/3, b —

— 123/20, c — 881/60 ima ploščino 41. V pripadajočem pitagorejskem trikot-

niku so stranice že kar velike: 800, 369, 881; dobimo jih iz obrazca (2) pri

u — 25, v — 16. Vendar bi to trojico vseeno kaj kmalu našli. Obstajajo pa raz-

meroma majhna kongruentna števila m, pri katerih ima tudi najmanjši pri-

padajoči pitagorejski trikotnik izredno velike stranice. Zgled za to je 157, ki

je kongruentno število. Najpreprostejši pravokotni trikotnik s ploščino 157

in racionalnimi stranicami pa je

2



6 803 298 487 826 435 051 217 540

U 411 340 519 227 716 149 383 203
b— 411 340 519 227 716 149 383 203

21 666 555 693 714 761 309 610

ec — 224 403 517 704 336 969 924 557 513 090 674 863 160 948 472 041

| 8 912 332 268 928 859 588 025 535 178 967 163 570 016 480 830

Pripadajoči pitagorejski trikotnik ima za hipotenuzo število, ki je v števcu

ulomka c. To je število z 48 ciframi. S prej opisano metodo gotovo ne bi brez

računalnika nikoli odkrili, da je 157 kongruentno število.

Pripomba. Ta trikotnik je našel D. Zagier. Pisec teh vrstic ne ve, s kakšno

metodo. Upa samo, da je števila pravilno prepisal. Preizkusa ni napravil.

V zvezi s kongruentnimi števili sta zato dva problema:

I. Najti kriterij, s katerim lahko za dano število ugotovimo, ali je kon-

gruentno ali ne.

II. Dobiti metodo, s katero najdemo pravokotni trikotnik z racionalnimi

stranicami in ploščino n, če že vemo, da je nm kongruentno število.

Prvo nalogo je deloma rešil J. Tunnell l. 1983 [3]. Povezal jo je z reševa-

njem preprostih diofantskih enačb. Tole je dokazal:

IZREK (Tunnell). če je liho število x, ki je brez kvadratnih faktorjev,

kongruentno, potem velja tole:

(A) Število rešitev enačbe 2x? -- y" -- 8z' — n v celih številih (x, y, z) je

dvakrat večje od števila rešitev enačbe 2x? -- y' -- 322? — n v celih številih.

Torej je pogoj (A) potreben za to, da je m kongruentno število. Ali je tudi

zadosten? Na to vprašanje daje Tunnell tale odgovor:

Če velja šibka Birch-Swinnerton-Dyerjeva domneva, je pogoj (A) zadosten:

Vsako število z, ki mu zadošča, je kongruentno.

Ker omenjena domneva ni dokazana, Tunnellova rešitev problema kon-

sruentnih števil še ni popolnoma zadovoljiva.

Preizkusimo zdaj Tunnellov kriterij na številu n — 3. V vsaki celoštevilski

rešitvi enačbe

2x2 - y? - 87? — 3 (3)

mora očtno biti z — 0. Enačba 2x? -- y? — 3 pa ima tele rešitve: x — tl, y —

— d l. Torej so štiri celoštevilske rešitve enačbe (3): (1, 1, 0), (1, —1, 0),

(—1,1,0) in (— 1, — 1, 0). Prav tako pa mora biti z — 0 v vsaki celoštevilski

rešitvi enačbe 2x? -- y? -- 32:22 — 3. Od tod sledi, da imata obe enačbi iste

rešitve, torej obe štiri rešitve. Pogoj (A) ni izpolnjen in 3 ni kongruentno šte-

vilo.

Vzemimo zdaj mn — 7. Spet mora biti z — 0 v vsaki celoštevilski rešitvi

enačbe 2x2 -- y? -- 8z? — 7. Toda enačba 2x" -- y? — 7 nima nobene celoštevil-

ske rešitve. Število rešitev enačbe 2x? -- y? -- 8z? — 7 je potemtakem enako

nič. Isto velja za enačbo 2x? -- y? -- 32z? — 7, ki tudi ne premore nobene re-

šitve v celih številih. Ker je 0 enako 2.0, je pogoj (A) izpolnjen. Res je 7 kon-

gruentno število, kar je vedel že Euler.

Bravec naj sam poišče vse celoštevilske rešitve enačbe 2x? -- y? -- 82? — 4l

in enačbe 2x? -- y? -- 327? — 41. Brez težave bo ugotovil, da ima prva 32 rešitev,

druga pa 16, to je polovico manj. 41 je kongruentno število.



Doslej je bilo m liho število. Če je n sodo, je n/2 liho število, saj n nima

kvadratnega faktorja, torej ni deljivo s 4. V tem primeru moramo pogoj (A)

zamenjati z

(A") Število rešitev enačbe 4x? -- y? -- 87? — n/2 v celih številih (x, y, z)

je dvakrat večje od števila takih rešitev enačbe 4x? -- y? -- 32z? — n/2.

Zgled. Pri m — 10 ima enačba 4x? -- y? - 8z? — 5 štiri rešitve, namreč x —

— t1, y-— t1, z — 0. Iste rešitve pa ima enačba 4x? -- y? -- 327? — 5, Zato

10 ni kongruentno število.

Dokaz Tunnellovega izreka je izredno zamotan in zahteven, saj je potrebno

poznanje številnih področij sodobne matematike, ne samo iz teorije števil,

temveč tudi iz teorije eliptičnih krivulj, modulskih form itd. N. Koblitz je

v navdušenju nad Tunnellovo rešitvijo napisal celo knjigo [2] in jo motiviral

s tem problemom. Toda čeprav ima knjiga okoli 250 strani, v njej ni celot-

nega dokaza Tunnellovega izreka.

V izreku je omenjena Birch-Swinnerton-Dyerjeva domneva. Kaj pravi ta

domneva, se ne da povedati s preprostimi besedami. Gre za tole: V nasled-

njem razdelku bomo spoznali, da je problem kongruentnih števil tesno po-

vezan z enačbo

n je kongruentno število natanko tedaj, kadar ima ta enačba neskončno reši-

tev v racionalnih številih x in y. Enačba (E,) pomeni neko kubično krivuljo

v ravnini (xy). Zaradi povezave z eliptičnimi funkcijami jo imenujemo tudi

eliptična krivulja. Oglejmo si splošnejšo kubično krivuljo

y? — xš — Ax — B CE)

Krivulja (£E) je nesingularna, če ima polinom na desni x3 — Ax — B same med

seboj različne ničle. Nesingularna krivulja (£) se imenuje eliptična krivulja.

Kadar nas zanimajo racionalne točke na krivulji (£), tj. točke z racionalnima

koordinatama x in y, po navadi vzamemo, da sta koeficienta A in B celi števili.

Vsaki eliptični krivulji E s celima (oziroma racionalnima) koeficientoma

A in B se da prirediti na precej zapleten način tako imenovana Hasse-Weilova

funkcija L(E,s). Ta funkcija je prvotno definirana za vsa kompleksna števila

s, ki imajo realno komponento Re s večjo od 3/2. Na polravnini Re s > 3/2 je

ICE, s) holomorfna funkcija. Domnevajo, da se da L(E,s5) analitično nadalje-

vati na vso ravnino s, tako da je povsod regularna, torej cela funkcija. Za

krivulje E, je ta domneva dokazana. Če se da L(E,s) analitično nadaljevati

na vso ravnino, je regularna v točki s — 1. Šibka Birch-Swinnerton-Dyerjeva

domneva pravi, da ima eliptična krivulja E neskončno racionalnih točk na-

tanko tedaj, ko je točka s — 1 ničla funkcije L(E, s), tedaj L(E,1) — 0. Doslej

te domneve v celoti ni še nihče dokazal, pa tudi protiprimera nihče ni našel.

Vendar sta pred kratkim B.H. Gross in D. Zagier dosegla v tej smeri določen

napredek. Uspelo jima je dokazati tole: Naj bo m tako naravno število, da

dobimo pri delitvi z 8 enega od ostankov 5, 6 ali 7. Potem je na krivulji £,

neskončno racionalnih točk, če je s — 1 enostavna ničla funkcije L(E,, 5). Nji-

hov dokaz vsebuje tudi metodo, kako najdemo v tem primeru racionalne

točke na krivulji £,. Ker določa vsaka netrivialna racionalna točka na E,,

pravokotni trikotnik z racionalnimi stranicami in ploščino n — to bomo videli

v naslednjem razdelku — je v tem primeru rešena tudi naloga IL.

4



2. Povezava z eliptičnimi krivuljami

Že Grki in Arabci so formulirali problem kongruentnih števil v tejle ekvi-

valentni obliki: Pri danem n je treba poiskati tako racionalno število u, da sta

razlika u? — n in vsota u? -- n kvadrata racionalnih števil. Velja namreč

IZREK 1. n je kongruentno število natanko tedaj, ko obstaja tako racio-

nalno število x, da so števila

x, x—n in xJ-n (4

kvadrati racionalnih števil.

DOKAZ. Naj bo mn kongruentno število in a, b, c racionalne stranice pra-

vokotnega trikotnika s ploščino mn. Potem je a? - b? — c? in ab — 2n. Za x

vzemimo število x — c?/4. Imamo

(c? -- 2ab) — i (a - b)?x —n — i(c? — 2ab) —< i(a—b)?, x - ns<— žBiH

Res so števila x, x —n in x - n kvadrati racionalnih števil c/2, (a — b)/2 in

(a -- b))2.

Denimo zdaj, da so vsa tri števila (4) kvadrati racionalnih števil, npr.

x — uč, x—n — v?in x -ns— W?, kjer so u, vy, We0. Pišimo a — w v, b —

— W— v in c — žu. Potem je a? -- bt — 2w? -- 2v? — 4x — du? — c?, Torej so

racionalna števila a, b, c stranice pravokotnega trikotnika. Njegova ploščina

je enaka 4 ab — 41(w?— v?) — n. Zato je v tem primeru m kongruentno šte-

vilo. Izrek 1 je v celoti dokazan.

Če so števila (4) kvadrati racionalnih števil u, v, w, je njihov produkt

Xx(x? — n?) kvadrat racionalnega števila uvw. Pišimo x — u?, y — uvw, pa vi-

dimo, da zadoščata x in y enačbi

yi — XSS—nN?x (5)

ki smo jo navedli že v prejšnjem razdelku. Če je n kongruentno število, ima

enačba (5) racionalno rešitev x — u?, y — uvw, pri čemer y »< 0.

Kakor smo že omenili, je (5) enačba eliptične krivulje, ki smo jo imeno-

vali E,. Narišimo jo. Desna stran v (5) je pozitivna, če leži x na intervalu

(— n, 0) ali na (nm, oo). Zato sestoji krivulja iz dveh vej. Ena veja, namreč tista,

ki leži med —n in 0, je sklenjena, druga se razteza v neskončnost. Krivulja je

simetrična glede na os (x) (sl. 1). Zanimajo nas racionalne točke na tej kri-

vulji, tj. točke z racionalnima koordinatama x in y. Trivialne racionalne točke

so tele: (0, 0), (m, 0) in (— x, 0). Pri vseh je ordinata y — 0.

Vsaki netrivialni racionalni točki (x, y) na krivulji E£,, to je taki točki, pri

kateri je y < 0, pripada racionalen pravokotni trikotnik s ploščino n. Posta-

vimo namreč

2n x

v
(id

bo kij ce m rm (6)
Bi v

Števila a, b, c, so pozitivna in racionalna. Ker je med nijmi zveza a? -- bt? —

— c?, so stranice pravokotnega trikotnika. In ker je zaradi enačbe (5) ploščina

tega trikotnika p — dab — n(xš — n?x)/y? — n, je n kongruentno število. Tako

smo dokazali



TRDITEV 2. n je kongruentno število natanko tedaj, ko leži na eliptični

krivulji E,, kakšna netrivialna racionalna točka.

Naj bo (xo, Yo) — To netrivialna racionalna točka na krivulji E,, tedaj

yo << 0. Postavimo v T, tangento na E,. Tangenta seče E,, še v eni točki T, —

— (x, Yi), ki ima tudi racionalni koordinati x;, v; (Sl. 1). To ugotovimo takole:

Smerni koeficient tangente je y'; dobimo ga z odvajanjem enačbe (5), tedaj

iz enačbe 2yy' — 3x? — n?. Od tod se vidi, da je smerni koeficient yo v ra-

cionalni točki 7, racionalno število (3xg? — n?)/2yo. Enačba tangente v T, se

glasi

Y — vo — Yo (X — 40) (7)

in ima racionalne koeficiente. Eliminirajmo zdaj y iz (5) in (7)

Yo? - 2yoyo (X — x) -- yo 2(X — x0)? — aš — ni? x (8)

To je kubična enačba za x. Če upoštevamo zvezo yo? — xo$ — n? xa, takoj vi-

dimo, da ima (8) dvojni koren x — x,. Njen tretji koren, označimo ga Z x;, je

abscisa točke T,, kjer tangenta drugič seče krivuljo E,. Kratek račun nam da

(xož -- n2)? |

dyo?

X, je racionalno število, ker sta x, in y, racionalna. Ordinata y;, ki jo dobimo

iz enačbe (7), če vstavimo vanjo x — x;, je prav tako racionalno število. Torej

je T, racionalna točka na E£,. Desna stran v (9) je kvadrat racionalnega šte-

vila, ki ni enako 0. Od tod sklepamo, da je tudi y;, -< 0. Če bi namreč bilo

My)

So AN / (x)

SI. 1. Krivulja 4y? — x? — n'x (pri n<— l



Yi — 0, bi bil tedaj x, — n ali x; < —n. Toda število m ni kvadrat. Zato T',

ni trivialna racionalna točka na E,,. (Tu smo izvzeli n — 1, ki ni kongruentno

število.)

V 7, lahko spet postavimo tangento na E, in poiščemo drugo presečišče

tangente s krivuljo. Tako pridemo do racionalne točke T3, ki ni trivialna. Če

nadaljujemo, dobimo zaporedje racionalnih točk T,, T,, T,, ... Ali so vse te

točke med seboj različne ali pa je lahko T; — T;, pri j -: k? Odgovor se glasi:

Vse točke T); so med seboj različne. To ugotovimo takole:

Koordinati x,, yo Sta racionalni števili. Pišimo x, — s/z, yo — t/w, kjer so

s, t, z, w cela števila, z >0, w>0, ulomka s/z in t/w pa naj bosta okrajšana.

Ker leži točka (x, Yo) na krivulji £,, imamo

s s—nz S — nz

Z Z Z

Yož — Koš — N?' Xa —

Vsi ulomki na desni so okrajšani. Vstavimo yo — t/w. Ker je tudi t/w okraj-

šan ulomek, mora biti i? —< s(s—nz) (s - nz) in wž? — z, Zadnja enakost

pove, da je z kvadrat naravnega števila, npr. z — r?, in od tod w — 15. Torej

sta x, in yo oblike x, — s/r2, yo — t/rš. Vstavimo to v (9). Abscisa x; je potem

kvadrat ulomka
V 2 pdset — n?r o re >O (10)

2r t 3

Ulomek vuj/r; na desni smo dobili tako, da smo ulomek na levi okrajšali,

kolikor se da. Ker sta si s in 7 tuja (x, — s/r? je okrajšan ulomek), faktor r

v imenovalcu 2r t pri krajšanju ostane in je zato r, deljiv z r. Če je 7 sodo

število, tudi faktorja 2 ne moremo krajšati, saj je tedaj s lih. Zato je v tem

primeru r; deljiv z 2r in potemtakem r,;, > 2r. Isto velja tudi tedaj, ko je r

lih. Zaradi enostavnosti dokažimo to le za liho število m. Če je s sod, je šte-

vec na levi v (10), namreč s? -- n?r4, lih in faktor 2 v imenovalcu se ne da

krajšati. Tako je spet r;, > 2r. Če pa je s lih, je vsota s? -- n?r' soda, toda

ni deljiva s 4, saj sta s? in m?r' kot kvadrata lihih števil oblike 8m - 1 in

8n -- 1. Vsota s? -- n? rt — 8(m -- n) - 2 tedaj ni deljiva s 4. Ker je i? —

— s(s — nr?) (s - nr?) in sta s—nr? ter s - nr? sodi števili, je tudi z sod.

Ker ostane po krajšanju z 2 v imenovalcu desnega ulomka (10) vsaj še en

faktor 2, je tudi zdaj r, > Žr.

Tako smo ugotovili, da je x, v okrajšani obliki kvadrat ulomka u;/r;, kjer

je r, > 2r. Zato je x; — ujirj? < s/r? — x.

Če ima točka 7; koordinati x;, Y;, Je seveda abscisa x;, prav tako kvadrat

racionalnega števila, npr. x; — (u;/r;)?, kjer je ulomek u,;/r; okrajšan. Pri tem

velja r;, > ž2rj;, ,. Imenovalci 7; z indeksom k strogo naraščajo. To pomeni,

da so vse abscise x; med seboj različne in isto velja za točke T;. Tako smo

dokazali

IRDITEV 3. če leži na krivulji Z, kakšna netrivialna racionalna točka,

potem je na njej neskončno racionalnih točk.

Abscisa x, točke T; je kvadrat (u;/r;)?. Iz obrazca (9) dobimo

2 — o — m2)? 2 1 2m xa, — ni)?x, ug Sa 2n x. — n?) x bne -- 2n xy — ni?) 1

dye? dye?



Torej so xX,, x; —n, x; - n kvadrati racionalnih števil. Iz dokaza izreka 1 je

razvidno, da je x; — (c,/2)?, kjer je c; — 2uy/r, hipotenuza pravokotnega tri-

kotnika z racionalnimi stranicami in ploščino mn. Prav tako so seveda x,,

X; —n, x; iu kvadrati racionalnih števil, saj dobimo x; — mn in X; - n iz

obrazcev (11), če na desni zamenjamo x, z X;., in yo Z yy,.4. Zato je tudi

Cy, — 2uj;/T,, hipotenuza pravokotnega trikotnika z racionalnimi stranicami in

ploščino m. Vse hipotenuze c;, kx— 1,2, ..., so med seboj različne. Tako

smo dokazali

IRDITEV 3a. Če je nm kongruenino število, obstaja neskončno različnih

pravokotnih trikotnikov z racionalnimi stranicami in ploščino x. |

Za zgled vzemimo n <— 6, ki je ploščina trikotnika s stranicami 3, 4, 5. Na

pripadajoči eliptični krivulji y? — aš — 36x leži racionalna točka T, s koordi-
natama x, — 25/4, v, — 35/8. Po obrazcu (9) dobimo x; — 12012/140?. Torej je

prav tako c — - 1201/70 hipotenuza pravokotnega trikotnika s ploščino 6. Ka-
teti pa sta a — 120/7, b — 7/10.

LITERATURA

[1] J. Grasselli, Diofantske enačbe, Knjižnica Sigma 38, Ljubljana 1984.

[2] N. Koblitz, /niroduction to Ellip tic Curves and Modular Forms. Graduate
Texts in Mathematics 97, Springer Verlag 1984.

[3] J. Tunnell, A classical Diophantine problem and modular forms of weight
3/2. Inventiones Math. 72 (1983) 323—3234.
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Vertex Operators in Mathematics and Physics, Edited by J, Lepowsky, S. Man-

delstam and I. M. Singer. Proceedings of a Conference, November 10—17, 1983.

Mathematical Sciences Research institute Publications 3, Springer Verlag, New

York 1985, 482 str.

Obravnavana knjiga je izšla kot tretja publikacija novega matematičnega raz-

iskovalnega instituta, povezanega s kalifornijsko univerzo v Berkeleyu. Vsebuje

referate s kongresa, ki je obravnaval dosežke na novem področju matematične

fizike. Gre za afine Liejeve algebre, t.i. Kac-Moodyjeve algebre in njihovo pove-
zavo z nekaterimi operatorji v kvantni teoriji polja. Podana je tudi zveza z Rie-
mann-Hilbertovim problemom, ki sprašuje o tem, kako lahko določeno funkcijo

iz enotske krožnice v matrike izrazimo kot produkt funkcije, analitične v notra-

njosti enotskega kroga, in funkcije, analitične zunaj tega kroga. Obstaja tudi zveza

z Yang-Millsovo teorijo renormalizacije in drugimi fizikalnimi problemi. Med av-

torji najdemo tudi Mirka Primca z zagrebške univerze.

Teorija je večinoma delo fizikov. Gre za prav težko in eksotično matematiko,

tako končno kot neskončno dimenzionalne Liejeve algebre, analitične operatorske

funkcije itd. Tudi matematiki bodo verjetno na tem področju našli mnogo spod-

bude za nadaljnje delo. Res pa je, da je matematiku mnogo teže videti povezavo

med teorijo in konkretnim fizikalnim problemom (ki jih je po prejšnjem prese-

netljivo veliko) in zakaj enkrat ta teorija je uporabna, drugič pa ne.

Podpisani je v Berkeleyu nekaj časa hodil na seminar z naslovom Gauge theo-
ries pod vodstvom 1.M. Singerja. Snov seminarja je bila v tesni zvezi s snovjo
te knjige in je bila prav zanimiva tudi z matematičnega stališča. Vendar je sča-

soma prišlo do zanimivega pojava. Matematikov med poslušalci je bilo zmeraj

manj, preostali fiziki pa so bili zmeraj bolj aktivni. Zato domnevam, da bo tudi

obravnavana knjiga pri nas zanimiva predvsem za fizike.

Peter Legiša
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MATJAŽ OMLADIČ

Math. Subj. Class, (1980) 62 H 25

V članku sta podani osnovna motivacija in preprosta intuitivna pot do stati-

stičnih metod glavnih komponent in faktorske analize.

THE FIRST STEP TO FACTOR ANALYSIS

The statistical methods of Principal Components and Factor Analysis are

explained in a simple intuitive way and the motivation of these methods is given.

0. Se preden začnemo,

naj od branja teh vrstic odvrnemo tiste, ki o faktorski analizi že kaj vedo,

ta člančič jim namreč ni namenjen. Pisec te umetnine si je na vse kriplje

prizadeval, da bi jo mogel doumeti vsakdo, ki je kdaj končal katerokoli smer

matematike in tako dobil prvi vtis o tej zanimivi, pomembni, a dokaj težavni

metodi matematične statistike.

1. Za začetek malo fizike (poudarek na »malo«)

Oglejmo si najprej s posebnega zornega kota enega dobro znanih pojmov

klasične fizike; če želimo biti zelo natančni, bi lahko raje rekli, mehanike.

Gre za vztrajnostni moment. Imejmo sistem mas m; v točkah s krajevnimi

vektorji r; zati. 1, 2,..., N. Sistem naj bo togo povezan in naj kroži okrog

fiksne osi. Označimo z w vektor kotne hitrosti, to je vektor, katerega velikost

je proporcionalna kotni hitrosti vrtenja sistema, smer se ujema s smerjo osi

vrtenja, usmerjen pa je tako, da kaže pot desnemu vijaku, ki ga vrtimo tako

kot sistem. Tedaj je hitrost krožeče točke s krajevnim vektorjem r; enaka

celotno vrtilno količino sistema pa dobimo, če uporabimo znano formulo za

dvakratni vektorski produkt

N N N

Po b> m;X; X V; — Ž m;x; X (o X 6;)) — S m/(;.r;) o —(;. 00) r]

Pri tem smo z znakom X označili vektorski, z znakom . pa skalarni pro-

dukt. Dogovorimo se, da bo odslej znak a za nas avtomatično pomenil vektor

stolpec, znak aT pa bo pomenil transponirani stolpec, torej vektor vrstico.

V teh oznakah lahko skalarni produkt a.b zapišemo tudi v obliki aTb ali

pa v obliki bTa, pri čemer razumemo, da neoznačena operacija pomeni mno-

ženje matrik. Jasno je, da nam množenje vrstice s stolpcem v tem vrstnem

redu da skalar, množenje stolpca z vrstico v tem vrstnem redu pa nam da

matriko reda 3 X 3. Zdaj pa prepišimo zgornjo enačbo na novi način!

! Fizikom bi bil najbrž tu bolj všeč »brezkoordinatni« zapis z dtadnim pro-

duktom. Ta priredi vektorjema a in b operator (a; b), definiran s predpisom

(a; b)x — (a.x)b.
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N | N

T <— $ m[4GTr) o—r;rT o] < V m[(GTr;) I —;1/7] o
i—l il

Pri tem smo z Z označili identično matriko reda 3 x 3, bralca pa opozar-

jamo, da je produkt stolpca z vrstico r;r;T tudi matrika reda 3 X 3. Matriki

N

J; — V mg (riTr;) 1 —r;r;T]
i—l

pravimo fizikalni vztrajnostni moment danega sistema točkastih mas. Ta mo-

ment nam posreduje preprosto linearno zvezo med vektorjem kotne hitrosti

in vektorjem vrtilne količine, če oba gledamo kot stolpca

T—<JoE

Do geometrijskega vztrajnostnega momenta J, pa pridemo, če fizikalnega

delimo s celotno maso sistema

N

m — m;

i—l

Vpeljimo oznake p; — m;/m, za i— 1,2, ..., N, pa dobimo od tod nepo-

sredno izražen geometrijski vztrajnostni moment

N

J, — $ pl(riTr) I — r; r;T]
isl

Mimogrede povejmo, kar je bralcu gotovo že znano, pa tudi izpelje lahko

kaj hitro iz zgornjih enačb, da sta oba vztrajnostna momenta simetrični ma-

triki, torej velja J;T — J, in J,T — J,.

Ker je
N

x pi—l
i—1

nam sistem krajevnih vektorjev r; s pripadajočimi količinami p;, za i— 1, 2,

... N (te količine so, mimogrede bodi povedano, brez enote), določa neko

diskretno verjetnostno porazdelitev. Vpeljimo matriko drugih začetnih mo-

mentov te porazdelitve
N

M — E(rrT) — S p;r;r;T
i—l

(tu smo z E označili matematično upanje po zgornji diskretni verjetnostni po-

razdelitvi). Za nas bo v nadaljnjem razmišljanju matrika drugih momentov

celo pomembnejša od vztrajnostnega momenta. Kaj hitro pa se lahko tudi

prepričamo, da iz matrike M lahko dobimo tudi matriko J,. Naj bo namreč s

sled matrike M, to je vsota njenih diagonalnih elementov

3 N

s — sled(M) — 9 m;; — > pila? t yi tt zč) —

isl

N

piriT r;)
jsl —1lz

zdaj pa že lahko zapišemo vztrajnostni moment na popolnoma »verjetnostni«

način

J], <sI—M
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Povejmo še to, da bi bila lahko masa ali verjetnost v zgornjem primeru

tudi zvezno razmazana po prostoru. V tem primeru bi morali pač v formulah

za vztrajnostni in za drugi začetni moment nadomestiti vse vsote po i— 1,2,

... N s trojnimi integrali po prostoru.

2. Pa še nekaj linearne algebre

Zastavimo si tole vprašanje: V kateri smeri naj se sistem masnih točk iz

prvega razdelka vrti, da bo imel pri konstantni velikosti kotne hitrosti naj-

večjo ali pa najmanjšo kinetično energijo? Pri tem fiksirajmo izhodišče in

dopuščajmo različne osi vrtenja skozi to točko.

Kinetično energijo sistema dobimo, če upoštevamo v osnovni definiciji

klasične fizike znane formule za mešani produkt

N N N

W — š S m;vyT v; < šSmjo X r)T (o X r;) — $>, mdto,T;, o X T;) —
i—l isl i—i

»

N N

— 3 > m;(r;, co X r;, v) < 3X m;oT(r;X (o Xr)) < šeTT<šoeTtJ;o
i—l i—1l

Poiskati moramo torej ekstreme funkcije

Hoi, va, 03) — woTJ; o

pri pogoju konstantne velikosti kotne hitrosti. Enote pa lahko vselej izbe-

remo tako, da je konstanta enaka 1. Zato se lahko omejimo na primer, ko je

omejitveni pogoj kar

oTyw<—1l

Problem pa raje formulirajmo še nekoliko splošneje. Naj bo

dji PE 4,1

A —

dni... dn

poljubna simetrična matrika reda n X n. Neznanke X;, Xs, ..., X, razvrstimo

v stolpec n-terko x. Določiti jih želimo tako, da bo funkcija

(Xi, Xo, ..., X,) — xTAx

imela največjo ali najmanjšo možno vrednost pri pogoju

| xTx— 1]

Naloge se lotimo z znano Lagrangevo metodo. Vpeljimo novo neznanko ;,

ki ji pravimo Lagrangev koeficient ali Lagrangev multiplikator. Z njo pomno-

žimo »vez« xT x — 1 — 0 in jo prištejemo k dani funkciji ali odštejemo od nje.

Iščemo ekstreme tako dobljene funkcije

F(X;, Xa, ..., X75;A) << xT Ax—A(iaTx—lh

Ko izenačimo parcialni odvod funkcije F na spremenljivko x; z nič, do-

bimo
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zai— 1,2, ..., m, te skalarne enačbe pa po krajšanju z 2 združimo v vektor-

sko enačbo

Ax—;x (1)

Ker mora vektor x ustrezati pogoju xT x — 1, mora biti neničeln, neničel-

nim vektorjem x, ki ustrezajo pogoju (1), pa pravimo lastni vektorji matrike

A. Številom ;, pri katerih ima (1) neničelno rešitev x, pravimo lastne vred-

nosti matrike A. Tako smo spoznali, da moramo kandidate za ekstrem funk-

Cilje f iskati med lastnimi vektorji matrike A.

S tem pa se vsaj na videz dokončni rešitvi problema še nismo kaj prida

približali. Da bi lahko problem rešili, bomo morali uporabiti nekoliko globlje

rezultate linearne algebre. Prikličimo si v spomin, da ima vsaka simetrična

matrika A reda n X n n realnih lastnih vrednosti, če le vsako štejemo toliko-

krat, kolikor znaša njena algebraična kratnost (karkoli že to pomeni). Ozna-

čimo te lastne vrednosti z ),, %3, ..., 2,, in se domenimo, da so že urejene po

vrsti torej % Z /z Z ... Z ),. Poleg tega vemo, da lahko k vsaki lastni vred-

nosti 3); najdemo po en lastni vektor y; za i— 1, 2, ..., n in to tako, da so

vektorji y; drug na drugega pravokotni, njihova dolžina pa je enaka 1. Vse

te ugotovtive zapišimo še simbolično

vy lei) (2)

A yi — liyYi (3)

Zaradi pogoja (2) morajo biti vektorji y;, Vs, ..., y, linearno neodvisni, kot

se lahko hitro prepričamo. Če namreč enačbo

di Yi ro... Z dn Yu — O

pomnožimo skalarno z vektorjem x;, dobimo od tod a; — 0 za vsak i — 1,2,

..., n. Ker je teh vektorjev natanko n, morajo tvoriti bazo celega m-razsežnega

vektorskega prostora m-terk. Razvijmo zdaj poljuben stolpec n-terk x po tej

bazi

X — diYi T ... Fr an Y,

Zaradi (3) je tedaj

od tod zaradi (2)

xT Ax — ažij Ht ... ž avih,

zaradi (2) pa tudi velja

NA xIl x — diž - ..- dni

Če torej velja xT x — 1, mora biti xTr Ax x", in xTAxz.z);, Ker pa je po

drugi strani

in

yiT Ay; —yiTAi Yi —<Mh

se rešitev našega problema glasi: Funkcija f doseže maksimum ;/, v smeri y;

in minimum ;, v smeri y,. Vseh mn »stacionarnih smeri« je paroma pravo-

kotnih.
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Kaj nam ta rešitev pove o problemu z začetka razdelka? V trirazsežnem

»običajnem« vektorskem prostoru obstajajo tri med seboj pravokotne smeri

Vi, Ve in ya, ki jim pravimo glavne osi vztrajnostnega momenta. V (vsaj) eni

od teh doseže kinetična energija pri konstantni velikosti kotne hitrosti svoj

maksimum in v (vsaj) eni doseže svoj minimum.

Tudi v splošnem, n-razsežnem primeru pravimo vektorjem y;, Ve, ..., Y,

glavne osi simetrične matrike A. Glavne osi simetrične matrike so vselej pa-

roma pravokotne.

Kot zanimivost povejmo še to, da imata matrika drugih momentov M in

geometrijski vztrajnostni moment J, iz prvega razdelka iste glavne osi. Če so

i,, ža in 48 lastne vrednosti matrike M v treh glavnih smereh, potem ima ma-

trika J, v istih smereh lastne vrednosti ;s -- 23, 23 -- 2, in |, -t 32. O tem se bo

lahko bralec tudi sam kar hitro prepričal.

3. Vprašanje si zastavimo ob zgledu

Po kvadru s stranicami a, b in c naj bo masa (ali verjetnost, če že hočete)

enakomerno zvezno razmazana. Izhodišče koordinatnega sistema postavimo

v težišče kvadra, osi pa naj bodo vzporedne s stranicami, kakor kaže slika.

Izračunajmo matriko drugih momentov. Najprej je

alž

1 11 3 3 2
Mj, — E(x?) — ! x? dx dy dz —— | x? dx — (> ŠYLo.E

abc a a3|Y2 2 12
| —aj2

Nato izračunamo še

aj2 j bj2

mMjo — E(xy) — xydx dy dz <— |xdx—- |ydy—-0
abc a b

—a]2 —bj2

13



Zaradi simetrije mora biti matrika drugih momentov enaka
— o —

— 0 0
12

M<; 0 — (00 4)

12

o o —

Sled te matrike je

s — a? - bt - ce?

12

torej je vztrajnostni moment
— pa h —

77€ 5 0
12

I, — o PEŠ ob
12

2 1. b2

0 po PT?

Imeli smo »srečo«. Glavne osi obeh matrik se ujemajo s koordinatnimi

osmi. In sicer je

yit —<110 9]

yaT — [0 1 0]

| 2 b2 2

Lastne vrednosti matrike (4) so enake ? , —in č , lastne vrednosti matrike
be 4 ce gi 4 ce? a? J- b2 12 12 12

J, pa , in ———.
12 12 12

Po vseh teh pripravah je končno dozorel čas, ko si lahko zastavimo glavno

vprašanje. Kako ugotoviti, ali je neka masna oziroma verjetnostna porazde-

litev zares razmazana v vse smeri, ali pa se morda drži približno na neki

ravnini ali celo na neki premici? Odgovor na to vprašanje bomo prebrali iz

matrike drugih momentov. Najprej ga bomo seveda poiskali na našem pre-

prostem zgledu.

Denimo, da je naš kvader v resnici zelo tanka plošča. Da bi to še posebej

poudarili, vpeljimo za tretjo stranico novo oznako c — 8, kjer naj bo število č

zelo majhno v primerjavi s številoma a in b. Matrika drugih momentov ima

O? .. a?
tedaj tretjo lastno vrednost Ta zelo majhno v primerjavi s prvima dvema Ta

in-. Vsa masa je skoncentrirana približno v ravnini (x, y).

Kaj pa, če je naš kvader tanka palica? V tem primeru je b < c — a, kjer

je število 8 zelo majhno v primerjavi s številom a. Druga in tretja lastna
2

vrednost matrike M drugih momentov sta tedaj enaki —, torej sta zelo majh-
a? . . .

ni v primerjavi s prvo lastno vrednostjo —. Vsa masa je skoncentrirana pri-

bližno ob osi x. 12
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Tudi v večrazsežnem primeru si bomo drznili obdržati to intuitivno pred-

stavo. »Masi«, to je verjetnosti, ki je na neki način razporejena po m-razsež-

nem prostoru, bomo priredili matriko drugih momentov. Tej bomo poiskali

glavne osi. Če bodo lastne vrednosti v prvih r paroma pravokotnih glavnih

smereh bistveno večje od lastnih vrednosti v preostalih n-r smereh, potem

bomo rekli, da je verjetnost skoncentrirana približno v r-razsežnem podpro-

storu, napetem na prvih r glavnih osi. |

Opozorimo naj še na eno dejstvo, ki smo ga doslej privzemali skoraj mol-

če. V zgledu iz tega razdelka smo izhodišče koordinatnega sistema postavili

avtomatično v težišče. Kadar imamo opravka z verjetnostno porazdelitvijo na-

mesto z masno, ima vlogo težišča točka matematičnega upanja verjetnostne

porazdelitve. Na zgledu iz tega razdelka pokažimo, kako neprijetno se lahko

zabriše obnašanje mase iz matrike drugih momentov, če premaknemo izho-

dišče v kakšno nerodno izbrano točko.

Kot prvi zgled premaknimo izhodišče v točko

r"T —[ka, kb, kc]

kjer je k primerno izbrano realno število. Po kratkem računu dobimo novo

matriko drugih momentov

aa om

mre kt ab kžac
12

| l
M, — ktab (et z)e k? bc

| 12

1
kžac k? bc ua oje

Če je k zelo velik, tako da je k"? mnogo večje od D5' ima M, eno glavno

os približno v smeri vektorja r; z zelo veliko lastno vrednostjo, ki je blizu

številu k?(a? -- bt? -- c?), Drugi dve glavni osi sta približno pravokotni na

smer r; in lastni vrednosti v teh dveh smereh sta zelo majhni v primerjavi

s prvo lastno vrednostjo. Naj imamo opravka s kocko, tanko ploščo ali tanko

palico, videti je, kot da bi bila vsa masa skoncentrirana skoraj na premici.

Do tega učinka je prišlo, ker smo se s točko zelo oddaljili od mase, zato

matrika drugih momentov »vidi« celotno maso kot približno točko v daljavi.

Premaknimo zdaj izhodišče še na en način. Če ga prenesemo v točko

Cc

k ( 12
postane matrika drugih momentov

na)
T—- až

% o 0
12

M,—| 0 bt -- ce b c

H 12 12

0 be b?-ež

C 12 l2 —
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Ta matrika ima lastne vrednosti

a? . bt be -te? bit —bc- ec?

12 Hi 12 12

v glavnih smereh

1 1 1 1
vit — 1, 0, 0 , ysT — 0, ——:; TOO—— IS ysT zz 0, —,. —a dai S z JA

Če bi imeli v tem primeru opravka s tanko ploščo in bi bilo število c — 6

mnogo manjše od števil a in b, tega iz matrike Ms ne bi mogli ugotoviti, saj

nobena od njenih treh lastnih vrednosti ne bi postala bistveno manjša od

preostalih dveh.

Bodita nam ta dva zgleda dovolj za zaključek: Če hočemo iz lastnih vred-

nosti in glavnih osi matrike drugih momentov sklepati na porazdelitev mase

oziroma verjetnosti, naj bo ta matrika izračunana glede na točko težišča te

mase oziroma glede ria točko matematičnega upanja verjetnostne porazde-

litve.

4. In zdaj je na vrsti statistika

Pogosto imamo opravka z veliko količino podatkov. Merimo jih v »točkah«,

ki jim pravimo statistične enote. Tako so statistične enote lahko ljudje, pre-

bivalci kakega kraja, pokrajine ali države, lahko so podjetja, gospodarske

panoge, posamezna geografska območja v kaki državi, lahko pa tudi cele

države ali skupine držav; včasih so statistične enote lahko tudi dogodki, na

primer nesreče, telefonski klici na centrali, splavitve novih ladij in še mar-

sikaj. Realnim vrednostim, ki jih imamo podane za posamezne statistične

enote, pravimo statistične spremenljivke. Nekateri slovenski avtorji uporab-

ljajo v približno istem pomenu pojem statistični znakt. Za vrednosti spre-

menljivk zahtevamo, da so bile izmerjene na vseh statističnih enotah na isti

način. Kot tipičen primer takih podatkov si zamislimo nabor N statističnih

enot, ki jih zaradi lažjega razpoznavanja oštevilčimo z zaporednimi števili

od 1 do N. Na vsaki od teh enot izmerimo po m statističnih spremenljivk, ki

jih prav tako označimo z zaporednimi številkami od 1 do n.' Navadno zahte-

vamo, da je vsak od m podatkov izmerjen na vseh N statističnih enotah. Če

bi na kateri od enot ne imeli izmerjenih vseh podatkov, bi jo morali žal za-

vreči. Označimo z X;; vrednost, ki jo ima i-ta spremenljivka na j-ti statistični

enoti, zai—l,2,...,n, j<—1,2,..., N. Vse podatke pospravimo v matriko?

Xyi Xjz ... Xiw

Kako si bomo to goro podatkov »geometrijsko« predstavljali? Zamislili

si bomo, da je vsaka od N statističnih enot točka. Ker imamo za vsako po m

realnih podatkov, si jo bomo »narisali« kot točko v n-razsežnem realnem vek-

torskem prostoru. Pri tem nam bo j-ti stolpec matrike X

? V statistiki se pogosto uporablja N za velikost populacije, mn za število enot

in zn za število spremenljivk.

s Opozorimo naj, da statistiki radi z X označijo matriko, ki je tej transponirana.
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Xaj |
X;<|.,

KJ
pomenil pravokotne koordinate j-te točke v prostoru R", za j—1,2,..., N.

Vsaki točki pripišimo še njeno »maso«, to je verjetnost. Če so vse statistične

enote med seboj enakovredne, bomo seveda vsem točkam pripisali isto ver-

jetnost. In ker mora biti celotna verjetnost enaka 1, bo imela vsaka od točk

verjetnost —. Vektor matematičnega upanja tega sistema točk lahko sedaj

N

- 1

njaN

izračunamo takole

Če označimo z e vektor stolpec, sestavljen iz N enic, lahko to formulo za-

pišemo krajše v matrični obliki

Iz vektorja matematičnega upanja lahko hitro dobimo matematično upa-

nje v katerikoli smeri prostora. Naj bo ye ik" poljuben enotni vektor, to po-

meni, da je yTy — 1. Iz danih statističnih spremenljivk lahko tvorimo novo

spremenljivko, ki ima na j-ti statistični enoti vrednost

un

V; — xi Xij

Če zvrstimo podatke v vrstico YT — [Y, Ys ... Yy], lahko to, novo stati-

stično spremenljivko zapišemo

Matematično upanje te spremenljivke je število

— 1 1 —

Y — —(yTXj)e — —yT(Xe) — yTX
N 4 N

Premaknimo zdaj izhodišče koordinatnega sistema v težišče. Matrika vred-

nosti spremenljivk se spremeni v

rna 1 1

N N

Matriki drugih momentov v tako premaknjenem koordinatnem sistemu

pravimo matrika centralnih drugih momentov in jo označimo z D.
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NA 1
Do oXKro lx I—žeer) (— eer)ar -

N N NO, N

2x — ee ceni zeeteer jr
N N N N2

1 1 1 NI
—— x I— cer JXr o XAT—XXH
N N N

Matriki D rečemo tudi variančno-kovariančna matrika ali disperzijska

matrika ali na kratko disperzija. Besedi varianca in disperzija uporabljamo

v ožjem pomenu tudi kot sinonima za diagonalne elemente matrike D, izven-

diagonalnim pa pravimo kovariance.

Izberimo si spet smer y v m-razsežnem realnem prostoru in ji priredimo

statistično spremenljivko YT — yT X. Njeno matematično upanje smo že iz-

računali in dobili Y — yT X. Disperzija te spremenljivke pa je po definiciji

enaka matematičnemu upanju kvadratov odstopanj te spremenljivke od nje-

nega povprečja, torej je

N

D, — —(YV;j—Y)? —- — (Y—YeT(Y—Ye-—
N N

jel

2 yrX—. yrXee? kryo zeerxry) — z yršXry - yrDy
N N N N

Disperzija D,, v smeri y se torej zelo preprosto izraža z matriko D, saj je

kar enaka yT D y. Spomnimo se zdaj ugotovitev iz drugega razdelka, pa bomo

kaj preprosto znali odgovoriti na naslednje vprašanje: V katero izmed smeri

so točke najbolj razpršene, točneje, v kateri smeri je disperzija največja?

Poiščimo lastne vektorje in lastne vrednosti simetrične matrike D. Ker

je za vsako smer y število yT Dy vsota nekih kvadratov realnih števil, mora

biti to število nenegativno, torej je matrika D po definiciji pozitivno semi-

definitna. Iz linearne algebre pa vemo, da je simetrična matrika pozitivno

semidefinitna natanko takrat, kadar ima vse lastne vrednosti nenegativne.

Vse lastne vrednosti matrike D so torej nenegativne, največja med njimi,

h, pa je enaka maksimalni možni disperziji, ki je dosežena v »glavni« smeri

y,. V tej smeri so torej naše točke najbolj razpršene.

Zdaj pa si poglejmo (mn — l1)-razsežni podprostor prostora IR", ki ga se-

stavljajo vektorji, pravokotni na vektor y;. V tem podprostoru je največja

možna disperzija enaka drugi lastni vrednosti matrike D, to je )2. Ta disper-

zija je dosežena v smeri druge glavne osi yz. Postopek nadaljujemo. Denimo,

da smo že določili maksimalne disperzije 2; Z 42 Z ... Z 1, v glavnih smereh

Yi, Va, ..., Vs. V podprostoru vektorjev, ki so pravokotni na vseh teh r smeri

(ta podprostor ima razsežnost nm — r), je maksimalna možna disperzija v enot-

ni smeri enaka (r -- l)-vi lastni vrednosti 3,,; matrike D in je dosežena v

smeri glavne osi y,,,. Seveda se nam lahko zgodi, da je pri nekem r lastna

vrednost ),,,; zanemarljivo majhna v primerjavi z lastnimi vrednostmi );, 4x,

.. hy. To pomeni, da je v primerjavi z disperzijami v smereh y;, ysa, ..., y,

maksimalna disperzija v podprostoru, pravokotnem na te smeri, zanemar-
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ljivo majhna. Rečemo lahko, da je praktično vsa verjetnost skoncentrirana

v smereh y;, Y2, ..., Y,. To dejstvo bomo uporabili, kadar bomo imeli opravka

z velikim številom spremenljivk (deset, morda celo več desetin), izmerjenih,

seveda, na še večjem številu statističnih enot (sto, morda celo tisoč). V tej

veliki količini spremenljivk se nam kaj lahko zgodi, da so nekatere med

seboj povezane, ali pa, da so nekatere v primerjavi z drugimi statistično ne-

relevantne. Lahko se torej iz tega ali onega razloga zgodi, da bi mogli pri-

bližno isto informacijo popisati že z bistveno manjšim številom spremenljivk.

V ta namen bomo uporabili tu opisano metodo. Izbrali bomo 7 smeri in jim

priredili z novih spremenljivk

VYT—<yTX

za i—1, 2, ..., r. Te spremenljivke, ki jim bomo rekli glavne komponente,

so linearne kombinacije prvotnih. Če bomo izbrali dovolj velik 7, bomo vanje

prenesli večino informacije, ki je skrita v spremenljivkah X. Število 7 bo lah-

ko bistveno manjše od števila n prvotnih spremenljivk. In kako izbrati šte-

vilo r? Eden od najpreprostejših in najbolj razširjenih »kuharskih receptov«

za ta primer pravi: v model vključi vse tiste glavne smeri, katerih lastne vred-

nosti niso manjše od — sled (D). Seveda obstajajo mnogi statistični preizkusi

za določitev števila r. "

Statistični metodi za analizo podatkov, katere eno od osnovnih variant
smo tu poskušali preprosto opisati, pravimo navadno metoda glavnih kom-

ponent. Bralca naj še enkrat opozorimo, da je bil naš pristop predvsem intul-

tiven. Vsaka resnejša utemeljitev te metode bi terjala še mnogo prelitega

črnila, da o preliti matematiki niti ne govorimo.

5. Naš cilj v daljavi — faktorska analiza

Z metodo glavnih komponent, takšno, kakršno smo popisali v prejšnjem

razdelku, še nismo čisto zadovoljni. Prva stvar, ki bo zbodla v oči vsakogar,

ki ima občutek za »fiziko«, so enote, v katerih izražamo vrednosti spremen-

ljivk. To, kar smo v prejšnjem razdelku počeli, so bile v bistvu translacija,

rotacija in morda še zrcaljenje prvotnega koordinatnega sistema. Koordi-

natni sistem pa ima smisel vrteti le, kdar so vse koordinate merjene v istih

enotah. In to se nam v statistiki le redkokdaj primeri.

Problem si poskušajmo osvetliti ob temle preprostem zgledu. Statistične

enote naj bodo ljudje, spremenljivki pa višina in teža. Če bomo »pomotoma«

merili višino v milimetrih in težo v tonah, bo seveda višina videti milijonkrat

pomembnejša od teže in bomo slednjo smeli brez skrbi zanemariti. Če pa

bomo merili višino v kilometrih in težo v gramih, bo teža postala milijonkrat

pomembnejša od višine. Tokrat bomo smeli zanemariti višino, pa čeprav so

podatki v bistvu isti kot v prejšnjem primeru. Obakrat so nas neprimerno iz-

brane merske enote pripeljale v položaj, ki mu statistiki popularno pravijo

»seštevanje jabolk in hrušk«.

Nobena statistična metoda seveda ne sme biti odvisna od izbire enot, v ka-

terih merimo posamezne spremenljivke. Da bi ta problem obšli, moramo tudi

pri tej metodi uporabiti star in preizkušen trik, ki mu pravimo standardiza-

cija statističnih spremenljivk. Prvi korak k standardizaciji smo v bistvu že

napravili, ko smo premaknili koordinatno izhodišče v »težišče« sistema. Zdaj
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moramo le še ustrezno »utežiti« posamezne koordinate. V matriki D central-

nih drugih momentov ima (i, ])-ti element enoto, ki je produkt enot i-te in

j-te spremenljivke. Enota diagonalnega elementa, disperzije d;, je torej ena-

ka kvadratu enote i-te spremenljivke. Kvadratnemu korenu iz disperzije o; —

— V di; pravimo standardna deviacija i-te spremenljivke. Enota standardne
deviacije se ujema z enoto spremenljivke. Če kovarianco med t-to in j-to

spremenljivko delimo s standardnima deviacijama teh dveh spremenljivk,

dobimo korelacijski koeficient

d;;
(>)

Gi 0;
Tij —

ki je torej količina brez enote. O njem pa lahko povemo še nekaj. Spomnimo

se namreč, kako smo izračunali kovarianco

N

1 so — —
di; < — i (Xi; — X) (X;; — X;)

N

k-i

pa dobimo po Cauchy-Schwarzevi neenačbi

N N |

< Ne >, Ku— Iv Xn — A): — dyd,;
N2

ki ki

zato leži realno število r;;, definirano z enačbo (5), vselej na intervalu [— 1, 1].

Števila r;; razvrstimo v korelacijsko matriko

idi"

gi ... Fin

R—

a

Tai ee. Pan

do te pa lahko pridemo še na en način. Na naših statističnih enotah defini-

ramo »nove« spremenljivke tako, da od vsake vrednosti te spremenljivke od-

štejemo njeno povprečno vrednost in rezultat delimo s standardno deviacijo

te spremenljivke. Tako dobljeni spremenljivki, ki je brez enot, pravimo stan-

dardizirana statistična spremenljivka. Za razliko od matrike vrednosti prvot-

nih spremenljivk, označimo matriko vrednosti standardiziranih spremenljivk

s črko Z. V matrični obliki je standardizacijo zelo preprosto zapisati. Če ozna-

čimo s S diagonalno matriko z elementi 6; po glavni diagonali, je

Z — S-(X —XeT) - Sa X

Disperzijska matrika standardiziranih spremenljivk pa je očitno enaka

1 1 no

N N

torej se ujema s korelacijsko matriko prvotnih spremenljivk. Tako smo mi-

mogrede dokazali, da je tudi korelacijska matrika simetrična in pozitivno

semidefinitna, če so spremenljivke neodvisne, je celo strogo definitna. Za-

pomnimo pa si še to, da so na diagonali korelacijske matrike same enice,

izvendiagonalni elementi pa po absolutni vrednosti ne presegajo števila 1.
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Kadar bomo torej imeli opravka s spremenljivkami, merjenimi v različ-

nih enotah, bomo z metodo glavnih komponent napadli korelacijsko matriko

R namesto disperzijske D. S tem je problem seštevanja jabolk in hrušk

v našem primeru na neki način rešen.

Dokler se ne odločimo za opuščanje posameznih komponent, v metodi zdaj

ne vidimo več večjih lukenj. Glavne smeri y;, V:;, ..., v, matrike R vpišemo

v vrstice matrike O

no]

|e |
O — 8

MA
Ker so smeri normirane in druga na drugo pravokotne (glej enačbo (2)),

velja OOT — I, zato mora biti tudi OTO — I in matrika O je po definiciji

ortogonalna. Ker pa tvorijo vrstice matrike O lastne vektorje matrike R, mora

biti (glej enačbo (3))

ROT-<OTA

kjer smo z A označili diagonalno matriko z lastnimi vrednostmi ), Z 25 >...

> An Matrike R po glavni diagonali. Če to enačbo množimo z leve z matriko

O, dobimo

A < OROT

Vpeljimo matriko novih, zarotiranih spremenljivk

Y —OZ

Disperzijska matrika novih spremenljivk je

—YYr- Z OZZrOr-OR TA (6)

Zarotirane spremenljivke imajo torej ničelne korelacijske koeficiente;

temu pravimo, da so spremenljivke paroma nekorelirane. Tudi iz novih spre-

menljivk lahko izračunamo stare nazaj. Če namreč pomnožimo enačbo Y —

— O Z z leve strani z matriko OT, dobimo

Z —O0OTY

Denimo zdaj, da je prvih zr lastnih vrednosti ;,, 42, ..., 2, matrike R od

nič različnih, vse druge pa so enake nič. Tedaj mora biti zaradi (6) zadnjih

n-r vrstic matrike Y ničelnih. Če označimo z ZL" diagonalno matriko reda

r X r, ki ima po diagonali kvadratne korene prvih r lastnih vrednosti matrike

R, z Y, matriko reda r X N, sestavljeno iz prvih r neničelnih vrstic matrike

Y in s O, matriko reda r X m, ki jo sestavlja prvih r vrstic matrike O, dobimo

najprej:

Z—OTY,

in nato, če označimo še F — [-' Y, in A — O,TL, pridemo do enačbe

Z—<AF (0

1 Pogosto se z L označuje kvadrat te matrike.
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Disperzija spremenljivk F je enaka

m F FT ZZTE 1 L-i Y, Y,T LA ZZE k LA A, L-! IZI [
N N N

kjer smo z A, označili matriko reda r X r, ki ima po diagonali lastne vred-

nosti matrike R; torej je A, — L2. Tako smo ugotovili, da so tudi spremen-

ljivke F še zmerom paroma nekorelirane, poleg tega pa so tudi standardi-

zirane. Tem spremenljivkam recimo (z nekaj poguma) faktorji. Enačbo (7)

smo dobili, kadar je bilo zadnjih n-r lastnih vrednosti matrike R enakih nič.

Če pa so te lastne vrednosti le približno enake nič, bomo tej enačbi morali

dodati še matriko razločkov, ki jo označimo z E. Tako dobimo realnejši mo-

del faktorske analize

Z—AF-E (8)

Problem si zdaj zastavimo takole: Fiksirajmo r in iščimo matriko uteži

A reda n X r, matriko faktorjev F reda r X N in matriko razločkov E reda

n X N, tako da bo izpolnjena enačba (8). Na matrike A, F in E navadno po-

stavimo še celo vrsto zahtev, kot na primer:

1. Faktorji naj bodo standardizirani in paroma nekorelirani, torej naj bo

njihova disperzijska matrika enaka identiteti

PpEro]
N

2. Tudi razločki naj bodo paroma nekorelirani, če je le mogoče. To po-

meni, da mora biti njihova disperzija diagonalna matrika. Če označimo z U

diagonalno matriko, ki ima po diagonali standardne deviacije razločkov, lahko

ta pogoj zapišemo takole

JEEr- U?
N

3. Faktorji naj bodo nekorelirani z razločki, torej

hi EFT .—0
N

4. Ker razločki »merijo« odstopanje danih podatkov od faktorskega mo-

dela, si seveda želimo, da bi bile njihove disperzije čim manjše.

Enačba (8), skupaj s štirimi zahtevami, nam da eno osnovnih variant

modela faktorske analize. Problem, kako določiti matrike A, F in E, je iz-

redno težak, ni vselej rešljiv in kadar je rešljiv, rešitev zagotovo ni enolična.

Če nič drugega — matriko faktorjev F lahko množimo z leve s poljubno orto-

gonalno matriko reda r X r, matriko A pa z desne z njej transponirano ma-

triko; vse zgornje zahteve ostanejo v tem primeru v veljavi in dobili smo

novo rešitev istega problema.

Seveda je jasno, da se z reševanjem tega problema tu ne bomo mogli

ukvarjati. Poti je preveč in so za okvir tega članka prezahtevne. Očitno je

namreč, da je takšenle problem z mnogo rešitvami bogato lovišče razisko-

valcev, ki nam ponujajo vsak svojo metodo in tudi vsak svojo rešitev pro-

blema. V praksi se v nekaterih primerih bolj obnese ta in v kakšni drugi

situaciji ona pot.
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Le zaradi popolnosti dodajmo kratek oris ene od dokaj zanesljivih, ite-

racijskih metod za reševanje tega problema. Na prvem koraku iteracije na-

redimo metodo glavnih komponent. Po nekem kriteriju določimo število fak-

torjev r in ga za naprej fiksirajmo. Na osnovi dobljenih razločkov popravimo

korelacijsko matriko. Na splošnem koraku iteracije naredimo metodo glav-

nih komponent na popravljeni korelacijski matriki prejšnjega koraka z na-

prej določenim številom faktorjev. Iz faktorjev izračunamo nove razločke in

spet popravimo korelacijsko matriko. Iteracijo ustavimo, kadar je maksi-

malni popravek korelacijske matrike manjši od naprej predpisanega števila.

Če zahtevamo natančnost na nekaj decimalk in podatki niso preveč hudobni,

nam ta metoda da rezultat navadno že v kakih desetih korakih ali še prej.

Kljub temu je precej zahtevna, saj moramo na vsakem koraku iteracije rešiti

po en problem lastnih vrednosti, kar niso ravno mačkine solze.

Bralcu, ki si želi o metodah faktorske analize in o drugih multivariatnih

metodah statistične obdelave podatkov izvedeti kaj več, priporočam, da si za

začetek ogleda knjižico [2], v kateri bo našel podroben opis mnogih multi-

variatnih metod, obdelanih vse do programov za računalnik; priročnik [9],

v katerem bo izvedel, kako uporabljati enega od boljših računalniških pake-

tov, kjer so mnoge od teh metod že sprogramirane; in ne nazadnje učbenik

[7], v katerem bo spoznal nekatere multivariatne metode in njihovo uporabo

v ekonomiji.
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VPRAŠANJE št. 120

Na kaseti Mojca Pokrajculja in druge slovenske pravljice (Helidon) poslu-

šamo zgodbo O fjunaškem kovaču, v kateri junak vrže kamen v zrak tako

močno, da šele po treh dneh prileti nazaj. Kako visoko poleti kamen in ko-

likšno začetno hitrost mora imeti? Zračnega upora ne upoštevamo in vza-

memo, da se Zemlja ne vrti in da so druga vesoljska telesa daleč.

Ali bi Zemlja dobila nov umetni satelit, če bi kovač enako močno zagnal

kamen vodoravno?

Radij Zemlje je 6400 km, težni pospešek na površju Zemlje pa 9,8 m/s?.

Anton Cedilnik
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BIOMAGNETIZEM

JANKO LUŽNIK

A87.40-w

Razvoj novih merilnikov je v zadnjih dveh desetletjih omogočil tudi merjenje

izredno šibkih biomagnetnih polj. Sestavek opisuje možnosti, ki jih ponujajo mer-

jenja teh polj za proučevanje bioelektrične aktivnosti v človeškem telesu.

BIOMAGNETISM

Ihe development of new sensors in the last twenty years has enabled also the

observation of extremly weak biomagnetic fields. In the article the possibilities of

studying the human bioelectric activity through biomagnetic field measurements

are discussed.

Uvod

Človek se zanima za magnetne pojave že dolgo vrsto let. Tudi povezava

magnetizma z biološkimi pojavi ima dolgo zgodovino. Magnetni železovec so

uporabljali v zdravilske namene skoraj dva tisoč let. Uspehe, ki so jih pri tem

dosegali in si so jih pripisovali vplivu na magnetne sile v človeškem telesu,

lahko pojasnimo psihološko. Tako je bil magnetizem povezan z biološkimi

pojavi v glavnem po raznih kultih in mazačih.

Magnetna polja človeškega telesa izvirajo iz onesnaženosti nekaterih orga-

nov s feromagnetnimi snovmi ali pa jih povzročajo biokemični ionski tokovi,

ki spremljajo aktivnost organov. Ker so ta magnetna polja izredno šibka, je

šele razvoj novih merilnikov in merilnih metod omogočil opazovanje in mer-

jenje. Pravi razvoj na področju biomagnetnih merjenj in študija biomagnetne

aktivnosti v človeškem telesu se je začel pred dvema desetletjema. V zgodnjih

šestdesetih letih sta Baule in McFee posnela prvi magnetokardiogram člo-

veka. V letih 1966 in 1967 so se pojavili prvi sguidi (Superconducting Ouan-

tum Interference Devices) [1], ki so danes najobčutljivejši merilniki za šibka

magnetna polja [2]. Razvoj sguidov pa je omogočil izredno hiter napredek

biomagnetnih merjenj.

Izvori biomagnetnih polj

Magnetno polje spremlja električni tok, zato spremlja tudi vsako bioelek-

trično aktivnost. Najmočnejše takšno polje je magnetno polje srca. Maksi-

malna amplituda meri pri odraslem človeku okrog 50 pI. Ker je to polje za

okrog šest velikostnih stopenj šibkejše od zemeljskega, je razumljivo, da je

treba meritve opraviti v magnetno zaščitenem prostoru. Če merimo v običaj-

nem okolju, pa moramo uporabiti izpopolnjeno tehniko, ki zmanjša magnetne

motnje iz okolice. Poleg magnetnega polja srca lahko danes že opazujemo

polja možganov, oči, mišic itd. Največji signal iz oči meri okrog 100 fT. Pri-

bližna spodnja meja najšibkejših signalov, ki jih danes lahko zaznamo, pa je

okrog 10 fT. Vsa našteta biomagnetna polja izvirajo iz bioelektrične aktivnosti

v človeškem telesu. Biornagnetna merjenja dajo dodatne podatke in deloma

dopolnjujejo že udomačena bioelektrična merjenja.

Močan izvir biomagnetnih polj so feromagnetni delci, ki so zašli npr.

v pljuča ali zaradi bolezni povečana koncentracija železa, npr. v jetrih. Pri

merjenju teh polj postavimo običajno človeka za kratek čas v konstantno

magnetno polje in opazujemo magnetizacijo, ko izključimo polje. Remanentna
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gostota polja lahko doseže npr. v pljučih do 100 nT. Z merjenjem teh polj

lahko zasledujemo časovno spreminjanje koncentracije feromagnetnih delcev

pri rudarjih ali železarjih, ki so izpostavljeni prahu s feromagnetnimi pri-

mesmi. Pojemanje magnetizacije je posledica gibanja delcev v živem tkivu

in tudi čiščenja organov. Zato opazovanje pojemanja deloma omogoča študij

aktivnosti in čiščenja teh organov.

Bioelektrična aktivnost v človeškem telesu

Biološko celico obdaja membrana, ki selektivno prepušča različne vrste

ionov. Zato nastane med zunanjostjo in notranjostjo celice razlika ionske

koncentracije. V stacionarnem stanju opazimo med zunanjostjo in notra-

njostjo razliko potencialov, ki uravnovesi razliko ionske koncentracije. To

razliko potencialov imenujemo transmembranski potencial. Električni dražljaj

spremeni relativno prepustnost celične membrane, to pa povzroči spremembo

ionske koncentracije v celici in s tem tudi spremembo transmembranskega

potenciala. Po določenem času pa se vzpostavi prvotno ravnovesje. Na te

spremembe mislimo, ko govorimo o akcijskem potencialu [3], [4], ki ga po-

vzroči dvig prepustnosti za natrijeve ione (Sl.1). Natrijevi ioni začnejo pro-

dirati v notranjost celice in povzročijo obrat transmembranskega potenciala,

tako imenovano depolarizacijo. Transmembranski potencial zraste na približ-

no -- 40 mV. Temu sledi dvig prepustnosti za kalijeve ione, ki potujejo na-

vzven in vzpostavijo ravnovesni transmembranski potencial pri okrog

— 90 mV. Temu pravimo repolarizacija.

Zamislimo si celico podolgovate oblike z okroglim prerezom. Z akcijskim

potencialom so povezani tokovi skozi membrano. Te tokove opisuje serni-

empirična Hodgkin-Huxleyeva enačba

U 4

[nav]
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-40-

mirovni potencial— 60
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1007 Clepolarizacija — Tepolari Začija -—
Sl. 1. Tipični časovni potek akcijskega potenciala
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V enačbi je U transmembranski potencial, c,, kapaciteta na enoto dolžine ce-

lice, gy,, £gx in g, pa ionske prevodnosti za natrijeve, kalijeve in preostale

ione na enoto dolžine. Prvi člen opisuje kapacitivni tok, druga dva pa sta

ionska tokova natrijevih in kalijevih ionov. Zadnji člen, ki ustreza puščanju,

vključuje vse preostale ionske tokove in je običajno zanemarljivo majhen.

Vsi ionski tokovi so odvisni od razlike med transmembranskim potencialom

in ravnovesnim potencialom za ustrezne ione. Prevodnosti v enačbi (1) niso

konstantne in se spreminjajo s transmembranskim potencialom. Ker so deli

celice v bližini aktiviranega področja še vedno v ravnovesnem stanju, se po-

javi električni akcijski tok med aktiviranim in neaktiviranim področjem ce-

lice, torej v smeri osi x celice, kot odgovor na neenak transmembranski po-

tencial. Akcijski tok depolarizira sosednje dele celice. Tako pojasnimo meha-

nizem širjenja vzburjenja po živčnih in mišičnih celicah. Zmanjšanje akcij-

skega toka na enoto dolžine je enako membranskemu toku na enoto dolžine

0j4/0X — — jx(2/a) (2)

Pri tem je j, gostota akcijskega toka v notranjosti celice, j,, pa gostota trans-

membranskega toka. Za radij celice smo vzeli a. Če je p specifični upor notra-

njosti celice, lahko zapišemo zvezo med gostoto akcijskega toka in spremembo

transmembranskega potenciala vzdolž celice

0U/0x — — O Ta (3)

Z odvajanjem enačbe (3) dobimo

Če to vstavimo v enačbo (1), nastane modificirana Hodgkin-Huxleyeva tele-

grafska enačba, ki opisuje prevajanje električnega signala vzdolž celice

Če se akcijski potencial pri potovanju vzdolž celice ne popači in ne zmanjša,

mora imeti rešitev enačbe (5) obliko

U — ((x—v4b (6)

in ustreza valovni enačbi

O2U/Ox2 — v-? ]2U/0x? (7)

Enačba (5) dobi tedaj obliko

(a]2 p v?) ORU/0t? — c,, OU/0E A- gyalU — Uya) Br(U — Ux) £ galU— V) (8)

Reševanje te nelinearne enačbe (prevodnosti so odvisne od transmembran-

skega potenciala) je precej zapleteno, vendar je numerična obdelava pokazala
dobro u ujemanje med izmerjenimi in izračunanimi podatki (Sl. 2).

Ker je večinoma biološko tkivo razmeroma dober prevodnik, se tokovi

širijo tudi zunaj opazovane celice, po tkivu. Magnetna in električna polja, ki

spremljajo bioelektrično aktivnost, smemo obravnavati kot kvazistatična. Mer-

jenja so namreč pokazala, da je energijski delež signalov s frekvenco nad

1000 Hz zanemarljiv. V tem primeru zapišemo jakost električnega polja zunaj

opazovane celice kot gradient skalarnega potenciala

E-—Yg (9)
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Električno polje je konservativno, tokovi po tkivu pa disipativni. Disipacijo

krije razlika notranje energije zaradi neenake ionske koncentracije na obeh

straneh membran. Ta energija izvira od celičnega metabolizma.

Edini nekonservativni prispevek k celotnemu toku so torej ionski tokovi

v celičnih membranah. Celotno gostoto električnega toka v tkivu, ki ga opi-

šemo kot fiziološki prostorski prevodnik, lahko izrazimo kot

Če se omejimo le na zunanjost celice, ki prenaša električni signal, lahko tok

v notranjosti celice j, prištejemo k transmembranskim tokovom j,, in pri

računanju električnih potencialov in magnetnih polj v okolici celice upošte-

vamo vsoto teh tokov in tokov v notranjosti celice. Vse te tokove opišemo

kot efektivni tokovni izvir. Ker običajno opazujemo električne potenciale

in magnetno polje v veliki oddaljenosti od celice v primeri z njenimi preč-

nimi razsežnostmi, je dovolj, če v teh računih upoštevamo le akcijski tok,

torej tok v notranjosti celice (Sl. 3). Prispevek vsote dveh nasprotnih radialnih

tokov, ki tečeta navzven in navznoter, vsebuje namreč le oktupolne člene in

člene višjih redov, ki z oddaljenostjo zelo hitro pojemajo.

Do sedaj smo opisali eno celico, zdaj pa moramo zajeti vse, ki sodelujejo

pri bioelektrični aktivnosti. Označimo skupno gostoto tokov v vseh teh celi-

cah, torej vsoto tokov j,, z j?. Izraz za skupni tok v fiziološkem prostorskem

prevodniku je potem

j< —oV gt jP (11)

Zaradi ohranitve naboja je skupni tok solenoidalen V j — 0. V neomejenem,

homogenem, izotropnem prostorskem prevodniku dobimo zato električni po-

tencial kot rešitev Poissonove enačbe

O Ve — gi V jp (12)

Za magnetno polje dobimo iz Maxwellovih enačb V X B — u,j. Če vzamemo

rotor te enačbe, dobimo "W x V X B — ; V X j ali

Z(7.B) — V:B — — ugo V X Vg o go V X jp (13)

SI.3. Tokovi v depolarizacijskem delu aksona in njegovi okolici ter nadomestna

shema, pri kateri smo zanemarili vpliv transmembranskih tokov



Ker je magnetno polje solenoidalno, V B-—0, in je V X V gx—0, sledi iz

enačbe (13)

VEB—<—ym V X je (14)

Integralski rešitvi enačb (12) in (14) sta

p(r) < — (4zo)-! | R- V jpdsr R<r—r. (15)

B(r) — (u/4 7) | R-! V X jp dšr (16)

Pri tem vodi krajevni vektor r do točke, v kateri opazujemo električno in

magnetno polje, r' pa do točke v kateri so primarni tokovi. Po Helmholtzovem

izreku je vektorsko polje popolnoma definirano, če poznamo divergenco in

rotor. Načelno sta torej W jP in V X jP neodvisna, zato so tudi ustrezna elek-

trična in magnetna polja neodvisna. Seveda velja to le za homogen, izotropen,

neomejen prostorski prevodnik, kar pa navadno ni niti približno izpolnjeno.

Človeško telo je nehomogeno, V preprostem približku ga lahko obravnavamo

kot omejen prostorski prevodnik, sestavljen iz delov s konstantno električno

prevodnostjo. Ker se električna prevodnost na prehodu z enega področja na

drugo spreminja, se pojavi v enačbi (14 še dodatni člen

Rešitev enačbe je potem

B(r) — (4/4 7) | RV X jp ds r — (unj4 m) f RH VoX V pdšr (18)

V tem približku je V o različen od nič le na mejnih ploskvah med dvema

področjema z različno prevodnostjo. Zato lahko drugi člen izrazimo kot vsoto

ploskovnih integralov po teh mejah

B(r) — (uo/4 7) | RS V X jp dšr - (uo/4 m) X | R-Uo;ja —o) X dS;.2 (19)
i

V drugem členu te enačbe nastopa električni potencial, zato je umljivo, da

v tem primeru električni potenciali in magnetna polja niso več popolnoma

neodvisni med seboj. Podatki iz električnih in magnetnih merjenj se le de-

loma dopolnjujejo in seveda deloma prekrivajo. Biomagnetna merjenja zato

ne dajo vedno popolnoma novih informacij.

Primerjava med bioelektričnimi in biomagnetnimi merjenji pri študiju

bioelektrične aktivnosti v človeškem telesu

Cilj bioelektričnih in biomagnetnih merjenj je dobiti podatke o porazde-

litvi primarnih tokov v človeškem telesu. Z merjenjem magnetnih polj v oko-

lici in električnih potencialov na površini človeškega telesa poskušamo dolo-

čiti električne tokove znotraj telesa. Ker po učinku (električnih potencialih

in magnetnem polju) sklepamo o vzrokih (primarnih tokovih), imamo opraviti

z inverznim problemom. Ta problem ni vedno enolično rešljiv. Merjenje dveh

komponent magnetnega polja — tretjo dobimo iz pogoja V B — 0 — po vsem

prostoru v okolici telesa namreč ne da dovolj podatkov za enolično določitev

treh komponent tokovnega vektorja v notranjosti. To je res tudi, če dodamo

magnetnim merjenjem merjenje električnih potencialov na površini člove-

škega telesa. Zato je treba upoštevati tudi omejitve, ki izvirajo iz fizioloških
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in anatomskih podatkov. Ob tem se pojavi vprašanje, koliko podatkov o po-

razdelitvi primarnih tokov znotraj telesa lahko dobimo iz magnetnih in koliko

iz električnih merjenj. Možnosti električnih in magnetnih merjenj so omejene

s porazdelitvijo primarnih tokov. Vektorsko polje primarnih tokov lahko

vedno razstavimo na vsoto irotacionalnega in solenoidalnega polja

V poenostavljenem primeru neomejenega, homogenega in izotropnega pro-

storskega prevodnika podajata ustrezni električni potencial in magnetno polje

enačbi

gr) < — (4x0) PV je;dšriR — B(G) — (u/4m) 4 V X jp;dšr/R — (2h)

Okviren odgovor na prejšnje vprašanje je preprost: Irotacionalni del porazde-

litve primarnih tokov lahko študiramo z merjenji električnih potencialov,

solenoidalni del pa z merjenji magnetnih polj. V resnici ni čisto tako, ker

zaradi nehomogenosti in omejenosti fiziološkega prevodnika magnetna in elek-

irična merjenja ne dajo popolnoma neodvisnih rezultatov. Pri določanju po-

razdelitve tokov si zato pomagamo z modeli, ki upoštevajo fiziološke in ana-

tomske značilnosti človeškega telesa.

Porazdelitev primarnih tokov lahko podamo z vsoto ekvivalentnih tokov-

nih multipolnih momentov, ki povzročajo enako magnetno polje v okolici

in enake električne potenciale na površini telesa. Zaradi preprostosti vzemimo

homogen prostorski prevodnik V, porazdelitev primarnih tokov, ki nas za-

nima, pa naj bo od nič različna v omejenem delu V'-tega prevodnika. Upora-

bimo vektorski enačbi

V (jP/R) — RE V je -- je. V A/R)

7 X (jp/R) — RE V X jp - 7 (I/R) X je (22)

in upoštevamo, da sta prostorska integrala leve strani enačb (22) enaka nič.

Spremenimo ju v ploskovna integrala in integriramo po sklenjeni ploskvi

zunaj dosega primarnih tokov. Vstavimo to v enačbi (15) in (16) in dobimo

nov par enačb

g(r) — (4 o)-' (je. V (X/R) dsr'

B(r) — (10/4) [ jp X V d/R) dir (23)

1/R lahko razvijemo v vrsto po potencah r';r in ohranimo le člene do drugega

reda

VR <lWr—r <l/(fFPF—2r.r tr?) <

— Ml -r.r/r -(r.r)vri — river -..) (24)

Z operatorjem Y dobimo iz te enačbe

OV (GR) —r/rš - Zr.r)rs—r/iš-... (25)

Izraza za električni potencial in magnetno polje se spremenita v približku

drugega reda v

g(r) — dr o)-[fjP? dšr .r/rš - (jp. (8(r.r) r/r5 —r/B) dšr] — gi(r) £ gar)

(26)
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Br) — (u0/4 7) [[ JP dšr' X r/rš - (je X ((r.r") rjrš —r/m) dir] —

— B;(r) - B:(r) (27)

Z uvedbo ekvivalentnega tokovnega dipola p

— [je d3 r' (28)

izrazimo prispevke prvega reda k električnemu potencialu in magnetnemu

polju takole |

pi(r) — 4zo-ip.r/rs B;(r) — (40/4 7) p X r/rš (29)

Prispevka drugega reda pa lahko zapišemo v razviti obliki

ga(r) — (4 z o 15)-! [3 X yla,,, -- ax) - 3x zla,, A,;)

-- 3 y zla,yz -- A,y) b Azg(3 XE — 1?) -- a,,(5 y? —r?) t a,(3 z? —1r?)] (30)

Ba,(r) — (uy/4 z 15) [3 x z a,, - 3y za,y, - 3 zča,, —3XY A, —

— 3 Y? Ax — 3 Y ZA; Tr r?(a,. — a,,)]
Bs,/(r) — (uy/4 a 15) [3x a,. -3xya,. - 3X Za; — 3X Z Ay; —

— 3 Y Z dy; — 3 z? dog or rd(a,, — 4,:)] (31)

B3,(r) — (uo/4 JU 15) [3 XY dry S 3 y? Ag Tr 3 Z V A.; — 3 x? dy; —
— 3XYa,;j —3ZXA,, - TXa,; —a,,)]

Pri tem smo uvedli tenzor tokovnega kvadrupolnega momenta

Pri razvoju električnega potenciala in magnetnega polja smo se omejili

na člene drugega reda, ker prispevki ustreznih ekvivalentnih multipolnih

momentov višjih redov dovolj hitro padajo. To velja, če opazujemo električno

in magnetno polje v oddaljenosti, ki je večja od dimenzij dela prostora V',

kjer so primarni tokovi različni od nič. Magnetno polje in električni poten-

cial določa v približku prvega reda ekvivalentni tokovni dipol p. V prvem

redu lahko zato dobimo iz električnih in magnetnih merjenj le podatke o tem

tokovnem dipolu. V rezultatih obeh meritev se pojavijo le razlike zaradi ne-

homogenosti prevodnika. Razlika v količini podatkov, ki jih dobimo iz elek-

tričnih in magnetnih merjenj, pa se skriva v členih višjih redov. Za obe to-

kovni porazdelitvi (Sl. da, b) je dipolni prispevek enak nič, ustrezna tenzorja

tokovnega kvadrupolnega momenta pa sta |

YA

M di: a

| Ža

a b C

Sl.4. Tri tokovne porazdelitve, ki nimajo dipolnega člena



0 pd 0 0 0. 0

lag <|0 0. 0 laj] <|—pd 0. 0 (33)

0 0.0 0 0. 0

Enačbi (31) in (32) kažeta, da lahko takšni tokovni porazdelitvi zaznamo

z električnimi in magnetnimi merjenji. Vsota obeh prejšnjih tokovnih porazde-

litev pa da novo konfiguracijo (Sl. 4c). Tej porazdelitvi ustreza antisimetrični

tenzor

0 pd 9

la] <|—pd 0 0 (34)

0 0 0

Električno polje takega tokovnega kvadrupola je v približku drugega reda

enako nič in podatke o njem lahko dobimo samo iz magnetnih merjenj. Sploš-

no velja, da tokovne porazdelitve z ekvivalentnim tokovnim dipolom, enakim

nič, in antisimetričnim tenzorjem tokovnega kvadrupolnega momenta ne

moremo meriti električno. Poseben primer pa je čista simetrična radialna

tokovna porazdelitev (Si.5). Tenzor tokovnega kvadrupolnega momenta, ki

ustreza takšni porazdelitvi tokov, je

pd v 0

[a] — [0 pd 0 (35)

0 0 pd

I[akšna tokovna porazdelitev ne povzroča niti magnetnega niti električnega

polja in podatkov o njej ne moremo dobiti niti z električnimi niti z magnet-

nimi merjenji.

Zapis primarnih tokov z vsoto ekvivalentnih tokovnih multipolov daje

možnost, da vnaprej določimo, kateri podatki so dosegljivi z električnimi in

kateri z magnetnimi merjenji. Takšen zapis primarnih tokov pa omogoča tudi

preprostejšo primerjavo s fiziološkimi in anatomskimi modeli.

SI.5. Radialna tokovna porazdelitev SI. 6 Izvor »električne tišine«
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Preprost model na osnovi predpostavke, da je fiziološki prevodnik homo-

gen, je le zelo grob približek za razmere v človeškem telesu. V bolj realističnih

modelih je zato treba upoštevati nehomogeno zgradbo človeškega telesa, kar

pa lahko seveda zelo močno vpliva na rezultate električnih in magnetnih

merjenj. Trditev ilustrirajmo s posebnim primerom (Sl.6). Če je električni

upor v področju 2 veliko večji kot v področju 1, so električni potenciali v zu-

nanjem področju 3 lahko tako oslabljeni, da jih ni mogoče meriti. V klinični

praksi je ta težava pogosto pri opazovanju zarodkovega elektrokardiograma.

Če vmesna izolacijska plast preprečuje električna merjenja, so magnetna

merjenja lahko bolj učinkovita, ker takšna zgradba prostorskega prevodnika

ne vpliva na magnetne signale. Primerjava med elekitrokardiogramom in mag-

netokardiogramom zarodka je v tem primeru res pokazala prednost magnet-

nih merjenj.

Magnetna merjenja dajo v nekaterih primerih nove podatke, poleg tega

pa so popolnoma neinvazivna, celo dotik med telesom in merilnim instru-

mentom ni potreben. Frekvenčno merilno območje lahko pri magnetnih mer-

jenjih razširimo navzdol do enosmernih signalov. Tega pri električnih mer-

jenjih ne moremo storiti zaradi kontaktnih napetosti na elektrodah. Omeniti

je treba tudi prostorsko ločljivost, ki je pri magnetnih merjenjih boljša, ker

ni treba meriti razlike med vrednostmi na dveh mestih. Največja slabost

magnetnih merjenj pa je v tem, da so v primerjavi z električnimi merjenji

tehnično mnogo bolj zahtevna, ker moramo meriti izjemno šibka polja ob

veliko močnejših motilnih poljih.

Biomagnetna merjenja doživljajo izredno hiter razvoj. Rezultati iz zad-

njega desetletja, predvsem možnost študija prevodnega sistema v človeškem

srcu s fino strukturo magnetokardiogramov visoke ločljivosti in na področju

magnetoencefalografije, so takšni, da postajajo danes biomagnetna merjenja

že obetavna za klinično uporabo.
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NAVODILO AVTORJEM ZA PRIPRAVO ROKOPISA

Rokopis mora biti natipkan v dveh izvodih (drugi izvod je lahko kseroks kopija)

na belem papirju formata A4, z dvojnim razmikom in vsaj 2cm širokim robom

na vseh štirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo postavljene

kurzivno, in vsi matematični simboli podčrtani z valovito črto. Besede in simboli,

ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa podčrtani z ravno črto. Podrobnejša navodila

so v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62—64. Pri korekturah na krtačnih odtisih upo-

rabljajte dogovorjene oznake.
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ASTRONOMIJA V OSNOVNI ŠOLI

BORIS KHAM

A 95.10-a

Članek obravnava razloge za to, da v pouk fizike vključimo praktične vaje iz

astronomije. Podrobno navede pet vaj, ki jih lahko izpeljemo z osnovnošolci.

ASTRONOMY IN PRIMARY SCHOOL

In the article motives io include astronomical exercises in physics lessons are

presented. Five exercises are described that can be done by primary school pupils.

V preteklih letih smo v pouk osnovnošolske fizike vnesli obilo samostoj-

nega in eksperimentalnega dela učencev. Vendar se zdita pri poglavju Zemlja

in Osončje premalo poudarjeni opazovanje in merjenje v astronomiji. Učenci

Si sicer pridobijo nekaj teoretičnega znanja in spoznanj o astronomiji, prak-

tičnega občutka za merjenje pa ne. Sestavek navaja pet astronomskih vaj, ki

jih lahko vključimo v pouk fizike ali v fizikalni krožek. Vse sem večkrat prak-

tično izvedel z učenci osnovne šole Prežihov Voranc v Ljubljani in osnovne

šole Tomo Brejc v Kamniku. |

Opazovanje nebesnih objektov

Učenci spoznajo zvezdnato nebo in sami opazujejo in svoje ugotovitve pri-

merjajo z zvezdno karto. Opazujejo in skicirajo meglice, galaksije, planete

in Luno in svoje skice primerjajo s fotografskimi posnetki. Potrebujejo dalj-

nogled in zvezdno karto, na primer Presekovo ali Kunaverjevo. Že v razredu

poiščejo značilna ozvezdja in nekatere najbolj znane, dobro vidne objekte, npr.

M 31, M13, M4. Zvečer se odpravimo na plano, pozimi lahko že okoli 17h,

ter si ogledamo nekaj značilnih ozvezdij, Veliki voz, Mali voz, Kasiopejo,

Orion, in jih primerjamo s podobami na zvezdni karti. Potem ponovimo opa-

zovanje z daljnogledom. Učenci naj dalj časa opazujejo z daljnogledom. Opo-

zarjamo jih na značilnosti planetov in dvojnih zvezd.

Io je osnovna vaja, saj učenec le v naravi dojame razsežnost ozvezdij.

Skica v knjigi ne pove dovolj. Za vajo ni nujno potreben astronomski daljno-

gled, že z dobrim dvogledom vidimo kakšno meglico. Mimogrede lahko opo-

zorimo na značilnosti in zgradbo daljnogleda. Če se učenci malo potrudijo

in opazovanja zabeležijo, bodo laže razumeli stare narode in njihove astro-

nome, ki so s prostim očesom odkrili marsikatero zanimivost. Ob posebnih

nebesnih pojavih, na primer mrkih, organiziramo opazovanja.

Določitev smeri sever-jug in opoldanske višine Sonca

Učenci spoznajo, da lahko s preprosto palico določijo smer sever-jug, da

se opoldanska višina Sonca med letom spreminja, in iz tega sklepajo, da se

spreminja tudi deklinacija Sonca. Potrebujemo gnomon, uro in astronomske

efemeride. Gnomon je poljubno dolga, zgoraj ošiljena palica, ki jo zabodemo

pravokotno na vodoravno podlago. Okoli gnomona narišemo krog in opazu-

jemo, kdaj se senca palice dotakne kroga dopoldne in kdaj popoldne. Dotika-

lišči povežemo in poiščemo središče dobljene tetive. Ko povežemo središče

34 Obzornik mat. fiz. 33 (1986) 1/2



tetive z gnomonom, dobimo smer se-

ver-jug. Višina Sonca je kot, pod kate-

rim padajo sončni žarki na Zemljo, in

jo določimo iz zveze tgh — V/T'. Pri tem

sta Z in / izmerjeni višina gnomona in

dolžina sence.

Vaja je zanimiva zato, ker dopolnju-

je poglavje Zemlja in Osončje [1]. Z njo

lahko pokažemo, kako se orientiramo

v naravi. Dolžino sence merimo vsak

dan točno opoldne. V razredu si nare-

dimo veliko razpredelnico in vanjo

sproti vpisujemo meritve. Tako učenci

sami opazijo, da se jeseni senca daljša

in se nato ob zimskem obratu začne

spet krajšati. Višino lahko izračunamo

v matematičnem krožku, kjer ne bo te-

Žav s trigonometričnimi funkcijami. Za-

nimivo je narisati višino Šonca in dol-

žnio sence v odvisnosti od časa. Prva

krivulja pada, druga pa se dviga, če

smo začeli jeseni (Sl.1 in 2).

Sl.1. Učenca osnovne šole Prežihov Vo-

ranc merita solarno konstanto s svin-

čeno ploščo, pritrjeno na teleskop

čift]

DATUM NA | | | | DATUMZA 1X. zalo VOST, FORE TI Biti H h i :1343 METIA ; UL sv. RJA 3X. IX ŽxU 261 tod SIH lčič HA
1984

SI. 2. Izmerjena dolžina sence / v odvisnosti od časa f (dolžina gnomona / 138 cm)

(levo) in izračunana višina Sonca / (desno)

Merjenje zornega kota Sonca in opazovanje njegove aktivnosti

Pri tej vaji učenci spoznajo površje Sonca in določijo njegovo aktivnost.

Potrebujejo astronomski daljnogled, zaslonko, zaslon in temno krpo ter astro-

nomske etemeride. Na zaslonu, ki je v senci, opazujemo sončno ploskvico in

skiciramo njegovo površje. Aktivnost Sonca določa Wolfovo število w —

-— 105 - p, v katerem je s število skupin peg in p število peg.


