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članek opisuje Mordellovo domnevo in omenja Faltingsov dokaz te domneve.

MORDELL'S CONJECTURE PROVED

An information on Mordell's conjecture and its proof by Faltings is given.

V letu 1983 se je razvedelo, da je zahodnonemški matematik Gerd Faltings

(roj. 1954) dokazal Mordellovo domnevo. Med drugim je s tem dosežen tudi

pomemben napredek pri reševanju Fermatovega problema. Skušajmo nekoliko

opisati, v čem je stvar.

Imejmo polinom f(x, y) s spremenljivkama x, y, koeficienti naj bodo racio-

nalna števila. Če je k Z 1 najvišja stopnja, v kateri nastopa v [(x, y) spremen-

ljivka y, je mogoče f(x, y) predstaviti v obliki

HA, y) — Dx(X) YE - Proa(E)ykA t... - pi(x) t POZ) (1)

Tu so P;(X),..., po(x) polinomi v x, ki imajo za koeficiente racionalna števila.

Polinom p,;,(X) ni identično nič, saj po privzetku y<k nastopa v f(x, y). Označimo

stopnjo polinoma p(x) z d'p. Stopnja polinoma f(x, y) je določena z največjim

od števil 09975, 0%p; - 1,..., 0%p, - k. Tako ima f;(X, y) — y? — x8 — x? stopnjo

tri, fa(X, $) — X yYt — x8y% -- y — x stopnjo šest. Če se da polinom j(x, y) izraziti

kot produkt dveh polinomov z racionalnimi koeficienti in nobeden teh poli-

nomov ni konstanta, je polinom f(x, y) razcepen. Če tak zapis ni mogoč je

polinom (x,y) nerazcepen. Ker je fs(x,y) < —2y? - (x - l)y - x —x s

— (29 - x— 1) (— y -- x), je to razcepen polinom. Polinom f,(x, y) — y? — 2x?

pa je nerazcepen. Razcepnost oz. nerazcepnost polinoma f(x, y) je odvisna od

množice, iz katere smejo biti koeficienti polinomov faktorjev. Tu smo vzeli,

da je ta množica obseg racionalnih števil. Šlo je torej za razcepnost oz. ne-

razcepnost nad obsegom racionalnih števil.

Vprašujmo po rešitvah enačbe

HX,Y) <0 tj. pr() JE... - po(A) <0 | (2)

Gre nam tedaj za pare števil x — a, y — 6, pri katerih je f(a, 8) — 0. Odgovor,

koliko je rešitev, je odvisen od obsega, v katerem smeta biti a, 6.

Hitro vidimo, da je v obsegu kompleksnih števil za (2) neskončno rešitev.

Po osnovnem izreku algebre polinom p;(x) premore 0%p;, kompleksnih ničel.

Ko vzamemo kompleksno število a, ki se ne ujema z nobeno teh ničel, in ga

namesto x vstavimo v (2), dobimo za y enačbo

f(c, Y) — 0tj. Dala) YE -... - Pola) <0 (3)

Koeficienti p;,(c), ..., pola) so kompleksna števila. Ker je py(a) -"< 0, ima enačba

(3) stopnjo k < 1. Zato obstaja vsaj eno kompleksno število 6, ki je koren

enačbe (3) in tako f(a,68) — 0. Za a so na razpolago vsa kompleksna števila

razen ničel polinoma p;,(x), ki jih je končno mnogo. Iorej ima enačba (2)

v kompleksnih številih res neskončno rešitev.
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Razmere glede števila rešitev enačbe (2) se zapletejo, če zahtevamo, naj bodo

rešitve iz kakšnega podobsega kompleksnih števil. Zanimale nas bodo pred-

vsem racionalne rešitve. Iščemo torej pare racionalnih števil x — 7, y — s, za

katere je f(r,s) — 0. V (2) imamo tedaj diofantsko enačbo, ki jo rešujemo

v racionalnih številih.

Ugotovili smo zgoraj, da ima vsaka od enačb

y? —AB— x <0 | (4)

yi -xtrI—-o (5)

y8 - xa—1I—0 (6)

v kompleksnih številih neskončno rešitev. Kako je z racionalnimi rešitvami?

Preizkus pokaže, da je za x — tč—1, y — iš — i enačba (4) identično izpol-

njena. Pri racionalnem ž sta števili x — t?£—1, y — t8 — racionalni in dajeta

racionalno rešitev enačbe (4). Torej ima ta enačba tudi v racionalnih številih

neskončno rešitev. Enačba (5) v racionalnih številih ni rešljiva; saj je za ra-

cionalna x,y zmeraj xt -- yt - 1>0. Enačba (6) premore racionalni rešitvi

x—1,y—<0in x—0, y — 1; dokazati se da, da drugih racionalnih rešitev za

(6) ni. Po teh zgledih bi se morda zdelo, da kakšne zakonitosti o številu racio-

nalnih rešitev enačbe (2) ni. Toda če polinom f(x, y) natančneje karakteriziramo,

velja zakonitost, ki jo je predvideval Mordell. To zakonitost bomo še opisali.

Enačbo (2) je mogoče tolmačiti tudi geometrično. V urejenem paru (x, Y)

realnih števil x, y gledamo točko v ravnini. Množica točk (x, y), za katere je

[(X, Y) — 0, se imenuje algebraična krivulja v ravnini. Stopnja polinoma f(x, y)

je red algebraične krivulje. Polinom f(x, y) mora seveda izpolnjevati določene

pogoje, da algebraična krivulja f(x, y) — 0 ne bo degenerirala v končno mno-

žico točk. Pogoji za obstoj implicitne funkcije že npr. zadoščajo. Če je

polinom f(x,y) nerazcepen nad obsegom racionalnih števil, pravimo, da je

algebraična krivulja f(x, y) — 0 ireductibilna.

Naj leži točka (x, yo) na ireducibilni algebraični krivulji (2). Tangenta na

krivuljo v tej točki je podana z enačbo

(y — yo) fy(Xo. Yo) -E (x — %5) fx(Xo, Yo) — 0 (

Z f,,(X0, Yo), fx(Xo, Yo) smo zaznamovali parcialna odvoda polinoma f(x, y) na y

in x v točki (%, Yo). Če je f7(X0, Yo) — 0 in f,(X0, Yo) — 0, iz (7) tangente ne do-

bimo. V takih točkah je treba posebej raziskati, kaj je s tangento. Zato so

točke, ki ustrezajo sistemu

HX, y) — 0, f(X, y) — 0, fa(X, ) —0 (8)

singularne. Dokazati je mogoče, da ima ireducibilna algebraična krivulja le

končno mnogo singularnih točk. Singularna točka (a,b) je dvojna točka, če

je vsaj eden od drugih odvodov f,,(d, 5), fxy(d, 0), f,,y(a, 0) različen od nič.

Dvojne točke so le eden od tipov singularnih točk; v splošnem nastopajo še

drugačne singularne točke. Če ireducibilna algebraična krivulja reda m pre-

more d dvojnih točk in nima nobenih drugih singularnih točk, določa število

g<— (n—lh(n—2/2—d ()

rod krivulje. Kako se izračuna rod pri krivuljah, ki imajo drugačne singularne

točke kot dvojne ali singularne točke v neskončnosti, ne bomo opisovali.
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Povejmo le, da je rod zmeraj nenegativno celo število in da ne presega

(na — l) (n — 20/2, če je n red krivulja. Zgled: Krivulje reda ena in dve nimajo

singularnih točk. Zato je po (9) njihov rod g — 0. Pri krivuljah reda tri je rod

nič ali ena. Krivulja y? — 45 -- x? je roda nič, krivulja y% — x8 —x roda ena.

Oboje ugotovimo iz (8) in (9).

Točka je racionalna, če sta njeni koordinati racionalni števili. Iskanje

racionalnih rešitev enačbe (2) se ujema z iskanjem racionalnih točk na alge-

braični krivulji f(x, y) — 0. Izhajati smemo iz privzetka, da je algebraična kri-

vulja ireducibilna. Za polinome f(x, y) velja namreč enolična faktorizacija. To

pomeni, da obstajajo do racionalnih faktorjev enolično določeni nerazcepni

polinomi z racionalnimi koeficienti g,(X,Y),..., g;(X,Y) tako, da je f(x, y) —

— £i(X, 9)... 8;(X,Y). Od tod izhaja, da je f(7r,s) — 0 le, če je vsaj eden od

faktorjev g,(r,5),..., g;(r, S) enak 0.

Ali lahko povemo kaj splošnega o racionalnih točkah na algebraični kri-

vulji?

Če je krivulja prvega reda, je f(x, y) — mx -- ny - p in koeficienti m, n, p

so racionalna števila. Enačba (2) daje premico

mx - nye-pe<0 10

Po privzetku je n < 0; za vsak racionalen x je po (10) tudi y racionalen. Na

premici (10) je torej neskončno racionalnih točk.

Pojdimo h krivuljam drugega reda. Na krožnici x? -- y? — l je npr. ne-

skončno racionalnih točk. Za racionalen t sta namreč x — (1 —:%/(1 -- fs,

— 21/(1 -- 12) racionalni števili in vstavitev pokaže, da ustrezata enačbi

x? -- y? — 1. Za krožnico x? -- y? — 3 pa se da pokazati, da na njej ni nobene

racionalne točke. V teh dveh zgledih je zajeto že vse, kar se more glede ra-

cionalnih točk na krivulji reda dve pripetiti: takih točk na krivulji ali ni ali

pa jih je neskončno. To izhaja iz dejstva: če leži na krivulji f(x, y) — 0 drugega

reda ena racionalna točka, je na krivulji neskončno racionalnih točk. Dokaz

tega dejstva je preprost. Naj bo (r, s) racionalna točka in f(r, s) — 0. Položimo

skozi točko (r, s) premico

| y — K(x —r) s (11)

s smernim koeficientom K, ki naj bo racionalno število, različno od smernega

koeficienta tangente na krivuljo v točki (7,s). Ko vnesemo y iz (11) v enačbo

](x, y) — 0, pridemo do kvadratne enačbe za abscisi presečišč krivulje s pre-

mico. Ker so vsi nastopajoči koeficienti racionalni in smo uporabili le racio-

nalne računske operacije, ima enačba racionalne koeficiente. O tej enačbi

vemo, da ima racionalno ničlo 7, saj je točka (r7,s) na krivulji in na premici.

Če pa je pri kvadratni enačbi, ki ima racionalne koeficiente, ena ničla racio-

nalna, je tudi druga ničla 7, racionalno število. To povedo npr. Vietovi obrazci.

Ker premica (11) ni tangenta krivulje, je r; »£ 7. Po (1h) je ordinata drugega

presečišča s; — k(r; —r) - s racionalno število. Torej je (rj, s;) od (r, s) raz-

lična racionalna točka na krivulji. Ker je mogoče smerni koeficient k spre-

minjati po racionalnih številih, je na krivulji res neskončno racionalnih točk.

Dejansko zajamemo na ta način vse racionalne točke na krivulji reda dve.

Pri algebraičnih krivuljah reda tri so znani primeri, ko na krivulji ni no-

bene racionalne točke, ko je racionalnih točk končno mnogo, pa tudi, ko jih
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je neskončno. Iz ene racionalne točke, ki je na krivulji, tukaj ni več mogoče

sklepati, da je racionalnih točk na krivulji neskončno. Velja pa tole: če na

algebraični krivulji reda tri ležita racionalni točki A, B in premica, potekajoča

skozi A in B, seka krivuljo v tretji točki C, je tudi točka C racionalna. In dalje:

če v racionalni točki M algebraične krivulje reda tri položimo tangento na

krivuljo in ta tangenta seka krivuljo v točki N, je tudi točka N racionalna.

Obe trditvi doženemo, ko upoštevamo, da je pri polinomu stopnje tri, ki ima

racionalne koeficiente in dve ničli racionalni, tudi tretja ničla racionalno

število.

Poglejmo, kako uporabimo gornji ugotovitvi za iskanje racionalnih točk

na krivulji reda tri.

Izhajajmo iz racionalne točke A na krivulji. Tangenta na krivuljo v točki A

v splošnem krivuljo seka, in sicer v racionalni točki B. V točki B položimo

tangento na krivuljo; v splošnem seka ta tangenta krivuljo v točki C, ki je

racionalna. Sedaj vzamemo tangento krivulje v točki C, presečišče D je spet

racionalna točka krivulje. Nato skozi točki A, C položimo premico, njeno pre-

sečišče s krivuljo je racionalna točka E. Postopek nadaljujemo in prihajamo

do novih racionalnih točk krivulje. Moglo bi se zgoditi, da se katera tako

dobljenih točk ujema s kakšno prejšnjih točk. Če z nadaljevanjem postopka

nikdar ne pridemo do samih takih točk, ki smo jih že poznali, pelje postopek

do neskončno mnogo racionalnih točk na krivulji. Ni rečeno, da smo tako,

izhajajoč iz dane racionalne točke A, dobili že vse racionalne točke na krivulji.

Morda je na krivulji racionalna točka A', ki je še nismo dosegli. Že dobljene

racionalne točke in točka A' omogočajo, da se postopek ponovi in našli bi

spet druge racionalne točke na krivulji. Če tudi sedaj še nismo zajeli vseh

racionalnih točk krivulje, je npr. na njej racionalna točka A", ki je še nimamo.

Postopek ponovimo z A" in že dobljenimi racionalnimi točkami.

Ali gre to brez kraja dalje? Ali pa je na krivulji končno mnogo racionalnih

točk A, A',..., Al), da, izhajajoč iz njih po opisanem postopku, dosežemo vse

racionalne točke na krivulji? H. Poincarč (1854—1912) je bil prepričan, da

velja zadnje. Leta 1901 je namreč postavil domnevo: vse racionalne točke na

algebraični krivulji reda tri in rodu ena najdemo, ko izvedemo opisani po-

stopek na končno mnogo racionalnih točkah krivulje. Resničnost te Poinca-

rčjeve domneve je dokazal leta 1922 L. J. Mordell (1888—1972).

V množici točk G, ki sestavljajo krivuljo reda tri in rodu ena, je mogoče

vpeljati neko binarno operacijo. Pokaže se, da je G za to operacijo komuta-

tivna grupa, racionalne točke krivulje pa dajejo podgrupo G; v G. Poincarčjevo

domnevo in ustrezni Mordellov izrek je sedaj mogoče povedati takole: grupa

G, je končno generirana.

V objavi dokaza Poincarčjeve domneve je Mordell izrekel novo domnevo:

na algebraični krtvulji roda g — 2 leži samo končno mnogo racionalnih točk.

Da to drži, je dognal Faltings. (Dokazal je neke domneve iz algebraične geo-

metrije in iz njih izpeljal resničnost Mordellove domneve.)

Matematiki so se precej ukvarjali z Mordellovo domnevo že pred Falting-

som. Tako je C. L. Siegel (1896—1981) leta 1929 ugotovil, da je na algebraični

krivulji roda g < 1 samo končno mnogo celih točk, tj. takih, katerih koordinati

sta celi števili. To Siegelovo odkritje je podpiralo Mordellovo domnevo, do-

kazovalo je seveda ni. V splošnem se namreč iz števila celih točk krivulje ne
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da sklepati na število racionalnih točk krivulje. Pozneje so Mordellovo dom-

nevo posploševali in so v tej smeri marsikaj dosegli. Vendar glede prvotne

Mordellove domneve vse do Faltingsa ni bilo pravega napredka. Navedirno

nekaj izjav, ki o tem govore.

Mordell sam je leta 1969 zapisal: »Domneva je v preteklih letih zahtevala

dosti naporov, a je še zmeraj nedokazana. Tudi ni znanih veliko netrivialnih

zgledov zanjo...« Deset let pozneje beremo pri P. Ribenboimu: »Upravičeno

se zdi v tem trenutku dokaz Mordellove domneve še zelo daleč.« In leta 1981

piše Hi. Kraft: »O tej Mordellovi domnevi je komaj kaj znano...«

Zato je Faltingsovo dognanje vzbudilo med matematiki veliko pozornosti.

Pa tudi v nematematičnem svetu. Tu pač zaradi neke posledice za Fermatov

problem.

P, Fermat (1601—1665) je trdil, da enačba

Xn - Yn — Zn (12)

za n — 3,4, 5,... ni rešljiva v celih, od nič različnih številih. Trditev so doslej

dokazali za vse eksponente m, ki so deljivi s štiri ali z lihim praštevilom pod

125 000. Ali trditev drži za vse n %— 3, ni znano. Pač pa iz resničnosti Mordellove

domneve izhaja, da ima enačba (12) za n < 4 kvečjemu končno mnogo rešitev

v tujih, od nič različnih celih številih. Ta ugotovitev pove seveda veliko manj,

kot je zatrjeval Fermat. Do nje pridemo takole.

Algebraične krivulje, podane z enačbo

xn tyno] | (13)

za n — 1, 2, 3,..., imenujemo Fermatove krivulje. Te krivulje so ireducibilne

in po (8) brez singularnih točk. Za njihov rod po (9) izračunamo g — (n—1)

(un — 2)/2, tako da je g — 3 pri n Z 4. Upoštevajmo resničnost Mordellove dom-

neve, pa vidimo, da na Fermatovi krivulji reda n > 4 leži le končno mnogo

racionalnih točk. (Po Fermatu so edine racionalne točke na krivulji (13) pri

n — 3 presečišča s koordinatnima osema.)

Če cela od nič različna števila X, Y, Z izpolnijo enačbo (14, je (X/Z)" -

-- (/Z;jn — 1 in (X/Z, Y/Z) je racionalna točka na Fermatovi krivulji (13).

Vemo, da je na Fermatovi krivulji pri x > 4 le končno mnogo racionalnih točk.

To pomeni, da more imeti enačba (12) pri n > 4 le končno mnogo rešitev

v tujih celih od nič različnih številih X, Y, Z.

Preden je bila Mordellova domneva dokazana, so dajale Fermatove krivulje

tistih eksponentov m, za katere se je vedelo, da zanje drži Fermatova trditev,

slavne zglede, ki so domnevo potrjevali.
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O RELATIVNI FREKVENCI POLNIH KVOCIENTOV

VERIZNIH ULOMKOV

PETER PETEK

Math. Subj. Class. (1980): 10 F20, 10 F40, 10 K 05

Zvezno porazdeljeno slučajno spremenljivko na intervalu [0,1] razvijemo v ve-

rižni ulomek. Dobimo zaporedje slučajnih spremenljivk na istem intervalu. Že

Gauss je poznal limitni porazdelitveni zakon, ki je logaritemski. V članku je dan nov

dokaz izreka.

ON THE RELATIVE FREOUENCY OF COMPLETE OUOTIENTS

OF CONTINUED FRACTIONS

A continously distributed random variable over the interval [0, 1] is expanded

to a continued fraction. A series of random variables on the same interval is ob-

tained. Gauss already knew the logarithmic distribution law. A new proof of the

respective theorem is given.

Naj bo X slučajna spremenljivka, zvezno porazdeljena na intervalu [0, 1]

z verjetnostno gostoto p(x). Slučajno spremenljivko razvijemo v enostaven

verižni ulomek, tj. definiramo zaporedje naravnih števil a, in slučajnih spre-

menljivk X;e (0, 1]: |

X;—<X, a,<[Xxi], Xpiu — Xi —a; (1)

Običajno imenujemo X;, k-ti polni kvocient, a;, pa k-ti delni kvocient veriž-

nega ulomka. Seveda sta za vsak k tako X;, kot a;, slučajni spremenljivki, X;

je zvezno porazdeljena na intervalu [0, 1] z verjetnostno gostoto p;(x), a; je

porazdeljena diskretno. Že Gauss je poznal naslednji rezultat:

lim 9;(x < ((1 -- x ln 2)! (2)
k—co

V nekem pismu Laplaceu je to omenil, ni pa navede] dokaza. Prvi je re-

zultat dokazal Kuzmin in o tem poročal na mednarodnem matematičnem kon-

gresu leta 1928 v Bologni. Leto kasneje je, ne da bi vedel za Kuzminov dokaz,

po svoje dokazal isti rezultat francoski matematik Levy. Nekaj podobnega se

je pripetilo tudi meni. Nisem vedel ne za Gaussov rezultat ne za Kuzminov in

Levyjev dokaz in sem po svoje prišel do (2) ter našel dokaz, ki ga v nadaljnjem

navajam.

Najprej poiščemo zvezo med verjetnostno gostoto p;(X) in verjetnostno go-

stoto py--4(X).

Trditev 1. Verjetnostna gostota slučajne spremenljivke X;,, se izraža z ver-

jetnostno gostoto slučajne spremenljivke X;, po formuli

— 1
PG) — > (A pi ( (3)

n - x

n—]
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Res: vzemimo 0 < x < 1 in izračunajmo verjetnost, da je X;,j, < X:

P(X,44 < X) — P(X,yri —a;, < x)

Ker je lahko a;, — n — 1,2,3,... je zgornja verjetnost enaka vsoti

1
je.e) CO 4)

x, POO< Xyi—n<x < $ ( pr) di

nu<—] nu -l 1|

nu J-x

in verjetnostna gostota P;,-.1(X) je odvod te vsote

Pr:16) - > a aršee |
n - x

nu —l

Poglejmo zdaj prostor vseh po Lebesgueu integralnih funkcij nad našim inter-

valom .£! [0, 1]. Verjetnostne gostote so iz tega prostora. Formulo (3) lahko

opišemo tudi tako, da definiramo linearni operator A: 4! -> /!

A f(x) -> in bxjof (: - J 4)
n<—]

Krajše bi zdaj povedali trditev 1 takole: A p;, — P;ai.

Seveda pa operator A ni definiran le na verjetnostnih gostotah, ampak na vseh

funkcijah iz .£!. Funkcija iz £! je verjetnostna gostota, če je (1) pozitivna in

(2) ima normo 1. Množico vseh pozitivnih funkcij iz £! bomo označili s P.

Ugotovimo zdaj tri važne lastnosti operatorja A

Trditev 2.

(i) A ne povečuje razdalje v £i: JAf—Agj s (f—gi

(ii) A ohranja množico pozitivnih funkcij, ohranja pa tudi normo teh funkcij:

feF >AfeFin JAfi — Ji]

(iii) Verjetnostna gostota po — ((1 -- x) In2)-1 je negibna točka operatorja A:

A po — Pe
Dokaz: Normo računamo v /£l z integralom absolutne vrednosti, zato je

1

]-eaz(— ) as s
X nu -— x

ja—asi- | NERNJE

-[> m obasi(—J—e(— ) |e -Š ji Ht) — g(t)| dt —

o

n-I
1

— | f() — Ed — |F—el
0

1
Tu smo vpeljali spremenljivko ft —

n - x
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Prvo lastnost smo tako preverili. Druga lastnost obravnava pozitivne funkcije.

Iz definicije operatorja A neposredno sledi, da je A f(x) pozitivna funkcija, če

je f pozitivna. S podobnim računom kot zgoraj preverimo še, da ohrani normo:

jari | edaa(i) s- [jo de — |]

V zapisu tretje lastnosti smo očitno dodali faktor (ln 2)! le zato, da imamo

opravka z verjetnostno gostoto. Ker je operator A linearen, bo dovolj, če po-

kažemo, da ohrani f(x) — :

1-x

Ji 1 -: 1
A f(x) -in - x)-?. — —

1 n -x (in -xt-h
n<—] 1-t n—]
co n -- x

1 1 l
x — — f(x)

n-x nJ-x-1]l 1x

n—]

S tem so vse tri lastnosti dokazane.

Naj bo zdaj a 1; označimo s g, e.£' [0,1] funkcijo g,(X) — (a - x)-,

z M c £' pa podprostor, ki ga sestavljajo vse funkcije oblike

ž, C; da, (x)

kjer zgornja vrsta konvergira absolutno v normi .£! [0,1].

Trditev 3.A /Zc 4

Res, izračunajmo namreč A g,:

CO CO

A 44) -m daja -> h -— aa dne (a)
n<l

2

(a -- | n—]l a? (s r—EX nu —]l
nu - x a

Trditev 4. Obstaja tak podprostor, gost v .£!, da za vsak element f tega pod-

prostora obstaja naravno število 4, za katero je Akf c./.

Dokaz. Najprej pokažimo, da nekatere stopničaste funkcije po nekajkratni

uporabi operatorja A pripeljemo v ./. Naj pomeni r«,,g, karakteristično funk-

cijo intervala [4, 8], tj.

| l a<x<B

Za a In 6 bomo vzeli racionalni števili.

Oglejmo si razvijanje realnega števila xec [0, 1] v enostaven verižni ulomek.

(glej [3] ali [4]).
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1

1
mg - —

kar lahko krajše zapišemo

X zz [0, m, ma, ....]

1 1
Prvi delni kvocient m; pove, da leži x na intervalu ( , J Interval [0, 1]

my, 1 44ŠI

razdelimo na števno podintervalov glede na prvi edini kvocient prvega reda. Če

poznamo še drugi delni kvocient m3, vemo, na katerem podintervalu drugega

reda leži x. Intervale drugega reda delimo naprej na intervale tretjega reda

itd. Če imamo npr. 41, — 2 in m; — 5, vemo, da leži x na intervalu drugega reda

5. 6

Eaok
itd... itd.

o ri— h Hi o-— o | U |—— o
11 1 |

0 i5E 3 Ž 1 3 EM z S tu z
intervali prvega reda intervali drugega reda

Slika 1

Interval k-tega reda je potemtakem interval [a, 6), kjer je

a — [0,m,, ma,... My], B<[0,m;,m,... m;, - 1] (5)

Tu pravzaprav ni važno, da je interval na enem koncu odprt, na drugem pa

zaprt, saj je njegova karakteristična funkcija r,, z, iz .£1, kjer pa ni važno, če

vrednost funkcije spremenimo v eni točki.

Pokažimo, da po k-kratni uporabi operatorja A na funkcijo 7,,,5; dobimo

Ak Via, B) S C Ga (6)
Najprej izračunamo A r«, g)

A re, (8) <

a S < B
n - x

| >nkaži
a B

l ,2x2.—n
a P

Ker pajeO<xs< lin

1] l

a 1

mn;
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1

m;,-1

dobimo od nič različen sumand le, če je m — m,;. Tako je

A Via, p) S (My EH XJT? Te, 5,

v — [0, io, IH3,... M;|, O — [0, mg, M3,... TH; te 1]

Dobljena funkcija je torej oblike g,Y«,,g), zato izračunamo, kaj dobimo, če

spet uporabimo operator A.

co 1 ce

A(da V, p)(8) in jajo (a f
n -— x

nu —1

kjer seveda spet dobimo vrednost, različno od nič le za a <
1

n - x

račun kot zgoraj nas prepriča, da je to mogoče le za x — m;; če še zmnožimo

dvojne ulomke, imamo

< 6. Isti

1

A(da s, p) — 7 o. Toai bsmit-

1 , 1 1 1
V zadnjem koraku je ,— —in B — ———, tako da iz pogoja—<n -x<-

sledi le x — m,;, X pa je poljubno število med 0 in 1.

Našli smo torej, da je po k korakih — po k-kratni uporabi operatorja A —

funkcija r«,, ;, prešla v C. g,, kjer je pač C neka konstanta in

1
mp g Tr —

1

Ca!

Iz funkcij 7«,,g, —a in B sta kot zgoraj krajišči intervala k-tega reda —

sestavimo s končnimi linearnimi kombinacijami prostor .f stopničastih funk-

cij. Seveda so naše stopničaste funkcije le tiste, ki so linearne kombinacije

karakterističnih funkcij zgornjih intervalov.

Znano je, da je množica vseh stopničastih funkcij gosta v £! (glej npr. [5].

Nadalje je očitno, da lahko vsako stopničasto funkcijo poljubno natančno

aproksimiramo s stopničasto funkcijo, sestavljeno iz karakterističnih funkcij
eaww va

pa lahko zapišemo kot linearno kombinacijo karakterističnih funkcij intervalov

sev ive

določenih redov. Oglejmo si za ilustracijo primer. Vzamemo interval P , zd
7

4
— — [0,1,1,3] —
fi 1
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2". 10,1,3,2,3] — :
31 esmeh

to uro Z] Jd- uni -- m] -- -i lO: 3— coo|—i——- OO
CD? sma C

DO O vis

gi O oj

Na sliki 2 je narisan najprej interval prvega reda B i, znotraj katerega sta
Day ve

ge v uve 3. 4
drugega reda narisali še dve delišči tretjega reda — in —. lorej moramo vzeti,

| 4 24 2. Z — 12 3da pokrijemo interval E il najprej interval drugega reda E h in do levega
4 3 [3 2

oglišča še dva intervala tretjega reda E s in 5 3! Interval drugega reda je

povečano narisan na 2b z nekaj delilnimi točkami tretjega reda. Da ni treba

vo. z 3, 10 ve
vzeti neskončno intervalov tretjega reda od — do —., vzamemo rajši ves interval

4 13

3 4]. as 1 4] . [10 7 s
—,—| in odštejemo intervala |—,—| in |—,—|, potem pa pogledamo še na
4 5 9 5 13 9

x x 2 1017] . pi7 24
povečano sliko 2c in dodamo še intervala | —,—| in |—,—|.

13 22 22 31

Tako imamo končno:

2Ee BA Ee ENE ME Ee ea a Ku LE
7 31 3 4 5 3 1 5 4 5 9 5 13 9 13 22 22 31

Seveda ustreza tej predstavitvi intervala predstavitev njegove karakteristične

funkcije.

Naj bo zdaj f e S stopničasta funkcija, tj.

f— >, C(a,B) .Yia,B)
(a, B)

in k maksimalni od redov intervalov (a, 6).

Dokazali smo že, da vsako funkcijo r«,g po največ k korakih pripeljemo v ./,

po trditvi 3A./ c ../ inzato Akj c ./.

Lastnost (i) v trditvi 2 pomeni tudi zveznost operatorja A, zato bo dovolj po-

kazati Gaussov rezultat (2) za stopničaste funkcije, ki so goste v £!. Ker pa

vsako stopničasto po nekaj korakih pripeljemo v ./, bo dovolj dokazati
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Trditev 5. Za vsako funkcijo f e./ velja

lim Akf — —'(l x- (7)
kos ln 2

kjer je K(f) neka konstanta, odvisna od f.

Dokaz. Funkcijo f najprej predstavimo kot f — f" -- f«, kjer je f" vsota vseh

tistih členov v predstavitvi

f — Ž, Ca) da
a

za katere je C(a) > 0, f- vsota vseh tistih členov z negativnimi koeficienti C(a).

Ker je operator A linearen, zadošča dokazati trditev le za f"', tedaj za vse

funkcije, ki so linearne kombinacije funkcij g, s pozitivnimi koeficienti. Naj bo

f taka funkcija.

(x) < x C(a (x taj?, C(a) >0 (8)

Ta funkcija je pozitivna, njena norma je enaka

SR. Ca) hli-> Zi 9)
a

Hkrati je odvedljiva:

J(x) < —22((8 (x t a
a

Odvod lahko ocenimo po absolutni vrednosti

A 2 C(a) aa - h <4. C(a) —4 10rei-> 5 (a -- x) — Ž ab udi ii
da di

ala t- lh

(a -- x)

Zapišemo funkcijo f kot vsoto

Tu smo ocenili kvocient ob upoštevanju, da jea Z 1.

HK) — - tr £(X) B>O0, gi) 20 (11)
1--x

kjer izberemo B čim večji, tj. B — B(f) — min (1 -- x) f(x). Iz lastnosti (ii) in

0<x<1

(i11) operatorja A sledi, da je B(Af) < B(f). Zaporedje B(Ak fh — B; je nepada-

joče, navzgor je omejeno z li , kar lahko hitro izračunamo. Zato ima limito
D — Dih) ln 2

D — lim B(A< f) — lim 5; (12)
kos k-»co

Pokazali bomo, da je omenjena zgornja meja m tudi natančna zgornja meja,
tj. limita D našega zaporedja. ln 2
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Pa recimo, da je D< II
B;, > D—« in funkcija ln 2

Ba(X) — AS f(x) — B;/(l -b x) (13)

. Za vsak s .>0 obstaja tak indeks K, da je

ki ima normo večjo od |if|| — D .in 2, odvod pa absolutno manjši od 4/[f/|.

Funkcija g;, ima natančno zgornjo mejo M x |£x| > (jh —D.in2, ki jo

zavzame, recimo, v točki c. Zaradi absolutne omejenosti odvoda funkcija g,;

vsaj na intervalu [ — a c -- UH ii ni manjša od > Če izberemo dovolj

velik z lahko na tem CZ a demo nekaj intervalov reda n tako, da je
njih skupna dolžina večja od polovice dolžine intervala II Naj bo /(x) ka-

rakteristična funkcija te unije intervalov. Potem je seveda

8x(X) Z zle (14)

Po mn-kratni uporabi operatorja A na karakteristično funkcijo pridemo v ./:

A" h(X) — S) vale -b a?
di

M
Norma te funkcije je enaka žu ya/(A(a -- h) in je večja od Sji saj operator A

ohranja normo pozitivnih funkcij. Iz istega razloga je tudi
M v—

An gif) 2 male aja (15)
da

Zato lahko ocenimo

144 g)2(44a— ze kar> Koža
a(a )

re >> č., Va > el>

) a -t- x a(a - h pir
ad

Tako lahko po n korakih povečamo B, vsaj še za zalij

?

32)

Ker lahko izberemo z poljubno majhen, že imamo protislovje, ki pove, da

je D< nk To seveda velja za funkcijo, ki ima koeficiente C(a) vse pozitivne.
n

Če pa je, kot smo na začetku dokaza zapisali, f — f"' - f«, je jasen tudi pomen

konstante K(f) v trditvi:
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K — |f'|— HI — 4) di

Irditek je dokazana, z njo vred pa tudi

Izrek: Za vsako funkcijo f c L'1[0, 1] velja

1

1
lim AK f(x) — b dtkao Ko TETI

0
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NOVE KNJIGE

Grasselli J., Diofantske enačbe, Društvo matematikov, fizikov in astronomov

SRS 1984, 108 str. (Knjižnica Sigma; 38).

Teorija števil je ena najstarejših matematičnih disciplin. Človeški duh se je

že od nekdaj rad igral s števili, iskal zveze med njimi, iskal zakonitosti. In

posebnemu področju teorije števil, diofantskim enačbam, je posvečena Gras-

sellijeva knjiga. Grški matematik Diofant je bil med prvimi, ki je sistematično

raziskoval rešitve enačb s celimi števili. Od stare dediščine največ dolgujemo

seveda helenski tradiciji, reševali pa so diofantske enačbe tudi drugi stari

narodi, npr. Indijci in Kitajci.

Grasselli obravnava tri sklope enačb: linearne, kvadratne in Fermatovo

(Pellovo). Knjigo bo lahko bral vsak srednješolec, ki ga zanima matematika,

saj ne zahteva posebnega predznanja, razen morda v nekaterih poglavjih, ki so

označena z zvezdico. Posebna odlika knjige so dobro izbrane naloge, ki sledijo

vsakemu razdelku, pa še precej jih je. Tako si bo učenec, ki bo resno predelal

knjigo, pridobil kar solidno znanje.

O diofantskih enačbah je bilo doslej napisanih nekaj člankov v Obzorniku

in Preseku, nekaj najdemo v Plemljevi Algebri s teorijo števil in Vidavovi

Algebri. Grassellijeva knjiga je prva sistematična obravnava tega področja

v slovenščini.

Peter Petek
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V članku je podan pregled metod za reševanje sistemov linearnih enačb. Obrav-

navani sta apriorna in aposteriorna ocena za napako in opisane glavne značilnosti

direktnih in iterativnih metod, Posebej je omenjeno iterativno izboljšanje natanč-

nosti približne rešitve, izračunane z direktno metodo. Na koncu je na kratko opisano

reševanje predoločenega sistema linearnih enačb po metodi najmanjših kvadratov.

OF LINEAR EOUATIONS

In this paper a survey of methods for the solution of systems of linear eguations

is given. A priori and a posteriori bounds for the error are treated and the main

characteristics of direct and iterative methods described. The iterative refinement

of an approximate solution obtained by a direct method is mentioned separately.

At the end the least sguares solution of an overdetermined system of linear egua-

tions is briefly described.

1. Uvod

Reševanje sistemov linearnih enačb je zelo pogosta pomožna naloga pri re-

ševanju mnogih tehniških, ekonomskih ali statističnih problemov. Samo v nu-

merični analizi (glej [2]) naletimo na reševanje sistemov linearnih enačb pri

računanju lastnih vektorjev matrik (ko že poznamo približke za lastne vred-

nosti), pri reševanju sistemov nelinearnih enačb (ko moramo, npr. pri New-

tonovi metodi, na vsakem koraku iteracije rešiti linearni sistem), pri inter-

polaciji (ko iščemo koeficiente interpolacijske funkcije), pri aproksimaciji po

metodi najmanjših kvadratov (ko rešujemo normalni sistem enačb), pri reše-

vanju navadnih in parcialnih diferencialnih enačb z diferenčno metodo ali

s kako variacijsko metodo, pri reševanju integralskih enačb z metodo kvadra-

turnih formul ali kako drugo metodo itd.

Osnovna naloga je rešitev sistema

Ax — d, detA 0 | (1)

kjer je A dana realna kvadratna nesingularna matrika reda m in d dani vektor

iz R,. V tem primeru ima sistem natanko eno rešitev x iz R,. Če to osnovno

nalogo dobro obvladamo, lahko rešimo tudi druge naloge; omenili bomo le

nekatere najpomembnejše.

(i) Več sistemov enačb z isto matriko

Zelo pogosta naloga je rešitev več sistemov linearnih enačb z isto nesin-

gularno kvadratno matriko A:

Ax0 — d0, r—<]l,..., p

" Ta članek je nastal po predavanju, ki ga je imel prof. dr. Zvonimir Bohte na

Seminarju sekcije za uporabno matematiko pri DMFA v Ljubljani, 20. in 21. sep-

tembra 1984.
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Ta naloga je ekvivalentna rešitvi matrične enačbe

A Xx—D

kjer sta znani kvadratna matrika A reda n in pravokotna matrika D dimenzije

n X p in iščemo pravokotno matriko X dimenzije n X Pp.

(ii) Inverzna matrika

Če je A nesingularna kvadratna matrika reda m, je najceneje izračunati in-

verzno matriko A"! kot rešitev matrične enačbe

AX-—TI

kjer je Z enotna matrika reda mn. Rešiti moramo torej m sistemov linearnih

enačb

Ax0 <eno, r<1,...,n

kjer so na desni strani stolpci enotne matrike, vsakokratne rešitve sistema pa

so ustrezni stolpci inverzne matrike.

(iii) Izrazi, ki vsebujejo inverzno matriko

Naj bosta dani kvadratni matriki A in B reda n in naj bo matrika A nesin-

gularna. Vzemimo, da je treba izračunati matriki

C — A-i B

in

Namesto da izračunamo najprej A-! in nato oba produkta, je bolje prevesti

obe nalogi na problem (i). Matrika C je namreč rešitev matrične enačbe

AC-— B

matrika D — ET pa je enaka transponirani rešitvi matrične enačbe

AT E — BT

Na ta način lahko izračunamo tudi bolj komplicirane izraze, ki vsebujejo in-

verzne matrike kot faktorje, ne da bi le-te eksplicitno izračunali.

Omenimo še nekaj nalog, ki niso tako pogoste, a jih v praksi le srečujemo.

(iv) Kompleksni sistem linearnih enačb

Če so v nesingularnem sistemu enačb

Ax—-d (2)

podatki kompleksna števila, lahko zapišemo

A<B-icC (3)

d —e-if (4

Rešitev kompleksnega sistema reda m lahko prevedemo na rešitev realnega

sistema reda 2n. Iskana rešitev x je v splošnem tudi kompleksna

x —y iz (5)
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Če vstavimo (3) — (5) v sistem (2) in izenačimo realni in imaginarni kom-

ponenti, dobimo sistem enačb

By—(z<e

ki ga lahko zapišemo v bločni obliki

B —C][yl [e 6

lc sbje ij] s
Za večino metod velja, da je bolj ekonomično kar s kompleksno aritmetiko

rešiti prvotni sistem (2), kot pa z navadno (realno) aritmetiko rešiti sistem (6).

(v) Homogen singularni sistem enačb

Če je matrika A singularna, potem vemo, da ima homogen sistem

Ax—0

vedno netrivialno rešitev x -: 0 in da je takih rešitev nešteto. Če je rang(A) —

— n — 1, potem lahko eno enačbo odvržemo, eno neznanko pustimo kot prosti

parameter in rešimo en nesingularen sistem reda m — 1 (osnovna naloga). Če

pa je rang(A) — n —mm, lahko odvržemo enačb in splošno rešitev (kot line-

arno kombinacijo m neznank) dobimo z rešitvijo m sistemov linearnih enačb

reda n — m z isto nesingularno matriko (naloga (i)). Praktične težave so v tem,

da je numerično ugotavljanje ranga matrike težka naloga; tu je ne borno

obravnavali.

(vi) Pravokotni sistem enačb

Podobne ugotovitve veljajo za sistem enačb

Ax—-d

kjer je A pravokotna matrika dimenzije n X m, d dani vektor iz R,, x pa iskani

vektor iz R,,. Tak sistem ima rešitev, če je

rang(A) — rang(B)

kjer je B pravokotna matrika dimenzije n X (m - h, ki jo dobimo tako, da

matriki A dodamo d kot (m - l)-ti stolpec. Če ta pogoj ni izpolnjen, sistem

rešitve nima. Tedaj navadno iščemo »rešitev« po metodi najmanjših kvadratov,

to je tisti x, pri katerem je vsota kvadratov razlik med levimi in desnimi stran-

mi najmanjša. O tem bomo govorili v zadnjem razdelku.

2. Apriorna in aposteriorna ocena za napako

Naj bo x rešitev realnega nesingularnega sistema linearnih enačb (h). Oglej-

mo si oceno za spremembo rešitve, če spremenimo podatke, to je matriko in

desno stran. Do takšnih sprememb skoraj vedno pride, kadarkoli podatke me-

rimo, računamo ali beremo v računalnik. Naj bo torej x -- 8x rešitev sistema

(A -86A (x -ox) —-dtad



Potem velja ocena (glej [2]) za relativno spremembo rešitve

JO Ve S JA] (ASI ALIJA, £ Jo did bid — jAS ja A (7)
če je le

joAj < WjA-j

Ocena velja za poljubno vektorsko in z njo usklajeno matrično normo, to je

tak par norm, da velja neenačba JAx| < JA; x. Najpogosteje vzamemo tele

pare:

JA; — max X [ax
1l<k<ni<l

kle- (Že). Ile-(Ž žar)
i—1 k<—

||. — Max x;, |A|. — max y la;
<i<n 1i<i<snks<l

Število

cond(A) — |A| |A-'|

imenujemo število pogojenosti (condition number) ali občutljivost sistema.

Vedno je

cond(A > 1

Kadar je to število blizu 1, pravimo, da je sistem neobčutljiv in takrat majhne

spremembe podatkov le malo spremenijo rešitev.

Sistem je v drugi normi idealno neobčutljiv, če je matrika A ortogonalna, to

je taka, da je

ATA-TI

Tedaj je A-! — ATin

JlAlje (ASE — 1
kjer je

(Ale — (max 24474)
l<i<n

spektralna norma. Takrat je (glej [2]

|Ae |A—je — m
Torej tudi v evklidski normi občutljivost tedaj ni zelo velika.

Neobčutljivi so tudi sistemi enačb z matriko, ki je diagonalno dominantna,

to je taka, da je
n

caj > ž ik i—51,...,n

PINE
za 0 < c < 1. Za take matrike velja (glej [4], str. 179)

JA. Ari, S (1 - c max 4;1/((l —c) min Ja;;)
l<i<n l<i<n

To število je zmerno veliko, če le ni c zelo blizu 1 in če so diagonalni elementi

istega velikostnega reda.
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Občutljivi so tisti sistemi, pri katerih je

cond(A > 1

Tedaj se utegne zgoditi, da majhne spremembe v podatkih močno spremenijo

rezultat.

Praviloma so občutljivi vsi skoraj singularni sistemi, ki imajo matrike

z majhno determinanto v primerjavi z elementi matrike. Isto velja za matrike,

ki imajo v kaki vrstici ali stolpcu same zelo velike ali zelo majhne elemente.

Takim matrikam pravimo neuravnotežene matrike. Zelo občutljive so Hilber-

tove matrike H,, ki imajo elemente

hy <lW(iSk—UH, i,k—<l,...,n

Občutljivost teh matrik je razvidna iz tabele 1. Te matrike ali njim zelo po-

dobne nastopajo v praksi pri aproksimaciji podatkov s polinomi po metodi

najmanjših kvadratov.

Tabela 1

H |H,, 2 H,? ja

4 155.104

1 475.108

10 160.1013

Reševanje občutljivih sistemov je naloga, ki se ji je treba izogibati. Ob-

čutljivost lahko zmanjšamo tako, da probleme primerno formuliramo. Včasih

dosežemo zmanjšanje občutljivosti s kako analitično transformacijo enačb,

včasih pa kar z uravnoteženjem enačb, tako da z množenjem enačb ali neznank

dosežemo, da niso v nobeni vrstici ali stolpcu matrike elementi, ki so po

absolutni vrednosti vsi zelo veliki ali zelo majhni.

Občutljivost danega sistema lahko eksperimentalno ugotovimo tako, da

rešimo najprej sistem z originalnimi podatki, nato pa z nekoliko spremenje-

nimi. Spremembe naredimo na tistih mestih, ki niso več zanesljiva. Če se

rešitev pri tem močno spremeni, imamo opravka z občutljivim sistemom. Če

pa je sprememba v rešitvi majhna, imamo upanje, da je sistem neobčutljiv.

Apriorna ocena za napako (7) ni direktno uporabna, saj pred računom

inverzne matrike ne poznamo. Pomaga nam le razložiti vpliv sprememb po-

datkov na rezultat.

Bolj uporabna je aposteriorna ocena za napako približne rešitve.

Naj bo x eksaktna rešitev sistema (lj). Vzemimo, da smo s katerokoli me-

todo izračunali vektor y kot približek za x. Zanima nas ocena za napako y — x.

Če vstavimo približek y v sistem (|), lahko izračunamo ostanek

r—< Ay—d

ki je nič, če je y — x. Približna rešitev y torej eksaktno zadošča sistemu

ki se od prvotnega razlikuje le v desni strani. Torej lahko uporabimo oceno (/),

v katero vstavimo 8Ax<— 0 in ad — r. (Tako dobimo oceno za relativno napako

približne rešitve
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ip — zlil S MA (ASI ril
Ocena za relativno napako je torej produkt občutljivosti sistema in relativnega

ostanka.

Dobljene ocene ne moremo uporabiti, če ne izračunamo inverzne matrike.

Ker praviloma tudi te ne moremo izračunati eksaktno, moramo za zanesljivo

oceno opraviti dodatne račune.

Vzemimo, da smo izračunali približno i inverzno matriko X — Ai, ki je lahko

precej grob približek. Nato izračunamo ostanek

R—<AX—I

Od tod sledi

A"4R-—- X— A-

in

X — A4 - AR

Če upoštevamo, da norma vsote ni manjša od razlike norm, dobimo oceno

| (X| Z (A, — (AE Ri Z JA | — (A-) JR)
iz katere sledi

(AS) s |X//U— |R)
če Je le

IR <1

Če torej izračunamo 7, X in R, imamo aposteriorno oceno za relativno napako

približne rešitve y v obliki

(9 — zil s JA, 1X) rud — RI)
Prav je, da omenimo, da izračun ocene zahteva veliko dodatnih operacij in

zato v praksi le redkokdaj s približkom podajamo še oceno za napako. Dosti-

krat se tudi zgodi, da je ocena preveč pesimistična.

3. Direktne metode za splošne matrike

Direktne so vse metode, ki pripeljejo do rešitve s končnim številom aritme-

tičnih operacij. Rešitev bi bila eksaktna, če bi računali z eksaktno aritmetiko.

Zaradi zaokrožitvenih napak dobimo praviloma le približek za rešitev.

Od vseh direktnih metod je najbolj znana in največkrat uporabljena Gaus-

sova metoda; njene variante imajo v literaturi (glej [3] tudi različna imena

(po matematikih Doolittle, Crout, Banachiewicz, Cholesky, Jordan itd.. Pri

vseh teh metodah je cilj prevedba prvotnega sistema (l) na preprostejši ekvi-

valentni sistem, ki je enostavno rešljiv. Ponavadi je to sistem s trikotno

matriko, le pri Jordanovi metodi ima ekvivalentni sistem diagonalno obliko.

Tu bomo omenili le osnovno varianto Gaussove metode in nekatere njene

izboljšave. S podrobnim opisovanjem algoritmov se ne bomo ukvarjali. Izpe-

ljavo in analizo metod najdemo v knjigah [3] in [9], algoritme, zapisane

v algolu, pa v priročniku [10].

Osnovna ideja pri Gaussovi metodi je v tem, da s sistematično eliminacijo

neznank prevedemo prvotni sistem na ekvivalentni sistem z zgornjo trikotno

matriko. V procesu eliminacije imamo tako n ekvivalentnih sistemov enačb

52



A0 x < do, r<l]l,2, ..., n

kjer je

Ab —A, dbe-d

in

Ab —U, dnb.-— y

Tu je U zgornja trikotna matrika (u;, — 0, t>khk).

Matrika A() ima obliko

A) -| AN im
O | A, n—r-l

r—l n—r-1

in je že zgornja trikotna v prvih r — 1 stolpcih in prvih r vrsticah. Na r-tem

koraku obravnavamo samo matriko A, reda n —r - l v desnem spodnjem

vogalu. Pogoj za izvršljivost metode je, da so vsi pivotni elementi a,,0), r — 1,

..., n različni od nič. Na r-tem koraku eliminacije (r — 1,.. ., mn— |) pomno-

žimo r-to vrstico s kvocientom

,, — a;D/a,,) (8)

in jo odštejemo od i-te za vsak i— r -- 1,..., n. Tako dobimo elemente nasled-

njega sistema

aj, — aj) a l,, a,y), k — pr -e 1, ..., HM

d,rtbh — dAa — 1d, (9)

Če iz kvocientov (8) oblikujemo spodnjo trikotno matriko Ll;, — 0, t < k)

z enojkami na diagonali (;;< 1, i<— 1,..., m), iz elementov pivotnih vrstic pa

zgornjo trikotno matriko U(u,;, — aj), i < k; u;, — 0, 1> k), se izkaže (glej

[2), da velja

A—LU (10)

in da je vektor y(y; — d;0,i— 1,..., m) rešitev spodnjega trikotnega sistema

Ly<—d (11

Tako je treba rešiti le še zgornji trikotni sistem

H

a (n— bI ja) [su Z —<H, n —1, 4 0 03 1
jsid1l

po formulah

Če pomnožimo enačbo (12) z L in upoštevamo zvezi (10) in (1h, vidimo, da

dobljeni x res reši prvotni sistem (l).

Gaussova metoda ima torej tri glavne dele: trikotni razcep matrike (10),

rešitev spodnjega trikotnega sistema (11) in rešitev zgornjega trikotnega si-

stema (12).

Glede eksistence in enoličnosti trikotnega razcepa (10) velja: Če so vse

vodilne podmatrike matrike A nesingularne, trikotni razcep obstaja. Če obstaja

trikotni razcep nesingularne matrike A — L U, potem sta trikotna faktorja L in

U enolično določena.
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Oglejmo si še ekonomsko plat metode (glej [12]. Za razcep (10) moramo

opraviti m3/3 — n/3 množenj ali deljenj. Rešitev spodnjega trikotnega sistema

(11) zahteva nž/2 — n/2 množenj, rešitev zgornjega trikotnega sistema (12) pa

še n deljenj več. Za rešitev sistema (1) moramo torej opraviti n3/3 -- n? — n/3

množenj ali deljenj in približno toliko seštevanj ali odštevanj.

Če imamo m sistemov linearnih enačb z isto matriko A

AX-—D (13)

najprej matriko razcepimo v produkt (10) in nato rešimo m parov trikotnih

sistemov

LY-—D

in

UX—Y

ki smo jih zapisali v matrični obliki. Za rešitev te naloge je treba opraviti

nš/3 -- m n'— n/3 množenj ali deljenj (odslej operacij).

Če hočemo izračunati X — A?!, matriko A najprej razcepimo v produkt (10),

nato pa rešimo m posebnih parov trikotnih sistemov

LY-—I

in

U X— Y

ki so tudi zapisani matrično. S tem smo rešili problem (13), kjer je D<— I

enotna matrika. Če se izognemo trivialnim operacijam (množenju z 0 ali de-

ljenju števila 0), je za izračun inverzne matrike treba opraviti natanko ns

Operacij.

Osnovna varianta Gaussove metode ni vedno izvršljiva, saj je lahko kak

a,;,0 — 0. Tudi numerično stabilna ni, saj lahko pride do poljubno velikih za-

okrožitvenih napak. To se zgodi navadno takrat, kadar je kak pivotni element

a;,W po absolutni vrednosti zelo majhen, kar povzroči veliko rast elementov

in s tem rast zaokrožitvenih napak. Temu se izognemo s pivotiranjem.

Pri delnem pivotiranju (glej [9] na r-tem koraku izberemo za pivot abso-

lutno največji element v prvem stolpcu matrike A,. Z zamenjavo r-te vrstice

z ustrezno vrstico dosežemo, da pride ta element na prvo mesto. Če sedaj

izvršimo eliminacijo, opazimo, da so vsi kvocienti l;, po absolutni vrednosti

omejeni z 1. Pri tem pride do razcepa

PA-LU, il, <1

ki vedno obstaja, če je le A nesingularna matrika. Tu je P permutacijska

matrika, ki jo dobimo iz enotne matrike 7, če tudi v njej sproti zamenjujemo

istoležne vrstice kot v tekoči matriki AW). Reševanje sistema (l) razpade tako

na dva trikotna sistema.

Ly —< Pd

in

U x< y
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Ta metoda zahteva približno n?/2 seštevanj ali odštevanj več, a je numerično

stabilna (glej [9]. Dokazati se namreč da, da je za aritmetiko s premično piko

(floating point) izračunani x točna rešitev nekega perturbiranega sistema

(A £ oA)x—< d (14
kjer velja ocena

|OAj scen? gu (15)

Tu je c konstanta velikostnega reda 1, ki je odvisna od norme in tehnike oce-

— njevanja, Število g je največji element v procesu

— max max aj;,)

I<r<n rsi,k<n

u pa osnovna zaokrožitvena napaka, to je največja relativna napaka pri eni

aritmetični operaciji. Za večino računalnikov je

[be , Pri rezanju
u —

| bi-t/2, pri zokrožanju

kjer je Db osnova številskega sistema (navadno 2 ali 10), £t pa število mest

v mantisi.

Če vpeljemo rast elementov R z enačbo

R — g/ max a;

l<i,ks<n

lahko v splošnem dokažemo, da je za delno pivotiranje (glej [8])

R < 2n-l (16

Obstajajo matrike, pri katerih res lahko pride do eksponentne rasti elementov,

kar pomeni, da je Gaussova metoda z delnim pivotiranjem potencialno ne-

stabilna. V praksi je takšna rast elementov zelo redka.

Rast elementov je mnogo bolj omejena pri kompletnem pivotiranju, pri

katerem na r-tem koraku izberemo za pivotni element absolutno največji

element v celi preostali matriki A,. S primerno zamenjavo dveh vrstic in dveh

stolpcev (preimenovanjem neznank) v matriki A lahko dosežemo, da pride

na prvo mesto ta dominantni element. Po eliminaciji so spet vsi kvocienti po

absolutni vrednosti omejeni z 1. Sedaj pride do razcepa

PAO-LU, ll <1 (17)

kjer je tudi O permutacijska matrika, dobljena iz 7! z ustreznim zamenjeva-

njem stolpcev. Reševanje sistema (1) ima po razcepu (17) še tri dele

Ly <Pd

Uz<— y

x — Oz

Zadnji del pomeni le, da moramo dati izračunanim neznankam prava imena.

Ta metoda zahteva približno n3/3 seštevanj ali odštevanj več in je zato precej

bolj zamudna. Dokazati se da (glej [8]), da za kompletno pivotiranje velja isti

rezultat (14) z oceno (15), le da je rast elementov znatno bolj omejena, kot kaže

ocena (16) za delno pivotiranje.
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Še vedno nedokazana domneva je, da za kompletno pivotiranje velja

R<n

kar bi pomenilo, da je Gaussova metoda s kompletnim pivotiranjem nu-

merično stabilna. V praksi se ta metoda zaradi večjega števila operacij le

redko uporablja.

Še redkeje se uporabljajo druge direktne metode; na kratko bomo omenili

le razred ortogonalnih metod.

Pri teh gre za razcep matrike

A —<O0U

kjer je O ortogonalna matrika OT O — Tin U zgornja trikotna matrika. Sistem

(l) rešimo v dveh korakih

Oy—d

ali

y — 0Td
in

Ux<— y

Najbolj znani ortogonalni metodi (glej [9]) sta Givensova, kjer dobimo

matriko O kot produkt n(n — l)/2 elementarnih zasukov (s približno 4 n3/3

operacijami), in Householderjeva, kjer dobimo O kot produkt n — 2 elementar-

nih zrcaljenj (s približno 2 n/3 operacijami). Za obe metodi se da dokazati

numerična stabilnost. Prednost pred Gaussovo metodo je v tem, da ortogonalni

razcep vedno obstaja in da elementi ne rastejo, s tem pa so tudi omejene za-

okrožitvene napake. Zaradi večjega števila operacij se ortogonalne metode —

kot rečeno — le redkokdaj uporabljajo za reševanje osnovne naloge (1).

4. Direktne metode za posebne matrike

Pri reševanju mnogih praktičnih problemov ima matrika A kako posebno

dodatno lastnost ali strukturo, ki se da uspešno izkoristiti za to, da bodisi

zmanjšamo število operacij in s tem skrajšamo računski čas bodisi zmanjšamo

zasedbo spomina v računalniku in s tem omogočimo reševanje sistemov večjih

redov. Tu bomo našteli najpogostejše takšne primere in omenili, kako lahko

pri Gaussovi metodi upoštevamo te posebnosti. Podobne ugotovitve veljajo

tudi za druge direktne metode.

(1) Diagonalno dominantne matrike

Naj bo A nesingularna diagonalno dominantna matrika po stolpcih, to je,

naj velja

isl

izdek

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da se diagonalna dominantnost v toku Gaussove

eliminacije ohranja. To pomeni, da so vse matrike A, tudi diagonalno domi-

nantne. Obenem je dokazal, da je rast elementov omejena z 2:

R<2
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Od tod sledi, da je osnovna varianta Gaussove metode (brez pivotiranja) za

diagonalno dominantne matrike numerično stabilna.

(ii) Simetrične matrike

Če je matrika A simetrična AT — A, lahko shranimo v spomin samo en tri-

kotnik (zgornji ali spodnji) te matrike, torej lahko prihranimo približno po-

lovico prostora v spominu. Hitro se da videti iz formul (8) in (9), da se sime-

trija v toku Gaussove eliminacije ohranja, torej da so vse matrike A, tudi

simetrične. To pa pomeni, da je dovolj, če izračunamo le en trikotnik tekočih

matrik A, in s tem zmanjšamo število aritmetičnih operacij skoraj za polovico.

Če obstaja razcep nesingularne simetrične matrike

A<LU

potem sledi iz izreka o enoličnosti razcepa, da je med trikotnima faktorjema

zveza

U.-— DKLT

kjer je D diagonalna matrika

D — diag(u;)

Žal simetričnost sama še ne zagotavlja numerične stabilnosti Gaussove metode.

Če nimamo dodatnih lastnosti (npr. diagonalne dominantnosti ali pozitivne de-

finitnosti), je najbolje, da se simetriji odpovemo in rešimo sistem z Gaussovo

metodo z delnim pivotiranjem; pri tem pa se seveda simetrija pokvari. Tako

ni nobenega prihranka ne prostora, ne časa.

(iii) Pozitivno definitne matrike

Simetrične matrike, ki niso pozitivno definitne, v praksi le redko nastopajo.

Naj bo sedaj A simetrična pozitivno definitna matrika: AT — A in xsTAx>0

za vsak x x 0.

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da se v toku Gaussove eliminacije pozitivna

definitnost ohranja, torej da so vse matrike A, tudi pozitivno definitne. Ob-

enem je pokazal, da elementi ne rastejo, torej da je

R—-1

Osnovna varianta Gaussove metode je torej numerično stabilna. Iz izreka

o eksistenci trikotnega razcepa sledi, da za pozitivno definitne matrike trikotni

razcep vedno obstaja. Vse vodilne podmatrike so namreč tudi pozitivno de-

finitne in zato nesingularne. Zato velja

A—<LU-< LDLT

Izkaže se, da ima diagonalna matrika D pozitivne elemente. To pa pomeni, da

obstaja razcep

A — VTV (18)

kjer je

V — DW2 LT

in seveda vzamemo pozitivne vrednosti kvadratnih korenov. Pozitivno definitna

matrika se da razcepiti v produkt dveh trikotnih matrik s pozitivnimi diago-

nalnimi elementi, od katerih je prva enaka transponirani drugi.
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Razcep (18) se da izvesti direktno z algoritmom (glej [2]:

1—1,...,n

f i—1 1/2

Vi; — (ai —> vir)
jsl

N

isl

i—1 N

Vip — (s — x V;; vn) [a k—-i- 1, ..., HM

ki ga imenujemo metoda Choleskega.

Če ne vemo naprej, ali je matrika A pozitivno definitna, lahko z enim od

algoritmov poskusimo matriko razcepiti. Če dobimo trikotni razcep po Gaus-

sovi metodi z zgornjo trikotno matriko, ki ima pozitivne diagonalne elemente,

ali trikotni razcep (18) po metodi Choleskega z realno matriko V, je matrika A

pozitivno definitna, sicer pa ne.

(iv) Pasovne matrike

V praksi zelo pogoste so pasovne matrike ((2 p -- 1)-diagonalne), to je

takšne, da velja

Take matrike nastopajo npr. pri numeričnem reševanju diferencialnih enačb,

pri interpolaciji in aproksimaciji z zlepki, pri analizah raznih omrežij in po-

dobnih problemih.

Očitno je, da za take matrike potrebujemo v spominu znatno manj pro-

stora. Pri Gaussovi metodi z delnim pivotiranjem potrebujemo za spodnjo

trikotno matriko p diagonal, za zgornjo trikotno matriko pa 2 p - 1 diagonal.

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da je za tridiagonalne matrike (p — l) rast ele-

mentov omejena Z

R<2

Za splošni p velja ocena (glej [1])

R < 22P-!— (p— 1) 2p-?

To pomeni, da je za pasovne matrike Gaussova metoda z delnim pivotiranjem

numerično stabilna, če je p majhen v primeri z H.

(v) Razpršene matrike

Še bolj kot pasovne so v praksi pogoste razpršene matrike, to so take, ki

imajo pretežno število elementov enakih 0 (cca 909/0), neničelni elementi pa ne

nastopajo v kakem preprostem pravilnem vzorcu. Take matrike so po pravilu

zelo velike; zato je važno, da shranjujemo v računalnik samo neničelne

elemente. Pri Gaussovi metodi pa je tako, da lahko med potekom eliminacij

nastajajo iz prejšnjih ničel neničelni elementi. Zato je treba pri realizaciji

Gaussove metode za take matrike paziti na dvoje, da bo zapolnjevanje čim

manjše in da ne bo rast elementov prevelika. V zadnjem času je delo na tem

področju zelo živahno (glej [6]). Doslej znane metode so prekomplicirane, da bi

jih lahko v tem kratkem pregledu podrobno opisali.
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5. Iterativne metode

Nekateri sistemi linearnih enačb, posebno tisti, ki nastanejo pri numerič-

nem reševanju parcialnih diferencialnih enačb, so takšni, da jih ne moremo

reševati z direktnimi metodami, ker bi pri tem potrebovali preveč prostora

v računalniku, z uporabo zunanjega spomina pa bi porabili preveč časa. Če je

matrika sistema posebne vrste, potem so za reševanje primernejše iterativne

metode. Pri njih računamo zaporedne približke k rešitvi.

Oglejmo si osnovno idejo iterativnih metod. Matriko sistema enačb (1)

razdelimo na dva dela

A —- N—P

in zapišemo sistem v obliki

Nx—-Pxd-d

Izberemo si začetni približek x0) (lahko kar vektor 0) in oblikujemo zaporedje

približkov x0), r — 0,1,..., po pravilu

NxTbh —Pxo0 sd, r—0,1,... (19)

Če je det N x 0, je zaporedje x() z začetnim približkom x enolično določeno.

Na vsakem koraku iteracije moramo rešiti sistem linearnih enačb z matriko N.

Če je ta preprosta (npr. diagonalna ali trikotna), zahteva računanje enega

približka le malo operacij. In če zaporedje približkov hitro konvergira k re-

šitvi, ali če potrebujemo le majhno natančnost v rešitvi, se utegne zgoditi, da

je iterativna metoda bolj ekonomična od direktne. Če pa je matrika A tako

velika, da onemogoča uporabo direktne metode, a je po strukturi tako pre-

prosta, da je enostavno izračunati desno stran v sistemu (19) in ga rešiti, je

iterativna metoda lahko edina možnost.

Konvergenca metode je odvisna od iterativne matrike

Veljata izreka (glej [2], [5]:

(i) Zaporedje približkov x() konvergira k rešitvi x za vsak začetni približek x0

natanko takrat, ko ležijo vse lastne vrednosti matrike M znotraj enotnega

kroga.

(ii) Če je katerakoli norma matrike M manjša od 1, zaporedje x() konvergira

k x za vsak x0,

Če je izpolnjen zadostni pogoj (ii) za kako normo, potem velja za tisto

normo ocena za napako

e— zo s Ml jeo — ao pa — |M))
Oglejmo si dve konkretni iterativni metodi in eno družino takih metod.

Matriko A razdelimo na tri dele

A—<L-4D-U

kjer je L spodnji trikotnik matrike A (brez diagonale), D diagonala in U zgornji

trikotnik (brez diagonale).

(1) Jacobijeva iteracija

Pri Jacobijevi iteraciji vzamemo

N—<D, P<—i(L-UV
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Zaporedje približkov računamo po pravilu

k<l k<itl

i—1 n

x,Yrrh — (— » A; XD) — > A;; zao) Ja t — 1, ..., HA

Zadosten pogoj za konvergenco je npr. |M(|., < 1, ki ga lahko izrazimo v obliki

aj] > X, |aix
kl
kdet

Z besedami ga izrazimo takole: Če je matrika A strogo diagonalno dominantna

po vrsticah, je Jacobijeva iteracija konvergentna za vsak začetni približek.

Ocena za napako je

Na [s — ale, S mis — ze .a)/a—m (21)
kjer je

m — maX y (Aix)) Aj; | (22)

Število operacij na iteracijo je n?, če je matrika polna. Če ima matrika veliko

število ničel, je teh operacij lahko znatno manj.

(ii) Seidlova iteracija

Seidlovo iteracijo dobimo iz Jacobijeve, če vsako komponento novega pri-

bližka takoj po računu upoštevamo pri računanju naslednje komponente:

i—1 n

x,rth) — (— Hi dje Xprrb — Y) a; slo) Ja i—l,...,n

Sedaj je

Izkaže se (glej [2], da je zadostni pogoj (20) zadosten tudi za konvergenco

Seidlove iteracije in da velja ista ocena za napako (21), (22) tudi zanjo.

Število operacij na iteracijo je isto kot pri Jacobijevi iteraciji.

V praktičnih primerih sistemov, ki nastanejo pri numeričnem reševanju

parcialnih diferencialnih enačb eliptičnega tipa, sta navadno Jacobijeva in

Seidlova iteracija konvergentni, a zelo počasi, da si z njima ne moremo dosti

pomagati. Zato so se razvile metode za pospeševanje konvergence (glej [7).

Najbolj znana med njimi je metoda S.O. R. (Successive Over-Relaxation).

(ii) Metoda S. O. R.

Popravek približka po Seidlovi metodi pomnožimo s parametrom wo. Tako

dobimo družino metod

i—1 n V

XPEhD — xO too (4— N d;p Xjreb — Ya;; zao) Ja i—l1,...,,n
k<l k<i

Tu je

N—<Ld-oao!iD, P——(1—ao.D—U

Teorija te metode je dokaj komplicirana. Glavni rezultat pa lahko v grobem

povzamemo takole (glej [/);
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Če je matrika A pozitivno definitna in ima primerno blok-tridiagonalno

strukturo, je optimalna vrednost parametra w podana z enačbo

cop — 2/4 -£ (1 — je)!

kjer je u spektralni radij ustrezne Jacobijeve iteracijske matrike. Pri optimalni

vrednosti parametra w se število iteracij za določeno natančnost v primeri

s Seidlovo iteracijo (pri o <— 1) drastično zmanjša. Težava pri praktični reali-

zaciji je v tem, da vrednosti w;, ne moremo izračunati, ker ne poznamo števila

u. Sproti lahko dobivamo le približke zanj, npr. s potenčno metodo (glej [2).

Razred matrik, za katere velja zgornja formula za «;, je zelo obsežen. Do njih

vodi primerno uporabljena diferenčna metoda za reševanje linearnih parcial-

nih diferencialnih enačb drugega reda.

Obstajajo še druge iterativne metode. To so predvsem razne gradientne

metode (glej [3]), pri katerih se postopno približujemo absolutnemu mini-

mumu funkcije f(x) < |JAx—dje.

6. Iterativno izboljšanje natančnosti približne rešitve

Vzemimo, da srno rešili sistem enačb (1) z Gaussovo metodo z delnim pi-

votiranjem in dobili približek za rešitev x, ki ga bomo označili z x0, Pri tem

smo dobili spodnjo trikotno matriko L (z enojkami na diagonali in z elementi,

ki so absolutno omejeni z 1) in zgornjo trikotno matriko U. Zaradi zaokro-

Žitvenih napak eksaktni produkt L U ni enak PA (glej razdelek 3), ampak

velja

LU—<PA-E (23)

kjer so elementi perturbacijske matrike E v splošnem majhni. Dokazati se da

glej [8], da velja ocena

JE| s ere gu
ki je podobna oceni (15).

Oglejmo si sedaj iterativno metodo, pri kateri lahko izboljšamo natančnost

približne rešitve, kolikor pač dopušča končna aritmetika. Opišemo jo takole:

r<—0,1,2, ...

do — d—Axn (24)

Ly) — P dio (22)

U em) — yn) (26)

xD — xD) de en) 
(27)

Na vsakem koraku iteracije izračunamo najprej ostanek (24), rešimo dva

trikotna sistema (25) in (26) in z rešitvijo popravimo prejšnji približek (27).

Število operacij na iteracijo je 2 n?.

Zadosten pogoj za konvergenco te iteracije bomo izpeljali pri pogoju, da

lahko izračunamo ostanek in rešimo oba trikotna sistema brez napake. To

pomeni, da je x približek za x le zaradi tega, ker trikotna faktorja L in U

nista eksaktno izračunana.
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Če pomnožimo enačbo (26) z L in upoštevamo v njej zveze (25), (24) in (23),

dobimo

(PA-Ejeo < Pd—PAx

ali

(A -PTEe0 — d—Axo

saj je P kot permutacijska matrika ortogonalna. Če pomnožimo enačbo (27)

z matriko A -- F, kjer je

F—PTE

dobimo

(A - F)x6tb — da Fxo

Od tod sledi, da je iteracijska matrika te metode

Od tod dobimo

(A- FM-—-F

in

1 -G)M<—G

kjer je

G-— Aa F

Iz enačbe

M-GM-—G

takoj sledi ocena

|C| < (Mj—iGM| z d4—jep IM)
Ocena za normo iteracijske matrike je

IM s leh — leh
ki velja, če je izpolnjen pogoj

|e, <1
Ker pa je

| |G| s (AS FI — (ASE
kar velja za vse norme 1, 2 co in za evklidsko normo, saj je P permutacijska

matrika, je zadosten pogoj za konvergenco iteracije

LAS JEj< % (28)
Od tod namreč sledi |G| < 4 in jM) <1.

Če je trikotni razcep (23) toliko natančen, da velja (28), potem iteracija

konvergira, če jo izvajamo z eksaktno aritmetiko. No, v resnici tudi pri ko-

rakih (24) — (27) delamo zaokrožitvene napake, zato je resnični pogoj nekoliko

drugačen.

Za praktično uporabo iterativnega izboljšanja natančnosti je treba po-

udariti, da moramo ostanek (24) izračunati čim bolj natančno (npr. z dvojno

natančnostjo), če želimo, da bo imelo izboljšanje kakršenkoli efekt. Vse druge

korake lahko izvajamo z osnovno natančnostjo. Iteracijo prekinemo, ko ni več

opaziti nobenega izboljšanja, torej ko se ostanek d(") ne manjša več. Navadno

zadoščata že 2 koraka iteracije.

Gaussovo metodo z delnim pivotiranjem in iterativnim izboljšanjem na-

tančnosti štejemo za najboljšo metodo za reševanje sistemov linearnih enačb.
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7, Predoločeni sistemi enačb

Oglejmo si na kratko še reševanje predoločenih sistemov linearnih enačb,

v katerih je več enačb kot neznank

Ax—-d (29)

Tu je A pravokotna matrika dimenzije n X m, kjer je n > m, vektor d je iz R,,

iskani vektor x pa iz R,,. Ponavadi je m znatno večji od m. Taki sistemi naj-

pogosteje nimajo nobene rešitve. Pri nalogah iz aproksimacije (glej [5] do-

stikrat iščemo rešitev po metodi najmanjših kvadratov, to je »rešitev« x,, pri

kateri so enačbe v povprečju najbolje izpolnjene. To je tisti x,, za katerega

velja

xE Rm

Rešitev po metodi najmanjših kvadratov minimizira vsoto kvadratov razlik

med levimi in desnimi stranmi v sistemu.

Omejili se bomo na primer, ko je

rang(A) — m .

Takrat so stolpci matrike A linearno neodvisni, kar pomeni, da ne moremo

nobene neznanke nadomestiti z linearno kombinacijo drugih neznank. V tem

primeru je rešitev po metodi najmanjših kvadratov x, enolično določena kot

rešitev norinalnega sistema enačb

AT Ax, — ATd (31)

To sledi iz identitete

[A x — dlje? — (ATAx—ATA)T (ATA) (ATAx— AT d) —

— (AT djT (AT AJA (AT d) 4 dTrd (32)

ki jo lahko neposredno preverimo. Ker ima matrika A rang m, je matrika

B — ATA pozitivno definitna, saj je

XTBESXTATAx—< AYyTAxX<— (Ax?

Ia izraz je za vsak x x 0 pozitiven, saj iz Ax — 0 sledi x — 0. Zato je matrika

B nesingularna, matrika B-! pa je tudi pozitivno definitna. Torej ima izraz

(32) najmanjšo vrednost za tisti x, ki reši sistem (31). Ker je matrika tega

sistema nesingularna matrika reda m, je rešitev x, enolično določena.

Klasična pot do rešitve x, je torej tale. Najprej izračunamo normalno

matriko

Bx<— ATA

jo razcepimo po Choleskem na produkt transponiranih trikotnih matrik

B<—< VTV (33)

kjer je V zgornja trikotna matrika. Nato pa rešimo dva trikotna sistema

VTy — ATd (34

in

V x< y (35)
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Ta pot je neekonomična in poleg tega se dostikrat izkaže, da je normalna

matrika B zelo občutljiva, če so stolpci prvotne matrike A slabo linearno

neodvisni.

Bolj priporočljiva je tale pot. Najprej matriko A zreduciramo z ortogonal-

nimi transformacijami (elementarnimi zasuki ali zrcaljenji) na zgornjo tra-

pezno matriko U:

OTA—<U, 0T0<I (36)

Tu je U pravokotna matrika dimenzije n X m, za katero velja

u;y, <0, i>k

Zapišemo jo lahko v obliki

O n—m
m

kjer je V zgornja trikotna matrika reda m. Hkrati z razcepom (36) predelamo

tudi desne strani

OTA c— m ih (37)
n—m

Hitro se lahko prepričamo, da velja

B—-ATA—(OUTOU-UTOTOU-UTU-VTrV

Z ortogonalnim razcepom matrike A smo dobili že kar razcep Choleskega (33)

normalne matrike B. In ker je

je zgornji del vektorja c že kar rešitev spodnjega trikotnega sistema (34).

Iskano rešitev sistema (29) po metodi najmanjših kvadratov dobimo torej

z rešitvijo zgornjega trikotnega sistema (35).

Zanimivo je, da dobimo vsoto kvadratov odstopov pri rešitvi xa kot kvadrat

norme drugega dela vektorja c. Najprej imamo

—dTAx, t dTd

Ker je x, rešitev sistema (31), je

V tem izrazu upoštevajmo obliko matrike U, zvezo (37) in razcep (36) pa

dobimo

— — cT OT(A Xo dh a cTGU x — c) —

V x, —

— — 7, z7] PO — zT z

Saj je x, rešitev sistema (35).

Tudi tu lahko natančnost izračunanega približka za rešitev x, izboljšamo

z iteracijo.

Če ima matrika A rang manjši od m, je rešitev po metodi najmanjših kva-

dratov praviloma nešteto in lahko potem dodamo še kak pogoj. Ponavadi
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iščemo tisto rešitev po metodi najmanjših kvadratov, ki ima najmanjšo

normo. Te probleme obravnava specialna literatura za aproksimacijo podatkov

(slej [5]).
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Bratko I., Rajkovič V., Računalništvo s programskim jezikom pascal. —

Ejubljana, Državna založba Slovenije 1984.

Leta 1984 smo končno dobili srednješolski učbenik računalništva in infor-

matike. Izid knjige moramo pozdraviti, saj smo jo že dolgo pričakovali. Snov

je krojena po učnem načrtu, ki je žal že precej zastarel. Zato nam tudi učbenik

ne prinaša posebnih novosti.

[Tako kot zahteva učni načrt, je knjiga razdeljena na dva dela: zgradba,

delovanje in uporaba računalnikov ter programski jezik pascal. Oba dela med

seboj nimata skoraj nobene zveze; pri učenju pascala nam utegne pomagati

le krajši razdelek o algoritmih iz prvega dela knjige. »Zgradbi, delovanju in

uporabi računalnikov« se pozna, da je le dopolnjena verzija snovi iz knjige

Uvod v računalništvo, DZS 1974 (zadnji ponatis 1979) istih avtorjev. Tako tu

najdemo računalniške kartice, luknjani trak, mnogo o zmogljivih hitrih tiskal-

nikih, o velikih računalniških sistemih, ne zasledimo pa skoraj ničesar o hišnih

in osebnih računalnikih, o dodatkih za njihovo uporabo in podobnem, kar je

danes na dosegu mladega človeka. | |

Drugi del, ki vsebuje popoln pregled pascala, ne prinaša mnogo novega.

Snov se omejuje v glavnem na sintakso jezika, vse premalo pa nas uči pro-

gramiranja, osnovnih algoritmov in podatkovnih struktur.

Tlako kot za vse »usmerjene« učbenike velja tudi tu, da je snovi preveč.

Del snovi (npr. poglavje o Boolovih algebrah) bi lahko brez škode izpustili.

Knjiga je napisana strokovno neoporečno in v njej skoraj ne najdemo

napak. Mislim, da bo s pridom služila srednješolcem in študentom.

Bojan Mohar
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O PLIMI IN OSEKI

JANEZ STRNAD

UDK 523.31:423.3

Članek postreže z nekaterimi zgodovinskimi pripombami in preprosto pojasni

plimo in oseko.

THE TIDE

A few historical remarks are presented and the tide is considered in a simple

way.

Dandanes navadno ne obdelamo plime in oseke niti pri fiziki v prvem let-

niku na univerzi. Tega ni težko razumeti: pri predavanjih in vajah zmanjkuje

časa in veliko pojavov se zdi pomembnejših od plime in oseke. Če se spom-

nimo na vlogo, ki jo je plima imela ob začetkih fizike, pa lahko obžalujemo,

da ji posvečamo tako malo pozornosti.

Galileo Galilei je v plimi in oseki videl glavni dokaz za to, da kroži Zemlja

okoli Sonca. Potem ko je kardinal Maffeo Barberini, podpornik znanosti in

— tako kot Galilei — član florentinske akademije znanosti (Akademije risov)

postal papež Urban VILI, je Galilei želel zbrati razloge za gibanje Zemlje v po-

sebni knjigi. Že prej je napisal sestavek z naslovom Discorso sopra il flusso

e riflusso del mare (Razprava o plimi in oseki morja). Zdaj je sestavil rokopis

z naslovom Dialogo del flusso e del riflusso (Pogovor o plimi in oseki). Dela

s podobnimi naslovi niso bila tedaj nobena redkost. Cenzorji pa so po pape-

ževem navodilu naslov prepovedali in opozorili Galileja, naj v knjigi ne daje

Kopernikovi heliocentrični sliki prednosti pred Ptolemejevo geocentrično in

naj jo obravnava zgolj kot domnevo. Tako je nastal Dialogo sopra i due mas-

simi sistemi del mondo, tolematco e copernicano (Pogovor o dveh glavnih sve-

tovnih sistemih, ptolemejskem in kopernikanskem), ki je izšel leta 1632.

Delo je zasnovano kot pogovor med tremi namišljenimi osebami: Salviati-

jem, Sagredom in Simpliciom. Prvi ima poteze umrlega Galilejevega učenca

Filipa Salviatija in zagovarja heliocentrično sliko. Drugega je Galilei obliko-

val po umrlem beneškem prijatelju Giovan-Francescu Sagredu, ki se kot izo-

bražen meščan zanima za novost, a jo sprejema kritično. Tretji pa nosi ime

Aristotelovega komentatorja iz 6. stoletja in se zavzema za staro geocentrično

sliko. Dialog obsega štiri dneve. Prvi dan obravnava podobnost nebesnih in

zemeljskih teles, drugi je posvečen vrtenju Zemlje in tretji njenemu kro-

ženju okoli Sonca. Za četrti dan je Galilei prihranil glavni — in edini dina-

mični — dokaz za gibanje Zemlje, ki ga je posnel po Discorsu.

Plimo in oseko je pojasnil s seštevanjem hitrosti zaradi vrtenja Zemlje

in hitrosti zaradi njenega kroženja okoli Sonca. Zamislil si je točko na zemelj-

skem ekvatorju, ki kroži okoli središča Zemlje in hkrati tako kot središče

Zemlje kroži okoli Sonca. V danem trenutku je hitrost točke glede na Sonce

določena z vsoto obeh krožilnih hitrosti, v poznejšem trenutku pa z njuno

razliko (SI.1). Po opazovanju bark, ki so vozile v Benetke pitno vodo, je Ga-

lilei vedel, da se voda ob začetku gibanja nabere ob zadnjem delu in ob za-

ustavljanju na sprednjem. Po tem je sklepal, da se voda v morju zdaj dvigne

zdaj zniža zaradi zvečane in pozneje zmanjšane hitrosti.
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Pri tem se je bridko motil. Podatka, da doseže hitrost točke na ekvatorju

zaradi vrtenja Zemlje 460 m/s samo 1,5 %6 hitrosti kroženja Zemlje okoli Sonca

(30 km/s), Galilei še ni poznal. Spregledal pa je to, da se plima ne ponavlja

na 24 ur, ampak na 24 ur in 50 minut, kolikor poteče med dvema zaporednima

kulminacijama Lune. Načelno je odklonil, da bi povezal Luno s plimo, ker

ni znal pojasniti, kako naj bi Luna povzročala plimo, ko je na nasprotni strani

Zemlje. V resnici se je torej Galilei odločil za heliocentrično sliko zato, ker

se mu je zdela preprostejša od stare geocentrične. To je eno izmed številnih

potrdil, da je »fizikova intuicija močnejša od njegovega znanja«, kot je ob

neki priložnosti rekel E. P. Wigner.

PE MR

Simplicio: ... Dalje zelo številni pripisujejo ta pojav Luni in pravijo, da ima

Luna posebno oblast nad vodo. Pred nedavnim je neki visoki duhovnik" objavil

spis, v katerem pravi, da Luna, ki se potepa po nebu, privlači in dviga k sebi vodni

val in ta nenehno potuje za njo, tako da je morje vedno visoko v delu pod Luno.

Ko se plima vrača in je Luna Pod obzorjem, pravi dalje, pa tega ni mogoče po-
jasniti drugače, kot da Luna... prenese to lastnost tudi na nasprotno znamenje

živalskega kroga...

Sl.i. Risbi iz Galilejevega Dialoga: z levo je pojasnil sestavljenje hitrosti letnega

in dnevnega gibanja, z desno pa je poskušal razložiti odstopanje periode plime od

periode letnega in dnevnega gibanja z vplivom Lune na zemeljsko hitrost in z na-

gibom zemeljske osi

Salviati: ... Kot smo ugotovili, obstajata dve gibanji zemeljske krogle: prvo —

letno, ki ga opravi njeno središče po večjem tiru v ekliptiki skozi znamenja žival-

skega kroga, to je od zahoda proti vzhodu, in drugo, ki ga opravi sama, ko se

zavrti okoli lastnega središča enkrat v 24 urah prav tako od zahoda proti vzhodu,

toda okoli osi, ki je nekoliko nagnjena in ni vzporedna z osjo letnega kroženja.

S sestavljanjem obeh teh gibanj, ki sta sami po sebi vedno enaki, nastane neenako-

merno gibanje delov Zemlje. Da bomo to laže razumeli, si pomagajmo z risbo.

Najprej narišem okoli središča A krog velikega tira BC, na katerem vzamem po-

ljubno točko B za središče in narišem okoli nje manjši krog DEFG, ki predstavlja

zemeljsko kroglo. Privzamemo, da obide njeno središče ves krog velikega tira od

zahoda proti vzhodu, to je od B k C. Poleg tega vzamemo, da se zemeljska krogla

vrti okoli lastnega središča B od zahoda proti vzhodu, to je od D preko E in F

h G... Pri vrtenju kroga okoli središča se mora poljuben del gibati ob različnih

časih v različnih smereh... V času, ko se del kroga okoli točke D giblje na levo,

to je k E, se nasprotni del kroga okoli točke F giblje na desno, to je h G. Ko je

del D v F, pa je gibanje nasprotno kot prej v D. ... Zaradi takega nasprotnega

« »Visoki duhovnik« je splitski nadškof Marcantonio de Dominis, ki je leta

1624 v Rimu izdal delo Euripus sive sententia de fluxu et refluxu maris (Morska

ožina ali izrek o plimi in oseki morja).
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gibanja delov zemeljskega površja... dobimo, ko sestavimo dnevno gibanje z let-

nim, za različne dele... absolutna gibanja, ki so ponekod znatno hitrejša, drugod

pa ustrezno počasnejša. ... Tako torej pridemo do sklepa, da bi bilo gibanje vse

krogle in vsakega njenega dela vedno enako, če bi se del gibal z enim samim gi-
banjem, bodisi samo z letnim bodisi samo z dnevnim, in da dobimo s sestavljanjem
teh dveh gibanj za dele zemeljske krogle dvoje neenakomernih gibanj, zdaj hitrej-
ših zdaj počasnejših, pač po tem, ali se dnevno gibanje prišteje k letnemu ali se

od njega odšteje... Če je res (a to je zagotovo res in to dokazuje poskus), da po-

speševanje in zaviranje posode sili vodo h gibanju nazaj in naprej in se voda
dvigne in spusti spredaj in zadaj, zakaj potem ne bi dopustili takih pojavov ali

jih imeli za nujne pri morski vodi v zbiralnikih, ki so podvrženi takim spremem-

bam, posebno če so postavljeni po dolžini z zahoda proti vzhodu, to je v smeri,

v kateri se gibljejo? To je prvobitni in glavni vzrok za plimo in oseko, brez kate-

rega pojav ne bi bil mogoč.« |

G. Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi, 1632.

sko sko SR

Galilei je opozorilu navkljub dokaj neprikrito pokazal, da se je odločil

za heliocentrično sliko. Načelno je nasprotnike menda najbolj dražila nje-

gova metoda, iz katere se je razvila hipotetično-deduktivna metoda sodobne

fizike. Postavi domnevo, ne da bi jo poskušal že spočetka utemeljiti, in izpelji

iz nje enačbe in izreke, te pa neusmiljeno preveri z opazovanji in merjenji!

Poleg tega je Galilei zagrešil tudi nekaj nepremišljenosti. Tako je na primer

Simpliciu položil na jezik besede: »Priznavam, da je vaša domneva o plimi in

oseki mnogo boljša kot katera koli od tistih, ki sem o njih slišal. Vendar je

nimam niti za resnično niti za dokončno. Glede na nadvse veljavno izjavo, ki

sem jo dobil od zelo znane osebe, vem, da bi, če bi vas vprašali, ali bi mogel

Bog v svoji brezmejni modrosti podeliti vodnemu elementu dvojno gibanj e

na kak drug način, odgovorili, da bi to lahko storil, in to na mnogo načinov,

od katerih so nekateri zunaj dosega našega razuma.« »Zelo znana oseba« meri

na Urbana VIIL. in Galilejevi nasprotniki so na tej osnovi namigovali, da ne-

koliko okorno misleči Simplicio pooseblja prav papeža. Tudi zunanje okoli-

ščine so se zasukale proti Galileju — zaradi Dzaloga je moral naposled pred

inkvizicijo [1].

Galilei seveda ni mogel pojasniti plime in oseke, saj še ni poznal gravita-

cijskega zakona. Tega je objavil Isaac Newton v znameniti knjigi Principia

mathematica philosophiae naturalis (Matematični principi naravoslovja) leta

1687. V njej je tudi okvirno pojasnil plimo in oseko. Dandanes to ni pretežka

naloga. Lotimo se je tako, da na začetku pomislimo na dovolj veliko vesoljsko

postajo v obliki tanke krogelne lupine z radijem r;, ki kroži okoli Lune. Njeno

središče se giblje po krogu z radijem R in pri tem prosto pada v gravitacij-

skem polju Lune s pospeškom g;, — x m/R2?. Pri tem je x — 6,67. 10-4 Nm?/kg?

gravitacijska konstanta in m — 7,3 .10% kg masa Lune.

Prestavimo se v mislih na postajo in si pomagajmo z mislijo, da veljajo

v prosto padajočem laboratoriju v gravitacijskem polju enaki zakoni kot v la-

boratoriju, ki miruje ali se giblje premo enakomerno daleč od teles z veliko

maso. Ugotovitev izvajamo iz enakosti vztrajnostne in gravitacijske mase in

jo izraža načelo ekvivalentnosti.

V daljni točki postaje T,, oddaljeni od središča Lune za R -- r;, je gravi-

tacijski pospešek v polju Lune g; — x m/(R -- rj)? — gi(1 —2r;/R -— ..) (Sl.2).

V bližnji točki postaje T;, oddaljeni od središča Lune za R—r, pa je gravi-

tacijski pospešek g;, — x m/(R—r)? — g,(1 -- 2r;/R -...). V obeh primerih

68



smo razvili imenovalec in zanemarili kvadrat in višje potence majhnega raz-

merja r41/R. Za potnika na vesoljski postaji se telo, ki ga spusti v daljnji točki,

giblje s pospeškom gy — g; — — 2gi ri/R, torej od središča Lune proč. Telo,

ki ga spusti v bližnji točki, pa se giblje s pospeškom g; — g; — 2gj ra/R, torej

proti središču Lune. Vesoljska postaja se namreč giblje kot celota tako, kot

da bi bila njena masa zbrana v njenem središču, se pravi, da prosto pada s po-

speškom gj. Zaradi take razlike gravitacijskih pospeškov je vesoljska postaja

obremenjena na nateg v smeri zveznice s središčem Lune.

LM središče
d lune

SI. 2. Medsebojna lega Lune in vesoljske postaje ali Zemlje

Namesto vesoljske postaje si mislimo Zemljo, ki kroži okoli skupnega te-

žišča Zemlje in Lune s sideričnim obhodnim časom 27,3 dneva. Plimo pojas-

nimo z dodatno silo, ki je v daljni točki obrnjena od Lune proč in v bližnji

točki k Luni. Za r; moramo vzeti radij Zemlje 6400 km in za R oddaljenost

Lune od Zemlje 384 000 km. S temi podatki dobimo za plimski pospešek Lune

£y — Bi — £a — Bo — gi — 2giry/R — 2x mrj/RS — 1,1.10—- m/s?, Pojasnilo je

okvirno, ker smo se brigali le za točki na zveznici središč in nismo upošte-

vali gravitacijskega polja Zemlje.

V nekoliko podrobnejšem računu preiščimo gravitacijski pospešek Lune

na površini Zemlje (Sl. 2) [2]— 4]:

g— xm/rt —o rž — RE - rj —2Rr, coseg

Razdaljo r točke na zemeljski površini od središča Lune smo poiskali s ko-

sinusnim izrekom. Razmere so osno simetrične okoli zveznice središč Zemlje

in Lune. Pospešek g razstavimo na radialno in na tangentno komponento:

gr — 8CoS(g ta). g,— —gsin(g t a)

Razmerje r,/R in kot a sta tako majhna, da smemo postaviti

1/r2 — R-"1 — 2(r;/R) cos g) sin , — (r,/R) sin g cos ga — 1

Naposled dobimo

8x — gi(cos g — (ri/R) (1 — 3 coss ())
in

g, — — gi(sin g - (r,/R) .3 sin g cos 9)

Oba prva člena, radialna komponenta g;, cos in tangentna komponenta

— gi SIn g, podajata pospešek, ki ima po vsej površini Zemlje velikost g, in

ki je vzporeden z zveznico središč Zemlje in Lune. Zaradi tega pospeška —

srečali smo ga že pri vesoljski postaji — Zemlja kot celota pada v gravita-

cijskem polju Lune. Če opazujemo gibanje Zemlje okoli skupnega težišča

z Luno iz inercialnega opazovalnega sistema, v katerem težišče miruje, je to

centripetalni pospešek, zaradi katerega Zemlja kot celota kroži okoli skup-

nega težišča, ne da bi se vrtela. Prva člena torej zagotovo ne povzročata plime.
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Tako preostaneta oba druga člena. Radialna komponenta — g;(r,/R).

.(3 cos? o —1) — — 3 g,(3 cos? , — 1) spremeni gravitacijski pospešek na Zem-

lji. Največjo vrednost, prav g, — 1,1.10-5 m/s, doseže sprememba pri kotu

g — 0, se pravi na zveznici obeh središč. Tangentna komponenta —ž g;(7,/R).

.Sin 2p9 — $ g, sin 2p pa je pravokotna na zemeljski gravitacijski pospešek in

je predvsem odgovorna za gibanje vode v morjih (Sl.3). Največjo vrednost

ž gp — 8.10— m/s? doseže pri kotu g — 45". Voda se nabira na strani Lune in

na nasprotni strani, dokler razlika hidrostatičnih tlakov ne uravnovesi plim-

skega pospeška. Zdaj moramo upoštevati, da se Zemlja vrti okoli osi skozi

svoje središče, in sicer poteče med zaporednima kulminacijama Lune v neki

točki 24 ur in 50 minut. Zaradi tega potuje po morju plimski val in zaznajo

plimo in oseko v vsaki točki ob morju po dvakrat na 24 ur in 50 minut.

Sl.3. Tangentna komponenta plimskega pospe-
ška na Zemlji [2]

Dosedanje razglabljanje nas pouči, kako Luna povzroča plimo in zakaj

opazimo plimo in oseko dvakrat v približno 24 urah. Pri natančnejšem obrav-

navanju pa bi bilo treba vključiti še marsikatero podrobnost. Najprej ome-

nimo, da je višinska razlika med plimo in oseko odvisna od oblike morskega

dna in lege obale (Sl.4). Nato pride na vrsto upor pri gibanju plimskega vala

po dnu. Zaradi tega plimski val zaostaja in najvišja plima ni v točki, v kateri

kulminira Luna, ampak za 3" iz te točke. Upor tudi zavira vrtenje Zemlje in

kroženje Lune, tako da se dan podaljša za okoli 20 ,,s na leto in oddaljenost

Lune poveča za okoli 3 cm na leto. Luna povzroča plimo in oseko tudi na

meji ozračja in deformira trdno zemeljsko skorjo. Plima in oseka nastaneta

pri kateri koli dvojici vesoljskih teles, ki se gibljeta okoli skupnega težišča.

Ni višinah

glšipot glodne
morja

čas
8 m uč -p pn

ve y/l£ur 25min

4:

vIŠING
gladine

čas
aaa IS DIA nn,

0 4 6 12 16" . čas

Sl.4. Plima in oseka v izlivu reke Rance kane ' IZur 2>min
v Franciji, kjer je zgrajena plimska elek- MN Da

trarna [5]. Za največjo višinsko razliko m

gladin navajajo: 19,6 m v zalivu Fundy Sl.5. Skrajna primera za sestavljanje
(Kanada), 18,0 m v Port Gallegosu (Argen- lunine (črtkano) in sončne plime (pik-

tina) in 17,4 m v zalivu Frobisher (Kanada) často)
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Na Zemlji povzroča plimo in oseko tudi Sonce. Po enačbi g, — 2x m rj/RS sta

plimski pospešek Sonca in plimski pospešek lune v razmerju g£,s/£, —

— (m/m) MRsiR)A. Če upoštevamo, da je masa Sonca ms 2,11 ..107-krat večja

od mase Lune rm in da je oddaljenost Sonca R;s 389-krat večja od oddaljenosti

Lune R, dobimo za to razmerje 0,46. Glede plime in oseke je torej Sonce manj

učinkovito od Lune. Oba prispevka se seštevata z različnim faznim premikom,

pač po tem, kdaj kulminira Luna in kdaj Sonce. Posebno visoka plima na-

stane, ko kulminirata Luna in Sonce hkrati in se prispevka seštejeta brez

faznega premika (Sl. 5).

LITERATURA

[ij J. Strnad, Galilei — početnik nove fizike, Dijalektika (Beograd, v tisku).

[2] A. B. Arons, Basic physics of the semidiurnal tide, Am. J. Phys. 47 (19/9) 938.

[31 P. Goldreich, Tides and the earth-moon system, Scientific American 226

2) 4 (4.

[4] E. Tsantes, Notes on the tides, Am. J. Phys. 42 (19/4) 330.

[5] Pomorska enciklopedija, Leksikosrafsk ci zavod, Zagreb 1954.

o brsnsh VO , A,

NOVE KNJIGE

SELLERI F., Die Debatte um die (Ouantentheorie, Friedr. Vieweg € Sohn, Braun-

sehweig/Wiesbaden 1984, 2. izdaja, 156 str., 32.— DM.

Franca Sellerija knjižica Razprave ob kvantni mehaniki iz zbirke Obrazi fizike,

ki jo izdaja dunajski profesor R. Sexl, je posvečena osnovam kvantne mehanike.

Razprava o teh osnovah ni nikdar zamrla, zdi pa se, da je v zadnjem času postala
živahnejša. |

Na začetek prvega poglavja Kvanini teoretiki in fizikalni svet postavi Selleri

misel Erwina Schrodingerja: »Zgodovina je najbolj temeljna znanost, ker ni člo-

veškega znanja, ki ne bi zgubilo svojega znanstvenega značaja, ko bi človek po-

zabil na okoliščine, v katerih je nastalo, vprašanja, na katera je odgovorilo, in

namen, ki naj bi mu služilo. V njem so kratki življenjepisi fizikov, ki so ustvarili

kvantno mehaniko, in opisi njihovih pogledov na fiziko in na kvantno mehaniko.

Drugo poglavje Alt je kvantna mehanika polna teorija? ugotavlja, da je »kvantna

mehanika polna, če ne obstaja v objektivni resničnosti nič, česar formalizem

kvantne mehanike ne zajema.« Že na začetku omeni skrite spremenljivke, posebej
obdela spin in na koncu uvede kvantni potencial. Tretje poglavje Dualizem- delec-

valovanje obravnava zadrege, do katerih je prišlo delno tudi zato, ker vsi fiziki

ne razumejo pojmov enako. Obdela Bohrov pojem komplementarnosti in potem
še Wignerjeve valove zavesti. Nazadnje podrobneje opiše poskuse z nevtronskim

interferometrom. Paradoks Einsteina — Podolskega in Rosena, ki ga obravnava
naslednje poglavje, je v prvotni inačici pojasnil že N. Bohr. Dandanes navadno
obravnavamo inačico z dvema delcema s spinom. Poglavje Separabilnost vodi do

neenačb obdela vprašanje, kako opišemo dva sistema, ki sta nekdaj sestavljala

enega samega, in neenačbe J.S. Bella, povezane s tem. Zadnje poglavje Eksperi-

mentalna filozofija govori o merjenjih, s katerimi so želeli potrditi Bellove ne-

enačbe. Ta merjenja pa potrjujejo napovedi kvantne mehanike. Fiziki so tako

v zadregi, ker kaže, da mora biti napačna vsaj ena od trditev: 1. atomski objekti

obstajajo neodvisno od opazovanja, 2. prostor poskrbi za učinkovito ločitev objek-

tov, tako da preneha medsebojno delovanje objektov, če se poveča razmik med

njima in 3. kvantna mehanika je pravilna.

Brž ko se fizik ne sprijazni s teorijo samo zato, ker je uspešna, se mora spo-

prijeti s takimi vprašanji. Knjižica na kratko, a dokaj temeljito, pregledno in ne
prezahtevno razgrinja vprašanja o osnovah kvantne mehanike. Posebej zato, ker
spodbuja k razmišljanju na mejah fizike, jo toplo priporočamo našim bralcem.

Janez Strnad
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