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JOZE GRASSELLI

smvﬂa Ce je k=1 najéja stopnja, v kateri nastopa v f(x, ¥) spremen-
ljivka y, je f(x, v) predstaviti v obliki

tr 15 f 2(%,s ﬂ = X }?@ — 3 y3 + y — x stopnjo Sest. Ce se da f(x, ¥) izraziti
kot pmdukf& dveh p@im@m@v Z mmonaimmi koeficienti in ngb@d@n mh p@hm
Nomov 3 ven. Ce tak 5

ﬂx y) mnerazcepen. K
= Qy X — D (—y + 3@ je to mm@p@n D .
j nen. R 5T 051 o 7. @ - polinom

36 od WS na o a

Slo }@ torej za raz -

a mnozica obseg muna@m S‘éavﬂ
mzcepngsﬁ o Qbseg@m mcmnaimh stevil.

ih je f(a f) = 0.
m smeta bitl ¢, ﬁ

ih Stevil za (2) neskoncno resitev.
izreku algebre p Pk () premore 0°pr kompleksnih nicel.
K@ k@mpi@ksnﬁ gmm@ a, ki se ne ujema z nobeno teh nicel, in g

i Pu(a) y& + ...+
Koeficienti pi(a), .. ., pyla) so kompieksna, Stevila. Ker je pi(a) £ 0, ima enacba
G, ki je koren

(3) stopnjo k > 1. Zato ob sta j a vsaj eno kompleksno stevilo

enacbe (3) in tako f(a, f) = 0. Za o so na razpolago vsa kompleksna 3Stevila
razen nicel polinoma pi(x), ki jih je konc¢no mnogo. Torej ima enacba (2)
ih stevilih res neskoncno resitev.
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Razmere glede Stevila reSitev enacbe (2) se zapletejo, ¢e zahtevamo, naj bodo
resitve iz kakS$nega podobsega kompleksnih $tevil. Zanimale nas bodo pred-
vsem racionalne resitve. IsSCemo torej pare racionalnih Stevil x =7, y = s, za
katere je f(r,s) = 0. V (2) imamo tedaj diofantsko enalbo, ki jo resujemo
v racionalnih Stevilih.

Ugotovili smo zgoraj, da ima vsaka od enacb

Y2 — x3 — x2 = ( | 4)
y3+x3—1=20 (6)

v kompleksnih Stevilih neskon¢no resitev. Kako je z racionalnimi reSitvami?
Preizkus pokaze, da je za x = 12— 1, y = 3— ¢ enacba (4) identi¢no izpol-
njena. Pri racionalnem ¢ sta Stevili x = 12— 1, y = 13 — ¢ racionalni in dajeta
racionalno resitev enacbe (4). Torej ima ta enacba tudi v racionalnih Stevilih
neskoncno resitev. Enacba (5) v racionalnih Stevilih ni resljiva; saj je za ra-
cionalna x,y zmeraj x* -+ y* + 1> 0. Enacba (6) premore racionalni resitvi
x=1, y=0inx=0, y = 1; dokazati se da, da drugih racionalnih reSitev za
(6) ni. Po teh zgledih bi se morda zdelo, da kakSne zakonitosti o stevilu racio-
nalnih resitev enacbe (2) ni. Toda ¢e polinom f(x, ¥) natancneje karakteriziramo,
velja zakonitost, ki jo je predvideval Mordell. To zakonitost bomo Se opisali.

Enacbo (2) je mogoce tolmaciti tudi geometri¢no. V urejenem paru (X, y)
realnih stevil x, v gledamo to¢ko v ravnini. Mnozica tock (x,y), za katere je
f(x, ) = 0, se imenuje algebraicna krivulja v ravnini. Stopnja polinoma f(x, ¥)
je red algebrai¢ne krivulje. Polinom f(x, y) mora seveda izpolnjevati dolocCene
pogoje, da algebraicna krivulja f(x, y) = 0 ne bo degenerirala v koncno mno-
zico toCk. Pogoji za obstoj implicitne funkcije Ze npr. zadoscajo. Ce je
polinom f(x, y) nerazcepen nad obsegom racionalnih S$tevil, pravimo, da je
algebraiCna krivulja f(x, y) = 0 ireducibiina.

Naj lezi toCka (xg, yo) na ireducibilni algebrai¢ni krivulji (2). Tangenta na
krivuljo v tej tocki je podana z enacbo

(¥ — Vo) fy(Xo, ¥o) + (X — Xp) fx(X0, ¥o) = O (7)

Z f,(%0, ¥0), T=(%9, ¥9) smo zaznamovali parcialna odvoda polinoma f(x, y) na y
in x v toCki (X, ¥). Ce je fu(*0, Yo) = 0 in f,(x¢, ¥0) = 0, iz (7) tangente ne do-
bimo. V takih toCkah je treba posebej raziskati, kaj je s tangento. Zato so
toCke, ki ustrezajo sistemu |

f(xf y) — 0: fa:(x: }7) — 0: f:y(x: }7) = 0 (8}

singularne. Dokazati je mogocCe, da ima ireducibilna algebrai¢na krivulja le
koncno mnogo singularnih tock. Singularna tocka (a, b) je dvojna tocka, Ce
je vsa] eden od drugih odvodov f,.(a, b), f(a, b), fy,(a, b) razliCcen od nic.
Dvojne toCke so le eden od tipov singularnih tocCk; v splosnem nastopajo Se
drugacCne singularne tocCke. Ce ireducibilna algebraicna krivulja reda »n pre-
more d dvojnih toCk in nima nobenih drugih singularnih tocCk, dolocCa stevilo

g=m—1) n—2)/2—d )

rod krivulje. Kako se izracuna rod pri krivuljah, ki imajo drugacne singularne
tocke kot dvojne ali singularne toCke v neskoncnosti, ne bomo opisovali.
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- le, da j@ rod zm@m§ o @d@ wam 11 da ne presega

na, ce sta g@m koord mam racionalni Smmh
mcmnaimh resitev enacbe (2) se ujema z iskanjem racionalnih

brai¢ni krivulji f(x, y) = 0. Izha 2 au SMEemo 1Z prwzeftka d 2] 5@ al mn 2

VU U a H’eum b ﬁna
_ 1 faktorjev enoli¢no d @30 ¢eni nerazcepni
o gg é’? y; ta da, }? f(: y}

racionalnih toCkah na algebraic¢ni kri-

mo kaj splosnega o

Ce je prvega r@da ge f(x y} = mx -+ ny + p in koeficienti m, n, p
so racionalna $tevila. Ena¢ba (2) daie premico

Po prwzefgk @@ n == 0; za vsak mmonaﬁen x j@ po (10) tudi y racionalen.

kroznici xz’ +3y2 =1 je npr. n
a namrec x = (I — %)/ {E -§—= m

-' na njej ni
zg vse, km‘“ se m olede 1
mpeun toCk na krivulji ah ni ah
0 drugega

X2 + vz = 1. Za kroznico x2 +
racionalne tocke. V
cionalnih tock na kmvum
pa jih je neskoncno. To izhaja iz « egsWa ce leZi na krivulji f(x, y) =
reda ena rvacionalna tocka, je na krivulji neskoncno racionalnih tock. .
t@ga d@j stva je - . Naj bo (r, s) racionalna tocka in f(r, s) = 0. PoloZin

s smernim ko
koghm@m

f(x ﬁ

0. so vsi nasto pa } ocCi k

VIESEmO y 1z (11) v enacbo
za - pmssusa krivulje s pre-
@hcmnm racionalni in smo uporabili le racio-
nam@ operacije, ima enacba racionalne O tej enacbi

mo, da ima raciorx a}én mdo 7, sa@ je t@ka (v, s) na krivu m in na premici.
Ce pa 3@ pri k ' koeficiente, ena md raclo-
nama }@ mdz druga mda ¥y m@wnamg Stwﬂo To povedo npr. Vietovi obrazci.
1) ni tangenta krw je, je »y == r. Po (1 ° di
presediséa 51 = k(ﬁ — 1) -+ s racionalno Swvﬂ o. T Tore ] je (r1, 1) od (r, s) raz-
licna racionalna tocka na krwu};ﬂ Sm@rm koeﬂm@m k spre-
mmjau PO m@mnaimh $tevilih, je na krivulji res - racionalnih tocCk.
De } Sk Zajamemo Cln vse racionalne to Cke na krivulji reda d
aigebmmmh krwuhah mda tri SO znam primeri, o na kmvum m. no-




je neskoncno. Iz ene racionalne tocke, ki je na krivulji, tukaj ni ve¢ mogoce
sklepati, da je racionalnih to¢k na krivulji neskoncéno. Velja pa tole: ¢e na
algebraicni krivulji reda tri leZita racionalni tocki A, B in premica, potekajoca
skozi A in B, seka krivuljo v tretji tocki C, je tudi tocka C racionalna. In dalje:
ce v racionalni tocki M algebraicne krivulje reda tri poloZimo tangento na
krivuljo in ta tangenta seka krivuljo v tocki N, je tudi tocka N racionalna.
Obe trditvi dozenemo, ko upostevamo, da je pri polinomu stopnje tri, ki ima
racionalne koeficiente in dve nicli racionalni, tudi tretja nicla racionalno
Stevilo.

Poglejmo, kako uporabimo gornji ugotovitvi za iskanje racionalnih tock
na krivulji reda tri.

Izhajajmo iz racionalne tocke A na krivulji. Tangenta na krivuljo v tocki A
- v splosnem krivuljo seka, in sicer v racionalni tocki B. V toc¢ki B polozimo
tangento na krivuljo; v splosnem seka ta tangenta krivuljo v tocki C, ki je
racionalna. Sedaj vzamemo tangento krivulje v toCki C, presecisCe D je spet
racionalna tocka krivulje. Nato skozi tocki A, C poloZimo premico, njeno pre-
seCisCe s krivuljo je racionalna toCka E. Postopek nadaljujemo in prihajamo
do novih racionalnih tock krivulje. Moglo bi se zgoditi, da se katera tako
dobljenih toCk ujema s kaksno prejsnjih tock. Ce z nadaljevanjem postopka
nikdar ne pridemo do samih takih tocCk, ki smo jih Ze poznali, pelje postopek
do neskon¢no mnogo racionalnih tock na krivulji. Ni receno, da smo tako,
izhajajocC iz dane racionalne tocke A, dobili Ze vse racionalne tocCke na krivulji.
Morda je na krivulji racionalna tocCka A’, ki je Se nismo dosegli. Ze dobljene
racionalne tocke in tocka A’ omogocajo, da se postopek ponovi in naSli bi
spet druge racionalne tocke na krivulji. Ce tudi sedaj Se nismo zajeli vseh
racionalnih toCk krivulje, je npr. na njej racionalna tocka A”, ki je se nimamo.
Postopek ponovimo z A” in Ze dobljenimi racionalnimi tockami.

Ali gre to brez kraja dalje? Ali pa je na krivulji kon¢no mnogo racionalnih
tock A, A/, ..., A®), da, izhajajoC iz njih po opisanem postopku, dosezemo vse
racionalne tocke na krivulji? H. Poincaré (1854—1912) je bil preprican, da
velja zadnje. Leta 1901 je namrel postavil domnevo: vse racionalne tocke na
algebraicni krivulji reda tri in rodu ena najdemo, ko izvedemo opisani po-
stopek na koncno mmnogo racionalnih tockah krivulje. ResniCnost te Poinca-
rejeve domneve je dokazal leta 1922 L. J. Mordell (1388—1972).

V mnozici toCk G, ki sestavljajo krivuljo reda tri in rodu ena, je mogoce
vpeljati neko binarno operacijo. Pokaze se, da je G za to operacijo komuta-
tivna grupa, racionalne tocke krivulje pa dajejo podgrupo G; v G. Poincaréjevo
domnevo in ustrezni Mordellov izrek je sedaj mogocle povedati takole: grupa
G je koncno generirana.

V objavi dokaza Poincaréjeve domneve je Mordell izrekel novo domnevo:
na algebraicni krivulji roda g = 2 lezi samo konéno mmnogo racionalnih tock.
Da to drzi, je dognal Faltings. (Dokazal je neke domneve iz algebrai¢ne geo-
metrije in iz njih izpeljal resnicnost Mordellove domneve.)

Matematiki so se precej ukvarjali z Mordellovo domnevo Ze pred Falting-
som. Tako je C. L. Siegel (1896—1981) leta 1929 ugotovil, da je na algebraicni
krivulji roda g = 1 samo konc¢no mnogo celiz tock, tj. takih, katerih koordinati
sta celi Stevili. To Siegelovo odkritje je podpiralo N

lordellovo domnevo, do-
kazovalo je seveda ni. V splosnem se namrec iz sStevila celih toCk krivulje ne
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da sklepati na Stevilo racionalnih toc¢k krivulje. Pozneje so M
Nnevo p@gpmsemh in SO Vv fm} gm@m mar’mka} dosegli. Vendar glede pwafmﬁ
Mordellove dommneve vse do Faltingsa ni bilo pravega napredka. Navedimo
n@ka ] izjav, ki o tem govore.

Mord @ﬁ sam je leta 1969 zap ih letih zahtevala
dostl naporov, a je se zmera] 1h veliko netrivialnih
zgledov zanjo ...« D beremo pri P. Ribenboimu: >>Upmwge
se zdi v tem Wemﬁtku Mordellove domneve se zelo daleCc.« In leta 198
pise H. Kraft: >>® te] Mordellovi domnevi je komaj kaj znano .. «

Zam je dognanje vzbudilo med matematiki veliko pozornosti.

@ u. Tu pac mradﬁ neke posledice za Fermatov

Trditev so d@ﬂq
n msfﬁmfﬂe

7zan = 3,4 . ni resljiva v celih, od ni¢ razlicnih sStevilih.
d@kamh za we @kspaneme n, ki so demvi s stiri ali z lihim
25 000. A h trd H@V drm Za Vse 1 = 3, ni znano. Pac pa 1 ] Mordellove
dom neve a j {M} zan=4k Mnogo mmfwv
m mzhgm ih stevilih. Ta ugotovitev pove seveda veliko man
jeval E . Do nje pridemo takole.
kmvuhe podane z enacbo

xr 4+ yn = |

ih tock. Za njihov rod po {9} 1Zracunamo g = ( n— h
ko da je g == 3 pri n > 4. Upostevajmo resnic¢nost M

pa vidimo, da na Fermatovi krivulji reda n = 4 leZi le Zwmcn@ Mo g@

to¢k. (Po Fermatu so edine racionalne tocke na krivulji (13) pri
1 > 3 pm%ugca s koordinatnima osema.)
a O -’ nic mzh@na stevila X, Y

Z izpolnijo enacbo (12), je (X/Z)? +
a toCka na Fermatovi krivulji (13).
krwum prin = 4 E@ koncno mnogo racionalnih tock.
imeti enacba (EZ} pri 7 > 4 le kon¢no mnogo resitev
icnih stevilih X, Y, Z.
Preden }e bila Mordellova domneva dokazana SO dajaie Fermatove krivulje
tistih eksponentov n, za katere se je vedelo, da zanje drZzi Fermatova trditev,
olavne zglede, ki so domnevo potrjevali.

[1] G. Faltings, Die V
[2] Spencer Bloch, The
(1984).
3] I
 [MIH.
Birkhiuser,
[5] J. L.

6] P. Ribenboim, 13 Lectures on Fermat’s Last Theorem. S pringer V

- lelberg, Berlin 1979.

‘ermutungen von Tate und Mordell J?ber D. M. V. 86 (1984).
Math. mtem gencer 6

Proof of the Mordell COW]BCIW’@

G. Basmakova, Diofant i diofantovy uravnenija. Nauka, N
Adebmzsch@ Kurven und diophantische GZezchungen

Basel , Boston, Stuttgart 1981.
dzopimnlme Equations. Academic Press, London and New




PETER PETEK

Math. Subj. Class. (1980): 10 F 20, 10 F 40, 10 K 05

Zvezno porazdeljeno slucajno spremenljivko na intervalu [0,1] razvijemo v ve-
rizni ulomek. Dobimo zaporedje slucajnih spremenljivk na istem intervalu. Ze
Gauss je poznal limitni porazdelitveni zakon, ki je logaritemski. V Clanku je dan nov
dokaz izreka.

ON TH

A continously distributed random variable over the interval [0, 1] is expanded
to a continued fraction. A series of random variables on the same interval is ob-
tained. Gauss already knew the logarithmic distribution law. A new proof of the
respective theorem is given.

Naj bo X sluCajna spremenljivka, zvezno porazdeljena na intervalu [0, 1]
z verjetnostno gostoto p(x). Slucajno spremenljivko razvijemo v enostaven
verizni ulomek, tj. definiramo zaporedje naravnih Stevil g in slucajnih spre-
menljivk X; e [0, 17: |

X1 = X, A = [Xk_l]; X?{:-';"l — kal — Ay (1)

Obicajno imenujemo X; k-ti polni kvocient, a; pa k-ti delni kvocient veriz-
nega ulomka. Seveda sta za vsak k tako X kot a; sluCajni spremenljivki, X
je zvezno porazdeljena na intervalu [0, 1] z verjetnostno gostoto py(x), a; je
porazdeljena diskretno. Ze Gauss je poznal naslednji rezultat :

lim pp(x) = (1 + x) In 2)72 (2)
k—>o0
V nekem pismu Laplaceu je to omenil, ni pa navedel dokaza. Prvi je re-
zultat dokazal Kuzmin in o tem porocal na mednarodnem matematicnem kon-
gresu leta 1928 v Bologni. Leto kasneje je, ne da bi vedel za Kuzminov dokaz,
po svoje dokazal isti rezultat francoski matematik Lévy. Nekaj podobnega se
je pripetilo tudi meni. Nisem vedel ne za Gaussov rezultat ne za Kuzminov in
Lévyjev dokaz in sem po svoje prisel do (2) ter naSel dokaz, ki ga v nadaljnjem
navajam.

Najprej pois¢emo zvezo med verjetnostno gostoto pi(x) in verjetnostno go-
stoto px+1(X).

Trditev 1. Verjetnostna gostota slucajne spremenljivke X1y se izraza z ver-
jetnostno gostoto slucajne spremenljivke X, po formuli

n+x)
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X < 1 in izracunajmo

P(Xjiq < %) =

hkoa,=n=1,2,3,...je zgornja verjetnost enaka vsoti

S P

=1

g nad nasim inter-
. Formulo (3) lahko

(4)

ampak na vseh

jah m gi Funkcua 1z ﬁi je verjetnosina o\ , Ce g@ (1) pozitivna in
Ozmvmh ﬂmku} 1z 1 bomo ozn amh s 2.

(ii) A ohranja mnozico pozmvmh mma i— tudi normo teh funkecij:
fe? =~ AfeZin|Af] = |f] ‘
(iii) Verjetnostna gostota py = ((1 + x) In 2)™1 je negibna toCka operatorja A:

A py = Py :
Dokaz: Normo racunamo v #1 z integralom absolutne vrednosti, zato je

Tu smo vpeljali spremenljivko 7 =

n-}—x°
39



Prvo lastnost smo tako preverili. Druga lastnost obravnava pozitivne funkcije.
Iz definicije operatorja A neposredno sledi, da je A f(x) pozitivna funkcija, Ce
je f pozitivna. S podobnim racunom kot zgoraj preverimo Se, da ohrani normo:

- —11— x) dx — fl f(ty dt — ||

V zapisu tretje lastnosti smo ocitno dodali faktor (In2)™1 le zato, da imamo
opravka z verjetnostno gostoto. Ker je operator A linearen, bo dovolj, ¢e po-

. .

kazemo, da ohrani f(x) = .
1+ x
(1 + x)—2 _
L o(m+xyn+x+ 1)
- s

S tem so vse tri lastnosti dokazane.
Naj bo zdaj a>1; oznadimo s ¢q, € #' [0,1] funkcijo g,(x) = (¢ + x)~2,
Z M < &1 pa podprostor, ki ga sestavljajo vse funkcije oblike

E Ck qgk ('x)
k=1
kjer zgornja vrsta konvergira absolutno v normi #1 [0,1].

Trditev 3. A/ = A
Res, izracunajmo namreC A g, :

> 1 =
A q,(x) = Z(n + X)—2 n S= D 1 S = a—= E Gyl (X)
1 (a -+ ) az (n + — x) 1—1
N+ X a

Trditev 4. Obstaja tak podprostor, gost v #1, da za vsak element f tega pod-
prostora obstaja naravno Stevilo k, za katero je Ak f < /.

Dokaz. Najprej pokazimo, da nekatere stopniCaste funkcije po nekajkratni
uporabi operatorja A pripeljemo v .. Naj pomeni r(,, 5 karakteristicno funk-
cijo intervala [q, ], tj.

. 1 a<x<p
7 _ {
(a, (%) 10 sicer

Za ¢ 1n f bomo vzeli racionalni Stevili,
Oglejmo si razvijanje realnega stevila x € [0, 1] v enostaven verizni ulomek.

(glej [3] ali [4]).
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kar lahko krajse zapiSemo
A = ' miﬁ mgﬁ @ o @]
1 |

razdelimo na vano podintervalov glede na prvi edini kvo prveg

poznamo Se drugi delni kvocient i, vemo, na katerem drugega

reda lem X. Interva’ie dr‘ugega reda dehmo naprej na 1ntervale tretjega reda
2 in 1, — 5, ; r

Prvi delni kvocient m; pove, da leZi x na intervalu (

itd.

P\);.-..e. eredbuc,
Wi O

LA =~
~djud =
R =
2
Slor -
Pl O

e o

|

s

| prvega reda Intervali drugega reda
Shika 1

nterval k-tega reda j }@ potemtak@m mtermi ia, B), kjer j Je

Tu pravzaprav ni vazno, d
zaprt, saj je njegova karaktenstlcna funka]a Vi, p) 12 L1, kjer pa ni vaZno, e

vmdnost ftmkm}e Spre @mmo \% @m mckl

Kerpaje0<<x<1in




1

my + 1
dobimo od ni¢ razlicen sumand le, ¢e je n = n14. Tako je

AT p = (Mg + X)2. 7,5
y = [0, mg, ms, ... my;], & =[0,mg ms,...0wy; -+ 1]

Dobljena funkcija je torej oblike g, 7, 5), zato izracunamo, kaj dobimo, ce
spet uporabimo operator A.

A(Ga Vo, p)(X) =

. @ .\ . 1 ,
kjer seveda spet dobimo vrednost, razlino od ni¢ le za ¢ < < f. Isti

n-+ X
racun kot zgoraj nas preprica, da je to mogoce le za 1 = m;; ¢e Se Zzmnozimo
dvojne ulomke, imamo

‘ ¥, 5)) = 42 (. Fy, 8) b = My + E
: . 1. 1 , .1 1
V zadnjem koraku je g = —in g = , tako da iz pogoja—<<n + x << —

sledi le n = n1;, x pa je poljubno Stevilo med 0 in 1.
Nasli smo torej, da je po k korakih — po k-kratni uporabi operatorja A —
tunkcija »(,, 4 presla v C. q,, kjer je pa¢ C neka konstanta in

axmk—i— !

Mgy T
iy

Iz funkcij 74 3)—a in g sta kot zgoraj krajiSc¢i intervala k-tega reda —
sestavimo s koncnimi linearnimi kombinacijami prostor & stopnicastih funk-
cij. Seveda so nase stopnilaste funkcije le tiste, ki so linearne kombinacije

karakteristicnih funkcij zgornjih intervalov.
Znano je, da je mnozica vseh stopnicastih funkcij gosta v #1 (glej npr. [5]).
Nadalje je ocitno, da lahko vsako stopnicasto funkcijo poljubno natancno
aproksimiramo S stopniéasto funkcijo, sestavljeno 1Z karakteristiénih funkcij

vvvvv

pa lahko zapiSemo kot linearno {ombmaujo karakteristicnih funkcij intervalov
doloCenih redov. Oglejmo si za ilustracijo primer. Vzamemo interval ’ , *
in zapiSemo krajisci kot verizna ulomka: 7 31
1
— =(0,1,1,3] =
7 1
1+ 1
1+ —
3
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£
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...................

........
B R OSSO OO OODUIDDULE L SUCDR i

Q ~Of ~

, znotraj katerega sta

rvalov

oglisCa Se

pewéano nari

C 1n dodamo se i

povecano sliko 2

Tako imamo kondéno:

U= —|— 1=, U

U : : ;
4’5 |9°5] |1379] |13722] [22'31

Seveda ustreza ‘?Eej predstavitvi intervala mdstaﬂfiev_ jegm;@ karakteristi¢ne
funkgqe.

C (a: ﬁ ) - Via, B
(a, B)
in k maksimalni od redov intervalov {-Ci, ﬁ} .
Dokazali smo Ze, da vsako ﬂm kcijo v, 5 PO najvec k k
po ﬁfdlﬁ]l 3 A — /A4 H‘]_ 7ato
Las’m st (1) v trditvi 2 po
1 Gau SSOV rezu

vsako stopnica
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Trditev 5. Za vsako funkcijo f € # velja

Iim Akf = (f) (1 + x)—1 (7)
k~>e0 In 2

kjer je K(f) neka konstanta, odvisna od f.
Dokaz. Funkcijo f najprej predstavimo kot f = f* + f—, kjer je f+ vsota vseh
- tistih Clenov v predstavitvi

f=2C()q,

za katere je C(a) > 0, f— vsota vseh tistih ¢lenov z negativnimi koeficienti C(a).
Ker je operator A linearen, zadosSc¢a dokazati trditev le za T, tedaj za vse
funkcije, ki so linearne kombinacije funkcij g, s pozitivnimi koeficienti. Naj bo

f taka funkcija.
f(x) =2C@ x + a2 C@>0 (8)

Ta funkcija je pozitivna, njena norma je enaka

~ C(a
L sa@+ 1)
a
Hkrati je odvedljiva:
‘ f(x) =—23C@ (x+ a2
Odvod lahko ocenimo po absolutni vrednosti
, < 2((a a + 1) C(a
U:Cx)l:m \ ( ) ( CN ( ) _ 4“fH (10)
L a@+ 1) (a + x)3 Ly a@+1)
a
Tu smo ocenili kvocient @+ 1) ob upostevanju, da je a = 1.
(a + x)3
Zapisemo funkcijo f kot vsoto
B
f(x) = - T g(%) B>0, gx)=0 (11)

1+ x

kjer izberemo B ¢im vedji, tj. B = B(f) = min (1 + x) f(x). Iz lastnosti (ii) in
0<x<L1

f) = B(f). Zaporedje B(A¥ f) = B;, je nepada-

(ii1) operatorja A sledi, da je B(A

joce, navzgor je omejeno z 7l , kar lahko hitro izracunamo. Zato ima limito
D — D(f) In2’

(12)

Pokazali bomo, da je omenjena zgornja meja |7 ll tudi natanCna zgornja meja,

tj. limita D naSega zaporedja. In 2
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iR

n?2

Pa recimo, da je D << k indeks k, da je

B, > D — ¢ 1n funkcija I

gr(X) = (13)

ki ima normo vec¢jo od ”f” —D . jSiod 4 “ f “

Funkcija g, ima natancno zgormo mew — D .In2, ki jo
zavzame, recimo, v to¢ki c¢. Zaradi absolutne omejenosti odvoda funkcija gy
- M M ] . y M

vsaj] na intervalu |c¢— ¢ + ——| ni manjSa od —. Ce izberemo dovol]
A 8| 2

velik n lahko na tem intervalu najdemo nekaj mtervalov reda. n tako, da je

rvala . Naj bo h(x) ka-
8Ilf l!

njih skupna dolzina vecja od polovice dolzine inte

rakteristi¢na funkcija te unije intervalov. |

(14)

, saj operator A

(15)

Zato lahko ocenimo

(1 + %) gu(x) > (1 N ya(x + ay >

R L b
a+x aa-+1) 4 32)1|

a 1 M
Hatl M
(@ + x)? 2

L Ao
: B o

32!lf |

hko po n korakih povecamo By ma§ Se za

(16)

Ce pa je, km smo na zacetku dokaza zapisali, f = f+ 4 f—, je jasen tudi pomen

konstante K(f) v trditvi:
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K( = [+ — -] = #o dr

Trditek je dokazana, z njo vred pa tudi
Izrek: Za vsako funkcijo f € L1]0, 1] velja

k—» o0

1
1
Iim Ak f(x) = 1) dt
o /() (1+x)ln2ff()
0
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NOVE KNIIGE

Grasselli J., Diofantske enac¢be, Drustvo matematikov, fizikov in astronomov
SRS 1984, 108 str. (KnjiZnica Sigma; 38).

Teorija stevil je ena najstarejsSih matematic¢nih disciplin. Cloveski duh se je
ze od nekdaj rad igral s Stevili, iskal zveze med njimi, iskal zakonitosti. In
posebnemu podrocju teorije Stevil, diofantskim enacbam, je posveCena Gras-
sellijeva knjiga. Grski matematik Diofant je bil med prvimi, ki je sistematicno
raziskoval reSitve enacb s celimi Stevili. Od stare dedisc¢ine najveC dolgujemo
seveda helenski tradiciji, reSevali pa so diofantske enacbe tudi drugi stari
narodi, npr. Indijci in Kitajci.

Grasselli obravnava tri sklope enacb: linearne, kvadratne in Fermatovo
(Pellovo). Knjigo bo lahko bral vsak srednjeSolec, ki ga zanima matematika,
sa] ne zahteva posebnega predznanja, razen morda v nekaterih poglavijih, ki so
oznacena z zvezdico. Posebna odlika knjige so dobro izbrane naloge, ki sledijo
vsakemu razdelku, pa Se precej jih je. Tako si bo ulenec, ki bo resno predelal
knjigo, pridobil kar solidno znanje.

O diofantskih enacbah je bilo doslej napisanih nekaj Clankov v Obzorniku
in Preseku, nekaj najdemo v Plemljevi Algebri s teorijo Stevil in Vidavovi
Algebri. Grassellijeva knjiga je prva sistematicna obravnava tega podrocja
v slovenscini,

Peter Petek

46 , Obzornik mat. fiz. 32 (1985) 2/3
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Ta naloga je ekvivalentna resitvi matri¢ne enacbe
AX =D

kjer sta znani kvadratna matrika A reda » in pravokotna matrika D dimenzije
n X pin isCemo pravokotno matriko X dimenzije n X p.

(i1) Inverzna matrika
Ce je A nesingularna kvadratna matrika reda #, je najceneje izracunati in-
verzno matriko A-1 kot resSitev matri¢ne enacbe

AX =1

kjer je I enotna matrika reda n. ReSiti moramo torej » sistemov linearnih
enacb
Ax® e, r=1,...,n

kjer so na desni strani stolpci enotne matrike, vsakokratne reSitve sistema pa
so ustrezni stolpci inverzne matrike.

(1i1) Izrazi, ki vsebujejo inverzno matriko
Naj bosta dani kvadratni matriki A in B reda n in naj bo matrika A nesin-
gularna. Vzemimo, da je treba izracunati matriki

CmA“l.B
n
DzBA.ml

Namesto da izraCunamo najprej A—! in nato oba produkta, je bolje prevesti
obe nalogi na problem (i). Matrika C je namreC reSitev matriéne enacbe

AC =B
matrika D = ET pa je enaka transponirani resitvi matri¢ne enacbe
ATE = BT

Na ta nacin lahko izracunamo tudi bolj komplicirane izraze, ki vsebujejo in-
verzne matrike kot faktorje, ne da bi le-te eksplicitno izracunali.

Omenimo Se nekaj nalog, ki niso tako pogoste, a jih v praksi le srecujemo.

(iv) Kompleksni sistem linearnih enacb
Ce so v nesingularnem sistemu enacb

Ax =d | (2)

podatki kompleksna Stevila, lahko zapiSemo
A=B+iC (3)
d=e+if (4)

- ResSitev kompleksnega sistema reda n lahko prevedemo na reSitev realnega
sistema reda 2n. Iskana resitev x je v splosnem tudi kompleksna

X=y+12 ()
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imaginarni kom

c1imo realni in

Ce vstavimo (3) — (5) v sistem
ponenti, dobimo sistem enacb

Ce }@

vedno netrivialno resitev x = 0 in da je takih reSitev nesSteto. Ce je rang(4
= n— 1, potem lahko eno enacbo odvrzemo, eno neznanko pustimo kot prosti
parameter in resSimo en nesingularen sistem reda n—1 (osnovna naloga). C
pa je rang(A) = n—m, lahko odvrZzemo » enacb in splosno resitev (kot line-
arno kombinacijo m neznank) dobimo z reSitvijo m sistemov linearnih enacb
reda n—m z ism nesingularno matriko (naloga (1)). PraktiCne tezave so v tem,

da je ugotavljanje ranga matrike tezka naioga tu je ne bomo
obravnavali.

Pravokotni sistem enacb
bne ugotovitve veljajo za sistem

enacb

Ax:_d

R,, x pa 1skani

d dani vektor iz

kjer je A ]
vektor iz R

mvokoma matrika dimenmje n X m,

kjer je B p matrika dimenzije n X (m + 1), ki jo dobimo tako, d
matriki A dodamo d kot (m + 1)-ti stolpec. Ce ta pogoj ni izpolnjen, sistem
resitve nima. Tedaj navadno iS¢emo »resitev« po metodi najmanjsih kvadratov,
to je HSH X, P j m je vsota kvadratov razlik med levimi in desnimi stran-

Naj bo x resitev reamega nesmgularnega smtema linearnih enacb (1). Oglej-
MO S1 OCENO Za - resitve, ce - podaﬂw to je matriko in
desno stran. Do taksnih
rimo, racunamo ali

Naj bo torej x + § x resitev sistema

—=d+4dd



Potem velja ocena (glej [2]) za relativno spremembo resitve

1o x|/l = JlAl [A=] (lo Al/[A]l + [o d]/]d ]/ — A~ ]|o Al (7)

ce je le
[o Al <1/]4=]

Ocena velja za poljubno vektorsko in z njo usklajeno matricno normo, to je
tak par norm, da velja neenacba |Ax| < |A|||x||. Najpogosteje vzamemo tele
pare:

A = max X [
i==1 1<k<ni=1

e - (2 )’ - (% Faw)”

i=1k=

, |A || = max Z i
1<i<n 1<i<n k=1

Stevilo
cond(4) = [A]| [|A~]

imenujemo Stevilo pogojenosti (condition number) ali obcutljivost sistema.
Vedno je

cond(A) =1

Kadar je to Stevilo blizu 1, pravimo, da je sistem neobcutljiv in takrat majhne
spremembe podatkov le malo spremenijo resitev.

Sistem je v drugi normi idealno neobcutljiv, Ce Je matrika A ortogonalna, to
je taka, da je

AT A =1
Tedaj je A—1 = AT in
N4k A e =1
kjer je
[Ajs = (max sar A))2

1<i<n

spektralna norma. Takrat je (glej [2])
|4z |47 = 7

Torej tudi v evklidski normi obcutljivost tedaj ni zelo velika.
Neobcutljivi so tudi sistemi enacb z matriko, ki je diagonalno dominantna,
to je taka, da je

n

Claéi[ Z %

k::i
za 0 < c < 1. Za take matrike velja (glej [4], str. 179)

=1, ..., n

“A[[oo A1, < (1 + ¢) max @;i|/((1 — ¢) min |a%|)

o 1<i<n 1<i<n

To stevilo je zmerno veliko, Ce le ni ¢ zelo blizu 1 in Ce so diagonalni elementi
i1stega velikostnega reda.
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Obcutljivi so tisti sistemi, pri katerih je

cond(4) > 1

majhne spremembe v podatkih mocCno sprementjo

Tedaj se utegne zgoditi, da

mzuhat

Praviloma so obcutljivi vsi skoraj singularni sistemi, ki imajo m
z majhno determinanto v primerjavi z elementi matrike. Isto velja za matrike,
ki imajo v kaki vrstici ali stolpcu same zelo velike ali zelo majhne elemente.
Takim matrikam pravimo neuravnoteZene matrike. Zelo obcutljive so Hilber-
tove matrike H,, ki imajo elemente

=1/i+k—1, 1, k=1, ..., n

Obcutljivost teh matrik je razvidna iz tabele 1. Te matrike ali njim zelo po-
dobne nastopajo v praksi pri aproksimaciji podatkov s polinomi po metodi
najmanjsih kvadratov.

7

4 | 1'55.104
7 | 4775.108
0 | 160.1013

B i

Resevanje obcutljivih sistemov je naloga, ki se ji je treba izogibati. @b
cuﬂgwoﬂ lahko zmamsa no tako, da probleme primerno formuliramo. Vcasib
dosezemo zmanjSanje obcutljivosti s kako analiti¢no transformacijo enacb
vCasih pa kar z uravnotezenjem enacb, tako da z mnoZenjem enacb ali neznank
dosezemo, da niso v nobeni vrstici ali stolpcu matrike elementi, ki so po
absolutni vrednosti vsi zelo veliki ali zelo majhni.
Obcutljivost danega sistema lahko eksperimentalno ugotovimo tako, da
Imo najprej sistem z originalnimi podatki, nato pa z nekoliko spremenje-
mi. Spremembe naredimo na tistih mestih, ki niso vec zanesljiva. Ce se
resnev pri *Eem MOCNOo spmmem imamo opravka z obcuﬂjwzm sistemom. Ce
pa je sprememba v reSitvi majhna, imamo upanje, da je sistem neobcutljiv.
Apriorna ocena za napako (7) ni direktno uporabna, saj pred racunom
inverzne matrike ne poznamo. Pomaga nam le razloziti vpliv sprememb po-
datkov na rezultat.
Bolj uporabna je aposteriorna ocena za napako priblizne resitve.
Naj bo x eksaktna reSitev sistema (1). Vzemimo, da smo s katerokoli me-
todo izracunali vektor y kot priblizek za x. Zanima nas ocena za napako y — x.
Ce vstavimo priblizek y v sistem (1), lahko izraCcunamo ostanek

=Ay—d

ki je nicC, ¢e je y = x. Priblizna reSitev y torej eksaktno zadosca sistemu

Ayﬂd’{“?"_

ki1 se od prvotnega razhku;e le v desni strani. Torej lahko uporabimo oceno (7),

. Tako dobimo oceno za relativno napako

priblizne resmfﬁ

1
P



|9 —=l/ix = 4] /

Ocena za relativno napako je torej produkt ObCUtl]l’VOSti sistema in relativnega
ostanka. *

Dobljene ocene ne moremo uporabiti, ¢e ne izracunamo inverzne matrike.
Ker praviloma tudi te ne moremo izracunati eksaktno, moramo za zanesljivo
oceno opraviti dodatne racune.

Vzemimo, da smo izracunali prlbhzno inverzno matriko X = A-1, ki je lahko
precej grob priblizek. Nato izracunamo ostanek

R=AX—1I

Od tod sledi
A_'l R — X —— A—l

in
X — A'—"l “l" A......‘l R
Ce upostevamo, da norma vsote ni manjsa od razlike norm, dobimo oceno

[X] = A7 — |47 R = [[A=] — A~ K]

1z katere sledi
AT = [ X]/A —||R])
ce je le

IR|| <1

Ce torej izraCunamo r, X in R, imamo aposteriorno oceno za relativno napako
priblizne resitve y v obliki

[y — x|/ = 4] 1 XTI/ ddid — &)

Prav je, da omenimo, da izracun ocene zahteva veliko dodatnih operacij in
zato v praksi le redkokdaj s priblizkom podajamo Se oceno za napako. Dosti-
krat se tudi zgodi, da je ocena prevec pesimisticna.

3. Direktne metode za sploSne matrike

Direktne so vse metode, ki pripeljejo do resitve s konCnim Stevilom aritme-
ticnih operacij. ResSitev bi bila eksaktna, ¢e bi racunali z eksaktno aritmetiko.
Zaradi zaokrozitvenih napak dobimo praviloma le priblizek za reSitev.

Od vseh direktnih metod je najbolj znana in najveckrat uporabljena Gaus-
sova metoda; njene variante imajo v literaturi (glej [3]) tudi razliCcna imena
(po matematikih Doolittle, Crout, Banachiewicz, Cholesky, Jordan itd.). Pri
vseh teh metodah je cilj prevedba prvotnega sistema (1) na preprostejsi ekvi-
valentni sistem, ki je enostavno reSljiv. Ponavadi je to sistem s trikotno
matriko, le pri Jordanovi metodi ima ekvivalentni sistem diagonalno obliko.

Tu bomo omenili Ie osnovno varianto Gaussove metode in nekatere njene
izboljSave. S podrobnim opisovanjem algoritmov se ne bomo ukvarjali. Izpe-
ljavo in analizo metod najdemo v knjigah [3] in [9], algoritme, zapisane
v algolu, pa v priro¢niku [10]. |

Osnovna ideja pri Gaussovi metodi je v tem, da s sistematicno eliminacijo
neznank prevedemo prvotni sistem na ekvivalentni sistem z zgornjo trikotno
matriko. V procesu eliminacije imamo tako »n ekvivalentnih sistemov enacb
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kjer je

1 11—7+1

rvih ¥ — 1 stolpcih in prvih » vrsticah. Na r-tem
matriko A, reda n—7r + 1 v desnem spodnjem
etode je, da so vsi pivotni elementi a,,(M, 7 = 1
koraku eliminacije (r =1, .. ., n— 1) pomno-

A0 SATHO 1

VO gam j Za mwsi J IVO S’i
, n razlicni od nic¢. Na r-tem

no r-to vrstico s kvocientom

zi’r — ﬁir(ﬂ/arr(ﬂ

Tako dobim

in jo odstejemo od i-teza vsak i =7» + 1, ..., n
njega sistema
At = a;p™ —L; a1, k=71 + 1,

dir+l) — d. — 1. d,.(m

Ce iz kvocientov (8) oblikujemo spodnjo trikotno matriko L(l;; = 0
z enojkami na diagonali (I; = 1,1 =1, ..., n), iz elementov pivotnih vrstic pa
zgornjo trikotno m ko U(u; = a; ;gm i < k; uy =0, i> k), se izkaze (glej
[2]), da velja |

a trikotnega sistema

in da je vektor y(y; = d;®, i = 1, ..., n) reSitev spodnjeg

[y — d (11)

Tako je treba resiti le se zgornji trikotni sistem

Ux =y (12)

Ce pomnozimo enacbo (12) z L in upostevamo zvezi (10) in (11), vidimo, da
obhem X res resi pwotm sistem (1). |
Gaussova metoda ima torej tri glavne dele: trikotni razcep matrike (10),
reéﬁev spodnjega trikotnega sistema (11) in reSitev zgornjega trikotnega si-
stema (12).

Glede eksistence in enolicnosti trikotnega razcepa (10) velja: Ce so vse
vodilne podmatrike matrike A nesingularne, trikotni razcep obstaja. Ce obstaja
trikotni razcep nesingularne matrike A = L U, potem sta trikotna faktorja L in
U enoli¢no doloCena. |
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Oglejmo si Se ekonomsko plat metode (glej [12]). Za razcep (10) moramo
opraviti n3/3 — n/3 mnoZenj ali deljenj. ReSitev spodnjega trikotnega sistema
(11) zahteva n2/2 — n/2 mnozZenj, resSitev zgornjega trikotnega sistema (12) pa
Se n deljenj vel. Za reSitev sistema (1) moramo torej opraviti »n3/3 + n2 —n/3
mnozenj ali deljenj in priblizno toliko seStevanj ali odstevanj.

Ce imamo m sistemov linearnih enacb z isto matriko A

AX =D (13)

najprej matriko razcepimo v produkt (10) in nato reSimo m parov trikotnih
sistemov

LY =D
n

UX =YY

ki smo jih zapisali v matricni obliki. Za reSitev te naloge je treba opraviti
n3/3 + m n2—n/3 mnozenj ali deljenj (odslej operacij).

Ce hoCemo izracunati X = A—1, matriko A najprej razcepimo v produkt (10),
nato pa resimo n posebnih parov trikotnih sistemov

LY — 1
1n
UOX =Y

ki so tudi zapisani matricno. S tem smo reSili problem (13), kjer je D = I
enotna matrika. Ce se izognemo trivialnim operacijam (mnoZenju z 0 ali de-
ljenju stevila 0), je za izracun inverzne matrike treba opraviti natanko n3
operacij.

Osnovna varianta Gaussove metode ni vedno izvrsljiva, saj je lahko kak
" = 0. Tudi numeri¢no stabilna ni, saj lahko pride do poljubno velikih za-
okrozitvenih napak. To se zgodi navadno takrat, kadar je kak pivotni element
a,M po absolutni vrednosti zelo majhen, kar povzroci veliko rast elementov
In s tem rast zaokrozitvenih napak. Temu se izognemo s pivotiranjem.

Pri delnem pivotiranju (glej [9]) na r-tem koraku 1zberemo za pivot abso-
lutno najvecji element v prvem stolpcu matrike A,. Z zamenjavo r-te vrstice
z ustrezno vrstico dosezemo, da pride ta element na prvo mesto. Ce sedaj
1zvrsimo eliminacijo, opazimo, da so Vvsi kvomentl l;; po absolutni vrednosti
omejeni z 1. Pri tem pride do razcepa

PA=LU, [,]/<1

ki vedno obstaja, Ce je le A nesingularna matrika. Tu je P permutacijska
matrika, ki jo dobimo iz enotne matrike I, Ce tudi v njej sproti zamenjujemo
istolezne vrstice kot v tekoCi matriki AM. ReSevanje sistema (1) razpade tako
na dva trikotna sistema.
Ly=Pd
in '
Ux =y
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Ta metoda zahteva priblizno n2/2 seStevanj ali odstevanj vec, a je numericno
stabilna (glej [9]). Dokazati se namrec da, da je za aritmetiko s premicno piko
(floating point) izrac¢unani x tocna reSitev nekega perturbiranega sistema

A+ 5A)x=d _ (14)

kjer velja ocena
|64 scn2gu @)

Tu je ¢ konstanta velikostnega reda 1, ki je odvisna od norme in tehnike oce-
- njevanja, stevilo g je najvecCji element v procesu

max |agM
I<r<n r<i,k<n

1 pa osnovna zaokrozitvena napaka, to je najvecCja relativna napaka pri eni
aritmeticni operaciji. Za vecino racunalnikov je

{bimt , prirezanju

| b1~t/2, pri zokrozanju

kjer je b osnova Stevilskega sistema (navadno 2 ali 10), ¢ pa Stevilo mest

v mantisi.
Ce vpeljemo rast elementov R z enacbo

R — g/ max ]ai ;4
1<i, k<n

lahko v splosnem dokaZzemo, da je za delno pivotiranje (glej [8])

R < 2n-1 - (16)

Obstajajo matrike, pri katerih res lahko pride do eksponentne rasti elementov,
kar pomeni, da je Gaussova metoda z delnim pivotiranjem potencialno ne-
stabilna. V praksi je taksna rast elementov zelo redka.

Rast elementov je mnogo bolj omejena pri kompletnem pivotiranju, pri
katerem na r-tem koraku izberemo za pivotni element absolutno najvecji
element v celi preostali matriki A,. S primerno zamenjavo dveh vrstic 1in dveh
stolpcev (preimenovanjem neznank) v matriki A(M lahko dosezemo, da pride
na prvo mesto ta dominantni element. Po eliminaciji so spet vsi kvocienti po
absolutni vrednosti omejeni z 1. Sedaj pride do razcepa

kjer je tudi Q permutacijska matrika, dobljena iz I z ustreznim zamenjeva-
njem stolpcev. ReSevanje sistema (1) ima po razcepu (17) Se tri dele

Zadnji del pomeni le, da moramo dati izracunanim neznankam prava imena.
Ta metoda zahteva pribliZzno #3/3 sesStevanj ali odstevanj vec in je zato precej
bolj zamudna. Dokazati se da (glej [8]), da za kompletno pivotiranje velja isti
rezultat (14) z oceno (15), le da je rast elementov znatno bolj omejena, kot kaze
ocena (16) za delno pivotiranje.
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Se vedno nedokazana domneva je, da za kompletno pivotiranje velja
R<nm

kar bi pomenilo, da je Gaussova metoda s kompletnim pivotiranjem nu-
mericno stabilna. V praksi se ta metoda zaradi vecCjega Stevila operacij le
redko uporablja.

Se redkeje se uporabljajo druge direktne metode; na kratko bomo omenili
le razred ortogonalnih metod.

Pri teh gre za razcep matrike
A=QU

kjer je Q ortogonalna matrika QT Q = [ in U zgornja trikotna matrika. Sistem
(1) reSimo v dveh korakih

Qy=d
ali

y=0QTd
in

Ux =y

Najbolj znani ortogonalni metodi (glej [9]) sta Givensova, kjer dobimo
matriko Q kot produkt n(n — 1)/2 elementarnih zasukov (s priblizno 4 n3/3
operacijami), in Householderjeva, kjer dobimo Q kot produkt n — 2 elementar-
nih zrcaljenj (s priblizno 2 n3/3 operacijami). Za obe metodi se da dokazati
numericna stabilnost. Prednost pred Gaussovo metodo je v tem, da ortogonalni
razcep vedno obstaja in da elementi ne rastejo, s tem pa so tudi omejene za-
okrozitvene napake. Zaradi vecCjega stevila operaclj se ortogonalne metode —
kot reCeno — le redkokdaj uporabljajo za reSevanje osnovne naloge (1).

4.

Direkine metode za posebne matrike

Pri resevanju mnogih prakti¢nih problemov ima matrika A kako posebno
dodatno lastnost ali strukturo, ki se da uspesno izkoristiti za to, da bodisi
zmanjsamo Stevilo operacij in s tem skrajsamo racunski cas bodisi zmanjsamo
zasedbo spomina v raCunalniku in s tem omogocCimo reSevanje sistemov vecjih
redov. Tu bomo nasteli najpogostejse taksne primere in omenili, kako lahko
pri Gaussovi metodi upo$tevamo te posebnosti. Podobne ugotovitve veljajo
tudi za druge direktne metode.

(i) Diagonalno dominantne matrike
Naj bo A nesingularna diagonalno dominantna matrika po stolpcih, to je,
naj velja

H

app| = X, k=1,..,n

i—1
ik

Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da se diagonalna dominantnost v toku Gaussove
eliminacije ohranja. To pomeni, da so vse matrike A, tudi diagonalno domi-
nantne. Obenem je dokazal, da je rast elementov omejena z 2:

R <2
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Od tod sledi, da je osnovna varianta Gaussove metode (brez pivotiranja) za
liagonalno dominantne matrike numeric¢no stabilna.

(i) Simetricne matrike
;ge matrika A simetric¢na A
kotnik (zgornjl ali spodnji) te n
lovico prostora v spominu. Hi

A, lahko shranimo v spomin samo en tri-
latrike, torej lahko prihranimo priblizno po
da videti iz formul (8) in (9), da se sum

ngia}a razcep nesingularne simetricne matrike

m sledi i1z 1zrek

2(U)

imetricnost sama Se ne zagotavlja numericne stabilnosti metode.
Ce nimamo dodatnih lastnosti (npr diagonalne dom mamnosﬁ OZHHZH@ de-
ﬁ_mmosm je najbolje, da se sin SU‘UE - ovemo in remmo

metodo z delnim pivotiranjem; pri tem p

ni nobenega prihranka ne prostora, ne éasa@

(1i1) Pozitivno definitne matrike
Simetﬁéne matrike, ki niso pozitivno definitne, v praksi le redko nastopaj
bo seda} A simetricna pozitivno definitna matrika: AT = A in xTAx >0

Gaussove metode je torej numericno stabilna. Iz 1zreka
0 @ksmwnm imkomega razcepa sledi, da za pozitivno definitne matrike trikoini
dino obstaja. Vse vodilne podmatrike so namrecC tudi pozitivno de-

to nesingularne. Zato velja

A_LU

Z.a

f1 1Hltn€

IzkaZe se, da ima diagonalna m
obstaja razcep

kjer je

in seveda vzamemo pozitivne vrednosti kvadratnih korenov. Pozitivno definitna
matrika se da razcepiti v produkt dveh trikotnih matrik s pozitivnimi diago-
nalnimi elementi, od katerih je prva enaka transponirani drugi.
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Razcep (138) se da izvesti direktno z algoritmom (glej [2]):

t=1,...,n

/ t—1 1/2
Vii = ( Aj — 2. V:iz'2)

=1

\

’ i""""l "\
=1

k1 ga imenujemo metoda Choleskega.

Ce ne vemo naprej, ali je matrika A pozitivno definitna, lahko z enim od
algoritmov poskusimo matriko razcepiti. Ce dobimo trikotni razcep po Gaus-
sovl metodi z zgornjo trikotno matriko, ki ima pozitivne diagonalne elemente,
ali trikotni razcep (18) po metodi Choleskega z realno matriko V, je matrika A
pozitivno definitna, sicer pa ne.

(1v) Pasovne matrike

V praksi zelo pogoste so pasovne matrike ((2p + 1)-diagonalne), to je
taksne, da velja

ap, =0, t1—k>p

Take matrike nastopajo npr. pri numeri¢cnem resevanju diferencialnih enacb,
pri interpolaciji in aproksimaciji z zlepki, pri analizah raznih omrezij in po-
dobnih problemih.

Ocitno je, da za take matrike potrebujemo v spominu znatno manj pro-
stora. Pri Gaussovi metodi z delnim pivotiranjem potrebujemo za spodnjo
trikotno matriko p diagonal, za zgornjo trikotno matriko pa 2 p 4+ 1 diagonal.
Wilkinson (glej [8]) je dokazal, da je za tridiagonalne matrike (p = 1) rast ele-
mentov omejena z |

R <2

Za splosni p velja ocena (glej [1])
R < 22p-1— (p— 1) 2p—2

To pomeni, da je za pasovne matrike Gaussova metoda z delnim pivotiranjem
numericno stabilna, ce je p majhen v primeri z #.

(v) Razprsene matrike

Se bolj kot pasovne so v praksi pogoste razprSene matrike, to so take, ki
imajo pretezno Stevilo elementov enakih 0 (cca 90 9/y), nenicelni elementi pa ne
nastopajo v kakem preprostem pravilnem vzorcu. Take matrike so po pravilu
zelo velike; zato je vazno, da shranjujemo v racunalnik samo nenicCelne
elemente. Pri Gaussovi metodi pa je tako, da lahko med potekom eliminacij
nastajajo iz prejsnjih nicCel nenicCelni elementi. Zato je treba pri realizaciji
Gaussove metode za take matrike paziti na dvoje, da bo zapolnjevanje Cim
manjse in da ne bo rast elementov prevelika. V zadnjem casu je delo na tem
podrocju zelo zivahno (glej [6]). Doslej znane metode so prekomplicirane, da bi
jih lahko v tem kratkem pregledu podrobno opisali.
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5. Tterativne n

Nekater:i sistemi linearnih enacb, posebno tisti, ki nastanejo pri numeric-
nem resevanju parcialnih diferencialnih enacb, so taksni, da jih ne moremo
resevati z direktnimi metodami, ker bi pri tem potrebovali preveC prostora
v racunalniku, z uporabo zunanjega spomina pa bi porabili prevecC Casa. Ce je
matrika sistema posebne vrste, potem so za resevanje primernejse iterativne
metode. Pri njih rac¢unamo zaporedne priblizke k resitvi.
Oglejmo s1 osnovno idejo iterativnih metod. Matriko sistema enacb (1)

razdelimo na dva dela

in zapiSemo sistem v obliki

N x —

Izberemo si zacCetni priblizek x (lahko kar vektor 0) in oblikujemo zaporedje
priblizkov x, » = 0, 1, ..., po pravilu

Nxtc+ly — Pxn +d, r=20,1, ... (19)

Px -+ d

Ce je det N = 0, je zaporedje x(M z zaCeinim priblizkom x® enolicno doloceno.
Na vsakem koraku iteracije moramo resiti sistem linearnih enacb z m

Ce je ta preprosta (npr. diagonalna ali trikotna), zahteva racunanje enega
priblizka le malo operacij. In Ce zaporedje priblizkov hitro konvergira k re-
sitvi, ali ¢e potrebujemo le majhno natan¢nost v resitvi, se utegne zgoditi, da
je iterativna metoda bolj ekonomic¢na od direktne. Ce pa je matrika A tako
velika, da onemogoca uporabo direktne metode, a je po strukturi tako pre-
prosta, da je enostavno izracunati desno stran v sistemu (19) in ga resiti, je
iterativna metoda lahko edina moznost.

Konvergenca metode je odvisna od iterativne matrike

Veljata 1zreka (glej [2], [3]):
(i) Zaporedje priblizkov x(™ konvergira k resitvi x za vsak zacetni priblizek x©O
natanko takrat, ko lezijo vse lastne vrednosti matrike M znotraj enotnega
kroga.

(11) Ce Je katerakoli norma matrike

k x za vsak x©, |
Ce je izpolnjen zadostni pogoj (ii) za kako normo, potem velja za tisto

normo ocena za napako

V manjsa od 1, zaporedje x(") konvergira

| (%@ — xt=bl)/(1 — || M])

x— x| < | M

[

Oglejmo si1 dve konkretni iterativni
Matriko A razdelimo na tri dele

kjer je L spodnji trikotnik matrike A (brez diagonale), D diagonala in U zgornji
trikotnik (brez diagonale).

metodi in eno druZino takih metod.

(1) Jacobijeva iteracija
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Zaporedje priblizkov racunamo po pravilu

k=1 k=i+1

i—1 1
x;rtl) = (di—"' D Qi X (N — > Ay xk(r))/aiz’: t1=1, ..., n

Zadosten pogoj za konvergenco je npr. |M|. <1, ki ga lahko izrazimo v obliki

, iml,...,n (20)

¢
ag| > > |
=1

k=1

Z besedami ga izrazimo takole: Ce je matrika A strogo diagonalno dominantna

po vrsticah, je Jacobijeva iteracija konvergentna za vsak zacetni priblizek.
Ocena za napako je

o lx — x|, < m(|xM —x=D]| )/(1 —m) (21)
kjer je |
M = max % i/ | - | (22)
1<i<n ﬁii

Stevilo operacij na iteracijo je n2, e je matrika polna. Ce ima matrika veliko
stevilo nicel, je teh operacij lahko znatno manj.

(11) Seidlova iteracija
Seidlovo iteracijo dobimo iz Jacobijeve, ¢e vsako komponento novega pri-
blizka takoj po raCunu upostevamo pri racunanju naslednje komponente:

i—1 n
Xt = (di"""‘ > A XD — X0 agy, xk:(r))/aié: 1=1,..,n
k=1 k=i+1

Sedaj je

Izkaze se (glej [2]), da je zadostni pogoj (20) zadosten tudi za konvergenco
Seidlove iteracije in da velja ista ocena za napako (21), (22) tudi zanjo.

Stevilo operacij na iteracijo je isto kot pri Jacobijevi iteraciji.

V prakti¢nih primerih sistemov, ki nastanejo pri numeri¢nem reSevanju
parcialnih diferencialnih enacb eliptiCnega tipa, sta navadno Jacobijeva in
Seidlova iteracija konvergentni, a zelo pocasi, da si z njima ne moremo dosti
pomagati. Zato so se razvile metode za pospesevanje konvergence (glej [7]).
Najbolj znana med njimi je metoda S. O. R. (Successive Over-Relaxation).

(1i1) Metoda S. O. R.

Popravek priblizka po Seidlovi metodi pomnozimo s parametrom w. Tako
dobimo druzino metod

i—1 ) \
x,(r+1) — x:(M 4 (di-— > A x, (r+1) — > a xk(?'))/a.gg, t=1, ..., n
k=1 k=1

Tu je
N=L+wp1D, P=—(—wpY)yD—-U

Teorija te metode je dokaj komplicirana. Glavni rezultat pa lahko v grobem
povzamemo takole (glej [7]);
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kjer je u spektralni radij ustrezne Jacobijeve iteracijske m ptima
wednosm parametra o se Stevilo iteracij za oioceno namncnogi v pnmem
s Seidlovo iteracijo (pri w = 1) drasti¢no zmanj8a. Tezava pri prakticni reali-
zacm je v tem, da wenosﬁ wp Ne moremo izracunati, ker ne poznamo Stevila
u Sproti dobivamo le pnhzke zanj, npr. s pomncno §g§€§ QD

@E‘HO uporablj 1jena diferencna m
difemnmalm enacb drugega reda.
bstmaw Se dmge H@ra’iwn@ m@wde ’Eo SO pmdvsem razne gmdmnt €

unkcije f( x} .. 4 x—d } Igga

da SMO reéﬂi sistem enacb (1) z Gaussovo metodo z delnim pb
votiranjem in dobili priblizek za resitev x, ki. ga bomo oznamh z x®, Pri tem
“mh spodnjo trikotno matriko L (z
bsolutno ome}em z 1) in zgornjo trikotno
szemh napak eksaktni produkt LU ni enak P
velja

ain ko U. Zaradi z mw
razd d@k 3} ampak

kjer so elementi perturbacijske matrike E v splosnem m

(glej [8]), da velja ocena

| ' <cn2gu

ki je podobna oceni (15).
Oglejmo si1 sedaj iterativno metodo,
priblizne resitve, kolikor pacC dopusca koncna aritmetika.

pri kateri lahko izbolj$amo natanénost
OpiSemo jo takole:

r=20,1, 2,
A — d— A x()

x(r+1y = x(m 4 e(")

m koraku iteracije izraCunamo najprq ostanek (24),
trikotna sistema (25) in (26) in z resitvijo popravimo prejsnji -
Stevilo operacij na iteracijo je 2 n2,

Zadgsten pogo] za konvergenco te iteracije bomo lzpd]ah pri pogoju, da
Eahk@ Qsmnek in resimo oba trikotna sistema brez napake. 1
pomeni, da je x(O priblizek za x le zaradi tega, ker trikotna faktorja L in U
nista eksakino izraCunana.




Ce pomnozimo enacbo (26) z L in upoStevamo v njej zveze (25), (24) in (23),
dobimo
(PA+ Eyet =Pd—PAxm
ali
(A4 PTEye = d—A x™

saj je P kot permutacijska matrika ortogonalna. Ce pomnozimo enacbo (27)
z matriko A 4 F, kjer je
| F =PTE
dobimo
(A + Fyxtrt) = d + F x(7)

Od tod sledi, da je iteracijska matrika te metode

Od tod dobimo

A+FAHM=F
n
' I+GM=G
kjer je
G = A1 F
1z enacbe
M+GM=G

takbj sledi ocena
1G] = [M] — |G M = (1 —[|G]}) |M]

Ocena za normo iteracijske matrike je
M| < ||G)/A—1G])

ki velja, Ce je izpolnjen pogoj
|G <1
Ker pa je
‘ |G| = A |F] = || E]

kar velja za vse norme 1, 2 oo in za evklidsko normo, saj je P permutacijska
matrika, je zadosten pogoj za konvergenco 1teracije

A-1| || < % @

Od tod namre¢ sledi |G| << /% in | M| <<1. |

Ce je trikotni razcep (23) toliko natancen, da velja (28), potem iteracija
konvergira, ¢e jo izvajamo z eksaktno aritmetiko. No, v resnici tudi pri ko-
rakih (24) — (27) delamo zaokrozitvene napake, zato je resnicni pogoj nekoliko
drugacen.

Za prakticno uporabo iterativnega izboljSanja natancnosti je treba po-
udariti, da moramo ostanek (24) izracunati ¢im bolj natancno (npr. z dvojno
natancnostjo), Ce zelimo, da bo imelo izboljSanje kakrSenkoli efekt. Vse druge
korake lahko izvajamo z osnovno natancnostjo. Iteracijo prekinemo, ko ni vec
opaziti nobenega izboljsanja, torej ko se ostanek d(™ ne manjsa vec¢. Navadno
zadoscCata ze 2 koraka iteracije.

Gaussovo metodo z delnim pivotiranjem in iterativnim izboljSanjem na-
tanCnosti Stejemo za najboljSo metodo za resevanje sistemov linearnih enacb.

e ——err———
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Oglejmo si na kratko Se resevanje predolocenih sistemov linearnih enacb,

v katerih je veC enacb kot neznank

Ax =d (29)

Tu je A pravokoina matrika dimenzije n X m, kjer je n > m, vektor d je 1z R,
iskani vektor x pa 1z R,,.

Ponavadi je n znatno vecji od m. Taki sistemi naj-
pogosteje nimajo nobene resitve. Pri nalogah iz aproksimacije (glej [5]) do-
stikrat iSCemo reSitev po metodi najmanjsih kvadratov, to je »resSitev« xy, pri
kateri so enaCbe v povprecju najbolje izpolnjene. To je tisti x;, za katerega
velja

A xyg—d|; = min |4
_ By

—d;

Resitev po metodi najmanjsih kvadratov minimizira vsoto kvadratov razlik
med levimi in desnimi stranmi v sistemu.
Omejili se bomo na primer, ko je

rang(:

Takrat so stolpci matrike A linearno neodvisni, kar pomeni, da ne moremo
nobene neznanke nadomestiti z linearno kombinacijo drugih neznank. V tem
primeru je reSitev po metodi najmanjsih kvadratov x; enolicno doloCena kot
resitev normalnega sistema enacb

To sledi 1z identitete
Ax—d|? = ATAx— AT )T (AT Ayt (AT Ax— AT d) —
—( AT ( )T (. AT A )1 ( AT ) -+ AT d

ki jo lahko neposredno preverimo. Ker ima matrika A rang m, je matrika
B = AT A pozitivno definitna, saj je

= XTATAXx = (Ax)TAx = |Ax|?

Ta 1zraz je za vsak x = 0 pozitiven, saj iz A x = 0 sledi x = 0. Zato je matrika
B nesingularna, matrika B-1 pa je tudi pozitivno definitna. Torej ima izraz
(32) najmanjso vrednost za tisti x, ki resi sistem (31). Ker je matrika tega
sistema nesingularna matrika reda m, je resitev x; enolicno dolocCena.

Klasi¢na pot do reSitve x; je torej tale. Najprej i1zracunamo normalno
matriko

jo razcepimo po Choleskem na produkt transponiranih trikotnih matrik

B VTV

kjer je V zgornja trikotna matrika. Nato pa resimo dva trikotna sistema

VTy — AT d (34)
1n
Vixg=y (35)
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Ta pot je neekonomicna in poleg tega se dostikrat izkaze, da je normalna
matrika B zelo obcutljiva, ¢e so stolpci prvotne matrike A slabo linearno
neodvisni. |

Bolj priporocljiva je tale pot. Najprej matriko A zreduciramo z ortogonal-
nimi transformacijami (elementarnimi zasuki ali zrcaljenji) na zgornjo tra-
pezno matriko U :

QTA=U, QTQ =1 (36)
Tu je U pravokotna matrika dimenzije n X m, za katero velja
;. =0, 1>k
Zapisemo jo lahko v obliki
-V 1m
<[]
L 0 yi—111

1t

kjer je V zgornja trikotna matrika reda m. Hkrati z razcepom (36) predelamo

tudi desne strani |
~ T 111

OT d — ¢ — _:)_] ( 37)

- < N ¢

Hitro se lahko prepri¢amo, da velja
B=ATA—-QWTQU =UTQTQU =UTU =VTV

Z ortogonalnim razcepom matrike A smo dobili Zze kar razcep Choleskega (33)
normalne matrike B. In ker je

ATd — QU)Td = UTQTd = UTc — VTy

je zgornji del vektorja c¢ Ze kar resitev spodnjega trikotnega sistema (34).
Iskano resitev sistema (29) po metodi najmanjsih kvadratov dobimo torej
z resitvijo zgornjega trikotnega sistema (35).

Zanimivo je, da dobimo vsoto kvadratov odstopov pri resitvi x; kot kvadrat
norme drugega dela vektorja c¢. Najprej imamo

S = HAxodez? — (Axo""—"d)T (Axowd) = xOTATAxO——xOTATd-—-
_dT Ax, + dT d

Ker je xj reSitev sistema (31), je

V tem izrazu upoStevajmo obliko matrike U, zvezo (37) in razcep (36) pa
dobimo
S=—cTQTAxy—d) = —cT(Uxyj—c) =

V % — v-
—_ — [yT, ZT] I:___?iq uuuuuuu }j — 7T 7

saj je xg resitev sistema (35).

Tudi tu lahko natanc¢nost izracunanega priblizka za reSitev x; izboljSamo
Z 1teracijo.

Ce ima matrika A rang manjsi od m, je resitev po metodi najmanjsih kva-
dratov praviloma nesteto in lahko potem dodamo Se kak pogoj. Ponavadi
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isCemo tisto reSitev po metodi najmanjsSih kvadratov, ki ima najmanjso
. Te probleme obravnava specialna literatura za aproksimacijo podatkov
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Leta 1984 smo koncno dobili srednjesolski u¢benik racunalniStva in infor-
matike. Izid Emﬁg@ moramo pozdraviti, saj smo jo Ze dolgo pricakovali. Snov
je kmg ena po ucnem nacrtu, ki je zal Ze precej zastarel. Zato nam tudi ucbenik

Sa P i1h novosti.

Take km zahteva ucni nacrt, je knjiga razdeljena na dva dela: zgradba,
delovanje in uporaba racunalnikov ter programski jezik pascal. Oba dela med
seboj nimata skoraj nobene zveze; pri ucenju pascala nam utegne pomagati
le krajsi razdelek o algoritmih iz prvega dela knjige. »Zgradbi, delovanju in
uporabi racunalnikov« se pozna, da je le dopolnjena verzija snovi iz knjige
Uvod v racunalnistvo, DZS 1974 (zadnji ponatis 1979) istih avtorjev. Tako tu
najdema racunalniske kartice, luknjani trak, mnogo o zmoghwm hitrih tiskal-
, O V@Mﬂh racunalniskih sistemih, ne zasledimo pa Skomﬁ nicesar o hisnih
in - racunalnikih, o dodatkih za njihovo uporabo in podobnem, kar je
daneg na dosegu mladega Cloveka.

Drugi d@L m vsebuje popoln pregled pascala, ne prinasa mnogo novega.
Snov se omejuje v glavnem na sintakso jezika, vse premalo pa nas uci pro-
miranja, osnovnih algoritmov in podatkovnih struktur.

Tako kot za vse »usmerjene« ucbenike velja tudi tu, da je snovi prevec.

. poglavje o Boolovih aigebmh) bi lahko brez skode izpustili.

}e naﬁ_sana strokovno neoporecno in v njej skoraj ne naﬁdemo
m, da bo s pridom sluzila srednjesolcem in studentom.
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JANEZ STRNAD

UDK 523.31:423.3

Clanek postreze z nekaterimi zgodovinskimi pripombami in preprosto pojasni
plimo in oseko.

A few historical remarks are presented and the tide is comsidered in a simple
way.

Dandanes navadno ne obdelamo pline in oseke niti pri fiziki v prvem let-
niku na univerzi. Tega ni tezko razumeti: pri predavanjih in vajah zmanjkuje
Casa in veliko pojavov se zdi pomembnejsih -od plime in oseke. Ce se spom-
nimo na vlogo, ki jo je plima imela ob zacetkih fizike, pa lahko obzalujemo,
da j1 posvecamo tako malo pozornosti.

Galileo Galilei je v plimi in oseki videl glavni dokaz za to, da krozi Zemlja
okoli Sonca. Potem ko je kardinal Maffeo Barberini, podpornik znanosti in
— tako kot Galilei — cClan florentinske akademije znanosti (Akademije risov)
postal papez Urban VI1II, je Galilei zelel zbrati razloge za gibanje Zemlje v po-
sebni knjigi. Ze prej je napisal sestavek z naslovom Discorso sopra il flusso
e riflusso del mare (Razprava o plimi in oseki morja). Zdaj je sestavil rokopis
z naslovom Dialogo del flusso e del riflusso (Pogovor o plimi in oseki). Dela
s podobnimi naslovi niso bila tedaj nobena redkost. Cenzorji pa so po pape-
zevem navodilu naslov prepovedali in opozorili Galileja, naj v knjigi ne daje
Kopernikovi heliocentri¢ni sliki prednosti pred Ptolemejevo geocentri¢no in
naj jo obravnava zgolj kot domnevo. Tako je nastal Dialogo sopra i due mas-
simi sistemi del mondo, tolemaico e copernicanc (Pogovor o dveh glavnih sve-
tovnih sistemih, ptolemejskem in kopernikanskem), ki je 1zsel leta 1632.

Delo je zasnovano kot pogovor med tremi namisljenimi osebami: Salviati-
jem, Sagredom in Simpliciom. Prvi ima poteze umrlega Galilejevega ucenca
Fillipa Salviatija in zagovarja heliocentricno sliko. Drugega je Galilei obliko-
val po umriem beneskem prijatelju Giovan-Francescu Sagredu, ki se kot izo-
brazen mescan zanima za novost, a jo sprejema kriticno. Tretji pa nosi ime
Aristotelovega komentatorja iz 6. stoletja in se zavzema za staro geocentri¢no
sliko. Dialog obsega Stiri dneve. Prvi dan obravnava podobnost nebesnih in
zemeljskih teles, drugi je posvecen vrtenju Zemlje in tretji njenemu Kkro-
zenju okoli Sonca. Za cetrti dan je Galilel prihranil glavni — in edini dina-
micni — dokaz za gibanje Zemlje, ki ga je posnel po Discorsu.

Plimo in oseko je pojasnil s sestevanjem hitrosti zaradi vrtenja Zemlje
in hitrosti zaradi njenega krozenja okoli Sonca. Zamislil si je toCko na zemelj-
skem ekvatorju, ki krozi okoli sredisCa Zemlje in hkrati tako kot sredisce
Zemlje krozi okoli Sonca. V danem trenutku je hitrost tocke glede na Sonce
doloCena z vsoto obeh krozilnih hitrosti, v poznejsem trenutku pa z njuno
razliko (S1.1). Po opazovanju bark, ki so vozile v Benetke pitno vodo, je Ga-
lilei vedel, da se voda ob zacetku gibanja nabere ob zadnjem delu in ob za-
ustavljanju na sprednjem. Po tem je sklepal, da se voda v morju zdaj dvigne
zdaj zniza zaradi zveCane in pozneje zmanjsane hitrosti.
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Pri tem se je bridko motil. Podatka, da doseze hitrost toCke na ekvatorju
zaradi vrtenja Zemlje 460 m/s samo 1,5 9/¢ hitrosti krozenja Zemlje okoli Sonca
(30 km/s), Galilei se ni poznal. Spregledal pa je to, da se plima ne ponavlja
na 24 ur, ampak na 24 ur in 50 minut, kolikor potece med dvema zaporednima
kulminacijama Lune. Nacelno je odklonil, da bi p@mzﬂ Luno s plimo, ker
ni znal pojasniti, kako naj bi Luna povzmwﬁa plimo, ko je na nasprotni swa;m
Zemlje. V resnici se je torej Galilei odlocil za heliocentri¢no Shko zato, ker
u je zdela preprostejSa od stare geocentricne. To je eno 1zmed Stevilnih

potrdil, da je »fizikova intuicija mocnejSa od njegovega znanja«, kot je ob

neki priloznosti rekel E. P. Wigner.

#ome

implicio: ...Dalje zelo stevilni pripisujejo ta pojav Luni in pravijo, da ima
Luna p@Sebn@ ob]éasi nad vodo. Pred nedavnim je neki visoki duhovnik* Ob}a‘vﬂ
spis, v katerem pravi, da Luna, ki se potepa po nebu, privliaci in dviga k sebi vodni
vai in ta nenehno potuje za njo, tako da je morje vedno visoko v delu pod Luno.
Ko se plima vraca in je Luna p@d obzorjem, pravi dalje, pa tega ni mogoce po-
3asmu drugace, kot da Luna... prenese to lasinost tudi na nasprotno znamenje

zivalskega kmga 5

SI. 1. Risbi 1z Galilejevega Dialoga: z levo je pojasnil sestavljenje hitrosti letnega

in dnevnega gibanja, z desno pa je poskusal razloziti odstopanje periode plime od

periocde letnega in dnevnega gibanja z vplivom Lune na zemeljsko hitrost in z na-
oibom zemeljske osi

Salviati: ... Kot smo ugotovili, obstajata dve gibanji zemeljske krogle: prvo —
letno, ki ga opravi njeno sredisce po vecjem tiru v ekliptiki skozi znamenja Zival-
skega kroga, to je od zahoda proti vzhodu, in drugo, ki ga opravi sama, ko se
zavrti okoli lastnega sredisCa enkrat v 24 urah prav tako od zahoda proti vzhodu,
toda okoli osi, ki je nekoliko nmagnjena in ni vzporedna z osjo letnega krozZzenja.
S sestavljanjem obeh teh gibam; ki sta sami po sebi vedno enaki, nastane neenako-
Mmerno glbame delov Zemlje. Da bomo to laze mzumeh s1 pomagajmo z risbo.
Najprej narisem okoli sredis@a A kmg velikega tira BC, na katerem vzamem po-
ljubno tocko B za Smdmce in narisem okoli nje mamsx kmg DEFG, ki predstavlja
zemeljsko kroglo. Privzamemo, da obide njeno sredisce ves kmg vdikega tira od
zahoda proti vzhgdu to je od B k C. Poleg tega vzamemo, da se zemeljska krogla
vrti okoli lastnega sredi$éa B od zahoda proti vzhodu, to je od D preko E in F
h G... Pri vrtenju kroga okoli sredis¢a se mora poljuben del gibati ob razlicnih
asih v razliénih smereh... V casu, ko se del kroga okoli tocke D giblje na levo,
to je k E, se nasprotni del kroga okoli tocke F g1b1]@ na desno, to je h G. Ko je
del D v F pa je gibanje nasprotno kot prej v D . Zaradi fiakeg& nasprotnega

* »Visoki duhovnik« je splitski nadskof Marcantonio de Dominis, ki je leta
1624 v Rimu izdal delo Euripus sive sententia de fluxu et refluxu wmaris (Morska
ozina ali 1izrek o plimi in oseki morja).
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gibanja delov zemeljskega povrsja... dobimo, ko sestavimo dnevno gibanje z let-
nim, za razlicne dele... absolutna gibanja, ki so ponekod znatno hitrejSa, drugod
pa ustrezno pocasnejsa. ...Tako torej prldemo do sklepa, da bi bilo gibanje vse
krogle in vsakega menega dela vedno enako, ¢e bi se del gibal z enim samim gi-
banjem, bodisi samo z letnim bodisi samo z dnevnlm in da dobimo s sestavljanjem
teh dveh gibanj za dele zemeljske krogle dvoje neenakomernih gibanj, zdaj hitrej-
Sih zdaj pocasnejSih, paC¢ po tem, ali se dnevno gibanje pristeje k letnemu ali se
od njega odsteje... Ce je res (a to je zagotovo res in to dokazuje poskus), da po-
spesevanje in zaviranje posode sili vodo h gibanju nazaj in naprej in se voda
dvigne in spusti spredaj in zadaj, zakaj potem ne bi dopustili takih pojavov ali
jih imeli za nujne pri morski vodi v zbiralnikih, ki so podvrzeni takim spremems-
bam, posebno ¢e so postavljeni po dolzini z zahoda proti vzhodu, to je v smeri,
v kateri se gibljejo? To je prvobitni in glavni vzrok za plimo in oseko, brez kate-
rega pojav ne bi bil mogoc.« |
G. Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi, 1632.

#® % *

Galilei je opozorilu navkljub dokaj neprikrito pokazal, da se je odlocil
za heliocentricno sliko. NacCelno je nasprotnike menda najbolj drazila nje-
gova metoda, 1z katere se je razvila hipoteti¢no-deduktivna metoda sodobne
fizike. Postavi domnevo, ne da bi jo poskusal ze spocCetka utemeljiti, in izpelji
1z nje enacbe in izreke, te pa neusmiljeno preveri z opazovanji in merjenji!
Poleg tega je Galilei zagresil tudi nekaj nepremisljenosti. Tako je na primer
Simpliciu polozil na jezik besede: »Priznavam, da je vasa domneva o plimi in
oseki mnogo boljSa kot katera koli od tistih, ki sem o njih sliSal. Vendar je
nimam niti za resnic¢no niti za dokonc¢no. Glede na nadvse veljavno izjavo, ki
sem jo dobil od zelo znane osebe, vem, da bi, ¢e bi vas vprasali, ali bi mogel
Bog v svoji brezmejni modrosti podeliti vodnemu elementu dvojno gibanje
na kak drug nacin, odgovorili, da bi to lahko storil, in to na mnogo nacinov,
od katerih so nekateri zunaj dosega naSega razuma.« »Zelo znana oseba« meri
na Urbana VIIIL. in Galilejevi nasprotniki so na tej osnovi namigovali, da ne-
koliko okorno misle¢i Simplicio pooseblja prav papeia Tudi zunanje okoli-
SCine so se zasukale proti Galileju — zaradi Dialoga je moral naposled pred
inkvizicijo [11.

Galilei seveda ni mogel pojasniti plime in oseke, saj Se ni poznal gravita-
cijskega zakona. Tega je objavil Isaac Newton v znameniti knjigi Principia
mathematica philosophiae naturalis (MatematiCni principi naravoslovja) leta
1687. V njej je tudi okvirno pojasnil plimo in oseko. Dandanes to ni pretezka
naloga. Lotimo se je tako, da na zaCetku pomislimo na dovolj veliko vesoljsko
postajo v obliki tanke krogelne lupine z radijem ry, ki krozi okoli Lune. Njeno
srediSCe se giblje po krogu z radijem R in pri tem prosto pada v gravitacij-
skem polju Lune s pospeskom g1 = xm/R2. Pri tem je x = 6 67 1011 Nm?2/kg?
gravitacijska konstanta in m = 7,3 . 1022 kg masa Lune.

Prestavimo se v mislih na postajo in si pomagajmo z mislijo, da veljajo
v prosto padajoc¢em laboratoriju v gravitacijskem polju enaki zakoni kot v la-
boratoriju, ki miruje ali se giblje premo enakomerno daleC od teles z veliko
maso. Ugotovitev izvajamo iz enakosti vztrajnostne in gravitacijske mase in
jo izraza nacelo ekvivalentnosti.

V daljni toCki postaje T4, oddaljeni od sredisCa Lune za R + r{, je gravi-
tacijski pospeSek v polju Lune g; = ¥ m/(R + r{)2 = gy(1 — 2r;/R + ...) (Sl 2).
V bliznji tocki postaje T), oddaljeni od srediS¢a Lune za R — 7, pa je gravi-
tacijski pospesek gy = xm/(R—r)? = g1 4+ 2ry/R + ...). V obeh primerih

63



smo razvili imenovalec in zanemarili kvadrat in viSje potence majhnega raz-
merja ri/R. Za pof&mka na vesoljski postaji se telo, ki ga spusti v daﬁmﬂ mdﬂ
giblje s pospeikom g;— g, = — 2g; r1/R, torej - srediscCa pmc
ki ga SpUSU v bliznji mdﬁ pa se gihe S -

da bl bila njena masa zbrana v njenem srediscu, se pravi, - prosto pada S
speskom gq. Zaradi take razlike gravitacijskih pospeskov je vesoljska postaja
obremenjena na nateg v smeri zveznice s sredisCem Lune.

sredisce

emlje

. Medsebojna lega Lune in vesoljske postaje ali Z

Namesto V@SOUSk@ postaje si mislimo Z@mi@@ ki kmzz kah Skﬂpnega te-
ﬁgga em E je in Lu ne s si dermmm - dm

eI E je M} 00 km in za R o ddai jenost
TLune od 7 gmj je 384 000 km. S ten podatki dobimo za plimski pos pesek Lune
gy =81 — 8y = 8p— g1 = 2g1 rl/ R =2xmry/R3=1,1.10-6m/s2. Pojasnilo je
okvirno, ker smo se brigali le za tocki na zveznici srediS¢ in nismo uposte-
Vah osravitacijskega poha

nekomm podrobnejSem racdunu preis¢imo gravitacijski pospesek
na povrsini Zemlje (Sl. 2) [2]—[4]:

tockil k

Razdaljo r tocCke na zemeljski po-wémi od Smdiééa Lune smo poiskali s k
sinusnim 1zrekom. Razmere so osno simetricne okoli zveznice sredis¢ Zemlje
in | . Pospesek g razstavimo na radialno in na tangentno komponento:

g = xmir: r? {71 COS @

g =gcos(g +a) g =—gsin(p+ a)
Razmerje »{/R in kot ¢ sta tako majhna, da smemo postaviti

1/r2 = R—2(1 + 2(ry/R) cos ¢) sin ¢ = (ry/

Rysingp  cosqg =1

Naposled dobin
| gr = gi(cos ¢ — (r1/R) (1 — 3 cos? ¢))
in

g; = — gi(sin ¢ + (r1/R) . 3 sin ¢ cos ¢)

Oba prva clena, radialna komponenta g;cos ¢ in tangentna komponenta
— g1 sin ¢, podajata pospesek, ki ima po vsej povrsini Zemlje velikost gy in
ki je vzporeden z zveznico sredis¢ Zemlje in Lune. Zaradi tega pospeska —
srecali smo ga Ze pri vesoljski postaji — Zemlja kot celota pada v gravita-
cijskem polju Lune. Ce opazujemo gibanje Zemlje okoli skupnega teziSCa
z Luno iz inercialnega opazovalnega sistema, v katerem tezisCe miruje, je to
centripetalni pospesek, zaradi katerega Zemlja kot celota krozi okoli skup-

nega tezis¢a, ne da bi se vrtela. Prva Clena torej zagotovo ne povzrocata plime.




Tako preostaneta oba druga clena. Radialna komponenta — g¢(r{/R) .
.(3cos2p—1) =—13%g,(3coszp—1) spremeni gravitacijski pospesek na Zem-
1ji. Najvecjo vrednost, prav g, = 1,1.10-¢ m/s2, doseze sprememba pri kotu
@ = 0, se pravi na zveznici obeh sredis¢. Tangentna komponenta —32 g4(71/R) .
.8In 2¢p = g, sin 2¢p pa je pravokotna na zemeljski gravitacijski pospesek in
je predvsem odgovorna za gibanje vode v morjih (Sl. 3). Najvecjo vrednost
2 g, = 8.10-"m/s? doseze pri kotu ¢ = 45% Voda se nabira na strani Lune in
na nasprotni strani, dokler razlika hidrostaticnih tlakov ne uravnovesi plim-
skega pospes$ka. Zdaj moramo upoStevati, da se Zemlja vrti okoli osi skozi
svoje sredisce, in sicer poteCe med zaporednima kulminacijama Lune v neki
tockl 24 ur in 50 minut. Zaradi tega potuje po morju plimski val in zaznajo

plimo in oseko v vsaki tocki ob morju po dvakrat na 24 ur in 50 minut.

o o wy— -—

proti Luni

S1. 3. Tangentna komponenta plimskega pospe-
ska na Zemlji [2]

Dosedanje razglabljanje nas pouci, kako Luna povzroca plimo in zakaj]
opazimo plimo in oseko dvakrat v pribliZzno 24 urah. Pri natanCnejsem obrav-
navanju pa bi bilo treba vkljuciti Se marsikatero podrobnost. Najprej ome-
nimo, da je visinska razlika med plimo in oseko odvisna od oblike morskega
dna in lege obale (Sl.4). Nato pride na vrsto upor pri gibanju plimskega vala
po dnu. Zaradi tega plimski val zaostaja in najvisja plima ni v tocki, v kateri
kulminira Luna, ampak za 3¢ iz te toCke. Upor tudi zavira vrtenje Zemlje 1n
krozenje Lune, tako da se dan podaljsa za okoli 20 s na leto in oddaljenost
Lune poveca za okoli 3cm na leto. Luna povzreoca plimo in oseko tudi na
mejl ozrac¢ja in deformira trdno zemeljsko skorjo. Plima in oseka nastaneta
pri kateri koli dvojici vesoljskih teles, ki se gibljeta okoli skupnega tezisca.
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S1. 4. Plima in oseka v izlivu reke Rance
v Franciji, kjer je zgrajena plimska elek- N /
trarna [5]. Za najvecjo visinsko razliko | ~~-
gladin navajajo: 19,6 m v zalivu Fundy Sl 5. Skrajna primera za sestavljanje
(Kanada), 18,0 m v Port Gallegosu (Argen- Iunine (Crtkanc) in soncne plime (pik-
tina) in 17,4 m v zalivu Frobisher (Kanada) casto)
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