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Math. subj. class. (1980) 01 A 70

Michael Atiyah je bil rojen leta 1929, diplomiral in doktoriral je na Trinity Col-
legeu v Cambridgeu (1952, E%S} Od tedaj je bﬂ med drugim Savilian Professor geo-
metrije na univerzi v Oxfordu H%SW@E in profesor matematike na Emumm for
Advanced Study v Princetonu U%9m72) S@d@_g pa je raziskovalni profesor za mate-
matiko Kraljeve druzbe na univerzi v Oxfordu.
Od casti, ki jih je prejel mfssor Atiyah, omenimo, da je ﬁan Kraljeve druzbe
mr fmncesk& svedske in ameriSke akademije znanosti; na svetovnem matematié-
1 kongresu v Moskvi leta 1966 je prejel Fieldsovo medah@ Epm 1983 ga je angle-
Ska kmm@a povzdignila v viteza. Podrodje ngg@
mmka dez matematiko: sega npr. v - , geometrijo, dﬁerenmame enacbe in
natematicno ﬁzﬁm

Mathema-
ﬂ%@ st. 1, Str. 949) pmfesor}em Auyahg , se je
mw biv§i urednik tega lista.

This 1s translation of the interview given by Prof. Michael Atiyah, published

in The Mathematical Intelligencer.

MINIO: Mislim, da bi bila k@msma informacija o Vasi mladosti. Kdaj

sm se zageh zanimati za o Kako zgodaj?

ATIYAH: Mislim, da sem se zanimal za matematiko od malega. V neki dobi

— bil sem star okoli 15 let — me je silno zanimala kemija; ves navdusen
m bil nad njo. Po enem letu poglabhanﬁa v kemn UO pa sem spoznal, da to ni

Eeﬁm ddaﬁ m wﬂﬂ sem se k matematiki. Drugade pa se nikoli nisem

In to se je 0pazﬂo zZ€ zggdaj >
; Eéagﬁg3m. \

matematiko.
______ ﬂa Smm& matematika?

m v Soh pomagali napredovati? Ste imeli dobm ucitelje?
[YAH : Mislim, da sem imel dobre ucitelje, in z njimi sem se dobro ra-
: sem ObiSkOV& Solo v Egiptu, in sicer prav dobm solo.
MINIO: Al ste bili tam rojeni? |
EYAH Ne, rojen sem bil v Angliji, Ziveli pa smo na BliZznjem vzhodu.
Moj ocCe je delal v Sudanu, zato sem hodil v srednjo solo v Egiptu. Nekaj let
sem bil tudi v srednji Soli v Angliji, ko sem po vojni priSel sem; tudi to je
bila dobra Sola. Imel sem mnogo sposobnih sosolcev. Potem sem Sel na uni-
verzo v Cambridgeu in tudi tam je bilo mnogo dobrih studentov.

* Urednistvu lista The Mathematical Intelligencer se za prijazno dovoljenje pre-
voda in objave prav lepo zahvaljujemo. Prevajalec se zahvaljuje recenzentu prof.
Vrabcu: na mnogih mestih je prevod bistveno izboljsal.




Mislim, da noben posameznik ni posebno izrazito vplival name. Sel pa sem
skozi dobro Solo in imel obilo priloznosti srecati dobre matematike; lahko
recem, da sem imel dobre razmere.

MINIO: Ali ste v Cambridgeu delali v glavnem samostojno?

ATIYAH: V Cambridge sem priSel po dveh letih sluZzenja v National Ser-
vice; to je bil ¢udovit kontrast. Prisel sem Ze pred zacCetkom Solskega leta.
Obiskoval sem poletne tecaje. Moc¢no sta vplivala name tudi prijazno vreme
in cudovita okolica. Uzival sem ze, ko sem hodil v knjiznico brat, ko so me
obkrozale vse tiste knjige. To ozracje je mocno vplivalo name, prwlacﬂo je
mojo dOII'HSljl]O |

-Na univerzi je bila kopica zelo bistrih studentov in od uciteljev sem dobil
kar precej pomoci. Mislim pa, da me nobeden od uciteljev ni izjemno navdusil ;
nekatera predavanja so bila dobra, druga pa ne zelo.

MINIO : Enega prvih svojih c¢lankov ste napisali s Hodgeom, mar ne?

ATIYAH: Da, v resnici je bil to del moje disertacije. Hodge je bil moj
mentor pri raziskovalnem delu. Sodelovanje z njim je bilo zame zelo po-
membno. Ko sem prisel v Cambridge, je bil v geometriji poudarek na klasic¢ni
projektivni algebrajski geometriji starmskega tipa. Bila mi je prav vseC 1n
zacel bi bil delati na tem podrocju, ¢e ne bi bilo Hodgea. On je zastopal
modernejSe poglede: zvezo diferencialne geometrije s topologijo; in jaz sem
se mu pridruzil. Ta odlocitev je bila zame zelo pomembna. Mogel bi bil delati
tudi na bolj tradicionalnih podrodjih, a mislim, da sem se modro odlodil; ko
sem sodeloval s Hodgeom, sem mnogo bolje spoznal modernejse ideje. Dobro
mi je svetoval in nekaj Casa sva sodelovala. V tem cCasu so se v Franciji po-
javili novi rezultati v teoriji snopov. Mene je to pritegnilo, njega tudi in na-
pisala sva tisti ¢lanek, ki je del moje disertacije. To mi je zelo koristilo.

- MINIO: Vasa znacilnost, ki jo cClovek takoj opazi, je, da ste sodelovali
z mnogimi ljudmi: s Singerjem, Hirzebruchom, Bottom.

ATIYAH: Res je, mnogo sodelujem. Mislim, da je to moj stil. Za to je vec
razlogov. Eden od njih je, da se ukvarjam s problemi z raznih podrocij. Za-
nima me, kako stvari iz razlicnih delov matematike vplivajo druga na drugo.
Zato je zame koristno delati z ljudmi, ki so izvedenci za druge stvari kot jaz
in dopolnjujejo moje interese. Zelo spodbudna se mi zdi 1Zzmenjava idej.

- Sodeloval sem z mnogo ljudmi, z nekaterimi — z mnogimi — célo vrsto
let. Delno zato, ker sem take narave, delno pa zato, ker imam rad matematiko
iz Sirokega spektra podrocij in sam ne morem biti ekspert za vse. Zelo koristno
je imeti koga ki kaj veC ve o drugih stvareh. Ko sodelujem npr. s Singerjem
je tako: on je veliko mocnejsi v analizi, v katerl sem jaz bolj Sibak, jaz pa
vem vecC O algebrajskl geometriji in topologiji.

MINIO: Ali si potem razdelita pmb]ieme'?

ATIYAH : Ne, ne. Sodelovanje je povsem pomesano. Zdruziva interese in se
u¢iva metod drug od drugega. Cez nekaj Casa enako dobro obvladava vecino
problematike. Najini interesi so si zelo blizu, drugacno je le najino predznanje.

- MINIO: Kako izberete matematicni problem, da se ga potem lotite?

ATIYAH: VpraSanje ni prav postavljeno. Mislim, da sploh ne delam tako.
Nekateri matematiki se morda zleknejo v naslanjac in si recejo: »Zelim reS$iti
ta problem.« Nato Sedejo k mizi in se vprasajo: »Kako bom ta problem resil 2«
Jaz pa ne. Plavam sem in tja v matemati¢nih vodah, premisljujem o stvareh,
to in ono zbudi mojo radovednost, moje zanimanje, pogovarjam se, brskam
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kaj, kar se

1 dru gs&, ga, kar poznam, pa skusSam m avg ] e ,,@ in stvari

. Skoraj mk O h nisem zacel delati s kakrsnokoli zami

I b misljevanje privedlo. Zanima me mawmaﬁ
Cim Se, l 18 kummm in potem se zanimi prasanja pojavij
Isem zacel z naprej doloCenim cilj

.. L 1N meg@vg delo. Spazneﬂ sem, da se dajo na %n@ﬂ m@ggvega |

p oznal sem |
dela mgm n@kawr zanimiva vprasanja. Zdelo se mi je, da j@ ireba razviti

teorijo, ki bi te ideje formalizirala, in iz tega se je rodila k
Nagwnka n mzwga oninoma novih 1dej in teorij ni mogoce -
naprej. Nastanejo lahko le o b skrbnem gm dij Ju akﬁ skupine problemov. S
veda pa razlicni ljudje delajo razli¢no. Nekateri se odlodijo, da bodo resm
kak osn OV 11 problem, npr. razresitev sin guim nosti ali kiasmk } 0 koncnih
h grup. Velik del zivljenja posvetijo temu cilju. Sam nisem nikoli
storil Cesa ‘takega — deloma zato, ker se je ‘i@dag U‘@ba Qmegm na en sam
QﬂL to pa je mmno tvegano. Poleg tega si pri takem nacinu dela omejen na
na dn’“@kim napad, torej] moras biti izredno verziran v rabi
‘i@hmke so za tako delo zelo Sposobm jaz pa v msmm
- je ogiedam si problem z vseh strani, ga obiti, p
b @fc — in koncno problem 1zgine.
MINIO: Ali menite, da so nekateri matemati¢ni problemi v glavnem toku
? Da so nekatere stvari vaznejse?
: Da mmhm da }e ka Nﬂ{a}ﬁf se ne Stmmam Z mnenjem, da je
da Eahko gzu misS novo Vew matematike
Matematika
}@ bolj Ofgaﬂgkﬁ razmgamca se znamogfﬁ Ima dolgo zgodmzmo povezana je
s pretekiostjo in z drugimi znanostmi.

Jedro matematike je v bistvu isto, kot je vedno bilo. Ukvarja se s problemi,
ki so iz8li iz fizi¢nega sveta, in s problemi znotraj] matematike, ki se tikajo
Stevil, osnovnih racunov, resevanja enacb. To je bil vedno glavni del mate-
matike. Vsak dosezek, ki bolje osvetli te stvari, je pomemben del matematike.
Teorije, ki se od ﬂtega mugo ki se mocno Qddam}@ in nic dosti ne osvetljujejo
bistvenih stvari v matematiki, pa praviloma niso ka§ pmda pomembne. Resda
se more primeriti, da se nova veja matematike razvije samostojno in cez cas
osvetli tudi druga podrocja; Ce pa se le preveC oddalji in odtrga od drugih

m za matematiko v resnici ni pomembna. Sicer Qbstajajo res originalne

| S€ Za n@km casa uSmemo Cisto po SVQ}@ vendar so Se vedno povezane
pomembnimi deli matematike in se z njimi vzajemno oplajajo. Pomemb nost
veje je »koliCina«, ki jo clovek lahko pmbhm‘m oceni po Obsegu
vzajemnega ucinkovanja med to vejo in drugﬁmi To je nekaksna v sebi

-"’ efinicija pomembnosti.




MINIO: Ali se more primeriti, da kako podro¢je dolgo ne vpliva na druga,
po mnogih letih pa postane zanimivo zanje?

ATIYAH: Gotovo se primeri, da ima kdo matemati¢no idejo, ki je pred
svojim Casom. Zgodi se tudi, da kdo predlaga kaj zelo domiselnega, pa drugi
dolgo ne spoznajo pomembnosti njegovega predloga. Ocitno se to dogaja. Toda
prejle nisem imel v mislih takih stvari. Bolj sem mislil na sodobne teznje, da
matematiki razvijajo cela podrocja popolnoma loCeno od drugih in popolnoma
abstraktno. Kar naprej rinejo vstran. Ce jih vprasas, zakaj tisto delajo, za kaj
je tisto dobro, s ¢im se njihovo delo povezuje, ugotovis, da sami ne vedo.

MINIO: Ali bi morda navedli kak zgled?

ATIYAH: Taki zgledi so na vseh podrocjih moderne matematike: deli
abstraktne algebre, deli funkcionalne analize, deli sploSne topologije — tisti
deli, pri katerih se kaze aksiomatska metoda v najslabsi ludi.

Aksiomi so zato, da zacasno izolirajo kak razred problemov, za katerega
se potem dajo izdelati metode resevanja. Nekateri pa mislijo, da so aksiomi
zato, da z njimi definiramo celo podrocje matematike, ki je v sebi sklenjeno
1n samozadostno. Mislim, da je to narobe. Clm 0z]j1 so aksiomi, tem veC z njimi
odrezes proc. |

Ko v matematiki kaj posplosujemo, lo¢imo tisto, Cemur se bomo posvetili,
od tistega, kar imamo takrat za nepomembno. Za nekaj casa je to lahko ko-
ristno, ker nam koncentrira pozornost. Toda, kot receno, ob tem smo zavrgli
‘mnogo stvari, za katere smo rekli, da nas ne zanimajo, in sCasoma se pokaze,
da smo odsekali mnogo korenin. Potem ko smo stvar nekaj Casa razvijali
aksiomaticno, jo moramo na neki stopnji vrniti kK njenemu izviru, ju zliti in -
vzajemno oploditi. To je zdravo.

Podobne misli sta pred kaksnimi 30 leti i1zrazila von Neumann in Hermann
Weyl. Skrbelo ju je, na kak$no pot utegne kreniti matematika; Ce se preved
oddalji od svojih izvirov, utegne postati jalova. Mislim, da je to v osnovi
pravilno.

MINIO: Ocitno ste zelo za enotnost matematike. Koliko, mislite, je to po-
sledica VasSega nacina dela in VaSega ukvarjanja z matematiko?

ATIYAH: Zelo tezko locite svojo osebnost od tega, kar mislite o matematiki.
Preprican sem, da je zelo pomembno gledati na matematiko kot na celoto.
To moje mnenje se odraza v mojem slogu dela; tezko recem, kaj je bilo prej.
Povezave med raznimi podrocji matematike se mi zde zanimive. Bogastvo
matematike izhaja iz te soodvisnosti njenih delov, ne 1z posamezmh cistih vej
in 1zoliranih specialnosti.

Obstajajo pa tudi filozofski in sociolo$ki razlogi. Zakaj se ukvarjamo z ma-
tematiko? V glavnem zato, ker ob njej uzivamo. Toda vprasajmo se drugace:
zakaj naj bi nas kdo placeval za to, da se ukvarjamo z matematiko? Ce ho-
¢emo pametno odgovoriti na to, potem se mi zdi, da moramo gledati na ma-
tematiko kot na del splosne znanstvene kulture. Matematiki prispevamo k ce-
loviti, organski zbirki 1de], tudi ¢ce matematika, ki jo ustvarjam ta hip, morda
ni direkino pomembna in uporabna za druge. Ce je matematika celovita
miselna zgradba in Ce je vsak njen del potenmalno koristen vsakemu drugemu
delu, potem prispevamo k skupnemu cilju. Ce pa je matematika v nasih oceh
le kup razdrobljenih specialnosti, ki se razvijajo neodvisno druga od druge in
opravicujejo le same sebe, potem je zelo tezko utemeljevati, zakaj naj bi ma-
tematike plaCevali. Saj ne zabavamo ljudi, kot npr. teniski igralci. Edino opra-
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vicilo je, da je matematika dejansko prispevek cloveski misli. Cetudi ne
delam v direktno uporabni matematiki, vendar ¢utim, da prispevam k ma-
tematiki, ki more koristiti in bo koristila ljudem, ki se zanimajo za uporabo
matematike v drugih podrocjih. |

Vsakdo mora poskusiti filozofsko opraviciti svoje zivljenje, vsaj sam sebi.
Ce ucis, lahko reces: »Moje delo je poucevanje; produciram izobrazene mlade
ljudi in za to sem placdan. Raziskujem v prostem casu in iz prijaznosti mi to
OVOH ujejo« Ce pa si polno zaposlen kot raziskovalec, potem moras precej
mzmmhau o tem, kako bi opravicil svoje delo.

/ nekem smislu Se vedno velja, da se ukvargam z matematiko, ker me
vegdi Vesel sem, da me placujejo za to, v emer uzivam. Verjamem pa, da je
@}@ dea@ ?Eudf_ resna stvar , In to je moje opravicilo.

0 EZjavah kot »Cista matematika ni kaj prida koristna
matematiki delali samo Se ob racunalnikih«?
kih pogledih ti¢i nevarnost. Ce se matematiki zapirajo v slo-
S‘toip in ne premisljujejo o povezavi z drugimi podrocji, potem se-
veda ¢ bg‘ia}a ne‘mmmsfﬁ da se bodo nekoé ljudje obrnili od njih z @S@dmm
Ne potrebujemo vas — vi ste Euksus e zaposhh bomo ljudi, ki bod@
mnogo bolj pmkmcne stvari« Mislim, da je ta nevarnost stalna in posfiane
-- ‘vehka v casih ﬁnanémh fﬁeéav kakréne preéiﬂjamﬂ tudi sedaj.

mwvah wow @kmﬁeﬂco Minogi tega niso spoznali
pritiskom. Mislim, da bi bilo zdravo, Ce bi bili Cisti ma’&emaﬂki boh
kmﬁtmm@

MINIO: Povrniva se k matematiki, ki jo
ki Sie ga posabno veseh

ATIYAH: Mislim da. Izrek o indeksu, ki sem ga dokazal skupaj s Singer-
j@m; je najcistejsa reC, kar sem jih napravil. Res mislim, da je izrek o indeksu
lep, jasen 1zrek, na katerega je lahko pokazati. VecCji del mojega dela se v eni
ali drugi obliki sucCe okoli njega. Izrek je izSel iz mojega dela v topologiji in
algebrajski geometriji, ima pa velik pomen tudi za funkcionalno analizo; v zad-
njih desetih letih so mnogi razvijali ta njegov vidik. Poraja se spoznanje, da
ima zanimive povezave z matematicno fiziko. Izrek se torej] razvija napre]
v razlicne smeri. Nekako simbolizira moje najvecje zanimanje: povezanost in
vzajemno vplivanje vseh ve] matematike. Ta izrek je teren, na katerem se
popolnoma naravno zdruZzujejo algebrajska topologija, analiza 1n razni vidiki
teorije diferencialnih enacb. | |

MINIO: Ali ste naprej zaslutili nedavno obujanje zanimanja matematikov
matematicno fiziko?
ATIYAH: V resnici ne. Za matematicno fiziko sem se sicer zanimal Ze
precej dolgo. Ne zelo poglobljeno — zelel sem le razumeti kvantno mehaniko
in sorodna podrocja. Kar pa se je zgodilo v zadnjih petih letih — zanimanje
matematikov za teorijo kalibracije — me je presenetilo. Nisem znal dovolj
fizike, da bi bil to lahko zaslutil. Zame je bila kvantna teorija polja pac le
eno od mmmmozmh gesd

Mislim, da so bili preseneceni tudi fiziki. Le redki so napovedovali, da bodo
D ostah geometmcm vidiki pomembni in dominantni (nekateri temu $e vedno
ugovarjajo). Glavni problemi so se zdeh drugacni, analiti¢ni in algebrajski.

V1 delate. Ali imate kakSen izrek,
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Nekateri, kot Roger Penrose, pa niso bili preseneceni, saj so Ze dolgo obrav-
navali fizikalne probleme z geometri¢nega zornega kota. Mislim, da je to lep
zgled: Ce delaS fundamentalne, zanimive stvari v glavnem toku matematike, se
ne mores cuditi, ¢e drugi spoznajo tvoje izsledke za uporaben pripomocek.
To potrjuje vero v enotnost matematike, skupaj s fiziko.

MINIO: Kako daleC si upate s to trditvijo?

ATIYAH: Ve¢ ko vem o fiziki, bolj sem prepric¢an, da ponuja fizika naj-
olobljo uporabo matematike. Matemati¢ni problemi in metode, ki so izSli 1z
fizike, so bili v preteklosti Zivljenjski sok matematike. In Se je tako. Pro-
blemi, ki jih naskakujejo fiziki, so tudi s staliSca matematike silno zanimivi,
tezki in izzivajocli. Mislim, da bi se moralo veC¢ matematikov uciti dolocenih
podrocij fizike in se ukvarjati z njimi. Morali bi poskusiti uporabiti nove ma-
tematicne metode na fizikalnih problemih.

Fizika je izredno zamotana. Je zelo matematicna. Flmkalm obcutek na eni
strani in matematicne metode na drugi so globoka povezava med predmetoma.
Pomembne so sicer tudi novejse uporabe matematike, npr. v sociologiji, eko-
nomiji in racunalnistvu. Vazno je, da solamo Studente, ki se spoznajo na to
vrsto uporabne matematike, saj gospodarstvo to od njih pric¢akuje; tisodi in
tisocCi Studentov to potrebujejo. Nikakor pa se ta podroCja ne morejo primer-
jati s fiziko, kar se tiCe globine uporabljene matematike. Ceprav obstajajo
zanimiva vpraSanja, npr. v ekonomiji in statistiki, je tam uporabljena mate-
matika nasploh zelo plitva. Res globoka vprasSanja so v fiziki. Za zdravo ma-
tematiko na raziskovalnem nivoju je zelo pomembno, da to zvezo s fiziko
vzdrzujemo, kot je le mogoce.

MINIO: Ocitno Vas zanima tudi Sola, Ceprav ste po svoji sluzbi izkljucno
raziskovalec. Kako to pojasnjujete?

ATIYAH: Razlogi, zaradi katerih se zanimam za solo, so isti kot raziogi
da se zanimam za enotnost matematike. Univerze so institucije, na katerih se
poucuje in raziskuje. Mislim, da je to zelo pomembno — enotnost mora biti
na univerzah in v vsej druzbeni strukturi, ki skusa vzdrzevati ravnotezje med
poukom matematike in raziskovanjem v matematiki. In ko univerze sestav-
ljajo Studijske programe, naj jih sestavijo tako, da bodo ti po njihovem
najboljsem prepricanju za Studente pravi, naj ne ponujajo (npr.) predavanj
iz viSje topologije, ker bi radi producirali raziskovalce. To bi bila usodna
napaka.

- Univerze morajo uravnovesSati dve aktivnosti. Morale bi vedeti, kaj je
koristno uciti Studente, in upostevati, kaj bodo ti studenti pozneje delali.
Obenem morajo podpirati raziskovalno delo. Nekateri profesorji bodo samo
raziskovali, drugi samo ucili, veCina pa bo opravljala vsakega nekaj. Ceprav
sam delam samo raziskovalno, delam na univerzi, kolege imam na univerzi,
vem, s ¢im se ukvarjajo; zato mi ni vseeno, ali bo univerzi uspelo praviino
opravljati obe poslanstvi.

"MINIO: Ali mislite, da je bila ekspanzija univerz v zadnjih dvajsetih letih
v Veliki Britaniji prevelika?

ATIYAH: Mislim, da ne. Ce primerjamo procent ljudi, ki so prej studirali
na visokih Solah pri nas in v drugih dezelah, posebno v Ameriki, je jasno, da
je bil procent pri nas premajhen in da ga je bilo treba povecati; v bistvu bi
se moral Se naprej veCati. Ne morem verjeti, da bo v prihodnjem stoletju
ostal delez ljudi z visoko izobrazbo isti kot sedaj. Moral se bo spremeniti.
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ithov giavm namen.
- Ce pa 1mate sistem, kakrsen je v Vzhodni Evropi, kjer ogromni i raziskovalni
U. zaposlujejo mnogo stalno nastavljenih raziskovalcev in vsrkajo znaten
del nwwzﬂeimh uciteljev — tak sistem poraja drugacne probleme. Tako se
na veliko loCuje poucevanje od raziskovanja. Toda za matematiko je takih in-
o le nekaj in stevilo ljudi, ki so na nﬁh stalno zaposiem je neznatno;
o - j@ ki pmhagaﬁo Z univerz in se nanje vracajo, univerzitetni Sm:em

pijo. Mislim da je to zdravo. |

Matematicni mstituti izpolnjujejo Se eno nalogo: pomagajo usmerjati,
orientirati, voditi ljudi na plodna podrocja matematicne misli. Ce si aktiven
raziskovalec, obiscCes tak center zato, da pospesis svoje znanstveno delo; Ce si
fte tu lahko usmerijo v plodna podrocja raziskovanja.

Institut v Princetonu, kamor sem Sel po doktoratu, te naloge dobro Oprav-
Lja. Izdelal sem bil dlS@Nacuo; dobil doktorat, Se vedno pa sem iskal svoje
mesto na svetu, v matemati¢nem smislu. Nisem vedel kam grem, kaj bom
sem v ta veliki center, kjer je bilo na kupe sposobnih mliadih in
th ljudi 1z vseh delov sveta, z najrazhcnqmmz idejami. Po enem letu
odsel poln novih 1d€} in novih usmeritev. To je zd@ mocno vplivalo na
mo] mammam@m razvoj.

MINIO: Kdo v Princetonu je imel na Vas najmocnejsi vpliv?

ATIYAH :: Mislim, da to niso bili stalno nastavljeni matematiki. Tja sem
Sel leta 1955 in vecina tedanjih obiskovalcev je bila nekaj starejsih od teh,
ki sedaj hodijo tja. Srecal sem Hirzebrucha, Serra, Botta, Singerja... vse te
spmnai ko sem bil na institutu. Tudi Kodaira in Spencer sta bila tam.
vsmm_ sem se seznanil in njihovo delo v matematiki je vplivalo name. Ni

i, d m kasneje sodeloval z istimi ljudmi, ki1 sem jih srecal na institutu.
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Obstaja Se en vidik. Ne samo, da spremeniS poglede in delo, ampak tudi
navezeS osebne stike z drugimi aktivnimi matematiki in te stike pozneje
vzdrzujeS; to je pomembno za tvoj nenehni matemati¢ni razvoj. Vazno je
tudi to, da se srecas z ljudmi iz razlicnih dezel — matematika je zelo med-
narodna veda in ti centri ti ponujajo priloZznost, ki jo sicer le tezko dobis,

MINIO: Tudi konference omogocajo srecanja med ljudmi, za skupno delo
In resno ucenje pa so morda manj primerne.

‘ATIYAH: Da, konference so zelo koristne, toda ne toliko za zacletnike.
Koristijo Ze uveljavljenim matematikom. Ce Ze pozna$ ljudi in aktivno delas,
potem lahko v zelo kratkem ¢asu z izmenjavo idej mnogo pridobis. Ce pa si
mlad Student ali doktorand, ne moreS govoriti z mnogimi ljudmi, saj jih
v resnici ne pozna$, si zavrt, pa tudi ne razumeS dovolj, da bi sledil temu,
kar pripovedujejo. Tedaj ti je potreben dolgorocCen stik kako leto, da stvari
pocasi absorbiras in ljudi res dobro spoznas. Mislim torej, da konference 1z-
polnjujejo drugacne naloge.

MINIO: Kaj pa svetovni kongresi?

ATIYAH: Svetovni kongres je popolnoma druga stvar. Bil sem na vsakem
od leta 1954. Mislim, da so koristi, ki sem jih imel od tega, meSane. Prvi
kongres, ki sem ga obiskal Se kot student, je bil sijajen. Imel sem priloznost
poslusati Hermanna Weyla in to mi je dalo izredno psiholosko spodbudo. Cutil
sem, da sem cClan velike skupnosti veC tiso¢ matematikov. VecCine predavanj
nisem razumel. Poslusal sem jih in se izgubil. Mislim, da nisem pridobil prav
ni¢ konkretnega matemati¢nega razumevanja, psiholoski pospesek pa je bil
1zdaten.

Sedaj, ko se staram, kongres zame nima velikega pomena. Udelezim se ga
iz obCutka dolZznosti — opravljam funkcije, govorim ljudem, predavam. Dosti
koristi v resnici nimam, ker je tam ogromno ljudi; pri nekaterih predavanjih
pa kar uzivam. Mislim, da so kongresi koristni, a ne zelo.

Poleg koristi, ko daje mladim obcutek mednarodne povezanosti, je glavna
naloga kongresa pomagati matematikom iz dezel, ki ne sodijo v krog zelo
aktivnih matemati¢nih dezel. Ce prihajasS iz Zahodne Evrope ali Amerike,
potem kongresi verjetno zate niso bistveni. Ce pa si iz Afrike ali Azije ali
Vzhodne Evrope, kjer je priloznosti za potovanja in sreCanja mnogo manj,
potem ima$ na svetovnem kongresu edinstveno priliko videti, kaj se dogaja
v svetu. Menim, da je to glavno opravicilo kongresov.

MINIO: Menite, da opravljajo Fieldsove medalje koristno nalogo?

ATIYAH: No da, nekoliko ze. Mislim, da je dobro, da Fieldsove medalje
niso kot Nobelove nagrade. Te so znanost popacile, posebno fiziko. Z njimi
povezani prestiz, rompompom 1n nacin, kako univerze pokupijo nobelovce —
to je neznanska nezveznost. Ali dobi$ nagrado ali ne, je precej odvisno od slu-
caja. Razlika v kvaliteti med nekom, ki jo je dobil, in nekom, ki je ni, je lahko
neznatna ali pa je sploh ni. Toda, ¢e ste vi dobili Nobelovo nagrado, jaz pa
ne, vam dajo dvakrat vecjo placo kot meni in univerza vam zgradi velik la-
boratorij; mislim, da to ni posreceno.

Fieldsove medalje v matematiki pa nimajo prav nobenih posledic, torej
tudi ne negativnih. Dobijo jih mladi ljudje in misljene so kot nekaka spod-
buda njim in vsemu matematicnemu svetu. Mene je Fieldsova medalja opo-
gumila. Pomagala je moji samozavesti, moji morali. Ne vem, ali bi bilo kaj
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so stvari sestavljene. Zato menim, da matematiki v resnici ne potrebujejo tiste
vrste pomnjenja, kot ga potrebujejo naravoslovci in medicinci.

V matematiki je zelo pomemben spomin drugacCne vrste. Nekaj recimo
premisljujem in nenadoma se mi posveti, da je to povezano z necCim, kar sem
sliSal prejsnji teden ali prejsSnji mesec, ko sem se z nekom pogovarjal. Mnogo
mojega dela je nastalo na ta nacin. Pogovarjam se z ljudmi in njihove ideje,
pogosto razumljene le na pol, mi ostanejo zlozene v ozadju spomina. Tako
imam kot na karticah ogrommno zbirko kosckov matematike z vseh mogocih
podroci]. Zato menim, da je v matematiki spomin potreben, vendar spomin
druge vrste, kot bi ga potreboval pri drugih znanostih.

MINIO : Ali veste, da je kak rezultat Vasega dela pravilen, Se preden imate
dokaz za to? |

ATIYAH: Preden odgovorim na to vprasanje, moram opozoriti, da ne re-
Sujem problemov. Ce me kaj zanima, skusam tisto razumeti; kar naprej pre-
mlshu}em o tistem in kOpL}em globlje in globlje. Ce stvar razumem, potem
vem, kaj je pravﬂno in kaj ni. |

Seveda se primeri, da je razumevanje napacno; mislil si, da razumes,
kon¢no pa se izkaze, da nisi imel prav. Nasploh pa, ko zacutis, da stvar res
razumes, in 1mas dovol] izkusenj s taksnimi vprasSanji, ko poznasS mnogo
zgledov 1n so ti jasne povezave z drugimi stvarmi, potem dobis obcutiek za to,
kaj se dogaja in kaj bi moralo biti pravilno. Potem pa pride vpraSanje:
kako to res dokazati? Za to pa je pogosto treba se veliko Casa. S Singerjem sva
npr. formulirala izrek o indeksu in vedela sva, da bi moral biti pravilen. Nekaj
let pa je trajalo, da sva izdelala dokaz; deloma zato, ker je bilo treba upo-
rabiti razli¢ne metode, nauciti sem se moral nekaj novih stvari, da sva prisla
do dokaza, v tem primeru do ve¢ dokazov. Dokazom ne posvecam velike po-
zornosti. Mislim, da je vaznejse stvar razumetl.

MINIO: V ¢em pa je potem pomen dokazov? | |

ATIYAH: Dokaz je pomemben kot potrditev tvo;ega razumevanja Lahko
mislim, da razumem, a sele dokaz je dokoncen preizkus razumevanja, to je
vse. Je zadnji korak v postopku — koncna potrditev — ni pa to osnovna rec.

Spomnim se nekega izreka, ki sem ga dokazal, v resnici pa nisem mogel
uvideti, zakaj je izrek resnicen. To me je leta mucilo. Izrek se je tikal povezave
med K-teorijo in reprezentacijo koncnih grup. Za dokaz sem moral razbiti
orupo na resljive in cikli¢ne grupe; potreboval sem na kupe indukcij in razne
drobnarije so delale napoto. Da je dokaz res deloval, se je morala iziti prav
vsaka malenkost — moral si imeti veliko srecCo, po domace receno. Osupnilo
me je, da se je vse ujemalo, in kar naprej sem premisljeval: Ce bi le en Clen
v verigi popustil, ¢e bi bila kje kaksSna napakica v 1zvajanjih, bi se ves dokaz
sesul. Ker problema nisem resni¢no razumel, bi bil izrek zaradi mene prav
lahko tudi napacen. To me je neprestano skrbelo. Sele pet, Sest let pozneje
sem doumel, zakaj je vse moralo biti res. Odkril sem popolnoma drugacen
dokaz, ko sem namesto konc¢nih grup vzel kompakine. Ko sem uporabljal tiste
druge metode, mi je bilo pOpolnoma jasno, zaka] je izrek moral biti pravilen.

MINIGO: Ali se Vam zdi mogoce posredovatl svoje razumevanje drugim tudi
brez dokazov? *‘

ATIYAH: Mislim, da idealno posredujete matematiko takrat, ko posredu-
jete razumevanje. V pogovoru je to razmeroma lahko. Ko sodelujem s kolegi,
si izmenjavamo ideje na tem nivoju razumevanja: razumemo predmet po-
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so izhajala iz Hirzebruchovega dela. Igrala sva se s temi vprasanji in prislo
nama je na misel, da bi poiskala formulo z Diracovim operatorjem. Mimo je
prisel Smale in se zapletel z nama v pogovor. Povedal nama je, da je bral
Geljfandov cClanek, ki obravnava splosni problem indeksa operatorja. Na-
mignil je, da je to morda kaj v zvezi s tem, kar premisljujeva. Ta Clanek se
mi je zdel zelo tezko razumljiv; toda v njem je bila splosna formulacija pro-
blema, katerega vazen poseben primer sva obravnavala midva. Posvetilo se
nama je, da morava posplositi to, kar pocCneva, in tako sva sCasoma prisla do
izreka o indeksu. Na pravo pot pa naju je spravilo bezno sreCanje s Smaleom.

Drugi zgled je delo, ki sem ga opravil v zvezi z instantoni. Tudi tu je bilo
prece] nakljucja. Vedel sem, da Roger Penrose in njegova skupina Studirajo
geometricne vidike fizike. Eden od njih, Richard Ward, je prouceval prav lepe
stvari in je nameraval o tem govoriti v seminarju. Vprasal sem se: »Naj grem
na seminar ali ne, ali ne bo malo dolgoCasno? No ja, pa prav.« Sel sem na
seminar. Predavanje je bilo zelo jasno. Razumel sem, kaj Ward dela, in odsel
sem, rekoc: »Glej, glej, to je pa res dobro!« Tri dni sem napeto premisljeval,
in nenadoma se mi je posvetilo, za kaj pri stvari gre, kako je to povezano
z algebrajsko geometrijo. Od tedaj je stvar hitro napredovala. Prav lahko pa
bi ne bil sel na seminar in ta teorija bi bila Se vedno tam kot prej; med ma-
tematiki in fiziki je bil namreC tedaj Se prepad in dvomim, da bi kdo drug
priblizno tako hitro dobil pravo idejo. Razume pa se, da na seminarju pogosto
ne dobis nobene ideje.

MINIO: Ali Vam je kak izrek ali problem posebno ljub?

ATIYAH: Tega vprasanja ne vzamem zelo zares, ker mi izreki sami na
sebi ni¢ ne pomenijo. Zame je le matematika res »nekaj«, izreki so samo
miljniki. Poznam mnogo lepih zrn zlata, lepih reci, lepih dejstev, toda posa-
meznim ne pripisujem kaj dosti pomena. Zdi se mi, da isto velja za probleme.

- Ne zelim napraviti vtisa, da si predstavljam matematiko kar kot abstraktno
teorijo brez vsebine. Zanimiva je teorija, ki resi mnogo posebnih problemov,
jih postavi v pravo luc in nam tako omogoca, da jih razumemo. Cesto nastane
nova teorija zato, ker je nekdo najprej resil zelo tezak problem, nato pa drugi
v prizadevanju, da bi do dna razumeli njegovo delo, zgradijo okoli njega nad-
oradnjo. »Mehka« teorija, ki nima »trdih« problemov, ni za rabo.

MINIO: Kaj menite o klasifikaciji koncnih enostavnih grup?

ATIYAH: O tem imam meSane obcutke. Najprej, zdaj znani dokaz obsega
ogromno Stevilo strani; zdi se mi, da je nivo razumevanja precej omejen, ce
znamo to napraviti samo na ta nacin. Upajmo, da bomo sCasoma problem
bolje razumeli. Morda se motim, toda ¢e ga bomo, nas bodo po mojem mnenju
privedli do boljSega razumevanja ljudje, ki studirajo grupe od zunaj, ne od
znotraj.

V naravi se grupe pojavljajo kot operacije, ki premikajo stvari, so per-
mutacije ali transformacije. V abstrakini teoriji grup pa gledamo grupo
kot izoliran objekt zgolj z njegovo notranjo strukturo — mnozenjem; to je
zelo introvertirano staliSce. Ce si dovolis samo to, imas na razpolago zelo ome-
jen obseg metod. Ce pa gledas na grupe po njihovem delovanju, iz zunanjega
sveta, imas za pomoc¢ na razpolago ves zunanji svet; in tako mores — ali bi
vsaj moral — grupe jasneje razumeti. Moja ideja, moj sen je, da bi se ti
globoki izreki o grupah dokazali tako, da b1 grupo na kak naraven nacin pred-
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stavili kot grupo transformacij, in s tem bi morala postati njena struktura
razvidna.

Tudi ne vem zagotovo,
ljudje najbrz menijo, d
stem aksiomov z aksiomi
grupﬁ ali kaj drugsga N
Obgekmv in. jih upgrabimm 5

Klasifikacija h@j@wh grup npr. je pr@@q m@nmf&dna ?@znamﬁ spisek vseh
erup, klasicnih in izjemnih. Toda za vecino prakti¢nih potreb mduscaj@ kla-
sicne grupe. lzjemne Liejeve grupe so tu le zato, da p@kazew da je i@@mm
nekaj sirsa; same pa se le mdﬁm pojavijo. Teorija Liejevih grup ne bi bila
~dosti drugacna, tudi ¢e bi bila Maﬁhkacua neprimerno bolj komplicirana, ce
bi bilo poleg sedanjih Se neskonc¢no drugih izjemnih grup.

Zato mislim, da za matematiko ni tako zelo vazno, ali vemo, da so razliCne
vrste enegﬁca‘vm orup, ali ne. To je sicer lep intelektualni zakljucek teorije,
mma pa funda;menmm%a pomena.

: Toda Ce b1 obstajala kaka druga pot do dokaza, z ekstrovertiranega
gkdmca bi i@da} klasifikacija bolj vplivala na matematiko?

I'IYAH: Bi, tako da bi ljudje spoznali, da se da ]ggfﬂa reC napravitl tudi
drugaé& Vendar mislim, da rezultat nima osnovnega pomena; ne more se
primerjatl npr. s teorijo reprezentacij grup.

- Pomena klasifikacije ne smemo prevelicevati. Lahko je nekaj c¢asa v sre-
discu pozornosti in nas privede do lepih in izzivalnih problemov. Toda cCe
zahteva velike napore, lahko domnevamo, da bi se to moralo dati napraviti
na boljSi nacin. Iskanje boljSega nacina je lahko zanimivgo samo zase, lahko
pa tudi pokaze delovanje novih idej in metod. Vidi$S ta rezultat, zdi se t1 lep,
a imasS le dolg, kompliciran dokaz; to je izziv za iskanje boljsih nacinov
dokazovanja. Iskanje je morda koristno, a koristi pridejo bolj od novih idej
kot pa od dejstva, da si nasel nov dokaz.

George Mackey mi je nekoc¢ rekel tole — in mislim, da ima zelo prav: Na
marsikaterem podrocCju matematike niso najpomembnejSe fiste stvari, ki so
tehnicno najtezje, ki jih je najteze dokazati. Pogostoc so pomembnejse bolj
elementarne mé% ki pa imajo mnogo povezav z drugimi podrocji — take
gmam n&g Sirsi vpliv |
waan \Y 'fmomﬂ orup so silno pomembne in se pojavljajo na vseh
mogocih koncih matematike. To so navadno preprostejse stvari: osnovni
pojmi o grupah, o homomorfizmih, ¢ reprezentacijah. Splosne poteze, splosne
metode — to so res pomembne stvari.

Isto velja za analizo. Da natancno ugotovimo, pri katerih pogojih konver-
girajo Fourierove vrste, je potrebnih nekaj prav delikatnih sklepov. Ti izreki
so tehnic¢no zelo zahtevni in zelo zanimivi: toda za matematike, ki Fourierovo
analizo zgolj uporabljajo, so nepomembni. Seveda se specialisti z danega pod-
rocja zaljubijo v tezke tehnicne probleme. Matematiki kot celota pa jih sicer
Obcudu}qo a jih ne uporabljajo.

VIINIO: Katerega matematika najbol] obcudu;}ete')

H: Na to mi pa ni tezko odgovoriti. Najbolj obcudujem Hermanna
Weyla. Spoznal sem, da je bil povsod, kjer sem sam kaj naredil v matematiki,
pred menoj Ze Weyl. Na vecini podrocij, na katerih sem delal, je delal tudi

koliko je ta rezultat sploh pomemben. N
aﬂt@maﬁtﬂd n - stvar S@Smﬂﬁ; S1-




on in opravil globoko, pionirsko delo, razen seveda v topologiji, ki se je raz
vila po njegovem cCasu: zanimal se je za teorijo grup, teorijo reprezentacij,
diferencialne enacbe, spektralne lastnosti diferencialnih enacb, diferencialno
geometrijo, teoreti¢no fiziko. Skoraj vse, kar sem napravil, se po duhu zelo
ujema S stvarmi, ki jih je delal on. Popolnoma se strinjam z njegovimi pogledi
na matematiko in z njegovo prescjo o tem, kaj je v matematiki zanimivo.

Videl in slisal sem ga na svetovnem kongresu v Amsterdamu. Tam je
podelil Fieldsovi medalji Serru in Kodairi. Jaz sem nato odSel na inStitut
v Princeton, on pa je bil tedaj v Ziirichu in je tam umrl. Nikoli ga nisem srecal
v Princetonu, videl sem ga le takrat na kongresu. Ni torej osebni kontakt
razlog, da ga obcudujem.

Ze mnogo let se vsakiC, ko se lotim novega predmeta, pozanimam, kdo
je tam oral ledino, in vedno se izkaze, da je bil to Weyl. Cutim, da je moje
teziSCe na istem mestu kot njegovo. Hilbert je bil bolj algebraik; mislim, da
ni imel popolnoma enakovredne geometricne intuicije. Von Neumann je bil
bolj analitik in je delal na uporabnih podrocjih. Mislim, da je nedvomno
Veyl tisti, s katerim se najbolj ujemam glede filozofije matematike

Hermann W

“in matemati¢nih interesov.
(Prevedel Anton Suhadolc)

NOV

mbieri. Princeton University
matics Studies 103. Cena:

Seminar on Minim
Press, Princeton, N
kart, $ 58.50, bros. $§ 19.50. ,

Knjiga vsebuje 21 Clankov 1z teorije minimalnih podmnogoterosti, ki so jih avtor-
ji predstavili na Institute for Advanced Study v Princetonu v okviru specialnega
leta za minimalne podmnogoterosti 1979/80. Zelo pregleden uvodni ¢lanek, ki ga je
napisal Leon Simon, nam v kratkem predstavi nekatera najpomembnej$a vprasanja,
s katerimi se ukvarja ta teorija. Naj bo N Riemannova mnogoterost dimenzije n,
to je gladka mnogoterost skupaj z infinitezimalnim skalarnim produktom. Vsaki
ogladki podmnogoterosti M v N dimenzije k lahko priredimo k-dimenzionalen volu-
men, ki je lokalno koncen. M je minimalna v N, ¢e je volumen vsake dovolj majhne
ogladke perturbacije M v N vecCji ali enak volumnu M. Na primer: enodimenzionalne
minimalne podmnogoterosti so ravno geodetke brez specificirane parametrizacije.
Izpeljana je klasi¢na karakterizacija: M je minimalna natanko tedaj, ko je njena
srednja zakrivljenost v N identi¢no enaka 0. V praksi so zelo pomembne posplositve
na podprostore, ki so veliko bolj splosni od podmnogoterosti (currents). Med kla-
si¢nimi problemi sta omenjena Bernsteinov in Plateaujev problem. Drugi ¢lanki
v knjigi vsebujejo nove rezultate iz teorije minimalnih mnogoterosti.
| Franc Forstnerid

bornik simpo-
Verlag,

Evolution of order and chaos in
zija o sinergetiki, grad Elmau, Bavarska 1982, ured
Berlin 1982, 286 str.

V zadnjih letih se je izredno povecalo zanimanje za nelinearne pojave v fizikal-
nih, bioloskih, elektri¢nih in drugih sistemih. Pokazalo se je namreé, da kaZe ob-
nasanje teh sistemov skupne znacilnosti kljub bistveno razli¢cnim izhodig¢em. No-
vost predstavlja zlasti odkritje univerzalnosti pri prehodu v kaos, torej v podrodje
neurejenega, stohasticnega gibanja deterministicnih sistemov. Zbornik simpozija
zdruzuje prispevke raznolikih podrocij: od matematicnih Studij fraktalnih dimenzij
kaoti¢nih sistemov, eksperimentalnih opazovanj kemicnih in opti¢nih bifurkacij,
do teorije nastanka zivljenja. Knjiga predstavlja enega prvih interdisciplinarnih
soocenj na podrocju nelinearnih pojavov.

physics, chemistry and biology, 7

nik H. Haken, Springer

Peter Prelovsek
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JOSO VUKMAN

Clanek obravnava nekatere probleme v zvezi z eksistenco in enocli¢nostjo resitve
neskoncénih sistemov linearnih m‘za@b

The article discusses some questions concerning the existence and uniqueness of
solutions of infinite systems of linear equations.

Zacetki twm}e neskonénih sistemov hn@armh enacb Sﬁg&w v konec pm}sw
mega Smieua K. rojstvu te mamw so pripomogli p mi, ki so se pokazali
pri reSevanju diferencialnih in integralskih ena¢b. V tem danku ohmvna’va-
MO 0SNOovne pojme 11 mzuham 1Z wmﬂ.j@ neskoncnih sistemov linearnih enacb,
ki smo jih pobrali iz [1] in [Z]. |
Sistemu enacb

A1 X1 T A19X9 T . —
Xy + doaxa + ... = Dy (1)

bomo rekli neskoncen sistem linearnih enacb. Pri tem so koeficienti a;; 1n
realna Stevila, x; pa so neznanke. ReSitev sistema (1) je vsako zaporedje x’,
xy’', ..., ki ustreza vsem enacbam v tem smislu, da so vrste na levi strani kon-
vergentne in je vsota vsake vrste enaka pripadajolemu Stevilu na desni strani.
Sistemi linearnih enacb, ki jih bomo obravnavali, se torej razlikujejo od obi-
cajnih sistemov linearnih enac¢b po tem, da je lahko stevilo enacb in stevilo
neznank neskoncno, namesto konc¢nih vsot pa nastopajo vrste. Ocitno je, da
ore za posploSitev, saj lahko na vsak obicajen sistem linearnih enacb gledamo
kot na neskoncen sistem linearnih enacb. Za zacCetek si oglejmo primer, kjer
je Stevilo enacb in Stevilo neznank megkonm@ vendar je na levi strani vsake
enacbe koncna vsota.

AXop— X5 = 0 (2)

& & &

Sistem (2) je lahko reSiti, saj gre za geometrijsko zap@re lje x4 = ax;.
sistema (2) je torej zapgredje Xi = = x1a71; ker pa je neznanka X Po-
uubna mamo S?EQVHO je mgnev nes

, i=1,2,... (3)

ki bo za obravnavo prikladnejsa. Dokazali bomo nekaj rezultatov v zvezi
z eksistenco in enoli¢nostjo resitve sistema (3). Pri tem bomo uporabljali m
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tode in rezultate, ki smo jih vajeni iz klasi¢ne analize, na koncu pa si bomo
ogledali nekatere probleme $e z bolj abstraktnega stalis¢a.

Ob pogledu na sistem (3) se nam porodi misel, da bi i1z (3) napravili re-
kurzivno formulo, ki bi nam — upajmo — dala zaporedje vedno boljsih pri-
blizkov resitve sistema (3). Natancneje, vzemimo zacetni priblizek

x50 =0 G=1,2 ...

in sestavimo zaporedje nadaljnjih priblizkov {x;(1}, {x;®}, ... rekurzivno
formulo
O
xi(n+1) — E Ci]ka(n) + b.z (T, — 1, 2, N 0, 1, 2, . . )
k=1

Seveda pa nimamo nobenega vnaprejsnjega zagotovila, da se zaporedje {x;(m)}
res priblizuje kaki reSitvi, ko n narasca.

DEFINICIJA 1. Ce pri pravkar opisanem postopku za vsak ; obstaja

lim xi(n) = X;*

n—>0co
in Ce je zaporedje {x;*} reSitev sistema (3), pravimo, da smo to reSitev dobili
Z iteracijsko metodo.

IZREK 1. Denimo, da so pri sistemu (3) izpolnjeni pogoji ¢y >0, b; > 0

i,k =1, 2, ...) in da ima sistem nenegativno resitev {x;/} (tj. x;{ > 0). V tem
primeru nam iteracijska metoda da reSitev {x#*} in za vsak i je 0 < x* < x;.

Dokaz. Najprej bomo s popolno indukcijo dokazali, da je
xz—(”) i xi(”“) , 1 — 1, 2, .o (4)

Ocitno je x;1) = b; = 0 = x;(VY). Privzemimo, da pri nekem n velja x;(n) >
> x;(r—1), Potem je

| oo . o0
x (D) = N cpx, () + by > N cpx (D + by = x,(n)

k=1 k=1
Neenakost (4) je s tem dokazana. Sedaj s popolno indukcijo dokaZimo, da je
xm<x;,£ , 1=12, ... (5)

Imamo x;(0) = 0 < x;/. Privzemimo, da pri nekem »n za vsak indeks i velja
x;(n) < x;/. Potem je

o0 o .
x; = S Xy + b; > cpxp(™ 4+ b; = x(ntD)
k=1 =1

Neenakost (5) je s tem dokazana. Pri fiksmem i je torej zaporedje {x;(")}
narascajoce In navzgor omejeno, zato je konvergentno. Limita zaporedja,
oznacimo jo z x;*, je ocCitno nenegativna in zaradi (5) velja x;* < x;/. Dokazati
moramo le Se to, da je zaporedje xi*, x9*, ... resitev sistema. Imamo

00 0o
xi* — lim x@(ﬂﬂ) — lim Z Ci;kxk(n) + b?, = Z Ci7X7.* -+ bz
1> 00 n—s>oo k=1 k=1

Dobili smo torej x* = Xy cypxi™ + by, 1 =1, 2, ..., vendar moramo Se opraviditi
limitni prehod pod sumacijskim znakom. Ker je X ¢;zx;(") < X cizxz’, kon-
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wrgwa vrsta 2 nggx;gfm enakomerno glede na un, zato res lahko

lim, >y cipxp() = 2 ¢ limy, x, (). Izrek je s tem v celoti dokazan.

DEFINICIJA 2. Neskoncen sistem linearnih enacb

> CiuXpy +B; , i=1,2, ...
k=1

je sistemu (3) majoranten, ce je |ci

< Cpin |b) < B;za i,k

[e——

[ZREK 2. Ce ima wmajoranini sistem mnenegativio resitev X
iteracijska metoda za sistem (3) da resitev {x/*} in zanjo vdf@ ]xﬁ

PO ——

da 1ma mamm 1tni sistem nenegativno resitev X
m SO izpoln g en E_ vsi pogoji izreka 1, zato ot sta } a neneg

* = lim, X" <2 pri Cemer je X,

S popolno in . u cijo bomo dokazali,

mfna_ mgﬁaf X

> Cire da za vs ak 1 In za
wak n velja odnos

V' zaCetku imamo |x{(D) — %0 = b)) < B; = X <1>—--—X?;(0> Privzemimo, da pri
ngskem n velja |x; (mwx(?’?mﬂf < X, (n) — X,(n—1) Potem je |x (?HUmx(H)l —
(), Neenakost

il Czk(ka) — xk(”“l ))l < — XA(H-——-E» — X (n_l_l) — X

{6} je s tem dokazana. Zamdi (6) je vrsta
J‘Cg(o) -+ (ng(n m%g(m) -+ (X-g(z) wx,g(l)) + ... (?)
konvergentna, ker je konvergentna vrsta

X0 4+ (X, — X0y 4+ (X,(2) — X.(1)) 4 . (8)

Oclitno je x;* vsota vrste (7) in X* Wfﬁa vrste (8). Zaradi n@@nakogn { ) je
poleg tega ]xi*[ < x;* in zato tudi ix;’ < X/, saj je zaomd}e Xq*, Xo*, ... taka

[URASRARREUSS

resitev majorantnega sistema, da je X;* g X; (gley 1zrek 1). D okazaﬁ bg orah
Se to, da je zaporedje x{*, x5*, ... resitev Sésﬁema (3), ker pa je dokaz p
kot pri 1zreku 1, ga bomo Opugﬁh |
nadal;evamu s1 bomo ogledali, kako je z eksistenco re$itve pri
imenovanih regularnih 1n povsem regularnih neskoncénih sistemih
enacb. Pri tem se bomo sklicevali na izrek 2.

DEFINICIJA 3. Sistem (3) je regularen, e je 3 ICM:I <1 za vsak i, in je
e |Ci] £ 1—a<T1 za

povsem regularen, Ce obstaja tako stevilo ¢ > 0, da je 2

wak 1.
g.smw

" i=1,2, ... (9)

je!

IZREK Naj bo sistem (3) regularen. Denimo, da obstaja tako Stevilo
K >0, da je b < K 0i Z2 1=1, 2, ... Potem nam zz‘emm jska metoda da resi-
tev {x*} sistema (3) in zanjo vera {x * < K.

Dokaz. Oglejmo si sistem X; = X, ]le Xr + K o;, ki je sistemu (3) majo-
mm@n Ce upostevamo {9) vidimo, da ima sistem, ki smo ga pravkar zapzsa,h
pozmvno resitev X;" = K. Izrek je s tem dokazan, saj so mpoimem VS1 pogoji

1izreka 2.
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Rezultati, ki smo jih obravnavali doslej, govorijo o eksistenci resitve,
o enoli¢nosti reSitve neskon¢nih sistemov linearnih enacb pa doslej Se nismo
spregovorili. Seveda se lahko zgodi, da ima neskoncen sistem linearnih enacCb
vel reditev. Problem enoli¢nosti reSitve je v tesni zvezi s tem, kaj od resitve
zahtevamo. Najprej bomo dokazali, da ima povsem regularen neskoncen si-
stem linearnih enacb kveljemu eno omejeno resitev.

IZREK 4. Povsem regularen neskonden sistem linearnih enacb ima kvec-
jemu eno omejeno resitev.

Dokaz. Zadostovalo bo, Ce dokazemo, da je trivialna resSitev edina ome-
jena reditev povsem regularnega homogenega sistema x; = X ¢;zX; Naj bo
torej {x;/} omejena resitev povsem regularnega homogenega sistema. Ozna-
¢imo z M natancno zgornjo mejo zaporedja xi|. Imamo |x/| < 2oy M <
< M(1—g¢g). Od tod dobimo M < M(1 —qg). Imamo torej M =0 in zato je
x;{ = 0 za vsak 1. Trditev je s tem dokazana.

Izrek, ki smo ga pravkar dokazali, pa ne velja za regularne sisteme. Lah-
ko se namreC zgodi, da ima regularen sistem veC omejenih resitev. Oglejmo
s1 sistem |

1=12, ... (10)

Hitro se vidi, da je ta sistem regularen in da sta omejeni zaporedji x; = 1
in x; = 1/(1 + 1) resitvi tega sistema.

IZREK 5. Naj bo sistem (3) povsem regularen. Denimo, da obstaja tako
Stevilo M >0, da je |b)) <M za i =1, 2, ... Potem obstaja natanko ena ome-
jena resitev x*, dobimo jo lahko z iteracijsko metodo in zanjo velja |x* <
< M/q.

Dokaz. Enolicnost omejene reSitve sledi iz izreka 4, preostali del dokaza
pa je prav tak kot pri izreku 3.

‘Neskoncne sisteme linearnih enacb smo obravnavali v okviru klasi¢ne
analize. Nekaterih problemov pa se lahko Ilotimo z uporabo rezultatov in
metod 1z funkcionalne analize. Ravnamo podobno kot pri obi¢ajnih sistemih
linearnih enacb, ki jih moremo zapisati v matriéni obliki in obravnavati
ustrezne matricne enacbe. Najprej si bomo izbrali primeren neskonéno raz-
- sezen Banachov prostor. V tem primeru bo to ., to je prostor vseh realnih

omejenih zaporedij, kjer je norma zaporedja natan¢na zgornja meja absolut-
nih vrednosti Clenov zaporedja. Neskonden sistem linearnih ena¢b (3) more-
mo zapisati v obliki operatorske enacbe

X=Ax + b (1D

pri cemer je b = (by, by, ...), x = (%4, %2, ...) in A linearen operator, definiran
takole

Ax = (X cipXr, 2 CopXy, - . .) (12)

Iz pogoja X cin) £ 1—a<<1,i=1, 2, ... (glej definicijo povsem regular-
nega sistema) sledi, da preslika operator A vektorje prostora I, nazaj v ta
prostor, da je ta operator omejen in da za normo velja ocena

4] <1 (13)
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Ce za omejen linearen op
or, velja ocena ;D

n linearen o D @mﬁ T U — ,ﬂé}mi ki - @m § € na |

Do resitve pa nas pripelje tudi iteracija. | amn@ﬁ@@ pmf@daﬂ@
x(0), xm £, ..., kjer je x(0) poljuben vektor iz I in je x(ntl) — A
Emmf@g g:ﬁ;m k resitvi ena n (11). To sledi iz znanega Banach
Skmi tvah ( gES } S oda; Ocditno je p deﬁmmﬂ& iteracija 1

dokaz) izrel 5,

skrcitev. V z‘em p%mw L 1ma éx} = X natanko eno reSitev. C
mo poljuben element xye X in definiramo rekurzivno x,14 = f(x,) za n
je zaporedje x;, X{, X2, .. fcomiwgemmo in njegova limita je resitev end
f(x) = x.
, da imam@ povsem mg‘mamn sistem z omejenim zap@r@dj

kava f(x) = Ax -+ b (gley (11) in (12
pro stor 1n da je skru tev: za,

mghka dem@m@ pmsmm g
%nm q Eahk@

27 [czzsi
| in ne US} { oo

lmer re gubrw

@m regnw {giej primer 10)), je -.
moremo dokazati edino-

Sk@ - e X = Ax 4+ b bi
nachovem izreku nujno p
' msfwma ki ima dve ra Ehc
pﬂ. tovrsinih sis ’mmlh brez dodatnih om
sti resitve.
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RUSSELLOVA ANTINOMIJA

IZIDOR HAFNER
Math. Subj. Class. (1980): 03 A 05, 03 E 30

Prispevek obravnava eno od moznosti za izognitev Russellovi antinomiji.

RUSSELL’S ANTINOMY

In the article one possibility to bypass Russell’s antinomy 1s analized.

Ena moznih izpeljav Russellove antinomije poteka takole:
Najprej definiramo mnozico .# z definicijo

X=M<>NY)(YWecZ =W ¢Y)
Ce v zgornji definicliji za »%Z« vstavimo ». «, dobimo: '

M=M= Y cH =Y ¢%)
Potem ko upoStevamo, da velja A4 = .4, dobimo

N e M =% ¢%)

Od tod izhaja |
Me Ml < MEM

kar je protislovje oblike p < 71 p, sa] je &/ ¢ 4 okrajSava za 1./ €. Pri tej
izpeljavi smo se omejili na primer, ko pogovorno podrocje tvorijo samo
mnozice. |

Seveda mora vsak uporaben sistem prepreciti 1zpeljavo protislovja. Ena
moznost je, da oporekamo uporabljenim pravilom sklepanja (npr., da iz
NV%)A (%) sledi A(#)) ali izjavi # =./#. Toda v tem primeru se ne drzimo
standardnega pomena logi¢nih znakov (V, d, =, .. .).

Druga moznost je, da s samo definicijo nekaj ni v redu. To pomeni, da
moramo prepovedati definicije dolodenih oblik. Seveda pa tu nastopijo teZave,
saj je z definicijo prazne mnozice

X =0 Y@ )

ki je po obliko podobna definiciji mnozZice .#, vse v redu.

TretJa moznost ]e da definicijo lahko vpeljemo le, &e so 1zpoln]em doloce-
ni pogoji v obliki Ze dokazanih izrekov. V tem prispevku bomo analizirali
ravno to pot.

Vzemimo, da teorijo mnozic razvijamo v jeziku prvega reda z enakostjo.
To pomeni, da znak enakosti spada v osnovno logi¢no teorijo. Edini osnovni
izvenlogicni znak je e, za individualne spremenljivke pa vzemimo &rke

L, RB,6, ... XY, .

(katerih zaloga vrednosti so mnozice).
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Predpostavimo, da teorijo razvijamo v jeziku prvega reda z enakostjo in
da vpeljujemo nov n-mestni funkcijski znak £ (v primeru n = 0 je to indi-
vidualna konstanta) z definicijo oblike

""" Pogoj zanjo sta izrek o eksistenci

in izrek o enoli¢nosti

na vprasanje, kaksnim dodatnim pogojem
11 pogasmia o rabi oznak bo bralec nasel v danku Jezik prvega reda z ena-
bzormk 28 (1981) 1, str. 24—32.

moramo jasno lociti od 1zreka

ki je sila trivialen, o Cemer se prepricamo z naslednjim dokazom

. xn)

Co Xy (sledi 1z x = x)
X,) (sledi iz prejSnje vrstice, saj lahko za y vzamemo kar
fx; x9... %)

Enolicnost dokazemo takole

fxi...x, (predpostavka pogojnega sklepanja)
= fx;...x, (predpostavka pogojnega sklepanja)
v’ (sledi 1z prejsnjih dveh vrstic)

‘2
I

Prav tako enostavno pa iz definicije sledi tudi izrek (¢

Toda ta dokaz je brezpredmeten, saj moramo izrek (4) dokazati pred vpeljavo
definicije (1).
Torej moramo, preden Iahko zapisemo definicijo mnozice .#, dokazati izrek

(saj je (Ely) D <= (Ely) (y = £x1...x,))

(EYIOYN N (W e X =% ¢+%)

Izpeljava Russellove antinomije ni mogoca, dokler ne dokaZemo tega iz-
reka. Aksiome teomge mnozic pa moramo izbrati tako, da kaj takega ne bo

mogoce.

* V formuli D ne nastopa prosto nobena spremenljivka razen spremenljivk
X1, « 0 Xp, ¥. Oznaka D, [y'] pomeni formulo, ki smo jo dobili iz formule B, ko smo
zamemah vsa prosta nastopanja spmmmﬂ]wke v s spremenljivko ¥/, ki ne nastopa




Pogoj za vpeljavo definicije prazne mnozice

E=0=NY)Y¢x)
je dokazan izrek

(B YN W)Y (YW ¢ Z)

- Pogoja za vpeljavo definicije para in unije sta

(BEIWYNN (W etV =¥ =of vUW = B)
(BEYIYNVNHY e X =W esf v €DB)

Ko smo dokazali ta dva i1zreka, lahko definiramo

YV = A B>V eV =¥ =od v¥U =H)
F=AUB=NYNYWecZkZ =Wecd vUch)

Seveda moramo eksistencni pogoj za unijo razlikovati od naslednje trivialne
posledice definicije unije
(B! (& =7/ U %)

V neformalni matematiki pogosto vpeljemo definicijo, preden dokazemo
eksistenc¢ni pogoj. V zvezi s tem se pojavlja problem, katere izreke lahko do-
kazujemo v zvezi z novo uvedenim pojmom, Ce Se nismo dokazali eksistencCne-
ga pogoja. Pogosto pa eksistence objektov v neformalni matematiki sploh ne
dokazujemo. To Se posebej velja za osnovne pojme algebre mnozic. Izreke,
kot sta 0 =0 ali 0 = %, dokazemo, ne da bi o eksistenci prazne mnozice dvo-
mili. Strogo vzeto moramo te izreke vzeti kot pogojne izreke, brezpogojno pa
veljajo Sele, ko smo dokazali eksistenco ustreznega objekta. Tako na primer
izrek 0 < 2 pove nekaj o prazni mnozici, ¢e le-ta obstaja.

NOVE KNIJIGE

i AN

SPORER Z., Oh, ta matematika, DrusStvo matematikov, fizikov in astronomov
SRS, Ljubljana 1984, 224 str. Iz srbohrvascine prevedel J. Moder (Presekova knjiz-
nica ; 16).

Knjiga, posveCena vsem, ki nimajo radi matematike, Zeli bralcu pomagati, da
spozna danasnjo matematiko. Prijetna in duhovita razlaga je pisana v obliki po-
govora, ki ga spremljajo domiselne pripombe in naloge ter Stevilne poucne in tudi
saljive slike N. Dragica.

Prvo poglavje govori o mnozicah in operacijah med njimi, o preslikavah, ekvipo-
lenci mnozic in kardinalnih Stevilih. Sledi poglavje o naravnih stevilih, kjer po
kratkem vpogledu v teorijo Stevil prodremo v svet neskoncnega, nato spoznamo
Peanove aksiome in aksiomaticno metodo v matematiki sploh. Poglavje o logiki
obravnava izjavni racun In zatem Se¢ predikate. Zadnje poglavje govori o sami
matematiki, o postavljanju nalog, o paradoksih v teoriji mnozic, o matemati¢nih
strukturah. Sledi Se kviz iz matematike kot preizkus razumevanja matematié¢nih
pojmov, na koncu pa so resitve i odgovori k vsem nalogam oziroma vpraSanjem.

Knjiga bo zelo koristila uc¢encem visjih razredov osnovne $ole pa tudi starej$im
bralcem. S posreceno izbranimi primeri jim bo dostopno razlozila, za kaj gre pri
posameznem pojmu ali trditvi; pomagala jim bo popraviti morebitne napake ali
nejasnosti pri razumevanju matematike. Poklicnim matematikom pa avtor pri-
porocCa, naj pri svoji razlagi ne zaidejo v pretirano abstrakcijo in formalizem: kar
je sicer jasno in precizno zanje, ni tudi za ucéenca-zacetnika.

Janez Rakovec
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z merjenjem potrdil napovedano linearno zvezo med najvecjo kinetiCno ener-
gijo izbitih elektronov in frekvence svetlobe (1915—1916).

Nekoliko poenostavljeno je mogocCe reci, da je tekel razvoj se po drugi
poti, ki navadno ostaja v senci omenjene prve poti. Pri tem mislimo na pro-
ucevanje rentgenske svetlobe, v katerem je bilo zaradi eksperimentalnih izho-
‘di$¢ manj odpora do svetlobnih kvantov [1]. K temu so silile ugotovitve, da
rentgenska svetloba pri prehodu skozi plin ionizira samo malostevilne atome,
iz njih izbiti elektroni pa imajo skoraj tolikSno kineticno energijo kot elektro-
ni v rentgenski cevi. Rentgenske zarke so si predstavljali kot ozke energijske
pljuske in so govorili o iglastih zZarkih. |

Do prave veljave je pripomogel svetlobnim kvantom Sele leta 1922 Arthur
Holly Compton [2]. Del rentgenske svetlobe, ki 1ima pri sipanju rahlo povecano
valovno dolzino, je pojasnil s trki kvantov s skoraj prostimi elektroni.

Brata de Broglieja

Podobno kot Compton je povezal obe poti tudi Louis de Broglie. Sprejel
je Einsteinovo zamisel o svetlobnih kvantih skupaj s posebno teorijo relativ-
nosti in se v laboratoriju brata Mauricea dodobra spoznal z raziskovanjem
rentgenske svetlobe. |

e . | Maurice de Broglie se je leta
S ' 1968 po doktoratu zacel zanima-

: S == 11 za kvantno teorijo. Po Laueje-
e o o 8 yem  interferencnem poskusu z
‘ S e =@ rentgensko svetlobo leta 1912 je
premaknil teziSCe svojega dela k
; rentgenskim raziskavam. V ta
namen je vzdrzeval zasebni labo-
. ratorij, kar je bilo sicer v prejs-
| = njem stoletju obicajno, a je po-
@e. Ziss  stalo v naSem vse bolj redko. S
o e e sodelavci, od katerih omenimo
S #2d  samo Alexandra Dauvilliera, je

e B2 dosegel najvedji uspeh pri raz-
iskovanju fotoefekta z rentgen-
sko svetlobo. Kineticno energijo
izbitih elektronov je dolocil po
5 odklonu v prefnem magnetnem
AT polju. Ugotovil je, da je najveclja
d kineti¢na energija elektronov
samo za ve€zavno energijo manjsa
- od kineti¢ne energije, s katero za-
wmY s  devajo elektroni v rentgenski
@ 2. cevi anodo. To ga je utrdilo v
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, @ O R valovanje del¢no naravo ali pa se
SI. 1. Iigélis de ,Bl‘O’gheNRI;)Jleﬂ je bil g av- v njem energija zgosti v dolode-
gusta v Dieppu. Nobelovo nagrado za nih tockah valovne fronte, e

fiziko je dobil leta 1929 »za odkritje valovne |
narave elektronov ima valovno naravox.
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