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MICHAELOM ATIY

Math. subj. class. (1980) 01 A 70

Michael Atiyah je bil rojen leta 1929, diplomiral in doktoriral je na Trinity Col-

legeu v Cambridgeu (1952, 1955). Od tedaj je bil med drugim Savilian Professor geo-

metrije na univerzi v Oxfordu (1963—69) in profesor matematike na Institute for

Advanced Study v Princetonu (1969—72); sedaj pa je raziskovalni profesor za mate-

matiko Kralj eve družbe na univerzi v Oxfordu.

Od časti, ki jih je prejel profesor Atiyah, omenimo, da je član Kraljeve družbe

ter francoske, švedske in ameriške akademije znanosti; na svetovnem matematič-
nem kongresu v Moskvi leta 1966 je prejel Fieldsovo medaljo; leta 1983 ga je angle-
ška kraljica povzdignila v viteza. Področje njegovega raziskovalnega dela se razteza

široko čez matematiko; sega npr. v topologijo, geometrijo, diferencialne enačbe in

matematično fiziko.

Pričujoči sestavek je prevod intervjuja, ki ga je letos objavil list [he Mathema-
tical Intelligencer" (Vol. 6 (1984) št. 1, str. 9—19). S profesorjem Atiyahom se je
pogovarjal Roberto Minio, bivši urednik tega lista.

THE INTERVIEW WITH PROFESSOR M. ATIYAH

This is translation of the interview given by Prof. Michael Atiyah, published

in [he Mathematical Intelligencer.

MINIO: Mislim, da bi bila koristna informacija o Vaši mladosti. Kdaj

ste se začeli zanimati za matematiko? Kako zgodaj?

ATIYAH: Mislim, da sem se zanimal za matematiko od malega. V neki dobi

— bil sem star okoli 15 let — me je silno zanimala kemija; ves navdušen

sem bil nad njo. Po enem letu poglabljanja v kemijo pa sem spoznal, da to ni

tisto, kar želim delati, in vrnil sem se k matematiki. Drugače pa se nikoli nisem

resno ubadal z mislijo početi kaj drugega.

MINIO: In to se je opazilo že zgodaj?

ATIYAH: Mislim, da. Moji starši so bili že od mojega detinstva prepričani,

da sem ustvarjen za matematiko.

MINIO: Ali sta bila starša matematika?

ATIYAH: Ne, nista bila.

MINIO: Ali so Vam v šoli pomagali napredovati? Ste imeli dobre učitelje?

ATIYAH: Mislim, da sem imel dobre učitelje, in z njimi sem se dobro ra-

zumel. Najprej sem obiskoval šolo v Egiptu, in sicer prav dobro šolo.

MINIO: Ali ste bili tam rojeni? |

ATIYAH: Ne, rojen sem bil v Angliji, živeli pa smo na Bližnjem vzhodu.

Moj oče je delal v Sudanu, zato sem hodil v srednjo šolo v Egiptu. Nekaj let

sem bil tudi v srednji šoli v Angliji, ko sem po vojni prišel sem; tudi to je

bila dobra šola. Imel sem mnogo sposobnih sošolcev. Potem sem šel na uni-

verzo v Cambridgeu in tudi tam je bilo mnogo dobrih študentov.

« Uredništvu lista [he Mathematical Intelligencer se za prijazno dovoljenje pre-

voda in objave prav lepo zahvaljujemo. Prevajalec se zahvaljuje recenzentu prof.
Vrabcu: na mnogih mestih je prevod bistveno izboljšal.
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Mislim, da noben posameznik ni posebno izrazito vplival name. Šel pa sem

skozi dobro šolo in imel obilo priložnosti srečati dobre matematike; lahko

rečem, da sem imel dobre razmere.

MINIO: Ali ste v Cambridgeu delali v glavnem samostojno?

ATIYAH: V Cambridge sem prišel po dveh letih služenja v National Ser-

Vice; to je bil čudovit kontrast. Prišel sem že pred začetkom šolskega leta.

Obiskoval sem poletne tečaje. Močno sta vplivala name tudi prijazno vreme

in čudovita okolica. Užival sem že, ko sem hodil v knjižnico brat, ko so me

obkrožale vse tiste knjige. To ozračje je močno vplivalo name, privlačilo je

mojo domišljijo.

Na univerzi je bila kopica zelo bistrih študentov in od učiteljev sem dobil

kar precej pomoči. Mislim pa, da me nobeden od učiteljev ni izjemno navdušil;

nekatera predavanja so bila dobra, druga pa ne zelo.

MINIO: Enega prvih svojih člankov ste napisali s Hodgeom, mar ne?

ATIYAH: Da, v resnici je bil to del moje disertacije. Hodge je bil moj

mentor pri raziskovalnem delu. Sodelovanje z njim je bilo zame zelo po-

membno. Ko sem prišel v Cambridge, je bil v geometriji poudarek na klasični

projektivni algebrajski geometriji starinskega tipa. Bila mi je prav všeč in

začel bi bil delati na tem področju, če ne bi bilo Hodgea. On je zastopal

modernejše poglede: zvezo diferencialne geometrije s topologijo; in jaz sem

se mu pridružil. Ta odločitev je bila zame zelo pomembna. Mogel bi bil delati

tudi na bolj tradicionalnih področjih, a mislim, da sem se modro odločil; ko

sem sodeloval s Hodgeom, sem mnogo bolje spoznal modernejše ideje. Dobro

mi je svetoval in nekaj časa sva sodelovala. V tem času so se v Franciji po-

javili novi rezultati v teoriji snopov. Mene je to pritegnilo, njega tudi in na-

pisala sva tisti članek, ki je del moje disertacije. To mi je zelo koristilo.

- MINIO: Vaša značilnost, ki jo človek takoj opazi, je, da ste sodelovali

z mnogimi ljudmi: s Singerjem, Hirzebruchom, Bottom.

ATIYAH: Res je, mnogo sodelujem. Mislim, da je to moj stil. Za to je več

razlogov. Eden od njih je, da se ukvarjam s problemi z raznih področij. Za-

nima me, kako stvari iz različnih delov matematike vplivajo druga na drugo.

Zato je zame koristno delati z ljudmi, ki so izvedenci za druge stvari kot jaz

in dopolnjujejo moje interese. Zelo spodbudna se mi zdi izmenjava idej.

- Sodeloval sem z mnogo ljudmi, z nekaterimi — z mnogimi — celo vrsto

let. Delno zato, ker sem take narave, delno pa zato, ker imam rad matematiko

iz širokega spektra področij in sam ne morem biti ekspert za vse. Zelo koristno

je imeti koga, ki kaj več ve o drugih stvareh. Ko sodelujem npr. s Singerjem,

je tako: on je veliko močnejši v analizi, v kateri sem jaz bolj šibak, jaz pa

vem več o algebrajski geometriji in topologiji.

MINIO: Ali si potem razdelita probleme?

ATIYAH: Ne, ne. Sodelovanje je povsem pomešano. Združiva interese in se

učiva metod drug od drugega. Čez nekaj časa enako dobro obvladava večino

problematike. Najini interesi so si zelo blizu, drugačno je le najino predznanje.

- MINIO: Kako izberete matematični problem, da se ga potem lotite?

ATIYAH: Vprašanje ni prav postavljeno. Mislim, da sploh ne delam tako.

Nekateri matematiki se morda zleknejo v naslanjač in si rečejo: »Želim rešiti

ta problem.« Nato sedejo k mizi in se vprašajo: »Kako bom ta problem rešil?«

Jaz pa ne. Plavam sem in tja v matematičnih vodah, premišljujem o stvareh,

to in ono zbudi mojo radovednost, moje zanimanje, pogovarjam se, brskam
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po idejah; stvari se pojavijo in jaz jih zasledujem. Ali pa opazim kaj, kar se

navezuje na kaj drugega, kar poznam, pa skušam to dvoje povezati in stvari

se razvijajo. Skoraj nikoli nisem začel delati s kakršnokoli zamislijo o tem,

kaj bom počel in kam me bo premišljevanje privedlo. Zanima me matematika;

pogovarjam se, učim se, diskutiram in potem se zanimiva vprašanja pojavijo

kar sama. Nikoli nisem začel z naprej določenim ciljem razen s ciljem ra-

zumeti matematiko.

MINIO: Ali je tako nastala K-teorija?

ATIYAH: Da. To je bil v veliki meri slučaj. Zanimalo me je, kar je delal

Grothendieck v algebrajski geometriji. Ko sem prišel v Bonn, sem se hotel

naučiti še nekaj topologije; zanimala so me nekatera vprašanja, ki jih je.

študiral Ioan James, namreč topološki problemi v zvezi s projektivnimi pro-

stori. Uvidel sem, da se te stvari dajo pojasniti z Grothendieckovimi formu-

lami, in rodili so se lepi rezultati. Tu je bil še Bottov izrek o periodičnosti,;

poznal sem Botta in njegovo delo. Spoznal sem, da se dajo na osnovi njegovega.

dela rešiti nekatera zanimiva vprašanja. Zdelo se mi je, da je treba razviti

teorijo, ki bi te ideje formalizirala, in iz tega se je rodila K-teorija.

Nastanka in razvoja popolnoma novih idej in teorij ni mogoče napovedati

naprej. Nastanejo lahko le ob skrbnem študiju kake skupine problemov. Se-

veda pa različni ljudje delajo različno. Nekateri se odločijo, da bodo rešili

kak osnovni problem, npr. razrešitev singularnosti ali klasifikacijo končnih

enostavnih grup. Velik del življenja posvetijo temu cilju. Sam nisem nikoli

storil česa takega — deloma zato, ker se je tedaj treba omejiti na en sam

cilj, to pa je izredno tvegano. Poleg tega si pri takem načinu dela omejen na

eno samo metodo, na direktni napad, torej moraš biti izredno verziran v rabi

ustrezne tehnike. Nekateri so za tako delo zelo sposobni, jaz pa v resnici

nisem. Moja metoda je ogledati si problem z vseh strani, ga obiti, priti mu

za hrbet — in končno problem izgine.

MINIO: Ali menite, da so nekateri matematični problemi v glavnem toku

matematike? Da so nekatere stvari važnejše?

ATIYAH: Da, mislim, da je tako. Nikakor se ne strinjam z mnenjem, da je

matematika le zbirka ločenih teorij, da lahko izumiš novo vejo matematike

tako, da zapišeš aksiome številka 1, 2, 3 in greš delat v svoj kot. Matematika

je bolj organsko razvijajoča se znanost. Ima dolgo zgodovino, povezana je

s preteklostjo in z drugimi znanostmi.

Jedro matematike je v bistvu isto, kot je vedno bilo. Ukvarja se s problemi,

ki so izšli iz fizičnega sveta, in s problemi znotraj matematike, ki se tikajo

števil, osnovnih računov, reševanja enačb. To je bil vedno glavni del mate-

matike. Vsak dosežek, ki bolje osvetli te stvari, je pomemben del matematike.

Teorije, ki se od tega ločijo, ki se močno oddaljijo in nič dosti ne osvetljujejo

bistvenih stvari v matematiki, pa praviloma niso kaj prida pomembne. Resda

se more primeriti, da se nova veja matematike razvije samostojno in čez čas

osvetli tudi druga področja; če pa se le preveč oddalji in odtrga od drugih,

potem za matematiko v resnici ni pomembna. Sicer obstajajo res originalne

ideje, ki se za nekaj časa usmerijo čisto po svoje, vendar so še vedno povezane

s pomembnimi deli matematike in se z njimi vzajemno oplajajo. Pomembnost

matematične veje je »količina«, ki jo človek lahko približno oceni po obsegu

vzajemnega učinkovanja med to vejo in drugimi. To je nekakšna v sebi

skladna definicija pomembnosti.
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MINIO: Ali se more primeriti, da kako področje dolgo ne vpliva na druga,

po mnogih letih pa postane zanimivo zanje?

ATIYAH: Gotovo se primeri, da ima kdo matematično idejo, ki je pred

svojim časom. Zgodi se tudi, da kdo predlaga kaj zelo domiselnega, pa drugi

dolgo ne spoznajo pomembnosti njegovega predloga. Očitno se to dogaja. Toda

prejle nisem imel v mislih takih stvari. Bolj sem mislil na sodobne težnje, da

matematiki razvijajo cela področja popolnoma ločeno od drugih in popolnoma

abstraktno. Kar naprej rinejo vstran. Če jih vprašaš, zakaj tisto delajo, za kaj

je tisto dobro, s čim se njihovo delo povezuje, ugotoviš, da sami ne vedo.

MINIO:: Ali bi morda navedli kak zgled?

ATIYAH: Taki zgledi so na vseh področjih moderne matematike: deli

abstraktne algebre, deli funkcionalne analize, deli splošne topologije — tisti

deli, pri katerih se kaže aksiomatska metoda v najslabši luči.

Aksiomi so zato, da začasno izolirajo kak razred problemov, za katerega

se potem dajo izdelati metode reševanja. Nekateri pa mislijo, da so aksiomi

zato, da z njimi definiramo celo področje matematike, ki je v sebi sklenjeno

in samozadostno. Mislim, da je to narobe. Čim ožji so aksiomi, tem več z njimi

odrežeš proč. |

Ko v matematiki kaj posplošujemo, ločimo tisto, čemur se bomo posvetili,

od tistega, kar imamo takrat za nepomembno. Za nekaj časa je to lahko ko-

ristno, ker nam koncentrira pozornost. Toda, kot rečeno, ob tem smo zavrgli

mnogo stvari, za katere smo rekli, da nas ne zanimajo, in sčasoma se pokaže,

da smo odsekali mnogo korenin. Potem ko smo stvar nekaj časa razvijali

aksiomatično, jo moramo na neki stopnji vrniti k njenemu izviru, ju zliti in

vzajemno oploditi. To je zdravo.

Podobne misli sta pred kakšnimi 30 leti izrazila von Neumann in Hermann

Weyl. Skrbelo ju je, na kakšno pot utegne kreniti matematika; če se preveč

oddalji od svojih izvirov, utegne postati jalova. Mislim, da je to v osnovi

pravilno.

MINIO: Očitno ste zelo za enotnost matematike. Koliko, mislite, je to po-

sledica Vašega načina dela in Vašega ukvarjanja z matematiko?

ATIYAH: Zelo težko ločite svojo osebnost od tega, kar mislite o matematiki.

Prepričan sem, da je zelo pomembno gledati na matematiko kot na celoto.

To moje mnenje se odraža v mojem slogu dela; težko rečem, kaj je bilo prej.

Povezave med raznimi področji matematike se mi zde zanimive. Bogastvo

matematike izhaja iz te soodvisnosti njenih delov, ne iz posameznih čistih vej

in izoliranih specialnosti.

Obstajajo pa tudi filozofski in sociološki razlogi. Zakaj se ukvarjamo z ma-

tematiko? V glavnem zato, ker ob njej uživamo. [oda vprašajmo se drugače:

zakaj naj bi nas kdo plačeval za to, da se ukvarjamo z matematiko? Če ho-

čemo pametno odgovoriti na to, potem se mi zdi, da moramo gledati na ma-

tematiko kot na del splošne znanstvene kulture. Matematiki prispevamo k ce-

loviti, organski zbirki idej, tudi če matematika, ki jo ustvarjam ta hip, morda

ni direktno pomembna in uporabna za druge. Če je matematika celovita

miselna zgradba in če je vsak njen del potencialno koristen vsakemu drugemu

delu, potem prispevamo k skupnemu cilju. Če pa je matematika v naših očeh

le kup razdrobljenih specialnosti, ki se razvijajo neodvisno druga od druge in

opravičujejo le same sebe, potem je zelo težko utemeljevati, zakaj naj bi ma-

tematike plačevali. Saj ne zabavamo ljudi, kot npr. teniški igralci. Edino opra-
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vičilo je, da je matematika dejansko prispevek človeški misli. Četudi ne

delam v direktno uporabni matematiki, vendar čutim, da prispevam k ma-

tematiki, ki more koristiti in bo koristila ljudem, ki se zanimajo za uporabo

matematike v drugih področjih.

Vsakdo mora poskusiti filozofsko opravičiti svoje življenje, vsaj sam sebi.

Če učiš, lahko rečeš: »Moje delo je poučevanje; produciram izobražene mlade

ljudi in za to sem plačan. Raziskujem v prostem času in iz prijaznosti mi to

dovoljujejo« Če pa si polno zaposlen kot raziskovalec, potem moraš precej

bolj razmišljati o tem, kako bi opravičil svoje delo.

V nekem smislu še vedno velja, da se ukvarjam z matematiko, ker me

veseli. Vesel sem, da me plačujejo za to, v čemer uživam. Verjamem pa, da je

moje delo tudi resna stvar, in to je moje opravičilo,

MINIO: Kaj menite o izjavah kot »čista matematika ni kaj prida koristna

in čez pet let bodo vsi matematiki delali samo še ob računalnikih«?

ATIYAH: V takih pogledih tiči nevarnost. Če se matematiki zapirajo v slo-

nokoščen stolp in ne premišljujejo o povezavi z drugimi področji, potem se-

veda obstaja nevarnost, da se bodo nekoč ljudje obrnili od njih z besedami:

»Ne potrebujemo vas — vi ste luksus — zaposlili bomo ljudi, ki bodo delali

mnogo bolj praktične stvari.« Mislim, da je ta nevarnost stalna in postane
posebno velika v časih finančnih težav, kakršne preživljamo tudi sedaj.

Mislim pa, da so se matematiki zavedeli te nevarnosti. Vsekakor raste zad-

njih pet ali deset let med čistimi matematiki spoznanje, da morajo bolj opra-

vičevati svojo eksistenco. Mnogi tega niso spoznali sami od sebe ampak pod

pritiskom. Mislim, da bi bilo zdravo, če bi bili čisti matematiki bolj samo-

kritični.

MINIO: Povrniva se k matematiki, ki jo Vi delate. Ali imate kakšen izrek,

ki ste ga posebno veseli.

ATIYAH: Mislim da. Izrek o indeksu, ki sem ga dokazal skupaj s Singer-

jem, je najčistejša reč, kar sem jih napravil. Res mislim, da je izrek o indeksu

lep, jasen izrek, na katerega je lahko pokazati. Večji del mojega dela se v eni

ali drugi obliki suče okoli njega. Izrek je izšel iz mojega dela v topologiji in

algebrajski geometriji, ima pa velik pomen tudi za funkcionalno analizo; v zad-

njih desetih letih so mnogi razvijali ta njegov vidik. Poraja se spoznanje, da

ima zanimive povezave z matematično fiziko. Izrek se torej razvija naprej

v različne smeri. Nekako simbolizira moje največje zanimanje: povezanost in

vzajemno vplivanje vseh vej matematike. Ta izrek je teren, na katerem se

popolnoma naravno združujejo algebrajska topologija, analiza in razni vidiki

teorije diferencialnih enačb. |

MINIO: Ali ste naprej zaslutili nedavno obujanje zanimanja matematikov

za matematično fiziko?

ATIYAH: V resnici ne. Za matematično fiziko sem se sicer zanimal že

precej dolgo. Ne zelo poglobljeno — želel sem le razumeti kvantno mehaniko

in sorodna področja. Kar pa se je zgodilo v zadnjih petih letih — zanimanje

matematikov za teorijo kalibracije — me je presenetilo. Nisem znal dovolj

fizike, da bi bil to lahko zaslutil. Zame je bila kvantna teorija polja pač le

eno od misterioznih gesel.

Mislim, da so bili presenečeni tudi fiziki. Le redki so napovedovali, da bodo

postali geometrični vidiki pomembni in dominantni (nekateri temu še vedno

ugovarjajo). Glavni problemi so se zdeli drugačni, analitični in algebrajski.
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Nekateri, kot Roger Penrose, pa niso bili presenečeni, saj so že dolgo obrav-

navali fizikalne probleme z geometričnega zornega kota. Mislim, da je to lep

zgled: če delaš fundamentalne, zanimive stvari v glavnem toku matematike, se

ne moreš čuditi, če drugi spoznajo tvoje izsledke za uporaben pripomoček.

To potrjuje vero v enotnost matematike, skupaj s fiziko.

MINIO: Kako daleč si upate s to trditvijo?

ATIYAH: Več ko vem o fiziki, bolj sem prepričan, da ponuja fizika naj-

globljo uporabo matematike. Matematični problemi in metode, ki so izšli iz

fizike, so bili v preteklosti življenjski sok matematike. In še je tako. Pro-

blemi, ki jih naskakujejo fiziki, so tudi s stališča matematike silno zanimivi,

težki in izzivajoči. Mislim, da bi se moralo več matematikov učiti določenih

področij fizike in se ukvarjati z njimi. Morali bi poskusiti uporabiti nove ma-

tematične metode na fizikalnih problemih.

Fizika je izredno zamotana. Je zelo matematična. Fizikalni občutek na eni
strani in matematične metode na drugi so globoka povezava med predmetoma.

Pomembne so sicer tudi novejše uporabe matematike, npr. v sociologiji, eko-

nomiji in računalništvu. Važno je, da šolamo študente, ki se spoznajo na to

vrsto uporabne matematike, saj gospodarstvo to od njih pričakuje; tisoči in

tisoči študentov to potrebujejo. Nikakor pa se ta področja ne morejo primer-

jati s fiziko, kar se tiče globine uporabljene matematike. Čeprav obstajajo

zanimiva vprašanja, npr. v ekonomiji in statistiki, je tam uporabljena mate-

matika nasploh zelo plitva. Res globoka vprašanja so v fiziki. Za zdravo ma-

tematiko na raziskovalnem nivoju je zelo pomembno, da to zvezo s fiziko

vzdržujemo, kot je le mogoče.

MINIO: Očitno Vas zanima tudi šola, čeprav ste po svoji službi izključno

raziskovalec. Kako to pojasnjujete?

ATIYAH: Razlogi, zaradi katerih se zanimam za šolo, so isti kot razlogi,

da se zanimam za enotnost matematike. Univerze so institucije, na katerih se

poučuje in raziskuje. Mislim, da je to zelo pomembno — enotnost mora biti

na univerzah in v vsej družbeni strukturi, ki skuša vzdrževati ravnotežje med

poukom matematike in raziskovanjem v matematiki. In ko univerze sestav-

ljajo študijske programe, naj jih sestavijo tako, da bodo ti po njihovem

najboljšem prepričanju za študente pravi, naj ne ponujajo (npr.) predavanj

iz višje topologije, ker bi radi producirali raziskovalce. To bi bila usodna

napaka.

Univerze morajo uravnovešati dve aktivnosti. Morale bi vedeti, kaj je

koristno učiti študente, in upoštevati, kaj bodo ti študenti pozneje delali.

Obenem morajo podpirati raziskovalno delo. Nekateri profesorji bodo samo

raziskovali, drugi samo učili, večina pa bo opravljala vsakega nekaj. Čeprav

sam delam samo raziskovalno, delam na univerzi, kolege imam na univerzi,

vem, s čim se ukvarjajo; zato mi ni vseeno, ali bo univerzi uspelo pravilno

opravljati obe poslanstvi.

MINIO: Ali mislite, da je bila ekspanzija univerz v zadnjih dvajsetih letih

v Veliki Britaniji prevelika?

ATIYAH: Mislim, da ne. Če primerjamo procent ljudi, ki so prej študirali

na visokih šolah pri nas in v drugih deželah, posebno v Ameriki, je jasno, da

je bil procent pri nas premajhen in da ga je bilo treba povečati; v bistvu bi

se moral še naprej večati. Ne morem verjeti, da bo v prihodnjem stoletju

ostal delež ljudi z visoko izobrazbo isti kot sedaj. Moral se bo spremeniti.
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Obdobje hitre rasti, kot je bilo pri nas po vojni sicer nujno, pa prinese

nekatere težave. Povzroči namreč nezveznost. V kratkem času zaposlijo mnogo

ljudi za poučevanje na univerzah; ko pa se rast ustavi, so vsa mesta zasedena

— ni mogoče nastavljati mladih ljudi. Grajamo lahko preveliko navdušenje ali

premajhno previdnost univerz, ki sta krivi, da univerze niso predvidele težav,

ki so se morale čez čas pojaviti. Britanske univerze so v nasprotju z ameri-

škimi dale stalna učiteljska mesta ljudem, brž ko so opravili doktorat, ker

so pač tekmovale med seboj za kadre. Mislim, da je bila to napaka in da zdaj

zanjo plačujemo. Bolj modro bi bilo, ko ne bi bili dajali ljudem stalnega.

položaja takoj. Potreben bi bil bolj prožen sistem, tak, ki bi univerzam omo-

gočil, da bi se sproti prilagajale položaju. Tako pa imamo sedaj hudo nezvez-

nost, ki bo povzročala krize in konfrontacije. Univerzitetna vodstva bi morala

biti previdnejša.

MINIO: Vrniva se za hip k poučevanju in raziskovanju. O obeh ste rekli,
da sta bistveni sestavini življenja na univerzi, a ste o njiju le govorili ločeno.

Pojavili pa so se tudi inštituti — Bonn, Warwick, Princeton — na katerih ni

poučevanja. Ali se Vam zdi ta razvoj zdrav?

ATIYAH: Mislim, da je treba najprej povedati, da ti inštituti nimajo stalno
nastavljenih raziskovalcev ali pa jih imajo zelo malo. Večina ljudi pride na

take inštitute po osvežitev znanja. Pridejo z univerz, da bi tam preživeli se-

mester ali leto, in se potem vrnejo. To so torej neke vrste stalni konferenčni

centri, kjer se ljudje dobijo, izmenjajo ideje in se vrnejo, da doma nadaljujejo

delo. Centri torej pomagajo ljudem, da ohranijo živo zanimanje za raziskovalno

delo — to je njihov glavni namen.

Če pa imate sistem, kakršen je v Vzhodni Evropi, kjer ogromni raziskovalni

inštituti zaposlujejo mnogo stalno nastavljenih raziskovalcev in vsrkajo znaten

del univerzitetnih učiteljev — tak sistem poraja drugačne probleme. Tako se

na veliko ločuje poučevanje od raziskovanja. Toda za matematiko je takih in-

štitutov le nekaj in število ljudi, ki so na njih stalno zaposleni, je neznatno;

zato ljudje, ki prihajajo z univerz in se nanje vračajo, univerzitetni sistem

krepijo. Mislim, da je to zdravo.

Matematični inštituti izpolnjujejo še eno nalogo: pomagajo usmerjati,

orientirati, voditi ljudi na plodna področja matematične misli. Če si aktiven

raziskovalec, obiščeš tak center zato, da pospešiš svoje znanstveno delo; če si

pa začetnik, te tu lahko usmerijo v plodna področja raziskovanja.

Inštitut v Princetonu, kamor sem šel po doktoratu, te naloge dobro oprav-

lja. Izdelal sem bil disertacijo, dobil doktorat, še vedno pa sem iskal svoje

mesto na svetu, v matematičnem smislu. Nisem vedel kam grem, kaj bom

delal. Šel sem v ta veliki center, kjer je bilo na kupe sposobnih mladih in

starejših ljudi iz vseh delov sveta, z najrazličnejšimi idejami. Po enem letu

sem odšel poln novih idej in novih usmeritev. To je zelo močno vplivalo na

moj matematični razvoj.

MINIO: Kdo v Princetonu je imel na Vas najmočnejši vpliv?

ATIYAH: Mislim, da to niso bili stalno nastavljeni matematiki. Tja sem

šel leta 1955 in večina tedanjih obiskovalcev je bila nekaj starejših od teh,

ki sedaj hodijo tja. Srečal sem Hirzebrucha, Serra, Botta, Singerja... vse te

sem spoznal, ko sem bil na inštitutu. Tudi Kodaira in Spencer sta bila tam.

Z vsemi sem se seznanil in njihovo delo v matematiki je vplivalo name. Ni

slučaj, da sem kasneje sodeloval z istimi ljudmi, ki sem jih srečal na inštitutu.
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Obstaja še en vidik. Ne samo, da spremeniš poglede in delo, ampak tudi

navežeš osebne stike z drugimi aktivnimi matematiki in te stike pozneje

vzdržuješ; to je pomembno za tvoj nenehni matematični razvoj. Važno je

tudi to, da se srečaš z ljudmi iz različnih dežel — matematika je zelo med-

narodna veda in ti centri ti ponujajo priložnost, ki jo sicer le težko dobiš.

MINIO: Tudi konference omogočajo srečanja med ljudmi, za skupno delo

in resno učenje pa so morda manj primerne.

-ATIYAH: Da, konference so zelo koristne, toda ne toliko za začetnike.

Koristijo že uveljavljenim matematikom. Če že poznaš ljudi in aktivno delaš,

potem lahko v zelo kratkem času z izmenjavo idej mnogo pridobiš. Če pa si

mlad študent ali doktorand, ne moreš govoriti z mnogimi ljudmi, saj jih

v resnici ne poznaš, si zavrt, pa tudi ne razumeš dovolj, da bi sledil temu,

kar pripovedujejo. Tedaj ti je potreben dolgoročen stik kako leto, da stvari

počasi absorbiraš in ljudi res dobro spoznaš. Mislim torej, da konference iz-

polnjujejo drugačne naloge.

MINIO: Kaj pa svetovni kongresi?

ATIYAH: Svetovni kongres je popolnoma druga stvar. Bil sem na vsakem

od leta 1954. Mislim, da so koristi, ki sem jih imel od tega, mešane. Prvi

kongres, ki sem ga obiskal še kot študent, je bil sijajen. Imel sem priložnost

poslušati Hermanna Weyla in to mi je dalo izredno psihološko spodbudo. Čutil

sem, da sem član velike skupnosti več tisoč matematikov. Večine predavanj

nisem razumel. Poslušal sem jih in se izgubil. Mislim, da nisem pridobil prav

nič konkretnega matematičnega razumevanja, psihološki pospešek pa je bil

izdaten.

Sedaj, ko se staram, kongres zame nima velikega pomena. Udeležim se ga

iz občutka dolžnosti — opravljam funkcije, govorim ljudem, predavam. Dosti

koristi v resnici nimam, ker je tam ogromno ljudi; pri nekaterih predavanjih

pa kar uživam. Mislim, da so kongresi koristni, a ne zelo.

Poleg koristi, ko daje mladim občutek mednarodne povezanosti, je glavna

naloga kongresa pomagati matematikom iz dežel, ki ne sodijo v krog zelo

aktivnih matematičnih dežel. Če prihajaš iz Zahodne Evrope ali Amerike,

potem kongresi verjetno zate niso bistveni. Če pa si iz Afrike ali Azije ali

Vzhodne Evrope, kjer je priložnosti za potovanja in srečanja mnogo manj,

potem imaš na svetovnem kongresu edinstveno priliko videti, kaj se dogaja

v svetu. Menim, da je to glavno opravičilo kongresov.

MINIO: Menite, da opravljajo Fieldsove medalje koristno nalogo?

ATIYAH: No da, nekoliko že. Mislim, da je dobro, da Fieldsove medalje

niso kot Nobelove nagrade. Te so znanost popačile, posebno fiziko. Z njimi

povezani prestiž, rompompom in način, kako univerze pokupijo nobelovce —

to je neznanska nezveznost. Ali dobiš nagrado ali ne, je precej odvisno od slu-

čaja. Razlika v kvaliteti med nekom, ki jo je dobil, in nekom, ki je ni, je lahko

neznatna ali pa je sploh ni. Toda, če ste vi dobili Nobelovo nagrado, jaz pa

ne, vam dajo dvakrat večjo plačo kot meni in univerza vam zgradi velik la-

boratorij ; mislim, da to ni posrečeno.

Fieldsove medalje v matematiki pa nimajo prav nobenih posledic, torej

tudi ne negativnih. Dobijo jih mladi ljudje in mišljene so kot nekaka spod-

buda njim in vsemu matematičnemu svetu. Mene je Fieldsova medalja opo-

gumila. Pomagala je moji samozavesti, moji morali. Ne vem, ali bi bilo kaj
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drugače, ko je ne bi bil dobil; vsekakor pa me je opogumljala in navduševala,

ko sem jo prejel. V tem smislu torej lahko pomaga.

Spoznal sem, da je ta nagrada v nekaterih deželah zelo prestižna — npr.

na Japonskem. Tam je dobiti to medaljo kot dobiti Nobelovo nagrado. Ko

pridem na Japonsko in me predstavljajo, se počutim kot nobelovec. Pri nas

pa je nihče ne opazi.

MINIO: Ali se Vam zdi, da v različnih deželah gledajo na matematike

bistveno različno?

ATIYAH: Najprej bi pripomnil, da pomeni matematika v različnih deželah

nekoliko različne stvari. Posebno razdelitev na čisto matematiko, uporabno

matematiko in fiziko je pri nas precej drugačna kot drugod. V večini drugih

dežel je čista matematika bolj ločena. To verjetno vpliva na to, kaj ljudje

o matematikih mislijo; tu jih ne povezujejo tako ozko s čisto matematiko kot

v Ameriki, kjer matematika pomeni čisto matematiko.

Po drugi strani pa imajo v Franciji matematiki po tradiciji večji ugled.

Razlog je v tem, da Francozi že od nekdaj pripisujejo filozofiji, literaturi in

umetnosti višji status, in matematika spada v to skupino. Nasprotno pa pri

nas tem stvarem ne pripisujejo posebne teže. Tudi v Nemčiji so imeli pro-

fesorji po tradiciji velik ugled, vendar se to sedaj hitro spreminja.

Mislim, da obstajajo očitne razlike v tem, kako v raznih deželah gledajo na

matematiko in univerze. Toda tudi to se spreminja in razlike med kulturami

se zabrisujejo. |

MINIO: Imam še nekaj vprašanj o tem, kako delate. Ali imate npr. kake

miselne slike?

ATIYAH: Ne vem, ali znam odgovoriti. Mislim, da včasih res imam vizualne

predstave, nekakšne shematične diagrame. Ne vem pa, ali je to res slika ali je

le čisti simbol. To je zelo težko vprašanje in se tiče bolj psihologije kot ma-

tematike. |

MINIO: Vprašanje sem postavil zato, da bi potegnili mejo med geometrično

intuicijo in algebrajskimi operacijami.

ATIYAH: Da, gotovo so tu razlike. Domnevam, da ima ta dihotomija čisto

realno osnovo v naših možganih. Delam bolj geometrične stvari, nisem pa tiste

vrste človek kot npr. Thurston, ki vidi v mislih komplicirane večdimenzionalne

geometrične slike. Moja geometrija je bolj formalna. Pa tudi algebraik nisem

— v čistem računanju ne uživam. Morda nisem dovolj skrajen primer, da bi

me psihološko zlahka opredelili. Sem nekak običajen človek nekje v sredi.

Če vprašate Thurstona, bo morda rekel, da res vidi v mislih komplicirane

slike in da jih mora le še spraviti na papir, pa ima dokaz. Vprašajte Thompsona,

kako si predstavlja grupo; ne vem, kaj bo odgovoril. So, so razlike. To je

zamotano vprašanje, a je tri četrt psihologija in le četrt matematika.

MINIO: Kako pomemben je spomin pri Vašem delu?

ATIYAH: Omenil sem že, da sem se pri petnajstih zelo zanimal za kemijo.

Eno leto sem jo intenzivno študiral, pa jo potem opustil, predvsem zato, ker

Si je treba v kemiji zapomniti ogromne količine podatkov. Imel sem debele

knjige o anorganski kemiji in kratkomalo sem si moral zapomniti, s katerimi

postopki dobiš določene spojine iz izhodnih snovi. Strukture, ki bi ti po-

magala vse to si zapomniti, je zanemarljivo malo. Organska kemija je nekoliko

boljša. V primerjavi s kemijo ne potrebuješ pri matematiki skoraj nič spo-

mina. Ni se ti treba zapomniti podatkov; vse kar rabiš, je razumevanje, kako
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so stvari sestavljene. Zato menim, da matematiki v resnici ne potrebujejo tiste

vrste pomnjenja, kot ga potrebujejo naravoslovci in medicinci.

V matematiki je zelo pomemben spomin drugačne vrste. Nekaj recimo

premišljujem in nenadoma se mi posveti, da je to povezano z nečim, kar sem

slišal prejšnji teden ali prejšnji mesec, ko sem se z nekom pogovarjal. Mnogo

mojega dela je nastalo na ta način. Pogovarjam se z ljudmi in njihove ideje,

pogosto razumljene le na pol, mi ostanejo zložene v ozadju spomina. Tako

imam kot na karticah ogromno zbirko koščkov matematike z vseh mogočih

področij. Zato menim, da je v matematiki spomin potreben, vendar spomin

druge vrste, kot bi ga potreboval pri drugih znanostih.

MINIO: Ali veste, da je kak rezultat Vašega dela pravilen, še preden imate

dokaz za to?

ATIYAH: Preden odgovorim na to vprašanje, moram opozoriti, da ne re-

šujem problemov. Če me kaj zanima, skušam tisto razumeti; kar naprej pre-

mišljujem o tistem in kopljem globlje in globlje. Če stvar razumem, potem

vem, kaj je pravilno in kaj ni.

Seveda se primeri, da je razumevanje napačno; mislil si, da razumeš,

končno pa se izkaže, da nisi imel prav. Nasploh pa, ko začutiš, da stvar res

razumeš, in imaš dovolj izkušenj s takšnimi vprašanji, ko poznaš mnogo

zgledov in so ti jasne povezave z drugimi stvarmi, potem dobiš občutek za to,

kaj se dogaja in kaj bi moralo biti pravilno. Potem pa pride vprašanje:

kako to res dokazati? Za to pa je pogosto treba še veliko časa. S Singerjem sva

npr. formulirala izrek o indeksu in vedela sva, da bi moral biti pravilen. Nekaj

let pa je trajalo, da sva izdelala dokaz; deloma zato, ker je bilo treba upo-

rabiti različne metode, naučiti sem se moral nekaj novih stvari, da sva prišla

do dokaza, v tem primeru do več dokazov. Dokazom ne posvečam velike po-

zornosti. Mislim, da je važnejše stvar razumeti.

MINIO: V čem pa je potem pomen dokazov?

ATIYAH: Dokaz je pomemben kot potrditev tvojega razumevanja. Lahko

mislim, da razumem, a šele dokaz je dokončen preizkus razumevanja, to je

vse. Je zadnji korak v postopku — končna potrditev — ni pa to osnovna reč.

Spomnim se nekega izreka, ki sem ga dokazal, v resnici pa nisem mogel

uvideti, zakaj je izrek resničen. To me je leta mučilo. Izrek se je tikal povezave

med K-teorijo in reprezentacijo končnih grup. Za dokaz sem moral razbiti

grupo na rešljive in ciklične grupe; potreboval sem na kupe indukcij in razne

drobnarije so delale napoto. Da je dokaz res deloval, se je morala iziti prav

vsaka malenkost — moral si imeti veliko srečo, po domače rečeno. Osupnilo

me je, da se je vse ujemalo, in kar naprej sem premišljeval: če bi le en člen

v verigi popustil, če bi bila kje kakšna napakica v izvajanjih, bi se ves dokaz

sesul. Ker problema nisem resnično razumel, bi bil izrek zaradi mene prav

lahko tudi napačen. To me je neprestano skrbelo. Šele pet, šest let pozneje

sem doumel, zakaj je vse moralo biti res. Odkril sem popolnoma drugačen

dokaz, ko sem namesto končnih grup vzel kompaktne. Ko sem uporabljal tiste

druge metode, mi je bilo popolnoma jasno, zakaj je izrek moral biti pravilen.

MINIO: Ali se Vam zdi mogoče posredovati svoje razumevanje drugim tudi

brez dokazov? |

ATIYAH: Mislim, da idealno posredujete matematiko takrat, ko posredu-

jete razumevanje. V pogovoru je to razmeroma lahko. Ko sodelujem s kolegi,

si izmenjavamo ideje na tem nivoju razumevanja: razumemo predmet po-
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govora in se opiramo na intuicijo. Tudi kadar predavam, poskušam pojasniti

poslušalcem predvsem bistvene dele predmeta predavanja. Če pa pišete članek

ali knjigo, so zadeve mnogo bolj komplicirane. Knjig ne pišem rad. V člankih

pa podam, kolikor se v pismeni obliki le da, opis problema in uvod, v katerem

razložim ideje. Ker pa je v članku treba podati tudi dokaz, ga pač napišem.

Večina knjig je dandanes pretežno zelo formalnih; preveč poudarjajo for-

malne dokaze, niti približno dovolj pa ne motivirajo in ne podajo idej. Seveda

pa je to težko narediti — motivirati in podati ideje. So nekatere izjeme. Mi-

slim, da so Rusi izjema. Ruska matematična tradicija je bila manj formalizi-

rana in strukturirana kot zahodna, ki je pod vplivom francoske matematike.

Francoski matematiki so bili vodilni in vpeljali so zelo formalno šolo. Mislim,

da je velika nesreča, ker je večina knjig napisana pretirano abstraktno in ne

poskuša posredovati razumevanja. |

Seveda je razumevanje težko posredovati, kajti do tega se dokoplješ le

tako, da s problemom dolgo živiš. Študiraš ga, morda leta in leta, dobiš

občutek zanj in pride ti v meso in kri. Tega ne moreš prenesti na druge.

Potem ko si študiral problem pet let, si morda sposoben pojasniti ga drugim

tako, da bodo mogli doseči tvojo stopnjo v krajšem času, kot si jo ti; toda

če se trdo ne spoprimejo s problemom in ne spoznajo vseh njegovih pasti, ga

ne bodo resnično dojeli.

MINIO: Od kod dobite ideje za svoje delo? Ali se kar usedete in si rečete

»No, sedaj bom pa dve uri delal matematiko«?

ATIYAH: Mislim, da če aktivno raziskuješ matematiko, potem je mate-

matika ves čas s teboj. Ko razmišljaš o problemih, te ti vedno spremljajo.

Ko zjutraj vstanem in se brijem, mislim na matematiko. Ko zajtrkujem, še

vedno mislim na svoje probleme. Ko vozim avto, še vedno premišljujem o svo-

jih problemih. Vse to v različnih stopnjah koncentracije.

Včasih zdvomiš, ali se splača misliti na matematične probleme, medtem

ko delaš druge stvari, ali to res kaj koristi. Saj jih navidez brez učinka pre-

kladaš v mislih.

Včasih zjutraj sedeš in se začneš močno koncentrirati na kaj. Tako inten-

zivno koncentracijo pa je težko dolgo vzdrževati in ni vedno zelo uspešna.

Včasih boš sicer res premagal kak problem z zbranim premišljevanjem. Toda

res zanimive ideje pridejo v prebliskih navdiha. Taki prebliski so po svoji

naravi slučajni; pridejo morda v površnem pogovoru. S kom se pogovarjaš

in on nekaj omeni, tebe pa spreleti: »Moj Bog, da, prav to potrebujem... to

pojasni, kar sem ta teden premišljeval.« Stakneš dve stvari, ju zliješ in dobiš

nekaj vrednega. Da opaziš, kako se dve stvari druga drugi prilegata kot pri

sestavljanki, je v nekem smislu naključno. Toda stvari moraš v mislih ne-

nehno obračati, tako da dobiš najboljše možnosti za naključno interakcijo.

Mislim, da je nekaj takega rekel tudi Poincare. To je nekakšen verjetnostni

efekt: ideje krožijo po tvoji glavi in plodne kombinacije se porodijo iz ne-

katerih naključnih, srečnih situacij. Spretnost je v maksimiziranju stopnje

naključnosti, tako da povečaš možnosti plodnih interakcij. Čim več se po-

govarjam z ljudmi različnih zanimanj, čim več premišljujem o raznih koščkih

matematike, tem večja je po mojem mnenju možnost, da bom od koga dobil

svežo idejo, ki se bo povezala s čim, kar vem.

Izrek o indeksu, na primer, je bil delno rezultat naključja. Singer in jaz

sva delala v Oxfordu pri vprašanjih v zvezi z Riemann-Rochovim izrekom, ki
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so izhajala iz Hirzebruchovega dela. Igrala sva se s temi vprašanji in prišlo

nama je na misel, da bi poiskala formulo z Diracovim operatorjem. Mimo je

prišel Smale in se zapletel z nama v pogovor. Povedal nama je, da je bral

Geljfandov članek, ki obravnava splošni problem indeksa operatorja. Na-

mignil je, da je to morda kaj v zvezi s tem, kar premišljujeva. Ta članek se

mi je zdel zelo težko razumljiv; toda v njem je bila splošna formulacija pro-

blema, katerega važen poseben primer sva obravnavala midva. Posvetilo se

nama je, da morava posplošiti to, kar počneva, in tako sva sčasoma prišla do

izreka o indeksu. Na pravo pot pa naju je spravilo bežno srečanje s Smaleom.

Drugi zgled je delo, ki sem ga opravil v zvezi z instantoni. Tudi tu je bilo

precej naključja. Vedel sem, da Roger Penrose in njegova skupina študirajo

geometrične vidike fizike. Eden od njih, Richard Ward, je proučeval prav lepe

stvari in je nameraval o tem govoriti v seminarju. Vprašal sem se: »Naj grem

na seminar ali ne, ali ne bo malo dolgočasno? No ja, pa prav. Šel sem na

seminar. Predavanje je bilo zelo jasno. Razumel sem, kaj Ward dela, in odšel

sem, rekoč: »Glej, glej, to je pa res dobro!« Tri dni sem napeto premišljeval,

in nenadoma se mi je posvetilo, za kaj pri stvari gre, kako je to povezano

z algebrajsko geometrijo. Od tedaj je stvar hitro napredovala. Prav lahko pa

bi ne bil šel na seminar in ta teorija bi bila še vedno tam kot prej; med ma-

tematiki in fiziki je bil namreč tedaj še prepad in dvomim, da bi kdo drug

približno tako hitro dobil pravo idejo. Razume pa se, da na seminarju pogosto

ne dobiš nobene ideje.

MINIO: Ali Vam je kak izrek ali problem posebno ljub?

ATIYAH: Tega vprašanja ne vzamem zelo zares, ker mi izreki sami na

sebi nič ne pomenijo. Zame je le matematika res »nekaj«, izreki so samo

miljniki. Poznam mnogo lepih zrn zlata, lepih reči, lepih dejstev, toda posa-

meznim ne pripisujem kaj dosti pomena. Zdi se mi, da isto velja za probleme.

Ne želim napraviti vtisa, da si predstavljam matematiko kar kot abstraktno

teorijo brez vsebine. Zanimiva je teorija, ki reši mnogo posebnih problemov,

jih postavi v pravo luč in nam tako omogoča, da jih razumemo. Često nastane

nova teorija zato, ker je nekdo najprej rešil zelo težak problem, nato pa drugi

v prizadevanju, da bi do dna razumeli njegovo delo, zgradijo okoli njega nad-

gradnjo. »Mehka« teorija, ki nima »trdih« problemov, ni za rabo.

MINIO: Kaj menite o klasifikaciji končnih enostavnih grup?

ATIYAH: O tem imam mešane občutke. Najprej, zdaj znani dokaz obsega

ogromno število strani; zdi se mi, da je nivo razumevanja precej omejen, če

znamo to napraviti samo na ta način. Upajmo, da bomo sčasoma problem

bolje razumeli. Morda se motim, toda če ga bomo, nas bodo po mojem mnenju

privedli do boljšega razumevanja ljudje, ki študirajo grupe od zunaj, ne od

znotraj.

V naravi se grupe pojavljajo kot operacije, ki premikajo stvari, so per-

mutacije ali transformacije. V abstraktni teoriji grup pa gledamo grupo

kot izoliran objekt zgolj z njegovo notranjo strukturo — množenjem; to je

zelo introvertirano stališče. Če si dovoliš samo to, imaš na razpolago zelo ome-

jen obseg metod. Če pa gledaš na grupe po njihovem delovanju, iz zunanjega

sveta, imaš za pomoč na razpolago ves zunanji svet; in tako moreš — ali bi

vsaj moral — grupe jasneje razumeti. Moja ideja, moj sen je, da bi se ti

globoki izreki o grupah dokazali tako, da bi grupo na kak naraven način pred-
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stavili kot grupo transformacij, in s tem bi morala postati njena struktura

razvidna. |

Tudi ne vem zagotovo, koliko je ta rezultat sploh pomemben. Nekateri

ljudje najbrž menijo, da je v matematiki najpomembnejša stvar sestaviti si-

stem aksiomov z aksiomi 1, 2, 3. Ti določajo neki razred objektov — prostore,

grupe ali kaj drugega. Nato se postavi problem, kako vse te objekte klasifici-

rati. Po mojem mnenju to ni pravo stališče. Pravi cilj je razumeti naravo teh

objektov in jih uporabljati; klasifikacija pa samo opiše domet teorije.

Klasifikacija Liejevih grup npr. je precej nenavadna. Poznamo spisek vseh

grup, klasičnih in izjemnih. [oda za večino praktičnih potreb zadoščajo kla-

sične grupe. Izjemne Liejeve grupe so tu le zato, da pokažejo, da je teorija

nekaj širša; same pa se le redko pojavijo. Teorija Liejevih grup ne bi bila

dosti drugačna, tudi če bi bila klasifikacija neprimerno bolj komplicirana, če

bi bilo poleg sedanjih še neskončno drugih izjemnih grup.

Zato mislim, da za matematiko ni tako zelo važno, ali vemo, da so različne

vrste enostavnih grup, ali ne. To je sicer lep intelektualni zaključek teorije,

nima pa nobenega fundamentalnega pomena.

MINIO: Toda če bi obstajala kaka druga pot do dokaza, z ekstrovertiranega

gledišča, bi tedaj klasifikacija bolj vplivala na matematiko?

ATIYAH: Bi, tako da bi ljudje spoznali, da se da ista reč napraviti tudi

drugače. Vendar mislim, da rezultat nima osnovnega pomena; ne more se

primerjati npr. s teorijo reprezentacij srup.

Pomena klasifikacije ne smemo preveličevati. Lahko je nekaj časa v sre-

dišču pozornosti in nas privede do lepih in izzivalnih problemov. Toda če

zahteva velike napore, lahko domnevamo, da bi se to moralo dati napraviti

na boljši način. Iskanje boljšega načina je lahko zanimivo samo zase, lahko

pa tudi pokaže delovanje novih idej in metod. Vidiš ta rezultat, zdi se ti lep,

a imaš le dolg, kompliciran dokaz; to je izziv za iskanje boljših načinov

dokazovanja. Iskanje je morda koristno, a koristi pridejo bolj od novih idej

kot pa od dejstva, da si našel nov dokaz.

George Mackey mi je nekoč rekel tole — in mislim, da ima zelo prav: Na

marsikaterem področju matematike niso najpomembnejše tiste stvari, ki so

tehnično najtežje, ki jih je najteže dokazati. Pogosto so pomembnejše bolj

elementarne reči, ki pa imajo mnogo povezav z drugimi področji — take

imajo najširši vpliv.

Mnoge stvari v teoriji grup so silno pomembne in se pojavljajo na vseh

mogočih koncih matematike. To so navadno preprostejše stvari: osnovni

pojmi o grupah, o homomorfizmih, o reprezentacijah. Splošne poteze, splošne

metode — to so res pomembne stvari.

isto velja za analizo. Da natančno ugotovimo, pri katerih pogojih konver-

girajo Fourierove vrste, je potrebnih nekaj prav delikatnih sklepov. Ti izreki

so tehnično zelo zahtevni in zelo zanimivi; toda za matematike, ki Fourlerovo

analizo zgolj uporabljajo, so nepomembni. Seveda se specialisti z danega pod-

ročja zaljubijo v težke tehnične probleme. Matematiki kot celota pa jih sicer

občudujejo, a jih ne uporabljajo.

MINIO: Katerega matematika najbolj občudujete?

ATIYAH: Na to mi pa ni težko odgovoriti. Najbolj občudujem Hermanna

Weyla. Spoznal sem, da je bil povsod, kjer sem sam kaj naredil v matematiki,

pred menoj že Weyl. Na večini področij, na katerih sem delal, je delal tudi
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on in opravil globoko, pionirsko delo, razen seveda v topologiji, ki se je raz:

vila po njegovem času: zanimal se je za teorijo grup, teorijo reprezentacij,

diferencialne enačbe, spektralne lastnosti diferencialnih enačb, diferencialno

geometrijo, teoretično fiziko. Skoraj vse, kar sem napravil, se po duhu zelo

ujema s stvarmi, ki jih je delal on. Popolnoma se strinjam z njegovimi pogledi

na matematiko in z njegovo presojo o tem, kaj je v matematiki zanimivo.

Videl in slišal sem ga na svetovnem kongresu v Amsterdamu. Tam je

podelil Fieldsovi medalji Serru in Kodairi. Jaz sem nato odšel na inštitut

v Princeton, on pa je bil tedaj v Zurichu in je tam umrl. Nikoli ga nisem srečal

v Princetonu, videl sem ga le takrat na kongresu. Ni torej osebni kontakt

razlog, da ga občudujem.

Že mnogo let se vsakič, ko se lotim novega predmeta, pozanimam, kdo

je tam oral ledino, in vedno se izkaže, da je bil to Weyl. Čutim, da je moje

težišče na istem mestu kot njegovo. Hilbert je bil bolj algebraik; mislim, da

ni imel popolnoma enakovredne geometrične intuicije. Von Neumann je bil

bolj analitik in je delal na uporabnih področjih. Mislim, da je nedvomno

Hermann Weyl tisti, s katerim se najbolj ujemam glede filozofije matematike

in matematičnih interesov.

( Prevedel Anton Suhadolc )

NOVE KNJIGE

Seminar on Minimal Submanifolds. Ed. Enrico Bombieri. Princeton University

Press, Princeton, New Jersey. 358 str. Annals of Mathematics Studies 103, Cena:
kart. $ 58.50, broš. 5 19.50.

Knjiga vsebuje 21 člankov iz teorije minimalnih podmnogoterosti, ki so jih avtor-

ji predstavili na Institute for Advanced Study v Princetonu v okviru specialnega

leta za minimalne podmnogoterosti 1979/80. Zelo pregleden uvodni članek, ki ga je
napisal Leon Simon, nam v kratkem predstavi nekatera najpomembnejša vprašanja,
s katerimi se ukvarja ta teorija. Naj bo N Riemannova mnogoterost dimenzije n,
to je gladka mnogoterost skupaj z infinitezimalnim skalarnim produktom. Vsaki

gladki podmnogoterosti M v N dimenzije k lahko priredimo k-dimenzionalen volu-

men, ki je lokalno končen. M je minimalna v N, če je volumen vsake dovolj majhne

gladke perturbacije M v N večji ali enak volumnu M. Na primer: enodimenzionalne

minimalne podmnogoterosti so ravno geodetke brez specificirane parametrizacije.
Izpeljana je klasična karakterizacija: M je minimalna natanko tedaj, ko je njena
srednja zakrivljenost v N identično enaka 0. V praksi so zelo pomembne posplošitve
na podprostore, ki so veliko bolj splošni od podmnogoterosti (currents). Med kla-
sičnimi problemi sta omenjena Bernsteinov in Plateaujev problem. Drugi članki
v knjigi vsebujejo nove rezultate iz teorije minimalnih mnogoterosti.

Franc Forstnerič

Evolution of order and chaos in physics, chemistry and biology, Zbornik simpo-

zija o sinergetiki, grad Elmau, Bavarska 1982, urednik H. Haken, Springer Verlag,
Berlin 1982, 286 str.

V zadnjih letih se je izredno povečalo zanimanje za nelinearne pojave v fizikal-

nih, bioloških, električnih in drugih sistemih. Pokazalo se je namreč, da kaže ob-
našanje teh sistemov skupne značilnosti kljub bistveno različnim izhodiščem. No-
vost predstavlja zlasti odkritje univerzalnosti pri prehodu v kaos, torej v področje
neurejenega, stohastičnega gibanja determinističnih sistemov. Zbornik simpozija
združuje prispevke raznolikih področij: od matematičnih študij fraktalnih dimenzij
kaotičnih sistemov, eksperimentalnih opazovanj kemičnih in optičnih bifurkacij,
do teorije nastanka življenja. Knjiga predstavlja enega prvih interdisciplinarnih
soočenj na področju nelinearnih pojavov.

Peter Prelovšek
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članek obravnava nekatere probleme v zvezi z eksistenco in enoličnostjo rešitve

neskončnih sistemov linearnih enačb.

ON INFINITE SYSTEMS OF LINEAR EOUATIONS

The article discusses some guestions concerning the existence and unigueness of

solutions of infinite systems of linear eguations.

Začetki teorije neskončnih sistemov linearnih enačb segajo v konec prejš-

njega stoletja. K rojstvu te teorije so pripomogli problemi, ki so se pokazali

pri reševanju diferencialnih in integralskih enačb. V tem članku obravnava-

mo osnovne pojme in rezultate iz teorije neskončnih sistemov linearnih enačb,

ki smo jih pobrali iz [1] in [2].

Sistemu enačb

djiXj Tr dgjoko T ...

GojXj Tr dooX9g T ..

I

se[29 (1)j

bomo rekli neskončen sistem linearnih enačb. Pri tem so koeficienti a;, in b,

realna števila, x; pa so neznanke. Rešitev sistema (1) je vsako zaporedje x;',

Xo,..., Ki ustreza vsem enačbam v tem smislu, da so vrste na levi strani kon-

vergentne in je vsota vsake vrste enaka pripadajočemu številu na desni strani.

Sistemi linearnih enačb, ki jih bomo obravnavali, se torej razlikujejo od obi-

čajnih sistemov linearnih enačb po tem, da je lahko število enačb in število

neznank neskončno, namesto končnih vsot pa nastopajo vrste. Očitno je, da

gre za posplošitev, saj lahko na vsak običajen sistem linearnih enačb gledamo

kot na neskončen sistem linearnih enačb. Za začetek si oglejmo primer, kjer

je število enačb in število neznank neskončno, vendar je na levi strani vsake

enačbe končna vsota. |

aX7 — X3 — (2)

Sistem (2) je lahko rešiti, saj gre za geometrijsko zaporedje x;:, — dx;.

Rešitev sistema (2) je torej zaporedje x; — xja'—l; ker pa je neznanka x; po-

ljubno realno število, je rešitev neskončno mnogo.

Sistem (1) bomo zapisali v obliki

x; — PM cgžy bb, , ičl,2,... (3)
k—]

ki bo za obravnavo prikladnejša. Dokazali bomo nekaj rezultatov v zvezi

z eksistenco in enoličnostjo rešitve sistema (3). Pri tem bomo uporabljali me-
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tode in rezultate, ki smo jih vajeni iz klasične analize, na koncu pa si bomo

ogledali nekatere probleme še z bolj abstraktnega stališča.

Ob pogledu na sistem (3) se nam porodi misel, da bi iz (3) napravili re-

kurzivno formulo, ki bi nam — upajmo — dala zaporedje vedno boljših pri-

bližkov rešitve sistema (3). Natančneje, vzemimo začetni približek

x0 0 (i—<1,2, ...)

in sestavimo zaporedje nadaljnjih približkov 4x;41)), (x;0)), ... rekurzivno

formulo
CO

k-1

Seveda pa nimamo nobenega vnaprejšnjega zagotovila, da se zaporedje (x;())

res približuje kaki rešitvi, ko n narašča.

DEFINICIJA 1. Če pri pravkar opisanem postopku za vsak ; obstaja

n—>oo

in če je zaporedje (x;") rešitev sistema (3), pravimo, da smo to rešitev dobili

z iteracijsko metodo.

IZREK 1. Denimo, da so pri sistemu (3) izpolnjeni pogoji c;, > 0, b;>0

(i,k — 1,2, ...) in da ima sistem nenegativno rešitev 4x/) (tj. x" > 0). V tem

primeru nam iteracijska metoda da rešitev 4xj;"j in za vsak i je O < xj' < x;.

Dokaz. Najprej bomo s popolno indukcijo dokazali, da je

x] < xath).T2o o, o $—1, 2, ... (4)

Očitno je x;40 — b;>0-— x;0), Privzemimo, da pri nekem mn velja x; >

> x;A—b), Potem je
: GO GO

xml) — Y c;zxy,) - b, > V cpxp H—D - b; — x;()
k—l k—1

Neenakost (4) je s tem dokazana. Sedaj s popolno indukcijo dokažimo, da je

x) < x. , t<1,2,... (5)

Imamo x;00% — 0 < x;/. Privzemimo, da pri nekem n za vsak indeks i velja

x; < x;. Potem je
CO CO Hi

X; — Y, CipXp ž b;, > Y cgXg MW - b; — x;ut1)
kol k—]

Neenakost (5) je s tem dokazana. Pri fiksnem i je torej zaporedje (x;())

naraščajoče in navzgor omejeno, zato je konvergentno. Limita zaporedja,

označimo jo z x;", je očitno nenegativna in zaradi (5) velja x;" < x;. Dokazati

moramo le še to, da je zaporedje x;j", xs", ... rešitev sistema. Imamo

je,e; GO

xj: — lim xa?) — lim $ c;zxy 0) b; — V cipa" t b;
np—>co n—oo ks] k—<]l

Dobili smo torej x;" — Ži, c;;Xy" - b;,t— 1,2,..., vendar moramo še opravičiti

limitni prehod pod sumacijskim znakom. Ker je X;, C;gXp) < Ži; CipXy;, kon-
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vergira vrsta Ži; c;px,") enakomerno glede na m, zato res lahko pišemo

lim, Xx CigXp) — Ži; Cip lim, X,). Izrek je s tem v celoti dokazan.

DEFINICIJA 2. Neskončen sistem linearnih enačb

X,— S CaX, EB; , ičcl,2,...

k<l

je sistemu (3) majoranten, če je c;, < C;, in bj, < B;zai,k—l,2,...

IZREK 2. Če ima majorantni sistem nenegattvno rešitev X;>0, nam

iteracijska metoda za sistem (3) da rešitev [x;") in zanjo velja x, < X?.

- Dokaz. Denimo, da ima majorantni sistem nenegativno rešitev X;/ % 0.

Za majorantni sistem so izpolnjeni vsi pogoji izreka 1, zato obstaja nenega-

tivna rešitev Xj;" — lim, X;W < X/, pri čemer je X,;0)-—0 in X,nrli —

— Žig C,XgW) - B;. S popolno indukcijo bomo dokazali, da za vsak i in za

vsak m velja odnos

xjnt) — x)! < X,ntlh . Yin) (6)

V začetku imamo |x')) —x;0)| — Db; < B; — X;0— X,0, Privzemimo, da pri

nekem mn velja, x;) — x;W—0), < X;(m) — X;u—), Potem je x) — x) —

— pa Czy(x;y,) — x), < Žu, C(X,) — X;n—-l)) — X;ntl) — X(n), Neenakost

(6) je s tem dokazana. Zaradi (6) je vrsta

xD - (azD —x0) - (xD — ab) -... (0)

konvergentna, ker je konvergentna vrsta

XD pt (XD —X0) - (MO X0) £... (8)

Očitno je x;" vsota vrste (7) in X;" vsota vrste (8). Zaradi neenakosti (6) je

poleg tega |xj'| < x;" in zato tudi |x;", < X;, saj je zaporedje X;", X;", ... taka

rešitev majorantnega sistema, da je X;' < X;/ (glej izrek 1). Dokazati bi morali

še to, da je zaporedje x;", xs", ... rešitev sistema (3), ker pa je dokaz prav tak

kot pri izreku 1, ga bomo opustili.

V nadaljevanju si bomo ogledali, kako je z eksistenco rešitve pri tako

imenovanih regularnih in povsem regularnih neskončnih sistemih linearnih

enačb. Pri tem se bomo sklicevali na izrek 2.

DEFINICIJA 3. Sistem (3) je regularen, če je Ž,;, |c;,| < 1 za vsak i, in je

povsem regularen, če obstaja tako število 4, > 0, da je $, (Cik] < 1—ao< 1 za

vsak :.

Pišimo

0i < 1—Y cz, , i—1l, 2, ... (9)
k—1

IZREK 3. Naj; bo sistem (3) regularen. Denimo, da obstaja tako število

K >O0, da je |b)] < Ke;zai—1,2,... Potem nam iteracijska metoda da reši-

tev (x) sistema (3) in zanjo velja |x;", < K.

Dokaz. Oglejmo si sistem X; — X; cix] Xx K e;, ki je sistemu (3) majo-

ranten. Če upoštevamo (9), vidimo, da ima sistem, ki smo ga pravkar zapisali,

pozitivno rešitev X; — K. Izrek je s tem dokazan, saj so izpolnjeni vsi pogoji

izreka 2.
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Rezultati, ki smo jih obravnavali doslej, govorijo o eksistenci rešitve,

o enoličnosti rešitve neskončnih sistemov linearnih enačb pa doslej še nismo

spregovorili. Seveda se lahko zgodi, da ima neskončen sistem linearnih enačb

več rešitev. Problem enoličnosti rešitve je v tesni zvezi s tem, kaj od rešitve

zahtevamo. Najprej bomo dokazali, da ima povsem regularen neskončen si-

stem linearnih enačb kvečjemu eno omejeno rešitev.

IZREK 4. Povsem regularen neskončen sistem linearnih enačb ima kveč-

jemu eno omejeno rešitev.

Dokaz. Zadostovalo bo, če dokažemo, da je trivialna rešitev edina ome-

jena rešitev povsem regularnega homogenega sistema x; — Ž, c;,X,. Naj bo

torej (4x;) omejena rešitev povsem regularnega homogenega sistema. Ozna-

čimo z M natančno zgornjo mejo zaporedja ;x/|. Imamo |xi| < X,; |cix] M <

< M(1— ce). Od tod dobimo M < M(1—6). Imamo torej M — 0 in zato je

x; — 0 za vsak :. 'Irditev je s tem dokazana.

Izrek, ki smo ga pravkar dokazali, pa ne velja za regularne sisteme. Lah-

ko se namreč zgodi, da ima regularen sistem več omejenih rešitev. Oglejmo

si sistem

uz! ! )ain , i-1,2,... (10)

Hitro se vidi, da je ta sistem regularen in da sta omejeni zaporedji x;— 1

in x; — 1/(i -- 1) rešitvi tega sistema.

IZREK 5. Naj bo sistem (3) povsem regularen. Denimo, da obstaja tako

število M >0, da je b; < M za ix<—1], 2, ... Potem obstaja natanko ena ome-

jena rešitev xj", dobimo jo lahko z iteracijsko metodo in zanjo velja |xj', <

< M/a.

Dokaz. Enoličnost omejene rešitve sledi iz izreka 4, preostali del dokaza

pa je prav tak kot pri izreku 3.

Neskončne sisteme linearnih enačb smo obravnavali v okviru klasične

analize. Nekaterih problemov pa se lahko lotimo z uporabo rezultatov in

metod iz funkcionalne analize. Ravnamo podobno kot pri običajnih sistemih

linearnih enačb, ki jih moremo zapisati v matrični obliki in obravnavati

ustrezne matrične enačbe. Najprej si bomo izbrali primeren neskončno raz-

sežen Banachov prostor. V tem primeru bo to /.., to je prostor vseh realnih

omejenih zaporedij, kjer je norma zaporedja natančna zgornja meja absolut-

nih vrednosti členov zaporedja. Neskončen sistem linearnih enačb (3) more-

mo zapisati v obliki operatorske enačbe

x — Ax - b (11)

pri čemer je b — (b;, bz, ...), x — (xi, Xa, ...) in A linearen operator, definiran

takole

Iz pogoja ž |c;;] < I—a<1,i-—1, 2, ... (glej definicijo povsem regular-
nega sistema) sledi, da preslika operator A vektorje prostora Z,, nazaj v ta
prostor, da je ta operator omejen in da za normo velja ocena

JA| <1 (13)
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Če za omejen linearen operator A: X -> X, kjer je X poljuben Banachov

prostor, velja ocena (13), potem obstaja operator (7 — A)"1, ki je tudi omejen.

Z I smo tu označili identični operator (glej [3] str. 213). Vrnimo se k enačbi

(11). Ker torej obstaja omejen linearen operator (Z — A)-i, ki deluje na pro-

storu [,, je očitno, da je enačba (11) rešljiva in da je vektor x — (I — A)-i b

edina rešitev te enačbe v prostoru |,..

Do rešitve pa nas pripelje tudi iteracija. Natančneje povedano: zaporedje

x0), x), xD), ... kjer je x(0 poljuben vektor iz [,, in je x«rl — Ax) -- b

za n > 0, konvergira k rešitvi enačbe (11). To sledi iz znanega Banachovega

izreka o skrčitvah (glej spodaj). Očitno je pravkar definirana iteracija iden-

tična s tisto, ki smo jo definirali na začetku članka, le da smo tam vedno

vzeli x0) — 0, Tako dobimo nov dokaz (ali z drugimi besedami povedan isti

dokaz) izreka 5.

Spomnimo se Banachovega izreka. Dokaza ne bomo navedli; poiščemo ga

lahko v marsikaterem učbeniku (glej npr. [1], str. 6h).

Naj bo (X,d) metričen prostor. Preslikavo f: X -> X imenujemo skrčitev,

če obstaja takšna pozitivna konstanta g < 1, da za poljuben par X;, %a e X

velja d(f(x;), [(x2)) S g d(xi, xs).

IZREK 6 (S. Banach). Naj bo (X,d) poln metričen prostor in f:X > X

skrčitev. V tem primeru ima enačba f(x) — x natanko eno rešitev. Če vzame-

mo poljuben element x,ne X in definiramo rekurzivno x,,4 — f(x,) za n ZO,

je zaporedje Xo, Xj, Xa, ... konvergentno in njegova limita je rešitev enačbe

x) — x.

Denimo, da imamo povsem regularen sistem z omejenim zaporedjem D;,

ba, ... Preprost račun pokaže, da preslikava f(x) — Ax -- b (glej (11) in (12))

preslika elemente prostora [, nazaj v ta prostor in da je skrčitev: za kon-

stanto g lahko vzamemo kar |Aj. Izpolnjeni so torej pogoji izreka 6, zato

zgoraj definirano zaporedje x), x(W), x(2), ... kovergira k edini omejeni re-

šitvi enačbe x — Ax -- b.

Pomudimo se še nekoliko pri regularnih sistemih. Če bi želeli za te siste-

me dokazati, da ima pripadajoča operatorska enačba eno samo rešitev v pro-

storu /,,, bi naleteli na oviro. Težava je v tem, ker iz pogoja X,; |c;x| < 1 v de-

finiciji regularnega sistema sledi samo ocena ||A| < 1 in ne (13) (oziroma za

»modul skrčitve« g preslikave f(x) — Ax - b dobimo le oceno g< 1 in ne

g < 1). Neenakost (13) pa je za dokaz eksistence omejenega linearnega ope-

ratorja (4 — A)-t in s tem za dokaz eksistence in enoličnosti rešitve operator-

ske enačbe x — Ax -- b bistvenega pomena (oziroma neenakost g < 1 je v Ba-

nachovem izreku nujno potrebna). Ker smo že prej navedli primer regular-

nega sistema, ki ima dve različni omejeni rešitvi (glej primer 10)), je očitno,

da pri tovrstnih sistemih brez dodatnih omejitev ne moremo dokazati edino-

sti rešitve.
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RUSSELLOVA ANTINOMIJA

IZIDOR HAFNER

Math. Subj. Class. (1980): 03A 05, 03 E 30

Prispevek obravnava eno od možnosti za izognitev Russellovi antinomiji.

RUSSELIL'S ANTINOMY

In the article one possibility to bypass Russell's antinomy is analized.

Ena možnih izpeljav Russellove antinomije poteka takole:

Najprej definiramo množico .// z definicijo

% <M —O0VY Veš —% £ %)

Če v zgornji definiciji za »%« vstavimo »./«, dobimo:

M << M —ONWYOVeM —UW V)

Potem ko upoštevamo, da velja ./ —./, dobimo

(V 8) (V ec M -—Y €Y)

Od tod izhaja

M EM ZM EM

kar je protislovje oblike p <-> | p, saj je. 4 4 okrajšava za |.%e€4. Pri tej

izpeljavi smo se omejili na primer, ko pogovorno področje tvorijo samo

množice. |

Seveda mora vsak uporaben sistem preprečiti izpeljavo protislovja. Ena

možnost je, da oporekamo uporabljenim pravilom sklepanja (npr., da iz

(V V) A (7%) sledi A(./)) ali izjavi. —./. Toda v tem primeru se ne držimo

standardnega pomena logičnih znakov (V,3J,<—,...).

Druga možnost je, da s samo definicijo nekaj ni v redu. To pomeni, da

moramo prepovedati definicije določenih oblik. Seveda pa tu nastopijo težave,

saj Je z definicijo prazne množice

$ —O—(V V (V € 4)

ki je po obliko podobna definiciji množice ./, vse v redu.

Tretja možnost je, da definicijo lahko vpeljemo le, če so izpolnjeni določe-
ni pogoji v obliki že dokazanih izrekov. V tem prispevku bomo analizirali

ravno to pot.

Vzemimo, da teorijo množic razvijamo v jeziku prvega reda z enakostjo.

To pomeni, da znak enakosti spada v osnovno logično teorijo. Edini osnovni

izvenlogični znak je e, za individualne spremenljivke pa vzemimo črke

1, B,€,..., K, Y, .

(katerih zaloga vrednosti so množice).
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Predpostavimo, da teorijo razvijamo v jeziku prvega reda z enakostjo in

da vpeljujemo nov n-mestni funkcijski znak f (v primeru n <— 0 je to indi

vidualna konstanta) z definicijo oblike

Pogoj zanjo sta izrek o eksistenci

(47)D (2)

in izrek o enoličnosti

DAD,[(y] > y < y" (3)

Oba pogoja skupaj zapišemo

(E!y) D (b)

Seveda pa moramo izrek (4) dokazati, preden zapišemo definicijo oblike (1).

Odgovor na vprašanje, kakšnim dodatnim pogojem mora ustrezati formula D,

in pojasnila o rabi oznak bo bralec našel v članku Jezik prvega reda z ena-

kostjo, Obzornik 28 (1981) 1, str. 24—32.

Pogoj (4) moramo jasno ločiti od izreka

(E!y) (y —< £uu...x,) (5)

ki je sila trivialen, o čemer se prepričamo z naslednjim dokazom

fx,...X, — IXi... Xn (sledi iz x — x)

(4 y) (y — fx,...x,) (sledi iz prejšnje vrstice, saj lahko za y vzamemo kar

fx, Xa...X,)

Enoličnost dokažemo takole

y — fxi... X, (predpostavka pogojnega sklepanja)

y — Ixj;... X, (predpostavka pogojnega sklepanja)

— y (sledi iz prejšnjih dveh vrstic)

Prav tako enostavno pa iz definicije sledi tudi izrek (4)

(E!y)D (saj je (E!y) D-(E!y) (y — fx,...x,))

Toda ta dokaz je brezpredmeten, saj moramo izrek (4) dokazati pred vpeljavo

definicije (lb).

Torej moramo, preden lahko zapišemo definicijo množice./, dokazati izrek

(E! 7)(V V) (V eY —UW € W)

Izpeljava Russellove antinomije ni mogoča, dokler ne dokažemo tega iz-

reka. Aksiome teorije množic pa moramo izbrati tako, da kaj takega ne bo

mogoče. |

« V formuli D ne nastopa prosto nobena spremenljivka razen spremenljivk

Xi, ... X,, $. Oznaka D, [y] pomeni formulo, ki smo jo dobili iz formule D, ko smo

zamenjali vsa prosta nastopanja spremenljivke y s spremenljivko y', ki ne nastopa
v D.
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Pogoj za vpeljavo definicije prazne množice

K —<De(V V (V £%)

je dokazan izrek

(E! 2) (V % (V €)

Pogoja za vpeljavo definicije para in unije sta

(E!/)(V /(Vev —UY — sd xy %Y<—%)

(E! Z) V] (Vez —YeA4wyYeE%B)

Ko smo dokazali ta dva izreka, lahko definiramo

Y —<( A, B) <0 YU VeEV YU < sSdiyY <8)

I <sdUBe(IW0WYWWVeI —YedvyYVeE%)

Seveda moramo eksistenčni pogoj za unijo razlikovati od naslednje trivialne

posledice definicije unije

(E! 7) (Z —.4U 4

V neformalni matematiki pogosto vpeljemo definicijo, preden dokažemo

eksistenčni pogoj. V zvezi s tem se pojavlja problem, katere izreke lahko do-

kazujemo v zvezi z novo uvedenim pojmom, če še nismo dokazali eksistenčne-

ga pogoja. Pogosto pa eksistence objektov v neformalni matematiki sploh ne

dokazujemo. To še posebej velja za osnovne pojme algebre množic. Izreke,

kot sta 0— 0 ali 0 c 7, dokažemo, ne da bi o eksistenci prazne množice dvo-

mili. Strogo vzeto moramo te izreke vzeti kot pogojne izreke, brezpogojno pa

veljajo šele, ko smo dokazali eksistenco ustreznega objekta. Tako na primer

izrek 0 < Z pove nekaj o prazni množici, če le-ta obstaja.

NOVE KNJIGE

ŠPORER Z., Oh, ta matematika, Društvo matematikov, fizikov in astronomov
SRS, Ljubljana 1984, 224 str. Iz srbohrvaščine prevedel J. Moder (Presekova knjiž-

nica ; 16).

Knjiga, posvečena vsem, ki nimajo radi matematike, želi bralcu pomagati, da

spozna današnjo matematiko. Prijetna in duhovita razlaga je pisana v obliki po-

govora, ki ga spremljajo domiselne pripombe in naloge ter številne poučne in tudi

šaljive slike N. Dragiča.

Prvo poglavje govori o množicah in operacijah med njimi, o preslikavah, ekvipo-

lenci množic in kardinalnih številih. Sledi poglavje o naravnih številih, kjer po

kratkem vpogledu v teorijo števil prodremo v svet neskončnega, nato spoznamo

Peanove aksiome in aksiomatično metodo v matematiki sploh. Poglavje o logiki

obravnava izjavni račun in zatem še predikate. Zadnje poglavje govori o sami

matematiki, o postavljanju nalog, o paradoksih v teoriji množic, o matematičnih

strukturah. Sledi še kviz iz matematike kot preizkus razumevanja matematičnih

pojmov, na koncu pa so rešitve in odgovori k vsem nalogam oziroma vprašanjem.

Knjiga bo zelo koristila učencem višjih razredov osnovne šole pa tudi starejšim

bralcem. S posrečeno izbranimi primeri jim bo dostopno razložila, za kaj gre pri

posameznem pojmu ali trditvi; pomagala jim bo popraviti morebitne napake ali

nejasnosti pri razumevanju matematike. Poklicnim matematikom pa avtor pri-

poroča, naj pri svoji razlagi ne zaidejo v pretirano abstrakcijo in formalizem; kar

je sicer jasno in precizno zanje, ni tudi za učenca-začetnika.

Janez Rakovec
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Šestdesetletnica de Brogliejevega doktorata ponuja priložnost za pogled na zavite

poti, po katerih prihajajo fiziki do novih spoznanj. Članek razčleni de Brogliejevo

začetno zamisel in nakaže njegovo pot do faznega valovanja, na osnovi katerega

je Schrodinger zgradil valovno mehaniko. Nato poda današnji pregled na de Brog-
liejevo valovanje in opozori na razloček med njim in Schrodingerjevo valovno funk-
cijo. De Brogliejevo valovanje se pokaže kot prehoden korak, ki je bil, zgodovinsko

gledano, nadvse pomemben, dandanes pa je pri pouku kvantne mehanike mogoče

shajati brez njega.

THE DE BROGLIE WAVES

The sixtieth anniversary of de Broglie's thesis offers an opportunity to survey

the strange pathways on which physicists acguire new knowledge. In the article

the initial de Broglie's hypothesis is analysed and his way to phase waves, which
were the basis for Schrodinger's wave mechanics, described. A contemporary view

on de Broglie's waves is given and the distinction between these waves and Schro-
dinger's wave function emphasized. De Broglie's hypothesis is envisaged as a trans-

itional step which, in historical perspective, was extremely important but which
nowadays can be avoided in the teaching of guantum mechanics.

Svetlobni kvanti

Kvantna mehanika, ki je prinesla v pogled na svet velike spremembe, ni

nastala v enem zamahu. Njeni začetki segajo k proučevanju sevanja. Max

Planck leta 1900 ni mogel pojasniti spektra črnega telesa drugače kot tako,

da je vpeljal energijske obroke: oscilatorji izmenjujejo s sevanjem energijo

v kvantih, sorazmernih s frekvenco. Ni čisto nedvoumno, ali so mišljeni z osci-

latorji atomi v steni votline ali v votlini, a vsekakor jih sestavljajo naelektreni

delci. Albert Einstein je šel leta 1905 korak dalje in privzel, da je razdeljena na

svetlobne kvante, »lokalizirane v točkah prostora«, energija samega elektro-

magnetnega valovanja. Planckove razlage tedaj fiziki niso sprejeli, še manj so

sprejeli Einsteinovo zamisel. Kaže, da niso bili pripravljeni opustiti uspešne

Maxwellove teorije elektromagnetnega polja, ki so jo osvojili komaj pred de-

setletjem ali dvema.

Da je morda včasih s svojimi spekulacijami tudi zgrešil cilj, kot na

primer z zamislijo o svetlobnih kvantih, mu ne smemo preveč zameriti,

kajti tudi v najbolj eksaktnem naravoslovju se ni mogoče dokopati do

resnične novosti, če si ne upamo tvegati.

M. Planck v predlogu za izvolitev A. Einsteina

v berlinsko Akademijo znanosti, 1913

Dalje je tekel razvoj preko Einsteinove razlage za speciiično toploto trdnin

(1907). Le-ta je naletela na boljši odziv, ker je zadevala snov, ne sevanje. To

velja delno tudi za zamisel Nielsa Bohra, s katero je pojasnil valovno dolžino

vodikovih spektralnih črt (1913). Robert Andrews Millikan spočetka sploh ni

verjel v Einsteinovo zamisel. Moral pa jo je sprejeti, ko je pri fotoefektu
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z merjenjem potrdil napovedano linearno zvezo med največjo kinetično ener-

gijo izbitih elektronov in frekvence svetlobe (1915—1916).

Nekoliko poenostavljeno je mogoče reči, da je tekel razvoj še po drugi

poti, ki navadno ostaja v senci omenjene prve poti. Pri tem mislimo na pro-

učevanje rentgenske svetlobe, v katerem je bilo zaradi eksperimentalnih izho-

dišč manj odpora do svetlobnih kvantov [1]. K temu so silile ugotovitve, da

rentgenska svetloba pri prehodu skozi plin ionizira samo maloštevilne atome,

iz njih izbiti elektroni pa imajo skoraj tolikšno kinetično energijo kot elektro-

ni v rentgenski cevi. Rentgenske žarke so si predstavljali kot ozke energijske

pljuske in so govorili o iglastih žarkih.

Do prave veljave je pripomogel svetlobnim kvantom šele leta 1922 Arthur

Holly Compton [2]. Del rentgenske svetlobe, ki ima pri sipanju rahlo povečano

valovno dolžino, je pojasnil s trki kvantov s skoraj prostimi elektroni.

Brata de Broglieja

Podobno kot Compton je povezal obe poti tudi Louis de Broglie. Sprejel

je Einsteinovo zamisel o svetlobnih kvantih skupaj s posebno teorijo relativ-

nosti in se v laboratoriju brata Mauricea dodobra spoznal z raziskovanjem

rentgenske svetlobe.

NIN z Maurice de Broglie se je leta

SUM 1908 po doktoratu začel zanima-

HODNO Po ti za kvantno teorijo. Po Laueje-

vem tinterferenčnem poskusu z

rentgensko svetlobo leta 1912 je

premaknil težišče svojega dela k

rentgenskim raziskavam. V ta

namen je vzdrževal zasebni labo-

ratorij, kar je bilo sicer v prejš-

njem stoletju običajno, a je po-

stalo v našem vse bolj redko. S

sodelavci, od katerih omenimo

samo Alexandra Dauvilliera, je

dosegel največji uspeh pri raz-

iskovanju fotoefekta z rentgen-

sko svetlobo. Kinetično energijo

izbitih elektronov je določil po

odklonu v prečnem magnetnem

polju. Ugotovil je, da je največja

kinetična energija elektronov

samo za vezavno energijo manjša

od kinetične energije, s katero za-

devajo elektroni v rentgenski

cevi anodo. To ga je utrdilo v

misli, da »ima elektromagnetno

- valovanje delčno naravo ali pa se
SI. 1. louis de. Brog sle. Rojen je bil mh AV-.' v njem energija zgosti v določe-

gusta a PP a LAčOVS NASTAGO ZA ih točkah valovne fronte, če
fiziko je dobil leta 1929 »za odkritje valovne %

narave elektronov« ima valovno naravo«.
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Kvantna teorija med francoskimi fiziki ni našla veliko privržencev. Med

redkimi, ki so ji posvečali večjo pozornost, je bil Paul Langevin. Maurice de

Broglie je sodeloval z njim leta 1911 kot znanstveni sekretar prvega Solvaye-

vega srečanja. Pri bratu so prišli Louisu v roke prispevki s tega srečanja in

naredili nanj tako močan vtis, da se je namenil »spoznati naravo svetlobnih

kvantov«. Presedlal je na fiziko, čeprav je opravil že prvo stopjo na zgodovini.

Vojna je prekinila študij, a leta 1919 ga je nadaljeval pod Langevinovim

vodstvom.

Spočetka se je v bratovem laboratoriju vključil v raziskovanje rentgenske

svetlobe. Pozneje je izjavil: »Pogovarjali smo se o najbolj perečih in nepriča-

kovanih vprašanjih tedanjega časa, posebno o razlagi poskusov pri fotoefektu

z rentgensko svetlobo.« »Ti dolgi pogovori... so bili zame zelo koristni, ker

so me silili h globokemu premišljevanju o tesni povezavi delčnega in valov-

nega stališča.« L. de Broglie je skupaj z bratom Mauriceom in A. Dauvillierom

napisal nekaj člankov. V enem od njih je poskusil pojasniti rentgenske spektre

z Bohrovo teorijo atomov. To ga je usmerilo tudi k raziskovanju delcev.

Bistvena poteza L. de Broglieja v delih pred letom 1923 je bila v tem, da

je brez posebne utemeljitve pripisal svetlobnim kvantom od nič različno maso.

Kvanti naj bi imeli lastno maso , 10- g ali manj. Zaradi tega je morala biti

njihova hitrost za malenkost manjša od hitrosti c, s katero bi se gibali kvanti,

če bi imeli lastno maso nič.

Po zgledu enačb posebne teorije relativnosti za gibalno količino in polno

energijo delca z večjo maso m, denimo elektrona, in hitrostjo v

je postavil za svetlobni kvant enačbi

ps<uyV W <yyuc?

K vante je obravnaval kot nekakšne svetlobne atome, ki se vežejo po dva, tri-

je... v svetlobne molekule, in je s tem pojasnil Planckov spekter črnega tele-

sa. la, za nas presenetljivi pogled so tedaj zastopali še nekateri drugi fiziki.

De Brogliejeva zamisel

Jeseni leta 1923 je Louis de Broglie objavil v Cormuptes rendus (zbranih de-

lih francoske Akademije znanosti) drugega za drugim tri kratke prispevke.

V prvem z naslovom Valovi in kvanti se je skliceval na relativistično zvezo

med maso in energijo in samovoljno trdil: »Osnovna zamisel kvantne teorije

je v tem, da je nemogoče obravnavati izolirano množino energije, ne da bi ji

priredili neko frekvenco. Po tem premisleku je priredil mirujočemu elektro-

nu v lastnem opazovalnem sistemu $' periodični pojav s frekvenco

Li
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To ga je najprej spravilo v zadrego. Če se je namreč oziral na polno energijo

W <— y me?, je dobil v opazovalnem sistemu S, v katerem se giblje elektron

s hitrostjo v po osi x, za frekvenco

v < y M ci/h ZE V v
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