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snovi, ki je predvidena za poglavje N
. letniku vzgojno imbmmvam%a

tode v @kmru mdm@m up@mbna a’tenaﬁka v 4
programa; na ravoslovno-matem atiéna tehnolo oija.

This is a survey of the mat
as aﬂ @f ih@ j@i,i

metode P m redevan } 1 prob
— geometrija (35 ur)
— teorija gratov (20 ur)
— teorija stevil (20 ur)
— numericne metode (20
— statistika (20 ur)
— matem aﬁcm praktikum
I P spadajo v 3. E_@ﬁimk preostala Sfﬁm pa v 4
Vv ter n &lanku bomo na kratko pregledali vsebino pog]
j@ \4 u@m@m nam‘m mcﬁan& mkm@

E@mik

ﬁmkuj navadna u@mu}a in tangentna
Upora ’- pri analizi funkcij.
o je po] jasnilo:
c@nm navajamo na racunske Spmmosm 1n
numericnimi postopki ter ob njih s pojmi: p
o" in stabilnost racunskega pasmpka
jiti obcCutek za natancnost in krmgn%t pm

Nekaj osnovnih pojmov o pribliz - ugﬁnm 0Znajo ze v E
letniku, nekaj postopkov pa v 3. letniku (npr. I metodo). Seveda
je bistveni del potrebnega znanja za to poglav] odvoda
ter nekaj osnovnih uporab infinitezimalnega racuna.




Za uspesno obvladanje tega poglavja je treba imeti na razpolago vsaj pre-
prost zepni kalkulator, zazelen pa je seveda dostop do raCunalnika z nekaj
spomina in moznostjo programiranja.

Oglejmo si sedaj na kratko osnovne razdelke v pregledni obliki. ObSirnejsi
tekst bo izSel kot posebna publikacija.

. Napake pri numeriCnem racunanju
1.1 Numericna matematika

Numericna matematika je veja matematike, ki razvija metode za nume-
ricno resSevanje matemati¢nih problemov. Med poglavji numeri¢ne matema-
tike so tudi taka, ki so v zvezi z elementarno matematiko in osnovami visje
matematike: numeri¢no re$evanje sistemov linearnih enac¢b, numerié¢no reSe-
vanje algebrai¢nih in transcendentnih enacb, interpolacija ter numeri¢no od-
vajanje in integriranje.

Pri numeri¢nem re$evanju kakega problema izhajamo iz $tevilskih podat-
kov, nato pa s kon¢nim zaporedjem elementarnih operacij izracunamo re-
zultat v Stevilski obliki. Elementarne operacije so navadno osnovne Stiri
aritmeticne operacije in v racunalnik vgrajene funkcije. Rezultati so pravi-
loma le priblizki, zato je bistveni del numeri¢nega raCunanja tudi ocenjevanje
napak v rezultatih. |

Numeri¢ne metode uporabljamo predvsem takrat, kadar drugih metod ni,

npr. pri algebraiCnih enacbah visjih stopenj (x5—5x + 1 = 0), za reSevanje
| 1 \

transcendentnih enacb (x = tgx) ali za raCunanje integralov (I = [ eT dx |

| | | ! N

Vcasih pa so numeri¢ne metode udobnejSe od analiti¢nih, kot npr. pri enacbi
x3—5x + 1 =20, ki jo sicer lahko reSimo s Cardanovimi formulami [2], a pr1
tem nastopi operacija tretji koren iz kompleksnega Stevila, ki ni elementarna.
Vcasih pa je analiti¢na reSitev taka, da iz nje brez dodatnih transformacij
ne moremo izra¢unati reSitve dovolj natan¢no. Zgled za to so integrali

1
[,=(xre>dx, n=01,2 ...
0

Z 1ntegracijo per partes dobimo formulo

[, = e1nl! (6 — > 1/k !)

k=0

ki je v tej obliki neuporabna za kolickaj velike n ali za nekoliko veCjo natanc-
nost. | |

1.2 Izvori napak

Numeri¢no resevanje kakega matematiCnega problema lahko razumemo
kot raCunanje vrednosti neke funkcije

F: X Y

pri danem argumentu x iz X. Pri tem sta navadno X in Y normirana linearna
prostora nad obsegom realnih Stevil. Brez Skode za razumevanje si lahko
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dnosti dane funkcije ene spremenljiv-
kar i 0, z/4], ¥ pa in-

e
=y

imenujemo celotna ?mpaka vrednosti y*. Pravilom mag@m 1Z.0-
oniti. Res pa je tudi, da v praksi ne pmmbu j@M@ m@mh rezultatov, saj 1ih
Ea 1ko realiziramo le z Gbgﬁm nmﬁa@nosm@ |

Em ore napak, ki 1 pri numericnem na tri sku-

delimo

racunanju,

Podatki za numericno mgﬁwamg SO navadﬂ@ dobljeni z aﬁ pa
SO mmgunam S - ni. Tudi pm @Hamu p@daﬂmv v racunalnik
-. v osnovne natanc-

be mzuhamv }e neobcuﬁ;w E@ pa; se Eana
spremenijo, je problem
med who&fzm neodm

j o ve Ee maj hn@ spremen
ko rezultati pri maj jhni spremembl podatkov mocno
obcutljiv. Stopnjo obcutljivosti merimo z mzmems
S‘Emmg ive 1 n in vehkosq napake v podatkih. O

Obcuﬂgimh pm‘biemgv so vrednost hitro mamgmwce m;ﬂku}c

bliznja korena kvadratne enacbe,
ac @dwdhwe funkcije.

cnih ﬁp@mmL ampak le kot rezultat neskoncnega procesa. |
mgﬁvam'u smo prisiljeni vse neskoncne procese nadomestiti s kon@m
npr. lim poredja nadomestimo s pazm m Clenom, neskoncno vrsto s konéw
delno vsoto, odvod funkcije s konénim diferenénim kvocientom, integral
koncéno vsoto. | | \

Okrnitev neskoncnega procesa lahko tolmacimo kot zamenjavo prave funk-
cije F' z neko drugo funkcijo G, ki pa jo je mogoce numeri¢no realizirati, tc
se pravi, da je mogoce dobiti njeno vrednost s konCnim Stevilom elementar-
nih operacij. Zato lahko 1zracunamo kveCjemu




Razliko

imenujemo napaka metode. N
dosezemo, da je absolutna vrednost napake metode poljubno majhna, Ce le
dovolj pozno okrnemo ustrezni neskonéni proces. Za uporabo metod je vazna
hitrost konvergence, ki vpliva na ekonomic¢nost metod, to je na racunski cas
ali ceno ra¢unanija. |

c) Aritmetika

Vsi digitalni rac¢unalniki imajo zmoZnost predstaviti le konfno mnozico
racionalnih Stevil. Aritmeti¢ne enote teh racunalnikov so take, da pri posa-
meznih aritmeticnih operacijah toCen rezultat nadomestijo s priblizkom v
mnozici predstavljivih Stevil. Zaradi napak pri izvajanju aritmeticnih opera-
cl] na posameznih korakih konc¢nega racCunskega procesa tudi Stevila y ne
moremo izracunati toc¢no, ampak lahko dobimo Ee njegov priblizek y*, ki je

koncni 1zracunani rezultat.
Razliko

Dzﬂymy*

imenujemo zaokroZitvena napaka. Ta je odvisna od vrstnega reda operacij,
od natancnosti racunanja in nacina zaokrozevanja. Osnovna zaokroZitvena
napaka je maksimalna napaka pri eni aritmeticni operaciji. Racunski proces
imenujemo stabilen, Ce je zaokrozitvena napaka primerno omejena. Ce pa
so lahko zaokrozitvene napake poljubno velike, pravimo, da je racunski
proces nestabilen. Stopnjo nestabilnosti merimo z razmerjem med velikostjo
zaokrozitvene napake in osnovno zaokrozitveno napako. Oceno za to razmerje
imenujemo nestabilnost racunskega procesa. |

Primeri stabilnih ra¢unskih procesov so Hornerjev postopek za racunanje
vrednosti polinoma, seStevanje pozitivnih Stevil, dvoclenska rekurzivna rela-
clja v pravi smeri.

Primeri nestabilnih racunskih procesov so odstevanje priblizno enakih po-
zitivnih Stevil, dvoclenska rekurzivna relacija v napacéni smeri.

Ocitno velja med nastetimi napakami zveza

DmDn+Dﬁn+Dz

Celotna napaka je torej vsota posameznih napak. Pri tem se posamezne na-
pake lahko med seboj delno ali v celoti unicijo. Za ocene pa velja

D| < Dy + D] + D

Ocena za celotno napako je vsota absolutnih vrednosti posameznih napak,
all Se veC, vsota ocen za posamezne napake. Ocene se torej vedno le seste-
vajo. Zato je ocena za celotno napako dostikrat pesimistiéna

Ponavadi izbiramo natancnost racunanja tako, da so vsi trije pmspevkl
v oceni celotne napake prlbhzno 1stega velikostnega reda.

Pri numeriCnem resevanju se torej trudimo, da

— formuliramo probleme tako, da se i1zognemo veliki obcutljivosti,

— izbiramo ekonomicCne metode, da se izognemo prevelikim stroskom ali
preveliki 1zgubi Casa in
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prevelikim za-

Sféabﬁﬁ@ racunske procese, da se izognemo

17

Primeri méwm?ci% nalog iz elementarne matematike

}@ - na?i@ ki zah’wvaw ﬁuemgﬁ@ racu-

a} Lm@m na 1'&@?@@3&@%}&
5 prodorom sodol mh mcuna%mkﬁv v vsakdanje Fivlj
umericnem racunanju zastarela. K

ze 1z razlogov Sp@zna}@ logaritme k@i: m,@umm np@w

Pri mfter Oiam ji z linearno funkcijo gz.e?& jem

O najprej 1zraz za
metode |

f@@ — {ﬁﬂ — f?‘*’{g} {x w .?C;“ {ﬁﬁ X, —Jrl}/z

Tu je f(x) ’iaehmna Eundja za katero predpostavijamo dvakratno zvezno
odvedljivost, (x) polinom prve stopnje, ki gre skozi tocki (x, ﬂxk}} in {x;gﬁﬁ
{x% +1)), Stevilo & pa za vsak x med x; in x;,.; tudi lezi tam nekje vm es. Ce
ijskih vrednosti f(x;), ampak le njihove priblizke
ygw pm@m ﬂ&ﬁ’?ﬁanﬁ v interpolirani vrednosti me@%mnmm, ﬂapaka ki1 zZa 1NOo-
- X 1IN Xz 1 DE pmseze vecje od < v vrednostih ygg
zaokrozitveno napako p |

arni mmfoiacm

. neod S‘tmmﬁ‘m napakg

2/)/2) % + 1/)/2 = 0

(L/

ko analiziramo
= 0 po formulah

Dru ga da a namrec
izracunati 1z

mzava, nastapg pri mcunamu kvadmmega korena iz kompleks-
Stevila. }@ podyg bno obdelano v H,L




c) RacCunanje skoraj nedolocenih izrazov

Odstevanje skoraj enakih priblizkov vedno vodi do velike relativne na-
pake. Zato se je treba temu izogniti s predelavo izraza v drugacno obliko.
NasStejmo nekaj takih primerov.

(an—bn)/(a—Db) =avt +a"2b + ...+ ab™2 + bt za a=>
(1 —cos x)/x2 = (sin (x/2)/(x/2))2/2 za x =0
]/x + I—me 1/(]/36 + 1 +]/}) za x> 1
1

OO

> Ukl =23 1/kl za n>1
k=0 k=n-+1 |
d) Naioge 1z. trigonometrije
Namge 1Z tmgonometme daje;;o obilo prﬂoznosu Z2, prwzgo;xtev obcutka
za numericno stabilno raCunanje. N astej mo sSamo neka] primerov.
i) Dani sta Stevili ¢ in b. IzraCunaj sin x in cos x, Ce je tgx = a/b.
i1) Dani sta Stevili a in b. IzraCunaj sin x in cos x, Ce je tg (2x) = a/b.
111) V trikotniku so dane vse tri stranice. IzraCunaj vse druge koliCine.
iv) V trikotniku sta dana dva kota in ena stranica. Izrac¢unaj vse druge
koliCine.
v) V trikotniku sta dani dve stranici in kot, ki ga oklepata. IzraCunaj vse
druge kolid¢ine. '
vi) V trikotniku sta dani dve stranici in kot, ki lezi vecCji stranici nasproti.
Izracunaj vse druge koliCine.

2. Rac¢unanje nicCel funkcij

- To poglavje numeriCne matematike je najbolj elementarno, zato je pri-
meren uvod za numericne metode. Nekoliko je obdelano v [4], veC o tem pise
v [5], podrobno pa je obravnavano v [1].

Naloga je poiskati enega ali veC korenov enacCbe

fx)y =0 . N (D

kjer je f(x) zvezna funkcija, pogosto tudi nekajkrat zvezno odvedljiva, na
kakem konénem intervalu, v&asih kar na celi realni osi.

Osnovni izrek o zveznih funkcijah nam omogola ugotoviti, da lezi na
intervaiu (a, b) vsaj en koren enacbe (1), Ce je f(a) f(b) << 0. Dokaz tega izreka
z bisekcijo [8] je konstruktiven in to imamo lahko za najpreprostejso metodo.

2.1 Bisekcija

Naj velja AB <0, kjer je f(a) = A in f(b) = B. Vzemimo, da Zelimo izra-
c¢unati enega od korenov, ki lezijo na intervalu (a, b) z natancnostgo e. Metodo
bisekcije najlaze opisemo z algoritmom.

- 1. Izracdunaj ¢ = (a + b)/2. |
. Ce je b—a <e, postavi koren = ¢, stoj.
. Izracunaj C = f(c).
Ce je C = 0, postavi koren = ¢, stoj.
. Ce je AC <0, postavi b = ¢, B = C, pojdi na 1.
. Postavi a = ¢, A = C, pojdi na 1.
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2.2 Sekanitna

Sekanina metoda je le neznatna modifikacija bisekcije. Pri tej metodi
tudi 1zhajamo 1z pogoja f(a) f(b) << 0, le da za naslednji priblizek ¢ ne vza-
memo sredisca ir @@W@Ea {a M ampak pre%@m@@ S@kame skozi mck]; (a, f(a))

}@ Sirina mam%ga
za bisekcijo,

1. Ezmguna} ¢ =a—(b—a)A/(B—A).
2. Ce je min (b — ¢, c—a) < e, postavi koren = c, stoj.

Tudi S@kanma, metoda je geometri¢no nazorna, numeri¢no stabilna in
univerzalna. V primeri z bisekcijo je navadno bolj ekonomicna, Ceprav se
dajo skonstruirati primeri, ko je bisekcija hitrejsa.

2.3 Navadna iteracija

da jo zapisemo v ekviva-

Enacbo (1) resujemo z navadno iteracijo tako,
letni obliki |

x = g(x)

si izberemo zacetni priblizek x; in nato racunamo mnaslednje pribli

x?‘—{ul — g(x?’>; V= _G; E-.w © v

Velja preprost 1zrek o konvergenci zaporedja priblizkov.
Ce je ¢ resitev enacbe (2) in je na nekem intervalu I = [g— a, g + a] okrog
resitve
g =m<1

potem zaporedje priblizkov (3) konvergira k resitvi ¢ za vsak zacetni priblizek
xo 1z I. Koren ¢ je edini na tem intervalu.

, tem hitrejsa je konvergenca.

Cim manjsi je Velja ocena za napako

X, —a] < mlx, — x| /(1 — m)

Primer. Enacbo | | |

ki 1ma en sam realni koren v blizini $tevila 0°5, lahko zapiSemo v oblikah

X =—Inx
= e~
(x + e)/2
= (x + 2e—%)/3
= (x2 4+ e*)/(1 + %}

S
|




Prva oblika sploh ni primerna, vse druge pa so. Vsaka naslednja da koren
Z manJmm Stevilom iteracij. Zadnja ima lastnost, da je odvod 1terat1vne funk-
cije g(x) v resitvi g enak 0.

2.4 Tangenina metoda

Tangenma metoda za resevanje enacbe (1) je poseben primer navadne
iteracije, Ce vzamemo za 1terauvno funkcijo

g(x) = x — f(x)/f'(x)

Zaporedje priblizkov torej raCunamo po formulah

Xrp1 = X —f(x)/f(x,), r=0,1,... (5)

Priblizek x,.; pomeni presecisce osi (x) in tangente na krivuljo y = f(x) v
tocki (x,, f(x,)). Ce je a enostaven koren (f(a) = 0, f'(a) = 0), potem je g'(¢) =
= (. Zato zaporedje priblizkov zelo hitro konvergira.
Pri enacbi (4) je vseeno, ali vzamemo za f(x) funkcijo x + lnx, ki da
zaporedje
Xpp1 = %, — (%, + Inx)/(1 + 1/x,) = x,(1 —Inx)/(1 + x,)

ali pa f(x) = x — e*, ki da zaporedje
Xppg = Xp—(X, — &%) [(1 + e*r) = (1 + x,)/(1 +exr)

torej nam ni treba ugibati, v katero ekvivalentno obliko je pametno enacbo
predelati.

V blizini veCkratnega korena je konvergenca tangentne metode pocasna,
daleC od korena pa zelo negotova.

Da se dokazati tale izrek o konvergenci tangentne metode.

Naj bo f(x) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na intervalu [a, b], naj bo
f(a) f(b) <0, f(x) in f’(x) naj bosta na tem intervalu povsod razlicna od nic,
Xo pa naj bo tisto krajiSée, v katerem ima funkcijska vrednost isti znak kot
drugi odvod. Potem zaporedje (5) konvergira k resitvi q. |

Ce le moremo, uporabimo za reSevanje enacbe (1) tangentno metodo. Ka-
dar pa bi neradi rac¢unali odvod funkcije f(x), lahko tangentno metodo pre-
oblikujemo

xr-}—i = Xp — f(x?") (xr - x?‘——-—-»i)/(f<xr} T f(xy'—mi)>; I = L 2; ¢ o o (6)

Tu smo odvod f'(x,) nadomestili z diferencnim kvocientom

f’(xr} = (f OCT) - f <x?‘-—~1))/ (x:r - xr——l)

Naslednji priblizek x,,; je preselis¢e sekante skozi to&ki (x,,f(x,)) in (%,_i,
f(x,—1)) z osjo (x). Zato je metoda (6) tudi varianta sekantne metode.
Do dobrih zacletnih priblizkov pridemo navadno s tabeliranjem funkcije

f(x).

nelinearnih

3. Resevanje sistema dveh

Za reSevanje sistema dveh nelinearnih enacb

fx,y) =0
gx,y) =70 (7)
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| Jsr sta f(x,y) in g(x,y) zvezni 1n odvedljivi funkgm dveh spremenljivk,

maine na razpolago podobne metode kot za reSevanje ene enacbe z eno
eznanko

Vsaka od enacCb implicitno doloca y kot funkcijo Spr@*’netﬂ}wke x. Ce pri
bliZzno nariSemo grafa obeh funkcij, lahko vidimo, koliko je realnih resnev
in odc¢itamo zanje zacetne priblizke.

so stirl p

3.1 Navadna iteracija
Ce sistem (7) zapisemo v ekvivalentni obliki
x = F(x,v)

lahko raCunamo zaporedje priblizkov po pravilu

F(x., v,)
G(x,, v,)

zap oredje konvergira k resitvi (g, 5), ¢e so vsi Stirje parcialni odvodi
r,, G, G, po absolutni vrednosti v okolici resitve n
da so manjsi od 1/2.

|

Xy +1

Vris r —=0,1,2,...

|

ajhni; zadosca namrec,

3.2 Newtonova metoda

ospioszmv tangenine metode za dve enacbi je

namrec¢ v primerut ene enacbe (1) mzwgemo funkcijo f(x) okmg tekcsga -
blizka x, v Taylorjevo vrsto in zanemarimo clene od drugega d T T
ravno tangentno metodo:

fx) = f(x,) + (x—x) f(x) +...=0

Resitev ustrezne linearne enacbe je naslednji priblizek Xy 1e
Pri dveh enacbah ravnamo podobno:

fx,y) = f(x, y,) + X —2x) fo(x, ) + @ —3) %, 9) +...=0
glx,y) = glx, ) + (0 —x) g%, 9) + (v —92) &%, ¥) + ... =0

Naslednji priblizek dobim

10 Z resitvijo sistema dveh linearnih enacb

- f(xl .

fx(«xﬁ y?) Ax?‘“ T f?}ixﬂ y?"} Ay? | . | |
— g(x,, y’/‘) - (8)

g;x(xr.v yrr) Ax;r ne g:y(xm %) A%
Xri1 = Yy T A%,
Vrg1 = Yr T AYy

]

|

Konvergenca je v blizini enostavnih resitev zelo hitra. Ce

pa zacnemo
dale¢ od resitve, konvergenca priblizkov v sploSnen

L 11 zagotovljena.




4. ReSevanje algebraicnih enacb
Vse naStete metode lahko uporabimo tudi za resevanje algebrai¢ne enacbe

px) =0 ' (9)
kjer je p(x) polinom stopnje #

p(x) = apx® + ayxnt + ...+ a, X + a,

Vzemimo, da so koeficienti a; realna stevila in da je aya, == 0. Potem vemo,
da ima enacba (9) natanko n realnih ali kompleksnih od niC razlicnih ko-
renov, ¢e jih stejemo po veckratnosti. Kompleksm koreni nastopajo v konju-
giranih parth.

4.1 Racunanje realnih korenov

Ce si polinom p(x) graficno predocimo, lahko dobimo vtis o Stevilu real-
nih korenov in zacCetne priblizke zanje. Pri vecCjih stopnjah n je to kar ne-
rodna naloga. Zato si dostikrat pomagamo kar s slepo izbiro zacetnih pribliz-
kov. Ce vemo, da ima enacba same realne korene, je naloga lazja, saj lahko
dobimo za zaletni priblizek stevilo, ki je veCje od najveCjega korena. Vze-
mimo, da je gy > 0. Ce ima polinom p(x) samo nenegativne koeficiente, potem
enacba (9) nima pozitivihith korenov in je Stevilo 0 zgornja meja realnih ko-
renov. Ce pa ima polinom p(x) nekaj negativnih koeficientov in je ag prvi
1izmed njih, A pa absolutna vrednost najmanjsega 1zmed njih, je zgornja meja
realnih korenov Stevilo (glej {7})

M =1+ (Afag)/ | (10)

Zaporedje priblizkov po tangentni metodi (5) z zacletnim priblizkom (10)
v primeru samih realnih korenov vedno konvergira k najveCjemu korenu.

Vrednost polinoma in njegovega odvoda pri realnem argumentu racunamo
po Hornerjevem postopku [6]. Ta postopek nam dostikrat daje tudi mejo
realnih korenov. Ce radunamo vrednost polinoma p(x) pri x = ¢ 1n dobimo
v tretji vrsti Hornerjeve sheme sama nenegativna stevila, je ¢ meja pozitivnih
korenov. S transformacijama vy = —x in vy = 1/x pa si pomagamo pri ugotav-
ljanju spodnjih mej za negativne in pozitivne Korene.

4.2 Izlocitev realnihh korenov

Naj bo a priblizek za realni koren enacbe (9). Ce Zelimo izradunati Se
kak drug koren te enacbe, se nam lahko zgodi, da novo zaporedje skonvergira
k istemu korenu, Ceprav smo zaceli z drugim zacetnim priblizkom. Zato je
dobro izlocCiti vpliv Ze izraCunanega korena. Naravno je, da polinom p(x) de-
limo z binomom x —a

plx) =(x—a)qlx) + R

Ostanek R je enak p(a), zato ga zanemarimo. Kvocient g(x) je polinom stopnje

n— 1. Resitve enacbe
g(x) =0

so priblizki za preostalih © — 1 korenov enacbe (9). Deljenje opravimo s Hor-

nerjevim postopkom.
Izkaze se, da je redukcija enacbe numericno stabilna, Ce i1zlo¢imo koren

Z najmanjsSo absolutno vrednostjo.
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4.3

metodo moremo uporabiti tudi s kom

Racunanje kompleksnih korenov
DPri-

pleksnim zacetnim

Tangentno
blizkom:

Vrednost polinoma ‘i
namo z razsirjeno H

0, Ce iterativn 10 racunamo
ki mm 7a kamna mkam k@

, potem delimo

10 in naprej reSujemo enacbo

in 1" zanemarin

Koeficienta S

ki }@ stopnje n— 2.

nkcij lahko uporabljamo pri ana-
lizi funkcij, ms&n ju njihovih acunanju ekstremov, prevojev m
posebnih tock. Numericne 1 pndqo Se p Osebq - 1Zraza pri anahm
1] = v(x), ki je implicitno podana z enacbo

f{x;y} — G

amo 7Ze za racunanje vrednosti implicitne funkcije resiti nelinearno
Tu lahko s pridom izkoristimo korene, ki smo jih izracunali pri
x za zacCetne priblizke korenov pri sosednjem x.

Navedene m

@nagba
nekem

hte, Numericno reSevanje enacb, DZS L ubljana 1974.
. B ju@ Numericna mazemmzka OMF 19 am} 97—402
. Bohte, Analiza napak, OMF 19 (1972), 103—107.
. Bohte, Pregled elementarne matematike s staliiéa numericnega . racund-
{372} NSMEZY
. Bohte, Numemcne metode, DZS, Ljubljana 1978.

RO Uporaba in p@&?pza&zwg Hornerjevega ang*zz 1,

. Krizanic¢, Aritmetika, algebra in analiza za gimnazije, 111.

Ljubljana 1973.

Vidav, Visja matematika I, DZS,
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Obzornik mat. fiz. 31 (1984) 2

TOMAZ PISANSKI

Math. Subj. Class. (1980) 68 — 01, 65— 01

Obravnavamo nekaj metod za racCunanje decimalk Stevila &, predvsem Arhi-
medovo metodo s pravilnimi mnogokotniki in metode, ki temeljijo na razvoju
funkcije arctg(x) v potenéno vrsto. Posebej omenimo prispevek slovenskega
matematika Jurija Vege, ki je svojCas prvi izrac¢unal 137 decimalk Stevila = — ne
zato, ker je bil bolj potrpezljiv od svojih sodobnikov, ampak ker je imel boljsi
algoritem. |

Methods for calculating decimal digits of = are discussed, mainly the old
method of Archimedes using regular polygons and various methods based on
series expansion of arc tg (x). The contribution of the Slovene mathematician Jurij

Vega is mentioned. He was the first to compute 137 digits of =, not because he
worked harder then others but because he had a better algorithm.

Stevilo 7 je razmerje med obsegom in premerom kroga. Brez dvoma je
to eno najbolj zanimivih stevil v zgodovini clovestva. Vsak razume, kako
ga definiramo. V soli se ze kmalu sprijaznimo z dejstvom, da je xm priblizno
3,14. Ce pa bi nas kdo vprasal, kako bi racunali i poljubno natanc¢no, bi bili
prvi hip verjetno v zadregi. Vendar je Ze Arhimed poznal metodo (algoritem),
ki mu je vsaj v nacelu omogocala racunati » poljubno natancno.

Preden prikazemo zgodovino raCunanja decimalk Stevila x, si oglejmo
nekaj kvalitativnih rezultatov.

Eden od znanih »neresljivih« problemov starih Grkov je problem kvadra-
ture kroga. (Glej npr. [5].) Ta problem zahteva, da dani krog preoblikujemo
v plosCinsko enak kvadrat. Neresljiv pa je zaradi dodatne zahteve, da pri tem
uporabljamo samo Sestilo in ravnilo. Ce si izberemo enoto, je problem kva-
drature kroga ekvivalenten problemu nacrtati daljico dolzine 5. Nekatera
pozitivna realna Stevila lahko naCrtamo s Sestilom in ravnilom.

V moderni obleki bi se problem kvadrature kroga glasil: ali je # mogoce
konstruirati s sSestilom in ravnilom? Ze stari Grki so vedeli, da je mogoce
s Sestilom in ravnilom konstruirati vsako pozitivno racionalno Stevilo. Po
drugi strani pa je res, da je Stevilo racionalno, ¢e in samo Ce se mu v dese-
tiSkem zapisu decimalke periodicno ponavljajo. Zato so z raCunanjem deci-
malk stevila n upali odkriti tako zakonitost, ki bi morebiti pomagala doka-
zati, da je m racionalno Stevilo, in s tem resSiti problem kvadrature kroga.
Leta 1761 je Nemec Lambert te Spekulacije pretrgal, saj je dokazal, da ije
7 iracionalno sStevilo. S tem pa seveda Se ni pokazal, da je problem kvadra-
ture kroga mneresljiv, saj obstaja kopica iracionalnih Stevil, ki jih lahko

konstruiramo samo s Sestilom in ravnilom. Mednie sodi na primer i/f,dia-»
oonala kvadrata. Kasneje so matematiki realna Stevila razdelili na algebrai¢na
in transcendentna. AlgebraiCna Stevila so vsi koreni polinomov s celostevil-
skimi koeficienti. Brez tezav lahko pokaZemo, da s Sestilom in ravnilom ne
moremo konstruirati nobenega transcendentnega Stevila. Ko je leta 1882
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racunanje decimalk aiﬁwﬁa T mg@} ne zadeva. In ni @Sfm
tako. Za Stevilo pravimo, da j@ normaino, ce se v decimalnem zapisu vsaka
decimalka maﬂga tako pogosto kot druge {z ver j@‘mﬁsq@ 0,1) in se vsak
aporednih decimalk pojavlja v povprecju enako mmnogokrat (z verjet-
nost 5 o 0,0 d. Zelo fﬁ@mk in doslej se neresen problem je: all je 7 NOTTN alno
Stevilo? Eksperi rezultati zdaj, ko poznamo zs V@@ kot milijon deci-
mE k S mmm 7, Poa ic . Zato racunanje
k Stevila ;7 ni po olnoma nesmiselno p . j prakticen
problem pa Eg@ tale., Poznamo vecC algoritmov za mgmm'ng@ émvﬂa TT
Katert med ﬂﬁmﬁ je ﬁ&gb@h ucinkovit? Ah bolj maﬁiam@n@ p@vgd@ 10: Ce z@}éﬁ_m
Ezmmmmu n decimalk s @@wm 7, koliko osnovnih op eracij 1
i@@@m@ zamgvn-smg ki je d

> takimi vprasanji se

£omn

&Em%fw&?
Zda] pa bomo ogledali nekaj postopkov za radunanje 3 E@Vﬂ
blizki za 7 so se ukvar ] jali m atem atiki m@ Smﬂ h kultur. Ohrani
prizadevanja starih Indijcev, Babiloncev, Egipcanov in Kitajcev.

Nacelno lahko krog aproksimiramo z @mmmz‘m in V@ﬂ;ammg pmvﬂm”
mn@g@k@mﬂﬂ rhmi@d j@ racunal @bggg@ vCrtanih in "
kov 1n tako do spodnje in zgornje priblizke za S@;@vﬂ@ . C
meron mo P mmE 11 ka@ ézmk ﬁ n g €gov polo

Tor @3 je P(2n) b armﬁmgﬁa sredina sfi:@vﬂ p(n) i P
gg@yﬁ jmo zar de ]1 éﬁm —

zaporedij.

.sin (77/6) = 3, tedaj je

15 clenov Ly 1 b, s

pare zaporedij x, in vy,, ki ustre-

11 ng E/xn—{—”i Yn

zapam;g za racun amg Sftmfﬂa JT. Qe pm
clenmih x, y@ yznacimo z B(xg, vy) skupno lin

memo x; = l/ay in yg = 1/by, brez tezav uvidin

H@ mﬂmdu xn in Y In ce vza-
da j@ Xy = E/a% in YVin = l/bn
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Ay Dy,

§ :

0 3,464 101 616 3,000 000 000
1 3,215 390 310 3,105 828 542
2 3,159 659 943 3,132 628 614
3 3,146 086 216 3,139 350 204
| 3,142 714 600 3,.1.4-& 031 952
5 3,141 873 050 3,141 452 473
6 3,141 662 747 3,141 557 608
Ji 3,141 610 176 3,141 583 §92
3 3,141 597 034 3,141 590 463
9 3,141 593 7438 3,141 592 105
10 3,141 592 926 3,141 592 515
11 3,141 592721 3,141 592 6138
12 3,141 592 669 3,141 592 644
13 3,141 592 656 3,141 592 650
14 3,141 592 653 3,141 592 652
15 3,141 592 652 3,141 592 652

Tabela 1. Ra.éunanje stevila = z Arhimedovo metodo

za vsak n in je zato tudi A(ay, by) = 1/B(1/ay, I/bo) Posebej velja 7 =
=AQ2)/3,1/3)=1/B(/3/6,1/3/3).

Borchardtov postopek za raCunanje stevila z je boljsi od Arhimedovega,
saj za n decimalk porabimo pri obeh isto Stevilo korakov, pri enem koraku
pa zahteva Borchardtov postopek manj aritmeticnih operacij kot Arhimedov.
Kljub vsemu pa sta oba precej zamudna, saj moramo racunati kvadratne
korene, to pa zahteva precej casa.

Arhimedovo metodo so uporabljali ve¢ kot tisoC let mmnogi matematiki
v najrazlicnejSih oblikah. Nekateri so namesto obsegov uporabljali plosc¢ine
pravilnih mnogokotnikov. Sprva so bili dobljeni priblizki precej nenatancni.
Arhimed je na primer vedel, da je 22/7 = 3,143 prevelik priblizek za . Na-
tancneje pa se Stevilu z ni priblizal, saj Grki Se niso poznali pozicijskega
zapisa Stevil. Kitajec Zhang Heng je v prvem stoletju naSega Stetja nasel
priblizek ]/10 = 3,162 za 5. V petem stoletju pa je Zu Chong-Zhi odkril ¢udo-
viti ulomek 355/113, ki je z na Sest decimalk natan¢no. Z Arhimedovo metodo
so racunali Indijanci in Arabci, v Evropi pa na primer Vieta, ki je leta 1579
z (216, 6)-kotnikom izrazil ;7 na devet decimalk, Van Roomen (Romanus), ki
je leta 1593 z 230-kotnikom izracunal 15 decimalk Stevila 7, ter Ludolph Van
Ceulen, ki je leta 1610 z 262-kotnikom izracunal 32 decimalk tega stevila.
Snell je bil zadnji, ki je racunal n z Arhimedovo metodo; leta 1621 je izra-
cunal 34 decimalk tega Stevila. Za tem pa je geometrijo pri racunanju
Stevila ;7 madomestila analiza. Anglez Wallis je leta 1659 izrazil z/2 v obliki
neskoncnega produkta:

/2 = (2/1) . (2/3) . (4/3) . (4/5) . (6/5) .

ki1 pa zal prepocCasi konvergira in ni uporaben Za praktlcno racunanje. Leta
1673 je Leibniz naSel vrsto |

a/4 =1 —1/3 +1/5—1/7 4 ...
a tudi ta ne konvergira niC hitreje.
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Leibnizova vrsta je poseben primer splo$ne vrste za funkcijo arctg (x)
arctgx = x—x3/3 + x5/5—x7/7T 4 ... (—1<<x<1)
Dolotil jo je Gregory leta 1670. Ce mnﬁ@ vstavimo x = 1, dobimo Leibnizovo

Vrsto, za x = pa vrsto
na 71 decimalk. Ce vrsto malo

- 16)3p 1 2 3 “
3 122—1  9(62—1) 92(102—1)

s

Tabela 2 prikazuje, kaj dobimo

ce upostevamo v tej vrsti prvih n c¢lenov.

priblizek za x

g
(o

Sy
LY 13
£

3 41592 63
141 592 652
,141 592 654

~5

S

O QO =1 O Ut b 0 DD e

mwm»wwmm

Tabela 2. Rac¢unanje & z vrsto za arctg (V/3/3)
Machin je leta 1706 nasel zvezo

7 /4

Ce razvijemo oba arctg na desni v vrsto in rezultat malo preoblikujemo,
dobimo:

= arctgl = 4 arc tg (1/5) — arc tg (1/239)

r3.12 7.12 11.12 + 1
1y Ralkat UL

1.3.5% | 5.7.57 9. 11.5u
r3 28560 -1 7.28560 -1
+ oy

1.3. 5.7.2397

To pa nam da devet decimalk Stevila 7z, Ce upoStevamo tri Clene prve in en
Clen druge vrste.

Kasneje je veliki slovenski matematik 1 balistik Jurij
Machinovo idejo. Uporabil j@ ZVEZO

______ s arc tg (1/7) + 2 arc tg (3/79)

ki zagomvﬁ a Se hitrejso mwmf‘genw@ Z njo je izratunal ; na 137 mest. Ra
cune je pmmrﬂ s podobnim ob

/4 = 2 arc tg (1/3} + arc tg (1/7)

Pri tem 3@ arc tg (1 /‘7} razvil v vrsto le enkrat. Vega }6 tako na 113 mestu
popmwl napako prejsngega rekorderja de Lagnyja, ki je Eeta 1719 lzracunai
127 decimalk stevila g. |

Sele leta 1344 je Dase izboljsal Vegov rezulta

zorstvom z obrazcem

Vega izpopolnil

ﬁb/

t, ko je pod Gaussovim nad-
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/4 = arc tg (1/2) + arctg (1/5) + arc tg (1/8)

1zracunal 200 decimalk Stevila ;. »PeS« sta 5 racunala Se Rutherford leta
1853 na 440 in Shanks leta 1873 na 526 pravilnih decimalk. Danes poznamo
sploSsen postopek, ki nam omogoca iskati zveze, kot so jith nasli Machin,
Vega in drugi. Postopek je precej preprost.

1. Izberi t e[—1,1]. Postavi Ty = 1. Izberi naravno Stevilo .
2. Za 1=1,2,...,1n ponovi:

Ti=T;q—0/T4 + 1)
Ce velja |[T,)<1lin je tT;>—1zai=1,2,..., n—1, tedaj velja
7w =4narctgt + 4arctgl,

Navadno izberemo za ¢ reciproCno naravno stevilo, za n pa tisto Stevilo,
za katerega je kot n arc tg ¢ najblizje pravemu kotu. Po omenjenem postopku
tedaj dobimo 7T, = tg (n/4 —narctgt). Ce izberemo ¢ = 1/5 in n = 4, dobimo
Machinov obrazec.

Vegov obrazec dobimo za ¢ = 1/7 in n = 5. Tedaj pride T5 = 237/3116, ven-
dar je arctgTs = 2 arc tg (3/79). Drugo Vegovo formulo pa dobimo za ¢ = 1/3
nn=21zt=1/8 in n==6 ter t = 1/18 in n = 12 lahko izpeljemo obrazca

| n = 24 arc tg (1/8) + 8 arc tg (1/57) + 4 arc tg (1/239)
in | |
n = 48 arc tg (1/18) + 32 arc tg (1/57) — 20 arc tg (1/239)

ki sta ju leta 1961 upora’bﬂa. Shanks in Wrench za racunanje 100 000 decimalk
stevila 7. Kasneje pa je s tema obrazcema in z dobrim racunalnikom Guilloud
1z Pariza izracunal z na 1,000 000 decimalk. Zanimivo bi bilo najti Se boljse
obrazce. Treba bi bilo tudi izdelati podrobno analizo Casovne zahtevnosti
omenjenih postopkov.

KASNEJSI DOSTAVEK. Kmalu potem ko sem oddal ta rokop1s sem Vv re-
viji BIT 23 (1983) 538—540 =zasledil tale postopek za raCunanje Stevila
7. = lim g, kjer je zaporedje m, podano — skupaj z dvema drugima za-
poredjema x, in y, — rekurzivno takole

=2, = (V:?: +DN2, wm=2+Y)2

An41 = | An4y = TTn41
2 Yn + 1 yn+1 + 1

CKppl T 1

Avtorja J. M. Browien in P. B. Browien trdita, da za n >5 velja ocena
7 — 7| < 102",
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Obzornik m

at. fiz. 31 (1984) 2

Math, Subj. |

V cClanku se seznanimo z algoritmi in c strukturami. Posebej raz-
lozimo nﬁ@‘va pomembno viogo v racunalniski znanosti.

In the article an introduction to algorithms and data structures is given.
particular, their fundametal role in the computer science is explained.

Toda ne bomo se dosti zmotili, Ce

awmﬂmgw@ je veja znanostl.
‘ h spoznanj temeljito Spmenﬂa svet. Q@pmN
nj@n@ vidno rast mm@ spremljamo sele od Esm 1944, s Sva}gms; novimi nacini
mg@‘mﬂ}a problemov ze vraca zadetno pomoc sestrskim vejam znanosti, kot
matematika, elektrotehr ﬂ@a fizika m druge. Za pomembno novost st@}e
a d@mk& @udam eno vodi k natanCnemu aiggmimmnemh nacinu razmis
Po i Snjah sode¢ trdimo, da j e ta vpliv med mlajsimi ze da.nf&%

ore zagmga za to malim %@pm Qgehw
ah pa uvaj a,nja pouka pmgmmimma v srednje sole. V
desetimi leti je bila v zacCetnem i@ca_gu pmgmmzmma na
Za mam&f@ﬂvge in tehnologijo naloga Sestavi aigomem ki v danem
zaporedju poisc¢e najvelje Stevilo velik problem. V posebnem primeru, na
primer v zaporedju

17,16 , 13,48 , 24 , 35

je seveda vsakdo pokazal na 48, redkokdo pa je znal pojasniti, kako je do
m W@dﬂ@gm pmgd naém ki bi bil uporaben tudi v Spioéne primeru.
napotek dosledno zap}sai tako da ?m bilo navodilu mogoce
SE@m do rezultata. No, danes bi ob taki nalogl v istemn
th resitev.

dm@ku res m pmmg@n@

nas pmrma
pri 1z - j aw m Smrm wa’am zaiﬁm Jo, da
aja VIS ta poti, ki vodijo cCisto drugam
Srecujemo postopki, ki 50 izrazito nep reg

skora j o
Smﬂjenemu, @ﬂgu@
wsﬁﬁ O m }

nim ucen g em se le pocasi vzivljamo v al g@ﬁi ne in nii
0 1nas premsa pmsen@ﬂjw zgﬁe} ki g@ Sm@a no ki

@E; Sno postop kmf ire g an ja.
mi, kot sta urejanje z (navadnim) izbira-
pa tudi z 1 oh zapletenimi, kot so urejanje

kKopicaml in hitro urejanje. Spoznajo casovne zahtev-

m 11 uregan;ga Z ‘wmv ﬁ_gang@

z zlivanjen
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nosti posameznih postopkov in se ob preizkusanju sami prepri¢ajo o udin-
kovitosti hitrega urejanja v primerjavi z drugimi algoritmi (za velja zapo-
redja seveda). Toda ko je v drugem letniku v kaki domaci nalogi treba
urejati, skoraj vsak Student uporabi urejanje z izbiranjem, ¢e je izbira po-
stopka prepusCena njemu samemu. Hitro urejanje mu pac¢ ni prislo pod
kozo in mu ne zaupa. S tem zgodbe Se ni konec. Tudi po treh racunalniskih
predmetih nekateri v diplomskem delu uporabijo urejanje z izbiranjem. Prav
odlocCitev za urejanje z izbiranjem pove vse. To je naraven algoritem, ki ga
je morda najpreprosteje razumeti. Za druge, bolj zapletene postopke se sicer
zdi, da delujejo, ampak ... Zato se je varneje drzati postopka, ki ni ucin-
kovit, a je domac. Pouk racunalniStva je tako pri taks$nih Studentih izzvenel
V prazno.

2.

Pajem algoritma je za racCunalnistvo tako pomemben, da bi smeli redi,
da je racCunalniska znanost Studij algoritmov. Ta, studij razdelimo v Stiri
osnovna podrocja:

a) Racunskz 32‘3*0}1 ki Opmvl]aja algoritme. V to podrocCje sodi prozvodnja
racunalnikov s svojo pestro vsebino, od Zepnih, osebnih, mikro, mini racu-
nalnikov pa do velikih drobilcev stevil, kot jim v sali vCasih reCemo.

b) Jeziki, s katerimi opisujemo algoritme. Kot vemo, zahteva avtomati¢no
1zvrsevanje napotkov v raCunalniku natancen, vnaprej pripravijen opis nasih
zahtev. Se ve¢, to navodilo mora biti tedaj, ko ga raCunalnik opravlja, zapi-
sano v njemu razumljivem jeziku, na primer kodirano z vrednostma ( in
1, v jeziku procesne enote. Taksen zapis je Cloveku popolnoma nerazumljiv,
zato napotke pisemo v programskih jezikih, njihovo prevajanje v osnovni
racunalnikov jezik pa prepuscamo prevajalnikom. Jezik, v katerem sestavimo
program, mora zato biti primeren za avtomati¢no prevajanje, hkrati pa dovolj
zmogljiv, da omogocCa preprost in pregleden zapis algoritma. Kot vemo, je
prav razvoj taks$nih jezikov bistveno prispeval k Sirjenju uporabe racunal-
nikov, saj je prinesel lazje pisanje in predvsem prenosljivost programske
opreme.

c) Osnove algoritmov. To je podrocje, kjer (bolj kot same algoritme) Stu-
diramo razrede problemov, ki jih z algoritmi resujemo. Zanima nas, katerih
problemov se z algoritmi sploh lahko lotimo, koliko bodo razviti algoritmi
vsaj zahtevni ipd. Tu se sreCamo s slovitimi nereSenimi vprasanji, kot P =
= NP? in drugimi. |

d) Analiza algoritmov. Algoritem je resitev nekega problema. Vendar ga
racunalniku nikoli slepo ne prepustimo v izvajanje. Vnapre] ocenimo, koliko
prostora bo zasedal v racunalnikovem pommnilniku in koliko casa bo tekel.
Pravimo, da analiziramo njegovo prosiorsko in casovno zahtevnost. Mnogo-
krat zahtevnost podrobneje razClenimo in ocenimo, koliko bo algoritem tekel
v najslabsem, v najboljsem in v pncakovamem primeru, odvisno od vhodnih
podatkov
Beseda algoritem je izpeljana iz imena perzijskega matematika Abu Ja'far
Mohamed ibn M Khowarizmi (825 pr. n. $.) nekako takole

lusa al 1

al-Khowarizmi — algorism — algorithm — algoritem,

torej izvira iz davne pretekiosu Povejmo, kaj algoritem je. Da nam bo Eaz;e
si za zaCetek pripravimo primer. Zapisimo algoritem (algoritem 1), ki vstavi
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elemment v k@piw Kopica je levo pamvmno dvo jigk@ drevo, kjer vrednosti
sinov nista velji od vrednosti odeta. Dvojisko drevo je ali prazno ali pa g
sestavija koncCna mnozica vozizsc od kai@mh }@ €no possbq OdhKOV&HO in
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prav tako dvojiski ¢
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d revo ge Eem pgmvnaﬁﬁ ce SO Vsl | drevesa razen m
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| sta primera dveh d“%ﬁ’@ ﬁ% kih dreves brez podatkov v vozlis¢ih. P
ravnano, drugo pa ne, saj na tretjermn mvmu manjkata dve vozlisc

() ()

ka ¢

O O O 0

SL 1P rimera dvo j@iékih dreves

vogmksga levo por avnanega ¢ drevesa dobimo kopico, ¢e v vazhs@a raz-
§ﬂwwm aﬁ kake ruga@n@ Odmk@ da wednosft v - m

imer kopice naravnih S$tevil

Ker je kopica poravnano dvojisko drevo, jo preprosto vodimo v tabeli.
Vrednosti zlozimo -n po mvojih \ giobino W‘@dnes’d ist@ga ni‘mﬁa
od leve v desno. P
informacijo n@pogmn 1z tabele. Za demem
mestu 1diwv 2, levega sina na mestu 2 #%
Tu operator div oznacuje @dosmvﬂcna dd}em@
v tabelo takole

(26 , 18 , 23,

En S@dag
nm dani kopici, na prin
tak@f da ~gew.raz$zm@n drevo tudi kopica.

Sestavljanje kopi
1eT 1Z 7 oedafﬁkﬁvy doda novo vred n@@éc
Drugi pa naj sestavi kopico v celoti,




Tudi bolj zapleteni, prvi algoritem, uZenemo brez tezav. Urejenost kopice
kvari le dodani podatek na zadnjem mestu razsSirjene tabele, zato naj splava
v visino, dokler ne trc¢i na vecCjega oceta. Za natancCen zapis postopka si izpo-
sodimo del slovnice programskega jezika pascal. Zapis bo dovol] preprost,
da ne bo delal tezav tudi tistim, ki s pascalom niso domaci.

procedure vstavi (k , n , e);
{Vstavi podatke e v kopico k[1:#n] na tako mesto,
da je nova tabela k[1:7n: = n 4 1] tudi kopica.}

begin
n:=n-+1;
] =M,
1: = 1div 2;

{j indeks kandidata za mesto podatka e, i njegov oce.}
while (i > 0) and (k[i] <<e) do

begin
k[j] : = K[i];
] =1, 1. = ] div 2
end;
kl[]] . = &,

end.
Algoritem 1. Vstavi nov podatek v kopico.
Celotno kopico sestavimo z algoritmom 2.
n: =20;
while je Se kaj podatkov do
begin
e dobi vrednost;
vstavi (k , n , e)
end.
Algoritem 2. Zgradi kopico z zaporednim vstavljanjem.

Natan¢no definicijo algoritma bi sicer morali nasloniti na formalni model
racunalnika, kateremu je algoritem namenjen. Ta opis bi zajemal med dru-
gim nabor podatkov, osnovne operacije, organizacijo dela itd. Za na$ namen
pa bo popolnoma dovolj intuitivna predstava o racunalniku, ki smo si jo
v dosedanji uporabi racunalnika ze pridobili. Med operacije, ki jih procesna
enota pozna, $tejemo aritmeticne operacije (nad celimi in realnimi Stevili),
primerjave ipd. Postavimo trditev.

Algoritem je koncna mmnoZica ukazov, ki, ce jih ubogamo, opravijo neko
nalogo. Zanj velja:

Ima podatke. Mnozica podatkov je lahko tudi prazna. V algoritmu 1 so
podatki

n, k[l:n],e
kar razberemo iz pojasnila v glavi procedure.

Vrne rezultat. Vrne nam vsaj eno izraCunano vrednost ali kaj stori, kot
na primer premakne papir na tiskalniku na novo stran. V nasem primeru
je rezultat

n o, k[1:n]

Je natancno doloc¢en. Vsak ukaz mora nedvoumno povedati, kaj naj tisti,
ki opravlja algoritem, v danem trenutku stori. Stavki, kot je while.. .do,
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osnovni

problem
- | |
prvi | drugi tretjr
del - del _ del
_ —
| 8
drugi | drugi
~del (1) del (2)

Slika 3. Primer drevesa, ki prikazuje razvoj algoritma

Koncni algoritem sestavljajo listi drevesa, katerih vsak re$i svoj del pro-
blema neodvisno od drugih, in povezave med njimi. Algoritmi, ki resujejo
prvi del, drugi del (1), drugi del (2) in tretji del, imajo vsak svoje podatke
in rezultate. Rezultate algoritma, ki resi prvi del, lahko uporabijo drugi deli
kot podatke, rezultati drugega dela (1) so lahko vhodna informacija za drugi
del (2) in tretji del itd. Zato je v razgrajevanju reSitve problema vse vel
podatkov, ki posreduje°o informacijo med posamezmnu deli resitve.

Na zahtevni poti resevama problema

KAJ — KAKO

se srecamo z vrsto vprasnj:

Kako zasnovati algoritem? Kot smo dejali, algoritmicni nacin razmisljanja
Ccloveku po naravi ni domac in se ga mora priuciti. Te naloge se pogosto lo-
timo s splosnimi pmjeml za razvoj algoritmov. Taksnim Spiosmm nacinom
pra‘wmo strategije. Med pomembne strategue Stejemo: deli in viadaj} po-
Zresna metoda, dinamicno programiranje, sestopanje ter razveji in omejl.
Vsaka od strategij predpostavlija nekaj posebnih 1asmost1 pmbiema na ka-
terem jo lahko uporabimo.

Kako preveriti algoritem? Algoritem sestavlja skupina ukazov, ki jim
v izracunu sledimo slepo. Zato v algoritmu ne sme biti napak. Vse moZne poti
izvajanja algoritma, pa Ceprav do njih pripeljejo le popolnoma nesmiselni
podatki, moramo premisliti vnaprej. Preizkus algoritma ali programa za dane
podatke kveCjemu odkrije napako, ne zagotav};ja pa pravilnosti algoritma
za poljuben nabor podatkov. Pomagamo si tako, da pravilnost postopka do-»
kazemo. o | : |

Pri sestavljanju kopice bi dokaz tekel takole. Za zadetek opaznno da na
obeh mestih, kjer j dobi vrednost, doloc¢imo tudi 7 z 1 : = j div 2. Torej 1 vse-
skozi oznacuje indeks oceta j. Trdimo:

Prvotni podatkl k[1: n] so med ‘tekom

procedure ves cas v -

kL, 1=1,2, .., j—1,j+1,..,n:=n+1.

Na zaletku se n poveCanan:=n+1, j dobi vrednost (novega) n in trditev
res velja. Veljavo trditvi Jahko 1zpodnesem0 le tedaj, ko spremenimo j. Toda

na tem mestu stavka |
k[j1: =k[i]; in j: =1

54



@%m k[7] zato upravicCeno vstavimo p

Zanka while se ﬁ“‘@'@@%ﬁ'@ konca, kot SO 7e u g@’mmh

mm W% ¢as wﬁm %M <Ce. Ce se iztele z 1 = 0, di v koren
v dani 1 velja kil = ¢, ¢ g@d“@ na mesto sina ¢, fo je jl Dokaz ge

o analizira zfz algoriterm? Kaj algoritem
' njegova casovna in pmg’mfg}a mie@ﬂ@gﬁ V splosne
wvano kc Emmg ﬂ@ﬁﬂghﬁ mmv

umemo tako imenc

F@gﬁw prob E@

g@ v Ea:a ] mzh@m L0 gOoVOorimo O
gm gm enoti cas teka algoritma in Stevilo
Vied osnovne opera cije Stejemo g@%mva@ ja, ods
nja, primerjave, tore g v racunaln ﬂk U vgrajene Oper:
htevnost je najpogosteje enota kar Stevilo besed al
ih za pmdgmm‘imf vse mf@rm&m}@ Ker nas @mmm@
gf@m red za SU si pomagamo s funkcijama O

ter oces jme 1] uno @a@@vn

sovii mmvn@gfw
am’fmﬁﬁm ﬁ} @pﬁmmj

bSem primeru prinesejo
] (gmbinam 1) =

S (i —1) 201 = y 21— 2r¥1 - 2

Ker zahtevnost kvecjemu raste :

1 zahée‘m m log (n)) operaci].

zzmdiz afgﬁmz‘ewﬂ Aigammm opisemo v g@zﬁm ki ga tisti, ki mu g@
k, enolicno razume. Zapis, ki je namenien f@

hko mﬂ Jiv m @ﬂhm 1. Ce g@ a

m g@vam
in kje je - @n@m Shmm@na} ter o navoc dilih za
prog mmske enote (ki povedo ne le, KAJ programska enota ¢ lela, amp ak tudi,
KAKO to d 11ih za mdm@vaka SO - ej pomembni sm bno opi-

wa zabel @zm v iretjem
kaze da jasno pisanje programov

pouku mamaimﬁva ni domace:




SUBROUTINE HORNER (N, A, B, X)

C

C POLJA

C A-PARAMETER

C B-PARAMETER

C SPREMENLIJIVKE
C N-PARAMETER

C  X-PARAMETER

C |

Na podobno slabost nas opozori nesmiselni komentar, ki ga sreamo v mno-
gih ucbenikih v svarilo

C
C I1SE POVECA ZA 1
C

I=1+4+1

V obeh primerih nam komentar ne pove ni¢ novega. V prvem primeru kljub

komentarju ne izvemo, kaj pomenijo parametri, v drugem pa komentar in
stavek trdita isto, zato je komentar odvec.

2. ... in podatkovna struktura

Pravzaprav je bil na$ pogled na radunalni$tvo precej enostranski. Res je
algoritem zaporedje ukazov, ki nekaj stori z vhodnimi podatki in izracuna
rezultat. Vendar se lahko postavimo tudi na stalisCe, da nam je popolnoma
vseeno, kako nekaj izracunamo, dovolj je le, da vemo, v kaksSni zvezi so re-
zultati z vhodnimi podatki. Ce nas zanima le uporaba raCunalnika, ne pa
tudi priprava postopkov samih, je tak pristop morda najnaravnejsi. Poglejmo
si, ali nam ta pot ponudi kaj novega v poznavanju racunalnistva. Definirajmo
raCunalni$tvo kot $tudij podatkov. Stiri osnovna podrocja, na katera smo
razdelili racunalnisko znanost, po gornjem premisleku opisemo takole:

a) Racunski stroji, ki obdelujejo podatke

b) Jeziki, s katerimi opisujemo obdelavo podatkov

c) Osnove obdelave podatkov

d) Analiza podatkovnih struktur
Studija podatkovnih struktur in algoritmov sta torej] med seboj tesno pove-
zana in pravzaprav govorita o isti stvari iz dveh zornih kotov. Pojem podatka
in sestavljenega podatka (strukture) srecamo ze v uvodnih korakih spozna-
vanja programskih jezikov. Tam na primer spoznamo podatkovne tipe:

znak, celo Stevilo, realno Stevilo, stevilo v dvojni natancnosti, mnozica,
Boolova (logi¢na) vrednost, 1td.

Vsak podatek v racunalniku pripada zalogi vrednosti svojega tipa. Tako na
primer celim S$tevilom v racunalniku s Sestnajstbitno predstavitvijo celih
Stevil pripada zaloga vrednosti

(— 32767 , 32767}

V programskem jeziku poznamo vrsto stavkov, v katerih nastejemo spre-
menljivke, ki jih bomo uporabili, in povemo njihov tip. Tako stavki
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n . integer

fixed

povedo v razlicnih jezikih, da je n ime spremenljivke celosStevilénega tipa,
torej spremenljivke, katere vrednost bo, ko bo definirana, pripadala zalogi
vrednosti celih stevil. Za tipe podatkov, ki jih pozna Ze programski jezik sam,
pravimo, da so vgrajeni. Sama zaloga vrednosti kakega podatka ne zasluzi
imena struktura, postane pa to, ko povemo, katere operacije nad danim
- lahko opravimo in katere lastnosti imajo te operacije. Pogosto se
, da operacije prepletajo veC razlicnih mnﬁzm podatkov. D@; Edhk@ opi-
mo fudi taksne strukture, moramo v splosnem v strukturi zdruziti vec
mnozic. Podatkovno strukturo torej sestavlja nabor osnovnih mnozic

el

in operacij {fundj} oblike

dcl 7 bin

VE g, .

—> L JjeJ
fsj ﬁj§}

=
Za mnozice M,; vCasih zahtevamo, da imajo svojo notranjo strukturo.
meru podatkovne strukture, ki jo bomo vzeli za zgled, bo ena od
linearno urejena, druga pa najpreprostejsi primer Boolove aigebm

Podatkovna struktura je torej popolnoma algebraicen pojem. V racunal-
nistvu pa si pri njenem opisu in uporabi dovolimo nekaj nedoslednosti. Prva
je v tem, da podatkovno strukturo poimenujemo po eni od osnovnih mnozic
podatkov. Druga, ki zbega matematika, pa je, da za elemente mnozic pogosto
uporabimo isto ime kot za mnozico samo. Tako smo ze srecali dvojisko
drevo, ki je lahko ime podatkovne strukture, mnozica vseh d_vojiékih dreves
ah pa kar podatek tipa dvojisko drevo, kot je bilo v nasem prim

Podatkovno strukturo sestavljajo Stiri komponente:

A

fore j

mnoZica podatkov,

1. Osnovna zaloga vrednosti strukture,

Hn@ struktura prwz@@mﬁ
2. Zaloge vrednosti preostalih podatkov, ki jih struktura zdruzuje
3. p@f&@i}@ ( fumkm e), ki so v podatkovni strukturi definirane
4, Aksiomi, ki op '“ejo lastnosti operacij

V opisu podatkovne strukture ni besede o tem KO operacl }@ v regmu m ai
izpeljemo. Definicija torej pove le, KAJ je struktura, ne pa, KAKO
stavitl. - Ze pri repmstem podaﬂgu kot je celo Stemm
rabo upostevamo le, ka} lahko z njim po¢nemo, skoraj nic pa meggve pred-
stavitve. Kakorkoli ga j@ ze v racunalniku predstavil proizvajalec racunal-
nika, na primer v dvojiskem pozidjsk@m zapisu v predznaceni notaciji, kom-
plementu do 2 ali komplementu do 1, je moral poskrbeti, da njegova pred-
stavitev res zadosca aksiomom celih sfwvﬂa |

Poglejmo si primer podatkovne strukture, vrsito s prednostjo. Vrsta je po-
datkovna struktura, iz katere jemljemo podatke v istem vrstnem redu, kot
so vanjo prisii. Pri vrsti s prednostjo so podatki linearno urejeni in iz vrste
brisemo vedno najvecji p@dafmk /Za zacetek jo opisimo formalno, podobno,
kot smo formalno zapisali algoritem.
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structure vrsta (podatek, Boolean);
[Struktura vrsta s prednostjo nad poljubno urejeno zalogo
~ vrednosti podatek.}
begin
declare
{Pripravi prazno vrsto s prednostjo.}
pripravi : @ — vrsta,
{Vstavi podatek v vrsto s prednostjo in vimne novo vrsto.}
vstavi . (podatek, vrsta) — vrsta,
{Vrne najveéji podatek v vrsti s prednostjo.}
najvecji . vrsta — podatek;
{IzbriSe najvecji podatek v vrsu S prednostjo }
odstrani : vrsta — vrsida;
{Je vrsta s prednostjo prazna?}
prazna . vrsta — Boolean;
where
prazna (pripravi) . = true;
prazna (vstavi (p, v)) . = false;
najvecji (pripravi) : = napaka;
najvecji (vstavi (p, v)) : =
if prazna (v) then p
else max (p, najvedji (v));
odstrant (pripravi) . = napaka;
odstrant (vstavi (p, v)) : =
if prazna (v) then pripravi
else
Ef p = ?/ZCZ]VEC]Z (v) then v
else vstavi (p, odstrani (v));

end.
Podatkovna strukiura 1. Vrsta s prednostjo

Razberimo komponente podatkovne strukture. S to strukturo opisemo
vrsto (s prednostjo) in zdruZzimo mnozice vrsta, podatek ter Boolean. V struk-
turi je definiranih petero operacij: pripravi, vstavi, najvecji, odstrani in
prazna. Zadnje tri veZzejo v where ... end delu strukture nasteti aksiomi.
Funkcija max je tu operacija nad mnozico podatek, ki nam za poljubna dva
podatka vrne vecjega.

Aksiomi nam popolnoma neodvisno od tega, kako vrsto s prednostjo res
1izvedemo, definirajo, kako delujejo posamezne operacije. Prepricajmo se
z zgledom. Za podatek vzemimo prve sStiri elemente zaporedja, ki smo ga
v tabeli 1 uredili v kopico. Zgrajena vrsta s prednostjo je

v = vstavi (23, vstavi (8, vstavi (16, vstavi (10, pripravi)))).

Pois¢imo najvecji podatek. Po drugem paru pravil bo to takole.

najvecji (vstavi (23, vstavi (8, vstavi (16, vstavi (10, pripravi))))) —
max (23, najvecji (vstavi (8, vstavi (16, vstavi (10, pripravi))))) =
max (23, max (8, najvecji (vstavi (16, vstavi (10, pripravi))))) =
max (23, max (8, max (16, najvedji (vstavi (10, pripravi))))) =
max (23, max (8, max (16, 10))) =

max (23, max (8, 16)) = max (23, 16) = 23

58



Aksiomaticna definicija podatkovne strukture pove le, KAJ struktura je,
C pa ne pove o njeni predstavitvi. No, ¢e Zelimo strukturo uporabiti, 1m

ramo izpeljati njeno predstavitev. To pomeni, da moramo pri sestavi p
grama vse podatke m operacije prvoitne strukture f@dgmmm S in
@p@mf*na” h jih pozna 1zbrani programski jezik. Ob tem se nam samo
a -- vﬁmgam@ @h je den@ ﬂ@ﬁﬁ mm@ Uuda \% .

Ce7nATMA O
vitve je ﬂawazn@j@; da mmga
nosti, razmisljanje o njihovi izpeljavi pa od
koraku ze vemo, kaksSna mora biti poda@tkmma struktura. Tu se Qdioéamﬁ,
obicajno med vel moznostmi, o konkretni predstavitvi strukture. Pri enih
predstavitvah izpeljemo ucinkoviteje ene operacije, pri drugih druge. Pricako-
vana pogostnost p@gam@zmh operacij v konkretnem problemu bo vsekakor

pomemben faktor pri izbiri predstavitve, * |
Vrsto s prednostjo lahko predstavimo na mnogo nacinov. Odlodamo se
med kopico, 2—3 drevesom dveh oblik, najbolj levim drevesom itd. Katero
pred S'ﬁﬁawét@v m%mh je se%da ﬂdwsnﬁ od narave problema, ki ga resu-
) C@ se odlocimo za kopico, operacijo vstavi zZe imamo {aﬁaggmmm 2).
Mo Se G@mmg@ p?‘wmw pmzma najvecyi in odstrani (aigommn 2—6).

zagﬁmw prostor za kopico k;
{Prostor zagotovumo v razlicnih programskih jezikih kaj razlicno.

Obicajno
moramo vnaprej omejiti na najvecjo mozno kopico in nato pri vstav-
ljanju preverjati, ¢e je Se kaj prostora na razpolago.}

Algoritem 3. Pripravi prazno vrsio s prednosijo

lon prazna (k , n);
Pove, ali je vrsta s preds

10stjo prazna ali ne.}

t n =0 then prazna: = true
else prazna: = false;

Algoritem 4. Je vrsta s prednostjo prazna?
maweqz (k, n);

 napaka
— Kk[17

AZgGﬁzgm 5. Najvedji podatek v vrsti s pmdnmzm

ire odsirant (k, n);
{Odstrani iz vrste s prednostjo najvecCji podatek in vrne
= n— 1] za ta podatek skrceno vrsto




begin
if 7 = 0 then napaka

else
begin
{Vrsta s prednostjo ni prazna.}
i = 1;
1= 2%z,
e = K[nj;
n:=n—1;

{Na tem mestu smo najvecji podatek Ze izlocili in skrcili kopico. Mesto
1 je prazno. Spustimo ga v globino, tako da vanj sodi podatek e.}
whﬂe ] < n do

if (j <) and (k[j] << k[j + 1])
then j: =7 + 1;

{7 kaze na vecCjega sina 1.}

if e > k[j] then exit (while)

else
begin
K[+ = KIjl;
i — ],; ] e |
end’
ena
k[i] : =
end

end.
Algoritem 6. Odstrani podatek iz vrste s prednostjo

Vsaka predstavitev podatkovne strukture mora zadoscati prvotnim aksio-
mom. Preverimo za vajo, da operacija najvecji res zadoSCa aksiomom vrste
s prednostjo. Kratek pogled na algoritme nas preprica, da je vedno n > 0
in n strogo pozitiven, ¢e kopica ni prazna. Torej n = 0 oznacCuje prazno vrsto
in klic funkcije najvecji (pripravi) res vrne napako. Naj bo sedaj n > 0. V ko-
pici je vrednost ocCeta vecja od vrednosti sinov. Po dogovoru o izpeljavi ko-
pice v tabeli je odtod

k[i] = max (k[2 % 1], k[2%1 + 1]
za vse smiselne 1
Torej velja
k[1] = k[i], za vse smiselne 1

in je k[1] najveCji podatek. Nasa funkcija najveCji zadosca tudi drugemu
aksiomu, kar smo hoteli pokazati. Dokaz pravilnosti procedure odstrant pre-
pustimo bravcu v pouk in zabavo.
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