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V c¢lanku bomo vpel] a,h mp@rmaﬁna Stevila kot pmdukfg Smwm
polja realnih Stevil m ni so poleg
realnih $tevil %e neskonéno vehka 1N H@Sk@ﬂ@ﬂ@ ﬁmfﬂa ali mhmmm 1ali,

bomo uporabili za definicijo zveznosti in u maimh funkcij. To bo samo

beZzen pogled v nestandardno analizo.

nogo izvodov

The article presents a construction of the hyperreal number system as a product
of countably many copies of the field of real numbers modulo some free ultrafilter.
This system includes besides all ordinary real numbers also infinitely large and
infinitely small elements or infinitesimals and we shall use them to define conti-
nuity and derivative of real functions.

V starejsih knjigah o diferencialnem racunu nastopajo neskonc¢noc majhne
koli¢ine ali infinitezimali. Bralec je morda Ze srecal naslednjo definicijo od-
voda funkcije f v toCki x:

Realno stevilo a je odvod funkcije y = f(x) v toCki x4, Ce se za vsak x, za
katerega je razlika dx = x— xy infinitezimal (= neskon¢no majhno S$tevilo)

razlicen od 0, kvocient

neskoncno malo razlikuje od g, k]?ﬂr je dy = f(x) — f(x).
V kmsmm analizi, katem del je vsebovan v standardnih
ih matematike, je d@hmu}a zawm ena kot nesn
nastopajo neskoncno majh K
neskonc¢no majhna vaﬂa

absolutni vrednosti manjs «

edino tako znano vaﬂ@ 0, mﬁmwmmaiov ki na} bi nagmpah v zgornﬁ defi-
niciji, sploh ni. Kljub temu pa je misel o neskon¢noc majhnih koli¢inah in-
tuitivno privlacna, kar dokazuje tudi zgodovina diferencialnega racuna. Leib-
niz, oce diferencialnega racuna (neodvisno od njega je odkril diferencialni
racun tudi Newton), je verjel, da si je mogoce zamisliti sistem Stevil, ki vklju-
cuje poleg realnih stevil Se neskoncno majhne (in neskoncno velike elemente).
Te elemente je sesteval in mnozil z obiCajnimi realnimi stevili ter pri tem
uposteval, da so manjsi od vsakega pozitivnega realnega Stevila. Infinitezimali
nastopajo tudi v delih kasnejsSih matematikov; vendar pa ni mogel niti Leib-
niz niﬁ. njegovi nasledniki neepoméne povedati, kateri zakoni vladajo tako
razsirjenemu Stevilskemu sistemu D mugiowa ki so spremljala infi-
imale, so napos]ed privedla maﬁe natike, da so jih opustili in zamenjali
z danes spbsno razsirjeno e, 6 metodo. | mze kot je: ...Ce za vsak ¢ >0 ob-

fakuhemﬁh pmn




staja tak >0, da je..., so danes vsakomur dobro znane. Infinitezimali so
bili tako pregnani kot »duhovi izumrlih koliCin«; Ce so jih kje Se uporabljali,
je bilo to treba razumeti samo kot skrajsani nacin izrazanja.

Z. odkritjem nearhimedskih polj je bil sicer resen algebrai¢ni problem
vlozitve realnih Stevil v polje (= komutativni obseg), ki vsebuje tudi infinite-
zimale, toda teZzava nastopi, ko skuSamo razsSirjeni sistem uporabiti v analizi
(na primer definirati transcendentne funkcije sin, log...). V tem stoletju je
bilo nekaj bolj ali manj uspesnih poskusov, da bi definirali in opravicili rabo
infinitezimalov. LogiCno popolnoma zadovoljivo resSitev pa je sele pred 22 leti
nasSel Abraham Robinson. Pokazal je, da obstaja urejeno polje *R, ki je raz-
siritev polja realnih Stevil R, vsebuje neskoncno majhne in neskoncno velike
elemente In 1ma v nekem smislu enake lastnosti kot R. V kakSnem smislu
in katere lastnosti so to, pa je mogoce natancno povedati v okviru formalne
logike. Gre za lastnosti, ki se dajo izraziti v doloCenem formalnem logiCnem
jeziku. |

Kmalu po Robinsonovem odkritju se je izkazalo, da je mogoce infinitezi-
male uspesno posploSiti in uporabiti v topologiji, funkcionalni analizi in tudi
na nekaterih drugih podrocjih matematike in teoretiCne fizike. Ena od potrdi-
tev plodnosti uporabe nestandardne analize je na primer Bernstein-Robinso-
nov dokaz trditve, da ima vsak omejen linearen operator 7' na Hilbertovem
prostoru, za katerega obstaja tak polinom p, da je p(I) kompakten operator,
netrivialen, zaprt invarianten podprostor. Ceprav je danes znanih vecC stan-
dardnih dokazov te trditve, je bil problem veC let neresen in prvi dokaz je
uspel z uporabo nestandardne analize.

NemogocCe nam je v kratkem cClanku v celoti predstaviti osnove nestan-
dardne analize. Za tako nalogo bi potrebovali nekaj znanja iz formalne logike.
Kljub temu pa lahko vpeljemo model hiperrealnih Stevil matematicno zado-
voljivo in se pri tem popolnoma izognemo formalni logiki.

2. Hiperrealna Stevila

Najprej moramo ponoviti nekaj dejstev o ultrafiltrih. Vse trditve o ultra-
filtrih, ki jih bomo uporabljali, in ustrezne dokaze je mogocCe dobiti na primer
v [P str. 111—123].

2.1. Definicija. Naj bo J neskoncna mnozica. Neprazna druzina 9 podmno-
zlc mnozice J se imenuje filter na J, ¢e zadosCa naslednjim pogojem:

(1) o¢uU;

(2) Ce je Aeq¢ in Be<U, potem je AN B eU;

(3) Ce jJe Ae9 in B> A, potem je B e .

Filter 9 na J se imenuje ultrafilter, Ce zadoSCa pogoju:

(4) za poljubno podmnozico A mnozice J je ali A e ali A¢ e . (Tukaj
oznacuje A¢ komplement mnozice A v mnozici J.)

Ultrafilter 9, je prost, Ce velja:

(5) nobena konc¢na mnozica ni element v 4.

Iz lastnosti (2) takoj sledi, da je presek koncno mnogo elementov filtra
element filtra; lastnost (2) nato pove, da je ta presek neprazen. Pokazati je
mogoce [P str. 117], da zadosCa dani filter % pogoju (4) natanko tedaj, ko je
maksimalen za relacijo inkluzije, ko ne obstaja tak filter & na J, da bi bilo
U DG In 9 #* &. Ekistenco prostih ultrafiltrov je mogoce dokazati z uporabo
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d@ je mebovan Y maj enem ultrafiltru
za elemente komplemente vseh konc¢nih

bomo uporabljali Se naslednjo lastnost uimffﬁmv@

Ce so A, ..., A,

j=1 =1
bi potem sledilo A N AC € U, kar pa nasprotu je lastnosti (1). Odsle] naprej
bomo vzeli za J mnoz U pa naj bo ﬁksen prost ultra-
filter na N.

Stevil. Bodita a = (a;:
!\ je za operaciji

=

mutativen kolobar z enoto (1,1, 1,

; Ne vell ja k vel j emu za koncno m

Ta kolobar vsebuje izomorfen izvod polja realnih Stmfﬂ R, saj }@ pm«

ko neenakost a; < b;
ure j en.

ki vsakemu realnemu stevilu a priredi konstantno zaporedje,

{a} = (a,a, ...)

nc monomortizem kolobarjev. Se vel, neomejena zaporedja bi lahke
bﬂa km neskoncni elementi, zapomdga ki konvergirajo k 0, pa kot mﬂmww
koiobarﬁu Zal pa ima ta kolobar delitelje nica in zato ni obseg;
razen tega pa je z relacijo < samo delno in ne hnearno u_m}en Te i@zavam
se lahko izognemo tako, da vzamemo namesto RN | N
m idealu _#, ki ga bomo sedaj definirali.

a. Naj bo _# mnozica vseh tistih zaporedij a = (a;: j e N), pri

}@ ou‘mo

D, y = (C;; :7eN); naj bo 4
w5 Agy definirane anaiogn@




A g D AN A (1)
Aay - Aa (2)

Iz ge M in e sledi A,eu in Age, torej A, Az ; nato sledi iz (1),
A,.p€9U, kar pomeni, da je ¢ + f e /. Podobno sledi iz A,e% in (2), da je
A,€9U, tore] aye M. S tem je dokazano, da je _# ideal.

Denimo sedaj, da bi bil _# vsebovan v kakem veljem idealu Z. Naj bo
0 e Z— M in izberimo zaporedje ¢ = (d; :j e N) takole:

) 1, Ce je j e A;
dj’ == .
{0: ce ]%Aé

Potem je zaporedje ¢ -+ 6" obrnljiv element kolobarja RN, ker je vsak njegov
Clen d; + d; razlicen od 0. Ker ¢ ¢ 7, mnozica As ni v 9; ker pa je 9 ultra-
filter, mora biti potem v 9 njen komplement As. Po definiciji elementa ¢’
imamo Ay = A¢, kar pomeni, da je ¢’ e /. Potem je tudi §’ eF (ker je 24 C G),
torej tudi 6 + 6’ eZ. Ker pa je element § + ¢ obrnljiv in ker pravi ideal ne
vsebuje nobenega obrnljivega elementa, sledi od tod, da je ¢ = RN. S tem je
dokazano, da je ideal _# maksimalen.

2.5. Posiedica. Kvocientni kolobar *R = RN/_# je polje (komutativni obseg).

Naj bo p: RN — *R kvocientna surjekcija in za poljuben o< RN naj a ozna-
cuje ustrezni element v *R, torej a = p(a).

Sedaj bomo definirali v polju *R relacijo stroge linearne urejenosti, ki jo
bomo oznacevali kar z <.

2.6. Definicija. Bodita a, b e*R poljubna, ¢, § RN pa taki zaporedji, da je

a=a in b=p; naj bo pri tem ¢ = (g;:jeN), f=(;:jeN) in A= {jeN:
: a; < b;}. Potem naj velja relacija

a<b

natanko tedaj, ko je A e <.

Seveda se moramo najprej prepricati, da je ta definicija nedvoumna, da ]e
neodvisna od izbire predstavnikov ¢, B elementov a, b. Naj bo torej a = y
in b = ¢ Se kaka druga predstavitev razredov a, b =*R z zaporedji y = (¢;: j €
eN), 5=(d;:jeN). Naj bo C = {jeN:c;<<d;}. Treba je videti, da je C e«
natanko tedaj, ko je Ae%. Ker je a =y in f=4, sta mnozici E; = {j eN :
=c;}in Eg={jeN:D; =d;} v U. Ce je Ae9, potem sledi iz

COANE{NE;
da je tudi CeOZz Prav tako sledi iz Ce %, da je Ae%

veljajo Za poljubne a, b, c € *R naslednje izjave:

(1) a « a (irefleksivnost);

(2) Ce je a<<b in b <c, potem je a <<c¢ (tranzitivnost);

(3) Ce u'e a #= b, potem je a<<b ali b <<a (sovisnost);

(4) Ce je a<< b, potem je a + c<<b + c;

(5) Ce je a<<b in 0 <<c, potem je ac << be.

Polje *R vsebuje izomorfen izvod polja realnih Stevil R. Pri tem je presli-
kava ¢ = p u ustrezna vlozitev, kjer je u preslikava definirana z 2.2.(1). *R je
prava razsiritev polja realnih stevil R.
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Ce bi za kak a Vd jala relacijy ja a <a, b
v ultrafiltru 9. - to je n@magaw ker {filtri ne web }@}@ mzne
kot elementa. Tocka (2) sledi takoj 1z dejstva, da je p
mm % v 9. Tudi d@kaza za (4) 1n (5) sta Etmm&hm n gu pmpusca

3 0@ b; << a;}

2.1. (L) ultratiltrov sledi, da je
¢ % zato je ali Ay e all Ag e 4.

Potem je A; U 4> U .
wa} ena -' mnazm /1; \% f?z

homortfizem
tem je u{ e M.

M, da je d = 0.

Da bi pokazali neenakost *R % ¢(R), vzemi
= (d; : j eN) od 0 razli¢nih $tevil, ki konvergira k 0.
realno Stevilo ¢ komplement mnozice

= {jeN:|d;|<<e}

koncna mnozica, je D e 9. Od tod takoj sledi, d
rdam } a | d|<<oal(e), kjer je |d 1 , — d}.

= (d, } SE@E o iz d @ﬂmuj@ a

poljubno zaporedje § =

Ker je za vsako pozitiviio

Emm W@dﬂ@gﬁ mams& od slike Vsakeéa pozymmega S’mvﬂa £
mzswmev poha r@aim St@vﬂ
Kot je v primerih navada, bomo c | identificirali 1zomorfni polji
bomo odslej vzeli, da je kar R C *R. Realne ga stevila a potem

ne b@ VSC treba mzhke‘mﬁ od njegove slike @f{a} v *R. Tudi elemente polja

ko obstaja tak
Stevilo a j@ Zﬁfinim

2 je komcno natanko tedaj,

Snct

B

da }@ la | < n; Stevilo ‘“@ neskoné’no, ¢e ni koncno.

a ] < za vsak n eN.

Na osnovi te definicije je ocitno 0 infinitezimal in ocitno je 0 edini infini-
tezimal med realnimi Stevili. Na koncu dokaza izreka 2.7. smo videli, da
obstajajo v *R od 0 razlicni infinitezimali. Ker je lahko videti, da je Stevilo a
neskoncno natanko tedaj, ko je a % 0 in 1/a infinitezimal, je s tem dokazan
tudi obstoj neskonc¢nih Stevil v *R. za.pm"edje realnih émvﬂ ki k conver-
gira proti neskoncnosti (in Se m h zaporedi]) predstavlja neskoncen

element poha *R.

tezimal natanko tedaj, ko je

|

7ici *N.
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Dokaz. Mnozico *N lahko napiSemo kot unijo disjunktnih mnozic, *N =
= N U N_. Ker so naravna Stevila koncna, je treba pokazati, da so elementi

mnozice N, neskoncni. Vzemimo nasprotno, da bi bil kak a € N, kon¢no
stevilo, da bi bilo tore] a<n za kak »n e N. Predstavimo a z zaporedjem:
a=a, a= n;:jeN), kjer so n; naravna Stevila. Potem je mnozica A = {j ¢
e N:n; £n} element ultrafiltra 4. Ce napiSemo A kot unijo disjunktnih
mnozic A; = {j € N 1Ny = i1yza1=20,1, 2, ..., n, sledi po 2.1. (L), da je na-
tanko ena od mnozic A; v ultrafﬂtru U. Za ustrezni ¢ je potem a = i, kar
nasprotuje prwzetku aeN,

Elemente mnozice N, 1menuJemo neskoncna naravna Stevila.

Mnozici *N in N se razlikujeta v zelo pomembni lastnosti. Medtem, ko je
N z relacijo <C dobro urejena mnozica, to ne velja za *N. To pomeni, da nima
vsaka podmnoiica mnozice *M najmanjsega elementa. Tako, na primer, ni
najmanjsega neskoncCnega naravnega Stevila, kajti za vsaka a e N je a—
—1eN,

Po drugi_ strani pa lahko mnogo lastnosti naravnih Stevil posploSimo na
elemente mnozice *N. Tako lahko, na primer, razdelimo Stevila v *N na soda
in liha. Pri tem imenujemo Stevilo a € *N sodo, Ce obstaja tak b e *N, da je
a = 2b; stevilo a je liho, ¢e ni sodo. Po tej definiciji lihega stevila pa ni
Cisto ocitno, da lahko vsako liho Stevilo a € *N izrazimo v obliki a = 2b 4+ 1,
kjer je b € *N Da bi to videli, moramo a najprej predstaviti z zaporedjem
naravnih Stevil: a = a, o = (n;:j € N). Ker stevilo a ni sodo, mnozica A =
= {j e N:d k S N, n; = 2k} ni element ultrafiltra 9. (Ce bi bilo A e %, bi
bilo b = B, kjer je g =(m;:jeN), m=n;/2 za jeA, m; =0 za j ¢ A, tako
Stevilo v *N, za katerega bi veljalo a = 2b.) Potem je A€ € 9. Za vsak j € A¢ jc
Stevilo #; liho in ga zato lahko napiSemo v obliki »n; = 2m; + 1. Postavimo
sedaj Se m; =0 za j € A in naj bo g = (m; : j € N). Sedaj je lahko videti, da
je b = p tisti element v *N, za katerega je a = 2b + 1. Na ociten nacin lahko
vpeljemo v *N tudi pojem deljivosti in prastevila. Bralec lahko za vajo na
primer dokaze, da obstajajo neskoncna prastevila. V tem cClanku ne bomo
veC obravnavali naravnih Stevil, pa¢ pa se vrnimo k splosnim hiperrealnim
stevilom.

2.10. Trditev. Mnozica K vseh konénih elementov v *R je podkolobar m
mnozica I vseh infinitezimalov ]e ideal v K.
Dokaz je lahek in ga prepusCamo bralcu.

2.11. Xzrek. (i) Za vsak ae K obstaja tak beR, da je a— b el.
(11) Kvocientni kolobar K/I je izomorfen polju realnih Stevil R

izomorfizem zozitev naravne surjekcije s: K— K/l na R ¢(R) C K
Dokaz. (i) Za vsak a e K je mnoZica

A= {xeR:a<x}

neprazna in navzdol omejena; naj bo b = inf 4, kjer gledamo infimum v R.
Trdimo, da je a—bel. V nasprotnem primeru bi bilo |a—b [ > ¢ za kak
p021t1ven realen ¢; torej a— b >¢ ali pa b—a > ¢ V prvem primeru bi sle-
dilo,da je b + ¢ <<a, zatotudi b + e <<xzavsak xe A, tore] b + ¢ Linf A = b,
to pa je nemogocCe. V drugem primeru pa neenakost b —¢ > a pove, da je
b—¢eA in bi zato moralo biti b = inf A L b —¢, kar pa je spet protislovje.

(ii) Ker je RN I = {0}, je s|R injektivna preslikava. Surjektivnost sledi
takoj 1z (1), ker je s(a) = s(b), Ce je a— b e l.

, kjer je
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K/I in
K/I, ker je
Omo Vv zdl

R. (V tej zvezi na } om em
@dmz avtomorfizem
da s preslikuje v |
del elementa a. Z
mzhkm@ Za mﬁmfmm 1al.
Bolj splosno, lahko vpeljemo v *R SkVHJaEﬂ’MHO relacijo

a~ b natanko tedaj, ko je b—ael

Ce za dve stevili a, b velj ja a~ b, pravimo da sta mf initezimn
koncéno stevilo je infinitezin ahm blizu namnk@ enemu realnemu g‘i@wm

primeru, s(b) < S(a)ﬁ ba namrec mﬁka

d s A

pa bi bil pozitivno realno $tevilo. Toda ker je a<lb
do protislovja.

m razdelku bomo videli, kako }@ mogoce uporabiti infinitezim

d@hmcuo Zveznosti in odvedhwosﬁ realnih funkcij. V ta namen je treba naj-

prej razsiriti definicijsko obmocje funkcije, da bo vsebovalo tudi hiperrealna

Stevila. Zaradi enostavnejsSega izrazanja bomo vzeli, da so funkcije definirane

pomod na R, funkcije, katerih definicijsko obmocje je podmoZica v R, bi
hko obravn mrah podobno.

Definicija. Za poljubno funkcijo f:R-—=R definirajmo funkcijo
1 takole: za vsak x = p(x;: jeN) e*R (kjer oznacuje p kvocientno

, definirano takoj po 2.5., x; pa so realna stevila) naj bo

*f(x) = p(f(x;) : j e N)

[Lahk d !
katerega @kvwai@@m mzred je x. Prav je za wak xeR
*f(o(x)) = o(f(x)) (kjer je o vloZitev, definirana v izreku 2. 7}
da, nima p omena razlikovati med reaim n Stevilom x in megmro sliko @(x)

piSemo to enakost kot *f(x) = ﬂx} 7. drugimi besedami, funkcija *f
}e mzsm;nmv funku}e f. Razsn‘}ena funkcija *f ge s funkcijo f enolicno dolo-
Cena; odslej bomo tudi zanjo uporabljali kar simbol f, kar ne bo povzrocilo
nobenega dvoumja.

R obstaja limi

3.2. Trditev. Za poljubno funkcijo f:
| lim f(x)

X“’%XQ
X5 X

in je enaka realnemu stevilu ¢ natanko tedaj, ko je f(x) =~c¢ za vsak x e*R
ki zadosSCa pogoju x = Xy, x ¥ X.

Dokaz. Denimo najprejy da limita (1) obstaja in da je enaka c. Izberim
poljuben ¢ e Rt (kjer je R™ mnozica pozitivnih th stevil). Po definiciji
limite obstaﬁa tak e R*, da iz xe R, |x—x;|<{d in x == x sledi |f(x) —c|




<e. Naj bo x=~x;, x = x;. Predstavimo x z zaporedjem realnih Stevil,
x=pa;:jeN) in naj bo A= {jeN:|ag—x | <<d&a; = x}. Ker x~x; in
x 7= Xy, je Aeq. Ker je |f(a;) —c|<<e za vsak je A, sledi po definiciji 3.1,
da je | f(x) —c| <<e. Ker velja ta neenakost za vsak ¢ e R*, je gotovo f(x) == c.

Vzemimo sedaj Se obratno, da limita (1) sploh ne obstaja ali pa da je
razlicna od c¢. Potem obstaja tak ¢e R™ in tako realno zaporedje (a;:jeN),
da je a; # xy za vsak j, lima; = xy in |f(a;) —c|>¢ za vsak j. Za element

j—>oo
x = p(a;: jeN) e *R potem velja hkrati x=~x), x = %, in |f(x) —c|X ¢, tore]
tudi f(x) == c.

Trditev 3.2. omogoca alternativno definicijo zveznosti: realna funkcija f
je v toCki xy e R zvezna natanko tedaj, ko za vsak xe*R iz x = x; sledi f(x) =

=~ f(x).

3.3. Ker je odvod definiran klasicno kot limita diferenCnega kvocienta,
omogoca trditev 3.2. tudi alternativno definicijo odvoda. Naj bo f realna
funkcija, izberimo x; e R in opazujmo funkcijo

f(x) — f(x0)

X — X

ki je definirana na mnozici R— {x;}. RazSirimo f in k po definiciji 3.1. na
mnozico *R — {x,}; potem velja relacija (1) za vsak x e *R — {x,}. Ker je od-
vod funkcije f v toCki x definiran klasi¢no kot

f'(x9) = lim k(x)

x"'}'xO
XF#£ Xo

kadar ta limita obstaja, sledi iz trditve 3.1.:

Funkcija f je v toCki x5 odvedljiva in njen odvod je enak realnemu stevilu
¢ natanko tedaj, ko je
fo) —1x0)

X — Xy

brz ko je x =~ x; in x # Xx,. |

Ce piSemo dx = x— x, dy = f(x) — f(x;), potem dobimo od tod definicijo
odvoda, ki smo jo omenili v uvodu.

Naj bo f v tocki x; odvedljiva funkcija. Ce pomnozimo (2) z dx, dobimo

f(x) — f(x0) ~ ¢ dx 3)

Od tod lahko takoj vidimo, da je vsaka odvedljiva funkcija tudi zvezna. Po
kriteriju za zveznost, ki smo ga dobili kot posledico trditve 3.2., je dovolj
videti, da iz x = x, sledi f(x) =~ f(x;). Ce je x =~ xy, potem je dx = x — x; infini-
tezimal. Ker je ¢ e R in mnozica infinitezimalov ideal v kolobarju vseh kon¢nih
elementov, je ¢ dx infinitezimal. Po (3) je potem tudi f(x) — f(xy) infinitezimal,
kar pomeni, da je f(x) = f(xy).

3.4. Sedaj ko vemo, da infinitezimali obstajajo, in ko nam ni tezko verjeti,
da lahko nadomestijo v klasicni analizi metodo ¢, §, se moramo vprasati
o smiselnosti takega pristopa. Uporaba infinitezimalov je smiselna, Ce je ta
pot enostavnejsa od klasiCne poti brez infinitezimalov. Model, ki smo ga opi-
sali, ne izpolnjuje tega kriterija. Tezava ti¢i v tem, da moramo pri dokazo-
vanju hiperrealna sStevila predstavljati z zaporedii realnih Stevil. O infinite-
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SE@Vﬂ oda
, p@en mgek EZ ne-
andard 5 E&E@C S@ pOmMnNi, da }@ ogam PO j
rdam}& '- m@, definirati samo s ﬁceomm nomc
g’ dame ‘i@@ﬁj@ ége

Standardna analiza pnmdi
Sama konstru kcu a Im " *q 11 preprosta,
@kaj MF@kOV 0 J in *g ki wﬁzen@ pOEno-

. Ta izre H‘ d:
da wha vsaka ﬁzﬁava ki jo ge mogoce 1zraziti v m@csn@ Eogic
m jezik: modelu G namnke f&eda}, k@ veha v *J. ukag ne moremo opiw

sati omen jenega jsma for 1alne Eogi bomo ngusm na pri-
meru pok kO omogoc no nagd@ uporabo mﬁmmm 1alov, ne

1 kriterij o zveznostl funk cu
pomeni, da za vsak fiksen ¢ e R™

obstaja tak deRT, da velja sia
‘xeR) (|x—x| <<= | fx) —f(x) | << &) (1)

Stavek (1), strogo vzeto, sicer ni izrazen v formalnem logiCnem jeziku, vendar
ga je m@goc@ 1zraziti v mm }ezﬂm P@ Leibnizovem principu velja zato tudi
v *R, tore]

Ce je x =~ X, potem je ]xwx@}<é Za Vsak deR™ 1 {2} pove, da Je wdaj

| ﬂx} e f{xﬁ <. Ker velja zadma neenakost za vsak ¢ e R, sledi f(x) ~ f{xg}
'zemimo sedaj Se obratno, da iz x = x; sledi f(x) =~ ﬂxo} Ezbem no poljuben

u *R velja tedaj stavek

(dde*RT) (Vxe*R) (|x—x| <3 = | flx) —flxp) | <e) (3)

saj lahko zavzame v njem spremenljivka § za vrednost infinitezimal in je po-

hipotezi f(x) =~ f(xo), torej tudi |f(x) —f(xy) | <<e. Leibnizovo nacelo

prevede stavek {3} v klasi¢no deﬂnicijo zveznosti:

(4)

Apphed Nonstandard Analysis, John Wi
M., Nonstandard Analysis, Springer-V

Prijatelj N., Matematicne strukture III, DZS, Ljubljana 1972,

R] Robinson A Non-Standard Anaiyszs Studies in Logic and the Foundations
a‘ihemaucs North-Holland, Amsterdam 1966.

[S,L] ¢ H‘oyan W. A. J Introduction to the Theory of Infi-
nitezimals, Academic k 1976.
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CVETO POHAR

Math. Subj. Class. (1980) 62 G 10, 62 P 10

Zanima nas verjetnost pojava nekih dogodkov v razlicnih Casovnih intervalih,
predvsem hipoteza, da je ta verjetnost v vimesnem obdobju manjsa od verjetnosti
v sosednjih obdobjih. Hipotezo preskusamo z uporabo popolnega sistema s Stirimi
dogodki.

AN EXAMPLE OF THE USE OF A COMPLETE SYSTEM WITH FOUR EVENTS

We are interested in the probability of occurence of certain events in a certain
time interval. Also we test the hypothesis whether the probability of occurence in
a certain time interval is less than the probability of occurence in adjacent time
intervals.

V tem clanku bomo obravnavali mnozice N elementov, ki se jim neki do-
godek A zgodi natanko enkrat v zivljenju ali zivljenjski dobi.

Verjetnost, da se k-temu elementu (1 < k < N) zgodi A v obdobju (., t2]
0 < ¢, <t,, oznacujemo Py, (2,,1,), in v posebnem primeru, ko Je t, =0, 1, =
= t, Pyy(t). Verjetnost P,(t,, t,) naj izpolnjuje naslednja pogoja:

1. ni odvisna od tega, koliko in katerim preostalim elementom nase mno-
zice se A zgodi na (¢,,¢,] ali ze na (0, %]

2. je neodvisna od k.

Zaradi 2. lahko piSemo Py (t,,t,) = P(¢,,¢,) in P(k)(t) = P(t), 1 < k < N.

Omenimo dva primera, ki zadoScCata temu modelu:

a) pri bolnikih, ki so zboleli za dano nenalezljivo bolezm]o nas zanima
verjetnost, da so zboleli od trenutka f,

b) pri strojih, ki se pokvarijo prej ali slej in so taki, da jih ni vredno po-
pravljati, nas zanima verjetnost, da se pokvarijo do trenutka f.

Pri poljubno izbranem obdobju (¢,,¢,] (0 < t, <t,) imamo oclitno opravka
z Bermoullijevim zaporedjem poskusov (glej lit. 1, str. 58—59). Zato je verjet-
nost Py(t,, t,; n), da se A zgodi v obdobju (¢,, t,] natanko n elementom izmed
N, enaka |
Py(t, t,; n) = ). [P(t, tO]".[1 — P(t,, t,)]N—" = By(p; n),
p=P(t,,t,)=P@,)—Pt), 0<n<N (1)

in v posebnem primeru

Py(t; n) =) . [P(O]" . [l —P()]N—" = By(p; n), p = P(1),
0<n<N (2)

V nadaljnjem bomo rabili Se dve verjetnosti. Prva, ki jo bomo oznacevali
Py(t,t,;t,tynm), 0t <t, <t <t,nz=20 m=0 n+mIN), je ver-
jetnost, da se v obdobju (¢, %,] zgodi dogodek A n elementom izmed N in
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g@dek é Y u (z‘l, z L inzr wmemoﬁ da se m
Ce elemente oS ‘ievﬂu
se dem enton

V, }@ d en @ntar@n dogodek ¢
1lkami d@g@@k A zgodi v (£,,1,],
’ m elem om s preostalimi s

mzwsmfcw 1 d@
in N—mn—m elementov

. Zato je koncno

d@bﬂ“ﬂ@ wmem%i ’ o B3 By Ly z;, z‘w n, m, 1), da se d@g@d@k A

2 t,, t,, t, In f, zanimale vrednosti p, r In s,
bomo raje pxsah N(pm s;n,m,l) = Py(t, t,; t,, Z‘“ zm t.; n,m,l) in podobno

Py(p, r;n, m} = Py(t,, 2,; Ly Lys 1, m} ter ?N(pg n) = By(p; n) = Pylt,, 1,; ).
N ( p,1; 1, } se bomo Eahko Eo tili nasledn g €




Izraz na desni lahko preoblikujemo v

(3)

'm’ = min (n—d, N—mn)

(Ker je p<<1in 1—p = 1 —[P(t,) — P(t,)] = P(t,) + P(¢, o) = P(t,, t.) —

4 . r .
=, sledi 0 < < 1. Zato imamo lahko za neko verjetnost. Ka-

l—p 1—p
tero? Podobnih dokazov odslej ne bomo veC ponavljali.)
Podobno kot (5) pokazemo tudi

_ B N(‘T; m) . BN»—-—wm ( 1 p » : n) (6)

Py(p, r; D)

Da bomo lahko odgovorili na drugo vprasSanje, potrebujemo naslednjo
lemo.

Lema 1: -
Funkcija Qyn(p) = > O prl —p)N—, 0<<m <IN, N>0, 0Zp<l
=)

je nerastocCa funkcija s;;remenljivke p in funkcija

_ N

Qyn(p) = > By(p; n) nepadajoa funkcija spremenljivke p.
n=m

Dokaz:

Pri m1 <N lemo dokazemo z odvajanjem:

N1 N!
n—1(] — p)N—n '\ n(l — pyN—n—1 __
z(n-—-l)'(N—n)'p ( P) 1! (N«-—-n-——l)!p ( P)
(N —1)!
— N . n—1(] — p)N—1—(n—1) _
Zm-—-—-n' 0P
(N—1)!
— N. n(l] — pyN—l—n _
Zn!(N—l-—n)!p( P)
n=0 N
= N. QN~—1,77Z~—1(p) — N . QN-«-—L m(p) — . pm . (1 - p)N——l-——m é 0

ml (N —1—m)!
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£ D) pri pogoju 0

.t r, < 1. Ce t1 dve W@dnasu vsmw
0, da }@ r, = p, lako je

r < cer je P
em pam. { P ¥o), 05
v (5), takoj z lemo 1

; D) = max Py(p, p; D) =

0<p=0,5

] p;ferm ) ( 1 —2 p}N —1—N

N —n—m)!

7ato je na jbolj pri
zno dolociti naﬁf@qo W@dno%

40, 7{ ), P 40, 8€p} """ 4@ 9 {p} in Py 9

0,35

0;33@ @JZ
0,078 0,093
@% 0@26 0,036 0,046 0@56 @@7?

0,000 0,000 0, 001 0,007
Pwgw 0000 0000 0000 0003

Podobno lahko resimo naiogo Imamo p = r. KolikSna ;ge VEr] etnost, da jé.,
m =zn +d (d z0)? Ali to verjetnost lal - od z gm*a, j omejimo z neko fun
Cijo sp rem@m ] wk@ ﬂ Pri okaz ovanju izhajam

Pn ne k@

ce Je to ivegame Clim manj
Naj lazje delo imamo, ¢

a) psr<<s, p+r+s<]

b)) pr, s<r, p+r+s<1in
c) p>r=s, p+r+s<i

o komplementarne bim
P HO}Jdp'+=F“+~S§§i§ K
Ker privzamemo, da je en pu*mna
>m+d lzm+e m=>20,d=>0,e ; 0, n +m + 1 < N.




T1 pogoji nam dolocCajo polje D = Dy(d, e) =
={n,mD:nzm+d lzm+emz=0,n+m+1< N}

Preden bomo natanc¢no proucili navedene tri moznosti, bomo Py(p,r, s; D)
spremenili v oblike, ki so enakovredne oblikama (5) in (6) in si tako olajsali
nadaljnje sklepanje. |

Kot receno, izraz

Py(p,r,s; D) =

N

L ntmll(N—n—m—1)]
D

dalje preoblikujemo v

pr.rm. st (1 —p—r— s)N—n—m—I

N!

nlm! (N—n—m)!
(N—--n—-m)' S l 1——p—-—-—-?’--—-—-—-SN N—tt11—1
NN—n—m—1I)! (ln—-p---—-r) ( l—p—r )

Py(p, 7, s; D) =ZPN(p, ri 1, 1) . By nm (1 S . 1) 8)

. prL oy, (1 P ;»)N——n—-—m .

ali

D
Ce sedaj v (8) uporabimo (5) in (6), dobimo

> By(p; 1) . BN———n( ; m) N & J—— ( ;1 ) (9)
N By(r; m) By [ ; n) . BM,...?}?,( © z) (10)
1 —7r l—p—v

Ker v 1zrazu Py(p,r, s; n, m, 1) lahko pare (p,n) (r,m), (s,]) zamenjamo med
seboj, ne da bi spremenili njegovo vrednost, dobimo vec formul, ki so podobne
(9) in (10). Navedimo le eno, ki jo bomo pozneje potrebovali:

Py(p, 7,5, D) = >

Sedaj lahko dobljene verjetnosti ocenimo navzgor, in sicer najprej v pri-
meru a).

Poleg polja Dy(d, e) = D vzamemo Se projekcije tega polja v ravnine (i, ),
(n,l) in (n, m) ter jih po vrsti oznac¢imo D,, D, in D;.

Delo pri¢nimo z definicijo in racunanjem P,. Uporabimo formulo (11),
v kateri sumiramo najprej po wu:

P, = sup Py(p, 1, s; D)

PETSS
N—m—I
P, = max Py(p,r,s; D) =max » Py(r,s;m, ). > By_, 1|[— "N
p<r<s p<r<s L L l—7r—s |
n<m-+d
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» najvedii.

pﬂi

(12)

m lema 1 in (12) takoj povesta, da je desni izraz najvecji takrat,
. Tedaj je vsota po [ vedno enaka 1, tako da 1m

<m<i

1 < (N

Dy = {(n,m): 0

hraz (13) je podoben izrazu (7); v njem le sumiramo po manjSem polju
m vsote na manjsSem obmocju.
di simetri¢nosti Py(p, r, s; n, m, ) glede na pare (p, n), (v, m), (s,) pri-

. $??’E+Z . (E S ZS)N-——mmZ

= max Py(p, v, s;

p>rz=s

—m—[)!

m+e<1<N—2m—d}

Izraza (13) in (14) sta si podobna, saj iz (13) dobimo (14), ¢e v njem
zamenjamo z [, p s s in d z e. Ce izraza racunamo numericno, racunamo

vrednosti enake funkcije.
Preostala nam je Se moznost b), pri kateri je 0 S p<r, 0L s <. Ta dva

pOnga dolocata neki zaprt prostor S
: 0g0§a 0 p<Zr, p+ 2r <1 podobno dolocata o zaprto polje T.

v enacbi (9) najprej fiksiramo p in r ter zapiSemo

={(m,):0<m<EN—d—e) |,

————

- ]

je zaradi leme 1 oclitno, da je Py(p,r, s; D) nepadajoca funkcija spremenljiv-
ke s. Zaradi pogoja b) je torej ocitno, da imamo pri fiksnih p in » ekstrem




P, = max Py(p,r,s; D) = max Py(p, r, r; D).
S T

Da izraz na desni ocenimo Se naprej, uporabimo enacbo (11) in v njej upo-
stevamo, da je s = r. Imamo

Ker velja lema 1, je pri fiksnem r izraz na desni nepadajocCa funkcija spre-
menljivke p. Izraz Py(p,r,v; D) je torej pri omejitvi 0 < p <7, p+2r <1
navzgor omejen s Py(r, v, v; D). Ker to vrednost pri p = r tudi doseze, je

P, = max Py(p, r, s; D) = max Py(r, v, 7; D) =
S 0<r<t/s

N cyntmtl (] — 3r)N—n—m—I (15)
lml ' (N —n—m —1)!

= IMmax >
D

Z vprasanjem, pri kateri vrednosti v ima funkcija na desni v (15) ekstrem,
se nismo posebej ukvarjali. Menimo, da je najbolj prikladno, ¢e funkcijo
tabeliramo pri raznih vrednostih r, 0 < r < § in ekstrem dolo¢imo priblizno
1z teh vrednosti. Za primere N =40; d =e =17, 8, 9, 10 smo funkcijo tabelirali
v Tabelo 2. Kot vidimo, funkcija v vseh primerih na celotnem intervalu na-
rasca.

Tabela 2
P p 000 002 006 009 012 015 0,18 021 024 027 030 033
Pyo,7,7 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0,003 0,006 0,010 0,014 0,019 0,024 0,028
10,8,8 0,000 0,000 0,000 0O, 000 0,000 0,001 0,002 0 004 0,007 0,009 0,013 0,016
10,9,0 0,000 O, 000 0,000 O 000 0,000 0,000 0,001 O, 001 0,003 0,004 0,006 0,009
P4o,10,10 0,000 O 000 0,000 O 000 0,000 0,000 0,000 O 000 0,001 0,002 0,003 0,004

Na$§ namen, da ocenimo, kaj je z bimodalnostjo trojice (p, r, s), zahteva le
Se nekaj dela.

Z A oznaCimo dogodek, da je 0 < p<r<<s, p+r+ s <1 (moznost a));
z B oznadimo dogodek,da je 0 < p <r,0<s<r, p+rv+ s <1 (moznost b));
s C oznacimo dogodek, da je p>r =520, p +r + s £ 1 (moZnost ¢)) in
z D dogodek,dajen>m+4+d m=0,l=2m+e n+m+1< N (seveda pri
danih d > 0, ¢ > 0 in N > 0).

Da so A, B in C res dogodki, pokazemo takole: p, r in s so dana Stevila
0p, 0, 0s, p+r-+ s < 1), ki pa jih ne poznamo. Zato je vsak A, B
in C ali nemogo¢ ali gotov dogodek. (Gotov je lahko seveda kvedjemu eden.)

Nas zanima vrednost P(D | (A + B + ()). Ce uporabimo formulo za pogoj-
no verjetnost in nezdruzljvost dogodkov A, B in C, imamo

P(DA+ B +C)) PDA+ DB+ DC)

PD|[(A+ B +0) = _ (16)
P(A + B + C) P(A + B + C)

 P(DA) + P(DB) + P(DC)  P(A) .P(D|A) + P(B).P(D|B) + P(C) .P(D|C)

P +PB) +PC) P(A) + P(B) + P(C)
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Od tod ocenimo

Ce nimamo dodatnih 1
remo vel izboljsati.
Sedaj si oglejmo uporabo nase teorije na primeru (glej lit. 2): »Pogostost
pojava nenalezljive bolezni B pri cCloveku je v posameznih ziviienjskih ob-
dobjih razli¢na in iz nekaterih raziskav lahko sklepamo, da je porazdeljena
bimodalno.«

Na vzorcu N = 40 Zelimo statisti¢no preveriti omenjeno trditev. Zato naj-

prej ocenimo teoretiCno verjetnost P(D | BI) za primer N =40 in e =d = 0.
d veCamo ftoliko Casa, dok E@r ne dobimo P(D|BI) < 0,05. V nasem primeru
0,044. Na vzorcu pa smo dobili n = 14, m = 4,

smo dobili d = 8§,
Verjetnost, da pogostost pojava bo-

| = 20, tako da se je zgodh dogodek
lezni B pri ljudeh ni porazdeljena bimodalno, je torej majhna (p < 0,05). Zato
to hipotezo pri stopnji znacilnosti 0,05 zavinemo. V praksi zatore] smemo
privzeti, da je pogostost pojava bolezni B pri ljudeh res porazdeljena bimo-
dalno.
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V prispevku* in utrinku* pa v raznih slovarjih itn. lahko beremo, da za
kolicino nekateri (se vedno) uporabljajo ime veliCina. Zdaj pa bi bil Ze Cas,
da to nekoliko nerodno besedo pozabimo in se enkrat za vselej enoino dogo-
vorimo in damo prednost izrazu koli¢ina.

Trdim lahko, da na nasih srednjih Solah Ze dalj Casa ni takega profesorja
matematike in fizike, ki bi pri svojem predmetu uporabljal izraz veli¢ina na-
mesto koliCine. Pa saj vsi vemo, kaj veliCina pomeni!

Obzornik mat. fiz. 27 (1980) 61 in 30 (1983) 31.

* Gleg

Obzornik mat. fiz. 30 (1983) 2



KAJ JE EKSERGIJA?

V danasnjem casu vse vecCje energljske lakote se odnos do energije spre-
minja v siroki javnosti in tudi v strokovnih krogih. Koristen pojem, ki stro-
kovnjakom lahko pripomore do drugacnega pogleda na energijo, je eksergija.
Pojem so razvili tehniki, a se je v zadnjem casu tako razsiril, da bi ga morali
spoznati tudi fiziki.

Na zacCetku nekoliko obSirnejSe predstavitve novega pojma na splosno ob-
delajmo odprte sisteme, to je takSne, ki 1zmenjavajo z okolico tudi snov, ne
samo dela in toplote. Navadno jih precej zapostavljamo in dajemo prednost
zaprtim sistemom, ki z okolico snovi ne izmenjavajo.

Zamislimo si odprt sistem, v katerega pritece pri tlaku ps in temperaturi
T's s hitrostjo ve pri visini gz masa snovi m s prostornino Vs, V tem Casu naj
odtecCe iz njega v okolico pri tlaku p; in temperaturi 7; s hitrostjo v; pri
visinl z; masa snovi m s prostornino Vy. Vzeli smo, da se masa odtekajoce
snovl ujema z maso pritekajoCe in se tako omejili na stacionarni tok snovi
skozi sistem in na stacionarne razmere sploh. Energija sistema se v tem pri-
meru ne spremeni in iz energijskega zakona izhaja, da je odvedena energija
enaka dovedeni energiji in dovedenemu delu in dovedeni toploti. K dovedeni
energiji Stejemo notranjo, kinetiCcno in potencialno energijo, ki jo prinese
snov: W,(ps, T9) + Ltmve2 + mgze, in kK odvedeni energiji notranjo, kineticno
in potencialno energijo, ki jo odnese snov: W,(pi, T1) + &mv2 + mgzy. Delo
razdelimo na delo tlaka p,Vs;— piV{ in na dodatno delo A, na primer delo na
0si stroja. Privzamemo, da poteka izmenjavanje toplote med sistemom in oko-
lico — brez 1zmenjavanja snovi — samo pri temperaturi okolice 7. Navadno
sistem toploto Q; in delo A odda, tako da sta ti koliCini negativni.

Enacbo

Wo(ps, Ts) + Emva + mgze + poVo— piVi + A + Qq =

= Wy(p1, T1) + 3mv? 4+ mgz
predelamo in vpeljemo entalpijo H = W, + pV':

— A = H(ps, To) + smve? + mgze— (H(py, T1) + mwve® + mgzy) + Oy

Ta zveza nam je domaca kot posplosena Bernoullijeva enacba H + $mv2 -+
+ mgz = kounstantno, ki velja, ¢e ni dodatnega dela in izmenjavanja toplote
z okolico [1].

VpraSamo se po razpoloZljivem delu, ki ga lahko odda sistem v najugod-
nejsem primeru [2]. Hitro odgovorimo, da odda sistem najveC dela v danih
okolisCinah, Ce so vse spremembe v njem reverzibilne. To pomeni, da mora
biti tudi tok snovi skozi sistem reverzibilen. Tako je razpolozljivo delo po-
polnoma dolocCeno, ne da bi bilo treba posebej predpisovati vmesna stanja,
preko katerih preide v sistemu snov od tlaka ps in Temperature Ts do tlaka
p1 1In temperature 71. Ni¢ pa ne skodi, Ce si izberemo za ta prehod kdaj kako
posebno pot (S1. 1).

Iz entropijskega zakona i1zlusCimo toploto, ki jo sistem pri reverzibilni
spremembil izmenja z okolico pri temperaturi 71: Q1 = T1(S(ps, T2) — S(py, T1)).
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Sl. 1. Tako vpeljemo eksergijo za posebno
reverzibilno pot iz zacetnega stanja pri
tlaku pe In temperaturi 1 v stanju oko-
lice pri tlaku p; in temperaturi 1; [4].
Najprej snov pri konstantnem tlaku pe
in temperaturi T spravimo v valj (b—
— 2), nato jo z odmikanjem bata adiabat-
no razpnemo, da pade temperatura od 71
na 717 in tlak od ps: na ps (2— 3), potem
jo l1zotermno razpnemo pri temperaturi
da pade tlak od p3 na p; (3-- 1) in naposled pri konstantnem tlaku p; In tem

Th
peraturi Ty spravimo iz valja (1—a). Delo pri tej reverzibilni spremembi je raz-
b

polozljivo delo in mu ustreza ploscéina lika a231b, torej] — Ay = § Vdp.

H =W, — pV velja df W, + pdV + Vdp. 1z energuskega zakona v diferencialni

obliki dW, = dQ + dA = dQ — pdV sledi Vdp

h 2

a

Za entalpijo

Prva sprememba je namreC izentropna, mko da je Sz = Sp, druga pa reverzibilna

iIzotermna pri ten pemmn T4, tako da je Q = Tl(Sngi} = T1(Ss — &1). P

nismo upostevali moZnosti, da se spremenita kineti¢na in potencialna energija
sistema

m je S(ps, To) entropija, ki jo prinese snov, in S(py, T 1} entropija,
odnese snov. Tako je mzPOEOZE}WO delo naposled

lp = H(ps, Te) —T15(py, Ty) + 3mve? + mgze —
— (H(py, T1) — 11S(py, T1) + zmve® + mgzy)

kinetiCna in potencialna energija ne spremenita in je mzPOEOZMWQ

reve T

t !
: _ % f
‘ i

— Ay = H(ps, Ts) — T1S(pa, T) — (H(py, T1) — T1S(p;, ry | d fa>

Mlimogrede se vprasajmo, kolikSno je razpolozljivo delo, ko preide zaprt sistem,
torej sistem, ki mu ne dovajamo snovi, iz zacCetnega stanja pri tlaku p, in tempe-

raturi 7y v koncno stanje pri tlaku p; in temperaturi 7;. Ker je v tem primeru
po energijskem zakonu sprememba energije enaka dovedenemu delu in dovedeni
toploti, je razpolozljivo delo

— Ay = W, (p2, T9) — T15(ps, Tg) — (W,

Upostevali smo samo dodatno delo in izraCunali kot prej toploto, ki jo sistem
reverzibilno izmenja z @kohm pri temperaturi 7'y. Pri stacionarnem toku skozi si-

stem (1a) in pri zaprtem sistemu (1b) je mogOCe razpolozZljivo delo izraziti kot
razliko dveh koli¢in; v prvem primeru je to H —7,S, v drugem pa W,—T7,S. Ce

ne bi bila entropija pomnozena s konstantno temperaturo okolice 74, ampak z vsa-
kokratno temperaturo, na primer s 1o, bi S§lo v prvem primeru za GlbbSOVO prosto

entalpijo G = H—TS in v drugem za Helmholtzovo prosto energijo F =W, —TS.
Tako si izraza za razpolozljivo delo v obeh primerih laze vtisnemo v Spomm

(T, ) —T15(p1, T9)) (1b)

aZpoiozhwa delo je uvedlo v termodinamiko neodvisno drug od drugega

vecC fizikov in mhmkov Nekateri pripisujejo prvenstvo M. 389), ne-

. ouyu (18
kateri J. W. Gibbsu (1873, 1875) ali P. G. Taitu (1868). Drugi menijo, da 1zwm
pojem od J. C. Maxwella (1871) ali lorda

Kelvina (1879). Zasluzna za razvoj]

LA
barusea



tega pojma v strojnistvu novejsSega casa sta F. Bosnjakovi¢ (1935) in Z. Rant*
(1956) [3], [4]. Rant je specificno razpolozZljivo delo, to je na enoto mase pre-
racunano razpolozljivo delo, poimenoval eksergijo (nemsko Exergie). V angle-
Sko govoreCem svetu so dolgo vztrajali pri imenu available work ali availa-
bility [2], zdaj pa se tudi tam uveljavlja exergy (spocCetka essergy), podobno
kot v Sovjetski zvezi [5], [6].
Terminologiia ni popolnoma enotna.

jo pod eksergijo spe-

1
N X X
stacionarni tok snovi

—

cificno razpolozljivo delo nasploh. Drugi se omejij
skozi sistem in veCinoma postavijo za eksergijo

e(p: T) — h(p: T) - T].S(p: T)
s specifi¢no entalpijo % in specifi¢no entropijo s. Ce je treba upoStevati spre-
membo kineti¢ne in potencialne energije, dodajo se v2 in gz. Specifi¢no raz-
polozljivo delo pri stacionarnem toku snovi skozi sistem je tedaj

O
b t
m f

— Ap/m = eg— ¢4

Naknadno posebej vpeljejo eksergijo toplote, s Cimer vkljucijo tudi zaprte
sisteme. Obravnavajo namreC primer, pri katerem sistem ne izmenjuje toplote
samo pri temperaturi okolice T{, ampak mu dovedemo Se toploto Qs pri visji
temperaturi T9, ne da bi izmenjal z okolico snov. Toploto preraCunajo na
maso snovi, od katere sistem prejme toploto, ¢ = Qy/m, in postavijo za ekser-
gijo toplote, ki jo dovedemo sistemu pri temperaturi 7's:

eqg = qTe—T1)/To

Ce namrec idealnemu toplotnemu stroju — ta ponavlja reverzibilno kroz-
no spremembo in prejema toploto samo pri visji temperaturi I in jo oddaja
samo pri nizji temperaturi 7y — dovedemo toploto Q,, odda delo — A =
= Qe ¢ = Qu(T3— T1)/Ts. Tu je m¢ izkoristek idealnega (Carnotovega) toplot-
nega stroja. S toploto Q; pri temperaturi 71 ne odvedemo nobene eksergije,
tako da je ¢, = ex— ey.

Nekateri vpeljejo Se pojem anergije, to je preostale energije, ki je ni mo-
goCe izkoristiti v obliki dela. Namesto v navadni obliki — v neodvisnem si-
stemu se ohrani energija, entropija se ohrani pri reverzibilnih spremembabh,
pri ireverzibilnih pa povecCa — lahko ti izreCejo energijski in entropijski zakon
v novi obliki: v neodvisnem sistemu se ohrani vsota skupne eksergije in
skupne anergije, skupna eksergija se pri reverzibilnih spremembah ohrani,
pri 1reverzibilnih pa zmanjsa.

Ob tem se spomnimo misli, da »...nekateri celo trdijo, da s poudarja-
njem zakona o ohranitvi energije v neodvisnih sistemih ucenca napeljejo na
misel, da je nesmiselno govoriti o varCevanju z energijo, ki je tako ali tako
neunicljiva.. .« [7]. Glede tega zakonoma v novi obliki ni mogocCe odreci neke
privlacnosti. Vendar eksergije najbrz ni mogocCe vpeljati v srednji Soli, saj
ucencl ne poznajo entalpije in pridejo do entropijskega zakona le oklevaje.
Tudi pri uvodnem predavanju iz fizike na univerzi nastopijo pri nekaterih
skupinah studentov podobne tezZave.

Racunanje z eksergijo ima vsaj dve prednosti. Najprej je mogocCe prepro-
sto vpeljati izkoristek, ki uposSteva entropijski zakon. Obicajni energijski

* Zoran Rant (1904—1972), profesor na strojni fakulteti v Ljubljani in na tehni-
Ski visoki Soli v Braunschweigu (ZRN).
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izkoristek ali zz&omsm < prve vrste je doloCen kot kvocient izkoriscene in

d@vs lene energije. Za toplotne stroje je g = — 4 ;g/ Qaov, za druge SU‘O}@
dno d@ tromotor ali dinamostroj, pa n; = — Ayz/4

Ldove 4
str ojev se mbhzugg 3@aﬁm vrednosti
Carnotovi vred-

E pri mpiotmh S’Emp
nosti N1 = (Tngﬁ/Tg s
Po tem premisleku vpeljemo eksergijski izkoristek ali izkorisiek

vrste:
Vg = — Az‘zﬁa/(m = ( i'.zk.//my (Qdav — eodv}

Tako doloceni izkoristek se za vse sftmﬁeﬁ tudi za toplotne, priblizuje idealni
vrednosti 1; dosegel bi jo, ¢e bi bile spremembe reverzibilne.
Povmm@ Se b@S@d@ dve o 1zkoristku naprav za @gr@vam@ EZE@WS?@R pW@
vrsie za napravo za ogrevanje z gorivom je uy = — Qu1/Qapy. 2
vpeljemo izkoristek druge vrste kot

N2 — ef}d@/ Edov

tako da se priblizuje idealni vrednosti 1 pri reverzibilnih spremembah. Tedaj
bi bila namre¢ odvedena eksergija enaka dovedeni.

Za zgled 1Mo mkomst@ druge vrste za manjso napravo za centralno
ogrevanje. Naprava prejema mp‘ﬁom v pecCi pri temperaturi dimnih plinov
okoli T5 = 1200 @C Pri tem izkoristi 60 % toplote, ki se sprosti pri Semgu
goriva, preostanek gre v gmvne k. Grelniki v stanovanju odd ag ajo
toploto zmku pn temperatur: 1 . Za temperaturo okolice vzemim
Ty = 0¢0C. Kvocient odvedene eksergije e,5, = ¢ (Ts—T1)/Ts in dovedene
eksergije egz,, = g(Ts—T1)/T5 je

[o/(Ts— T T3 = 0,6 .20 K . 1473 K/1200 K .

smo upostevali, da je izkoristek prve vrste q'/q = 5 =

Preglednica: Ocene za izkoristek druge vrste
nekaterih naprav in postopkov [4], [5]

turbina In dinamostroj v toplotmi elekirarni
sezlg brez ostankov
izmenjave toplote v parnem
parni kotel

toplotna elektrarna
izloCitev kisika i1z zraka ali alkohola iz vodne raztopine

ogrevanje stanovanj]

Druga prednost racunanja z eksergijo je v tem, da lahko preprosto 1Zra-
¢unamo, kako ucmkﬂmu SO pesamszm deli veCje napmve na primer t@pi@m@
ei@ktmrne Razhika 1-—1s, ki je za reverzibilno spremembo enaka nic¢, nepo-
sredno kaze, koliksen dd ekserg1 je gre v kakem delu v mgubo ali z d rugi
besedami, koliko se del pribliza reverzibilnemu idealu. Za zgﬁed ocenimo
eksergijsko izgubo p kotla v toplotni elektrarni ES] V tem parnem
kotlu moramo dovesti vodi s temperaturo 75 = 30 °C, toploto g = 3,66 MJ/kg,
da jo smmemm@ v - pm fiemperamm 2‘4 = 562 OC (in tlaku 167 bar). To-
ploto d Mo ] = 2000 °C, za okolico pa

hladilne vode
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Kotlu dovedemo eksergijo s sezigno toploto e, = q(Ts—T1)/Ts in z vodo
es = hg— TS5, a odvedemo eksergijo s paro e; = hy— Ts4. Razliko dovedene
in odvedene eksergije obdrzi kotel zase, se pravi, da so njegove eksergijske
izgube

e, + e3—ey = q(Te—T1) /Ty + (hg—T153) — (hy— T154) =
— 3,66 MJ kg—1.1990 K/2273 K +
+ (0,1 MJ/kg — 283 K . 0,27 kJ/kg K) —
— (3,42 MJ/kg — 283 K . 6,35 kJ/kg K) =
= 3,2 MJ/kg + 0,02 MJ kg — 1,62 MJ/kg =
= 3,22 MJ/kg — 1,62 MJ/kg = 1,60 MJ/kg

Podatke za specifi¢cno entalpijo in specificno entropijo smo razbrali iz parnih
tabel.

Uvidimo, da prispeva voda, ki jo dovajamo kotlu pri temperaturi nad
temperaturo okolice, samo 0,02 MJ/kg, to je manj kot desetinko odstotka do-
vedene eksergije. Pomembno je predvsem to, da se zgubi v kotlu kar
1,60 MJ kg—1/3,22 MJ kg1 = 499/, dovedene eksergije. Eksergijski izkoristek
kotla je torej le 1 — 0,49 = 0,51. Toliksne eksergijske izgube nastanejo iz dveh
vzrokov. Del toplote, ki se sprosti pri sezigu, kakih 99/, se izgubi v dimnik.
Preostala i1zguba pa gre na racCun ireverzibiinosti zaradi velike temperaturne
razlike med dimnimi plini in vodno paro.

S podobnimi racuni ugotovimo, da so v drugih delih elektrarne eksergij-
ske izgube manjSe: v parnih ceveh 0,79, v turbini 7,79/, v dinamostroju
0,8 9/s, v hladilniku 3,9 ¢/y in napajalni ¢rpalki 0,19/y (sl. 2). Skupne eksergijske
izgube elektrarne so vsota vseh nastetih: 62 9/,. 1z tega sledi, da je eksergijski
izkoristek elektrarne 1 — 0,62 = 0,38. Energijski izkoristek elektrarne dobimo,
ko pomnozimo dobljeni rezultat z izkoristkom ustreznega Carnotovega stroja:

n = namC = ne(Te—T1)/T3 = 0,38 .1990 K/2273 K = 0,33

toplota pri seZigu eksergija pri sezigu

- [zgube v kotlu
—)9% jzgube v kotlu

L——-}]% jzgube v 49% <

dovodih pare

foplotag v
kondenzatorju

izgube v
dovodih pare 0,7 %
izgube v turbini A
55%, K"‘—)%% mehanicne in dinamostroju 8,5% .
a fzgube v turbini izqube v kondenzatorju 4 % <=

Q
D
N
38
voda iz kondenzatorja v kotel

N—>1% izgube v izgube v Crpalki 0,05 %€— K/

dinamostroju

33% elektricno delo elektricno delo 38%

Sl. 2. Energijska (levo) in eksergijska bilanca (desno) neke toplotne elektrarne [5].
Del raCuna za kotel je narejen med besedilom. Pentlja na desni ustreza vodi, ki jo
vodijo iz kondenzatorja nazaj v kotel in katere eksergijo smo izracunali
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Na koncu mimogrede omenimo, da stanja okolice, izhodiscnega ah »rrive-
ga stanja« (angl. dead state), ni mogow izbrati na osnovi termodinamicnih
razlogov. Pri izbiri tega stanja, ki vsekakor mora biti ravnovesno, se je treba
opreti na praktiCne razloge. Za tlak py izberejo navadni zracCni tlak okoli
1 bara in za temperaturo 77 temperaturo ozracja med 0°C in 309°C. VeC ne-
jasnosti je glede kemijskega sestava v tem stanju, ki ga je tudi treba izbrati,
¢e dopustimo kemﬁske reakcije. V najsplosSnejsem primeru upostevajo rav-
novesno stanje ozracja, Svemvn@@a morja in zemeljske skorje, kolikor je do-
stopna tehnicnemu izkoriSCanju. Razmere pa niso preproste, ker se z upos:

vano debelino zemehskﬁ Easu spre: mga ovpr@cna koncentracija mineralov
in postane eksergija od d te deb

. Kuscéer, S. Zumer, Termodinamika, Ljubljana 1974, str. 29.

. J. van W ylen, The?mod ynamics, J. A ons, New York 1954, str. 229.
. Rant, Termodinamika, Fakulteta za SfcmjmstVG LmbE ana E%B str. 177.
Osmak@wc Technische Thermodyn@mzk Steinkopf, Dresden 1965,

Rl flnn

str.

V. A. Kirillin,
Moscow 1976.
[6] J. Kestin, Availability: The Concept and Associated Terminology, Energy 5
(1980) 679.
[7] J. Ferbar, Razprava na posvetovanju Energijski problemi v p@uku fizike,
Obzornik mat. fiz. 27 (1980) 26.
[8] J. Ahrendts, Reference States, Energy 5 (1980) 667.

. Sejndlin, Engineering Thermodynamics,

Viljem Ogrinc (1845—1883) je bil po poklicu sodnik. V gimnazijskih in student-

skih letih ter v prvih letih sluzbovanja pa se je ukvarjal tudi z astronomijo. Vzgo-
jen }@ bil v nemskem duhu. Kot di]ak v Ljubljani sploh ni obiskoval pouka slo-
venscme Slovensko narcdno zavest so mu vcepili Sele profesorji-franciskani v N
vem 1 esm, kijer je maturiral [1].

Ze kot osmosolec je zacel Eeta 1863 v Novicah objavljati poljudne prispevke iz
astronomije o Luni, utrinkih, o Soncu. Ti in drugi prispevki v tedanjih slovenskih
casopisih kazejo, da je dobm pozneﬂ osnove astronomije in jih znal izvrstno preliti
v pohudno pisanje. Ogrinc je pisal v Cisti slovensCini, njegov slog je jedrnat in jasen.
Mnogo se je ukvama} s slovenskim astronomskim izrazoslovijem in ga je kot
prvi vzorno uredil. Njegovo najpomembnejse delo je odlicen prevod Astronomije
iz nemske Schodlerjeve Knjige pmmde To delo, ki ga imamo lahko za prvi sloven-
ski ucbenik astronomije, je izSlo pri Slovenski matici leta 1870.

Astronomija ni bila le goli prevod, ampak ﬂa}deme v njej mnogo Ogrincevih
dodatkov, v katerih posreduje za tisti Cas novejsa spoznanja o zvezdah ﬁ;ak@ ze
Gmema Spmmenlﬂvke npr. Algola, Miro in nove zvezde), o zvezdnih k@mcah in

neglenicah (galaksijah), planetih, o Zemlji in Luni in o kometih in utrinkih. Od do-
daﬂm je treba omeniti kazalo in terminologijo po abecedi (nemsko- siovensko} Lu-
nino karto in karto zvezdnega neba, v katero so vrisane zvezde do 4. magnitude [2].

Zadnja leta svojega kratkega zwhema je Ogrinc popolnoma prenehal z »astro-
nomskim« pisateljevanjem. Kot sodnik, ki je sluzboval po raznih krajih Slovenije,
je bil pac preobremenjen z delom. 72 astronomijo ni imel ¢asa. V tem casu se
je odtujil slovenstvu in se mu pozneje popolnoma izneveril. Ni znano, zakaj. Kljub
temu je za slovensko astronomijo storil toliko, da ne kaze pozabiti njegovega dela.

Marijan Prosén

[1] Slovenski biografski leksikon.
[2] V. Ogrinc, Astronomija, Ljubljana, Slovenska matica 1870.
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ROF. JOZE POVsIC 75-LETNIK

Nas 75-letnik je zagledal lu¢ sveta

6. marca 19907 v Dobrovi pri Novem me-
stu. Osnovno $olo je obiskoval v Skocja-
nu in Novem mestu. Po koncani gimna-
. z1]J1 v Novem mestu se je posvetil studiju
matematike in fizike na univerzi v Ljub-
ljani in diplomiral 1. 1934. Po diplomi
se je dve leti zaposlil kot asistent za fi-
ziko na Tehniski fakulteti in bil nato
1. 1936 nastavljen za profesorja na Teh-
ni¢ni srednji Soli v Ljubljani, kjer je
sluzboval do upckojitve. V zadnjih dveh
desetletjih je opravljal poleg rednega
| pedagoskega dela Se posle pomocnika
| ravnatelja.
- Poleg vestnega in nad vse uspesnega
vzgojnega dela z mladino je Zrtvoval
mnogo casa za delo v druzbenih stro-
kovnih organizacijah; objavil je tudi
vrsto publikacij s podrocja pedagogike,
biografije in bibliografije znamenitih
slovenskih matematikov.

Od wustanovitve nasega DruStva ma-
tematikov, fizikov in astronomov je bil
¢lan odbora in med drugim vodil sekci-
jo za bibliografijo. L. 1954 je v Narodni
univerzitetni knjiznici pripravil in orga-
niziral razstavo del Jurija Vege in lite-
rature o njem. Kasneje je bil v nasem
drustvu dusa prizadevan] za ureditev spominske sobe v rojstni hisi Jurija Vege
v Zagorici.

7Za njegovo publicisticno dejavnost so najbolj pomembne biografije in bibliogra-
fije treh nasih matematikov, ki so izsSle pri Slovenski akademiji znanosti in umet-
nosti; te so: o Francu Mocniku 1. 1966, o Juriju Vegi 1. 1974 in o Francu Hocevarju
1. 1978. Stevilne clanke in razprave s pedagosko in strokovno vsebino je objavil

revijah: Obzornik za matematiko in fiziko, Nastava matematike, Sodobna peda-
sogika in Pedagoski tisk. Nadalje je sodeloval s prispevki pri Jugoslovanski enci-
klopediji, Slovenskem biografskem leksikonu in pri zbirki NasSi znameniti tehniki.

Za svoie pozrtvovalno in uspesno delo v sSoli in v javnosti je prejel 1. 1967 na-
orado Staneta Zagarja, predsednik republike pa ga je odlikoval s tremi odlikova-
nji; tretjega, red republike z bronastim vencem, je prejel 1. 1974 ob 25-letnici nasSega
drustva. |

Jubilant pravi, da je ze dolgo v pokoju; tega pa nikakor ni opaziti, saj ga je
videti Se sredi dela, ko vneto kot mravljincek zbira gradivo za svoje bodoce publi-
kacije: v okviru raziskovalne naloge pri Institutu za matematiko, fiziko in meha-
niko zbira zgodnje odmeve na dela prof. J. Plemlja v matematic¢ni literaturi.

Ob jubileju mu Zelimo, da bi Se dolgo lahko opravljal svoje veliko poslanstvo
— odkrivanje slovenske kulture, zakrite s tujim jezikom.

N,
Annh
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1ednarodno

Od 2. do 5. aprila 1982 je bilo v Beogradu petnajsto zvezno in osSmo n
tekmovanje studentov matematike, ISTAM'82.

Iz Ljubljane so se tekmovanja udelezili Janko Gravner, Leopold Matoh in Mihael
Perman. opmﬂjaﬂje nalog je bilo kot vedno tezavno in dolgo.

Janko Gravner je dosegel v konkurenci 3. in 4. letnikov fretje mesto, kar je
vsekaﬁmr usp@h posebej zato, ker je bil edini Eugosmvan med prvimi sedmimi.

FEkipni vrsini red je bil nasﬁedﬂ i: Beograd, Praga 1, Dunaj, Budimpesta, Ljub-

Ejana Szeged, Praga 2 Novi Sad, Skopje Dridting.
" 72 izziv bodo&im mkmevakem, émdemom in tudi ze diplomiranim matemati-
kom podajamo Se naloge s tega tekmovanja. Tekmovalci prvih in drugih letnikov
SO ameh skupne namge drugi pa so morali izbrati po dva predmeta. Izbiranje

dmetov ni bilo cisto poljubno, vendar ga tu ne bi navajali.

. letnik

l. Naj bo f: [a,b] =R zvezna funkcija. Nadalje naj bo dvakrat odvedljiva na
(a, M in ﬂa} = f(b) = 0. Dokazi, da velja ocena

ol
S*EODHE ﬁmg S k.@

P ﬁmg

- koeficienti in a4, as, .. .,
Za polju - naravno stevilo m in

polubne kemplekgne p1 e Pn na -
plx) = f(x + o) pi(x) + ...+ f(x 1 ay) p,(x7)

Dokazi, da ¢e je mi>mn in polinom g(x)=1-+x+ ...+ xm1 deli polinom p,
tedaj so vsi p; (1 £1< ) deljivi z x— 1.

3. Naj bo f nenegativna nepadajoCa konveksna funkcija na [0, c0), za katero
velja f(0) =0, in za asimptoto naj ima premico y =x—a (o> 0). Definirajmo
zaporedje funkcij {f,} takole: fi =, f,(x) = &f,_1(f,—1(2%)).

Dokazi, da so f, nenegativne nepadajocCe konveksne funkcije in da zaporedje
{f,.} konvergira proti funkciji max {0, x—a} enakomerno na [0, co).

4, Naj bosta a in b taka elementa grupe G, ki zadoS¢ata pogojema at = ¢ (e je

enota v G) in aba—1b—! = p. DokaZi, da je b2 = e.

1. Polgrupo, v kateri velja enakost x2 = x za vsak x, imenujemo trak. Dokazi ali
ovrzi naslednji trditvi:

a) Vsak koncno genenmn trak je koncen.

b) V vsakem koncénem traku velja vsaj ena enakost, ki ni posledica aksiomov
traku (U ni posledica enakosti x(vz) = (xy)z in x2 = x).

2. ( rupmd (G, -) imenujemo funkcionalno prost za razred 1demneﬁ @, Ce v njem

ne velja niti ena 1d@n€cﬁem ki ni posledica identite iz @. Dokazi ali ovrzi trditev:

| Naj bo @ razred @nakesu \% kaé:emm nastopa nawsc k spremenljivk, in (G,-)
prost grupoid nad @ z n > A prostimi generatorji. Potem je (G,-) funkcionalno
prost za .

1.

torja iz X v Y.

Naj bosta X in Y Banachova prostora ter A in B omejena linearna opera-
menzionalen p@dpmsmr prostora Y,

Dokazi nasi@dmo trdnw Ce je ImA zaprt in Im B koncno di-
potem je Im (A + B) zaprt podprostor v Y.

57



2. Naj bodo f, f1, f2, ..., f, linearni funkcionali na linearnem prostoru X. Dokazi,

da iz N;_; ker (f;) C ker f sledi, da je linearni funkcional f linearna kombinacija
funkcionalov f4, ..., f,.

Realna analiza
1. Dokazi, da je
—1

In n
n!c\aj dx , KO gre 11 — oo
J1+x2+x)... (n+ x)

L0

2. Naj bo h: [0, A] - R takSna zvezna funkcija, da ni absolutno zvezna na no-
benem intervalu [a, ] (0 < a < f < 4). Nadalje naj bodo funkcije f4, ..., fy v L2[0, A]

t

in P,¢) = (f(t) dt. Dokazi, da iz D,(2) + h(t) Po(?) + h3(2) Do(t) + R3(t) Dy(t) + ... +
0

+ WN=1(t) (1) = 0 za vsak t€[0,A] sledi &,(¢) =0 za 0t KA ini=1, ..., N.

Verietnostni racun

1. X in Y naj bosta pozitivni, necdvisni slucCajni spremenljivki. Njuna gostota
naj bo zvezna funkcija f(x). Predpostavimo, da sta U= X—Y in V=min{X,Y}

neodvisni. Dokazi, da je

—dx - >
f(x) = {Z.eo ‘: Jscig-ég , za nek 2.

2. X in Y naj bosta slucaini spremenljivki, definirani na nekem verjetnostnem
prostoru (Q,F,P)P(X =n)=PX =mn)=2-—n in korelacijskim koeficientom
r(X,Y) = —1/2. Dokazi, da sta spremenljivki U = XY in V = max {X, Y} enako po-

razdeljeni.

Funkcije kompleksnih spremenljivk

1. Naj bo h(z) = zcosz—1.
a) Dokazi, da velja neenakost

'cos |z] |<] cos Z]

b) Koliko resitev v mnozici € —R ima enacba h(z) = 0?
2. Naj bo f(z) analiti¢na funkcija na D = {z:|z| < 1}. DokaZi, da velja

1 2n
(f()2 dx < 3 { |f(ei?)f2 dd

Diferencialne enacbe
1. Resi diferencialno enacbo
S(ax + b) y” + 8ay” + clax + b)'/sy =0

kjer so a, b in ¢ realna stevila in ¢ > 0.
2. Resi diferencialno enacbo

(x—a)3(x—>b)2y” = cy

kjer so a, b in ¢ realna Stevila in a # b, ¢ > 0.
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1. Naj bo r m Rn, ki je ekvivalentna obicajni evklidski metriki d.
7. I(r) in I(d) oznalimo njuni grupi izometrij. Pokazi, da iz I(d) < I(r) sledi I(r) =
= J(d).

2. Naj bo f zvezna preslikava kompaktnega Hausdorffovega prostora X na Haus-
dorffov pmsmr Y in dmgonam Ay = g{x x); x € X} naj bo mnoZica tipa Gz v X X X.

Pokazi,

Programiranje

1. Izdelaj program, ki simulira let lunarnega modula. Modul je v orbitl, na
visini 15.000 m. Njegova vodoravna hitrost je 1605 m/s. Obrnemo ga Eahk@ v 12 raz-
li¢nih polozajev. V poloZzaju 12 so motorii obrnjeni proti povrsiu Lune. Motorji
lahko delujejo z 0%, 100/, ..., 1009%s maksimalne modi, ki da pospesek 8 m/s? pri
polnih rezervoarjih. Masa modula je 3500 kg in masa goriva 4300 kg. Poraba goriva
je 12kg/s pri najveCji moci motorja. Polmer Lune je 1600 km, gmmmmgska kon-
stanta je 1,62.

Cas razdeli na del¢ke dolZzine g sekund. Pred vsakim c¢asovnim intervalom naj
racunalnik zahteva smer in moc¢ delovanja motorja. Po preteku casovnega inter-
vala pa naj poda porocilo, ki vsebuje: visino, horizontalno hitrost, vertikalno hi-
trost, koli¢ino goriva in cas.

2. Izdelaj podprogram, ki simulira CPU racunalnika. Eno-adresni ukazi upo-
rabljajo akumulator z bitom prenocsa. Ukazi so: prenesi iz spomina v akumulator,
prenesi iz akumuiamrja v spomin, sestej, negiraj (dvojiski komplement), premakni
na levo in premakni na desno (oba premika uporabljata bit prenosa). Stevila so
predstavljena kot polja s Sestnajstimi celostevilénimi spremenljivkami, ki zavze-
majo vrednosti 0 ali 1.

Z uporabo zgornjega podprograma napisi podprograma za celostevilsko mno-
zenie in deljenje.

Izdelaj program, ki prebere desetigki celi Stevili A in B, ju spremeni v binarni
polji in z uporabo zgornjih podprogramov izracuna C = 3A— B — A/B. Rezultat
naj izpise kot desetisko stevilo. Pogojne ukaze lahko simuliras kjerkoli v programu.

Geometriia

1. Naj bodo Zi, Z, in Zs zrcaljenja na treh premicah v ravnini. DokaZi, da je
(ZoZ sl 1227 3)2 tmmladja vzdolz prve premice.

2. V trorazseznem hiperboliCnem prostoru je dana ravnina x in v njej trikotnik
ABC. Naj bo I premica zunaj ravnine x in 11y, M, Mg presecnice raviine s z rav-

ninami Al, B Dokazi, da za zrcaljenja Zi, Zs, Z3 na premicah 1y, mg, nig

Bl in CI.
V@Eja, 212223 = ZSZEZL

Mirko Dobovisek

EDNISKEGA

Bralci Obzornika za matematiko in fiziko, ki so se udelezili ob¢nega zbora v Ca-
teskih toplicah, so lahko zaCudeno ugotovili, da je bil v prvi stevilki naveden stari
uredniski odbor. Spominjali so se namreé¢, da je bil na zboru imenovan nov odgo-
vorni urednik in urednik za matematiko. Imenovani kolega pa iz osebnih razlogov
ni prevzel dolznosti. Uredniski odbor, ki se je znasel v Skripcih, je zato na zadnji
seji v letu 1982 zaprosil starega odgovornega urednika in starega urednika za mate-
matiko, da bi Se eno leto opravijala svoji dolznosti. To sta storila, da bi Obzornik
lahko nemoteno izhajal. Ze na eni od prejsnjih sej se je uredniski odbor odlocil,
da bo kljub nezavidljivemu finan¢nemu polozaju Obzornik Se naprej izhajal v knji-
gotisku 1n se tudi sicer nadin dela ne bo spremenil.

Janez Strnad in Anton Suhadolc
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Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, Zveza geode-
tov Slovenije, kulturni skupnosti in komiteja za druzbene dejavnosti
obCin Domzale in Ljubljana Moste-Polje, krajevna skupnost Klopce in
delovna organizacija Iskra — Kibernetika Kranj, tozd Vega Ljubljana,
vabijo na

PROSLAVO
DVESTOLETNICE 1ZIDA PRVEGA
VEGOVEGA LOGARITMOVNIKA

z odkritjem kipa Jurija Vege

v soboto, 28. maja 1983 ob 11. uri
pred Vegovo rojstno hiso v Zagorici nad Dolskim.

Slavnostni govornik bo docent dr. Tomaz Pisanski.

Kulturni program bodo izvajali recitatorji z OS Krizevska vas in mladin-
ski pevski zbor KS Klopce, pevski zbori osnovnih Sol: Moravce, Dolsko

Vljudno vabljeni!

in Edvarda Kardelja i1z Polja, ter meSani pevski zbor Iskre — tozd Vega.

Prireditev bo ob vsakem vremenu!

Ciril Velkovrh

NOVI CLANI DRUSTVA V LETU 1982

V letu 1982 se je na novo narocilo na drustveno revijo Obzornik za matematiko
in fiziko le 22 matematikov oz. fizikov, ki so obenem postali tudi novi ¢lani druStva.
Poleg teh se je na revijo narcocilo Se 5 Studentov, ki placujejo znizano narocnino.
Tudi osip je v letoSnjem letu vecji od Stevila nowh mnaroc¢nikov, saj smo drustveno
revijo prenehali posiljati na 34 naslovov Med njimi je 17 revijo odpovedalo, 2 sta
umrla, 15 ¢lanov pa je prenchalo dobivati Obzormk_ zaradi dvoletnega dolga, kljub
temu, da so dobili vsako leto po tri opomine. Zaradi vsakoletnega odpovedovanja
je danes c¢lanov le Se 840.

1300.
1301.
1302.
1303.

Avbelj Helena
Cencelj Matija
Copi¢ Martin
Gubas Fani

1308.
1309.

1310.
1311.

Kontler Sasa
Kramar Darinka
Osencic Ivanka
Pirc Rasa

Ciril Velkovrh

6. Stegne Janko

17. Susnik Bogdan

1318. Senveter Stanislav
9. Tomazin Viktor

1304. Hudolin Nada 1312. Praznik Marija 1320. Vracko Marjan
1305. Jan Franc 1313. Pumpernik Danile  1321. Zumer Marko
1306. Kljaji¢ Miroljub 1314. Rozman JozZef

1307. Koglot Franica 1315. Stanovnik Anica
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maja E@m E%O j@ dokaj akmal@n Kvam’m& dinami

h povzroca @iekimmagn@ma interak m ja,
ki so v zvezl z drugi ni interakcijami, je
p@ZU; na katerem so predavali pretezno mm
/R Nemcije, je zajel fizikalne osnove in matematicne metode kvanine elektro-
d.mamzk@ povezavo teorije in poskusov, analizo merskih podatkov, mogoce izbolj-
5@?@ owm tev kvantne elektrodinamike in pmg evke drugth interakcij.

H. Pietschmann }@ podal uvod, F. S k je predaval o univerzalnosti inter-
med leptoni, W. Hepp o mskusgh km,nm@ elektrodinamike pri velikih p
ih gibalne k@h@m@ O. Steinmann o nekaterih osnovnih problemih, E. Boriejeva
in J. Calmet o teoriji in numeri¢nih metodah pri anomalnem magnetnem m
leptonov ter E. H. Dehmelt o m h na izoliranem elektronu. E. Klem
obdelal magnetni moment mi I. Farley njegovo merjenje. E. omejeva,
je pmdavaia o vezanih sistemih, F. W. Z itzewitz o osnovnem stanju p@mtmm}a

vzbu ] enih smn ] 1h - m [.. Tauscher o pola-
ﬂ?acm Vai{uuma ter P. S. Farago in R, W aﬂens‘t@m o Lambmf m premiku. R. Neu-
mann }@ govorill o Sistemlh podobnih heliju, B. Fricke o tezkih sistemih z elektroni
. agke O nasta,mm pmﬁmn@v pri trkih mzkih 1010V.

n pregled novejsih dosezkov in vpra$anj v kvantni

_?; @mbna za naddi jnji razvoj.

Janez Strnad

ovabij@mh predavanj in nekaterih raziskovalnih prispevkov
omega mednarodnega srecanja o trkih wsokoenerguski ionov in atomov (podrocje
energije MeV do GeV). Njihovo proucevanje vodi na eni strani do razlage sipal-
nega mehanizma, na drugi strani pa do podatkov o visokovzbujenih ionskih stanjih.
Razprave so osredotoCene na proucevanje sproscenih elektronov. Izgleda, da, SO
organizatorji Zeleli s srecanjem obogatiti 1in utrditi svo] na.uxt raziskav s tega
podrocja.

Franc Cvelbar

Knjiga obravnava nerelativisticno teorijo vec teles in njeno uporabo pri opisu
fermionskih sistemov ter tako presega okvir atomske fizike. Le vsi zgledi so s pod-
rocja atomske fizike. Prvi del je posvecCen splosni teoriji vrmne koli¢ine in modelu
neodvisnih delcev, ﬂdgucno 7z modelom Hartree-Focka. Drugi del pa obravnava
interakcije v sistemih z ve¢ fermioni. Avtorja se moc¢no posiuzujeta modernih gra-
ficnih metod. V prvem delu uvajata diagrame, ki ponazarjajo sklapljanje vrtilnih
kolicin, v drugem delu pa Goldstonove diagrame, ki so modifikacija Feynmanovih
dioagramov, prirejeni za teorijo motem Avtorja predpostavljata le splosno znanje
kvantne mehanike. Zam bo knjiga dobrodosla tako Studentom visjih letnikov kot
U}.di (fizikom m kemikom} ki se zelijo podrobneje seznaniti s teore-

mi atomske spektroskopije. Bralca zlasti
nike.
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Diffraction Studies on Non-Crystalline Substances, Editors: Istvan Hargittai and
W. J. Orville — Thomas, Akadémiai Kiado, Budapest 1981, 894 str.

Knjiga obravnava teorijske in eksperimentalne vidike uklona Zarkov X, elektro-
nov 1n nevtronov na nekristalinicnih snoveh s posebnim poudarkom na problemih
strukture. V njej so zbrani monogratski prispevki vodilnih strokovnjakov na pod-
rocju uklona iz vseh delov sveta. Delo se po vsebini zelo naslanja na predavanja
na mednarodni soli v kraju Pe¢s na Madzarskem 1. 1981, ki jo je organizirala sek-
cija za difrakcijo madzarskega fizikalnega druStva. Vseh prispevkov je 21. Knjiga
je razdeljena na pet delov, ki predstavljajo dokaj zakljucna tematska podrocja.
Obravnavajo po vrsti plme tekocine, strukturo amorinih sistemov, polimere in
kovinske zlitine. Posamezne razprave so zakljuCene celote. Pisane so v monocgraf-
skem stilu, kar daje knjigi posebno vrednost. Fizika nekristalini¢nih ali amorfmh
SOVl je izredno hitro rastoéa veja fizikalnih znanosti, osnova vsake raziskave na
tem podroCju pa so vprasanja strukture. Ta knjiga je lahko dober prirocnik, da
se seznanimo s sedanjimi pogledi na strukturo amorinih snovi.

Peter Gosar

Seminar on differential geomeiry / ed. S.-T. Yau. Princeton, Univ. press, 1982.
706 str. Annals of mathematics studies, 102. Cena 71.50 §.

V $olskem letu 1979/80 sta Institute for Advanced Study in National Science
Foundation organizirala seminar iz diferencialne geometrije. V tem delu so ob-
javijena vsa predavanja s tega seminarja, razen tistih, ki so posveCena Studiju
zakljucemh geodetskih in minimalnih ploskev; ta bodo izla v posebnem zborniku.

K veéini c¢lankov je Se dodana obsezna literatura. Predavanja so si sledila
takole:

Survey on partial differential equations in differential geometry (S.-T. Yau),
Poincaré inequalities on Riemannian manifolds (P. Li), Bonnesen-type inequalities
in algebraic geometry (B. Theissier), Liouville theorems for harmonic mappings,
and an approach to Bernstein theorems (S. Hildebrandt), Subharmonic functions,
harmonic mappings and isometric immersions (L. Karp), An isoperimetric inequa-
lity and Weidersehen manifolds (J. L. Kazdan), On the Blaschke conjecture (C. T.
Yang), Best constants in the Sobolev imbedding theorem: The Yamabe problem
(T. Aubin), Gaussian and scalar curvature, an update (J. L. Kazdan), Conformal
metrics with zero scalar curvature and a symmetrization process via maximum
principle (W.-M. Ni), Rigidity of positively curved manifolds with large diameter
(D. Gromoll, K. Grove), Complete three dimensional manifolds with positive Ricci
curvature and scalar curvature (R. Schoen, S.-T. Yau), Entire spacelike hypersur-
faces of constant mean curvature in Minkowski space (A. Treibergs), Applications
of the Monge-Ampere operators to the Dirichlet problem for qusilinear elliptic
equations (I. Bakelman), Extremal Kahler metrics (E. Calabi), L2 harmonic forms
on complete manifolds (J. Dodziuk), L*-cohomology and intersection homology of
singular algebraic varieties (J. Cheeger, M. Goreshy, R. MacPherson), Function
theory of noncompact Kahler manifolds of nonpositive curvature (R. Greene),
Kahler manifolds with vanishing first Chern class (M. L. Michelsohn), Compactifi-
cation of negatively curved complete Kahler manifolds of finite volume (Y.-T. Siu,
S.-T. Yau), Local isometric embeddings (H. Jacobowitz), Yang-Mills theory: its phy—-
sical origins and differential geometric aspects (J. P. Bourguignon, H. B. Lawson),
Symmetry and isolated singularities of conformally flat metrics and of solutions
of the Yang-Mills equations (B. Gidas), On parallel Yang-Mills fields (G. Chaohao),
Variational problems for gauge fields (K. Uhlenbeck), Some geometrical aspects
of integrable nonlinear evolution equations (H.-H. Chen, Y.-C. Lee), The conformally
invariant Laplacian and the instanton vanishing theorem (R. O. Wells), Causally
disconnecting sets, maximal geodesics and geodeqc mcompleteness for strongly
causal space-times (J. Beem, P. Ehrlich), Renormalization (A. Jatfe), Metrics with
prescribed Ricci curvature (D. DeTurck), Black hole uniqueness theorems in clas-
sical and quantum gravity (A. Lapedes), Gravitational instantons (M. Perry), Some
unsolved problems in classical general relativity (R. Penrose), Problem section

(5.-T. Yau).
Iz seznama se vidi, da je zbornik namenjen strokovniakom s podrocja diferen-

cialne geometrije.
Ciril Velkovrh
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