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Na ovitku: Lega sredisca vCrtanega kroga na Eulerjevi premici v enakokrakem
trikotniku v odvisnosti od kota ob vrhu. (Glej c¢lanek na str. 1)



sanje, kda_g lezi sredisCe trikotniku "Wmanega

prep dokaz trditve, da je to znacilna lastnost
maﬁen d okaz Je izveden s sredstvi linearne algebre. V 1
lgovor o natancnejsi legi sredisCa vCrtanega k

a @mamgie lies on the Euler line ﬁ m@ triangle is ESO@@E@S we
determine the position of the incenter on the Euler line.

1. Veliki svicarski matematik Euler }e leta 1765 dok da
m trikotn ﬂm mmsce na daljici, ki spaja viSinsko fidm S Smdmge n tri
i a kroga. N aiancneje fﬁezmw lezi na tret] am te d ah 1ce, steto od

sre e d 1SCa ogmane
E@r ju HOSE n@Sﬂ

je lega te tocCke glede na

kroga v splosnem n 71 na E
ko je trikotnik enakok mk vse Stirl znam@mm Eck@
koh earne vse SUH E@z@ na Sim@’w h osnovmge To @@ @um, sa] v enako-

1SIna na osnovnico in sim ka. Lahko ostavime
Vp msan je, ah 1 enakok mkah - j a 30 S@ z Eagmgsﬁ j O

" in zadosten pogoj za to, da leZi sredisce vcrtanega kroga
na . premici ;e da je trikotnik enakokrak.

pogoja smo uvideli Ze zgoraj. Edini dokaz p OU"@ bnosti, ki ga
oznam iz literature, najdemo v clanku [2]. Do rezultata pride analiticno
uporabo fimgﬁno ef@m 3 e - mcum ko razmeroma dolgi poti. V primeﬂ s tem
mi aj @nosmven 11 vse aj za




kroga O za koordinatno izhodisc¢e in z a, b, ¢, t, h, i ozna¢imo krajevne vek-
torje do to¢k A, B, C, T, H, I kot na sliki 1. Brez izgube splosnosti lahko
vzamemo, da je polmer trikot-
niku ocCrtanega kroga enak 1,
torej

r=lal=|b|=]c|=1

¢

V i1zbranem koordinatnem si-
stemu je h=a-+b + c (glej
[1]) in ker lezi I po predpo-
stavki na Eulerjevi premici, je
vektor i kolinearen vektorju h,
torej obstaja Stevilo k, da je

i=k(a+b-+c)

Slika 1 o Pois¢imo polmer o vCrtanega
kroga, to je oddaljenost toCke
I od nosilk trikotnikovih stranic. Ker sta vektorja a in b enako dolga, je

normala na stranico [AB] kolinearna njuni vsoti a + b. Torej je
- a-+b
T e
(1-»---a) (@ + b) = [k(a + ¢) + (kb—a)] (a + b)
= k(1 +ac +ab +be) + (k—1) (1 + ab)
n
| la+ b 2= 2(1 + ab)
dobimo

(Ql/z);/1 + ab = | k(1 —l—ab—i—bc-{-ac)—{—(k-—wl)(l—l—ab){

Za ostali dve stranici dobimo s cikli¢no permutacijo vektorjev a, b, ¢ od-
tod se

()2 VT ¥ be — | k(1 + ab + be + ac) + (k—1) (1 + be) |
(Q]/i)]/l—}- ac = | k(1 + ab + bec + ac) + (k—1) (1 + ac) |

Ce oznalimo ¢ = ]/l—l—ab, ﬁr_]/l—l—bc, y-w_...a-.:.l/ll—l—ac, x = k(1 + ab + bec +

+ac), y=op ]/7 in z=k—1, dobimo sistem treh linearnih enacb s tremi
neznankami

lXia'y-f-azz:O |
xt By + B2z =0 (1)
Tyy +y2=0 '

V drugem stolpcu nastopa v vsaki od enacb eden od napisanih' predznakov.

Ker je y = ¢ V?:, polmer vértanega kroga pa ni nikoli enak nic¢, ima homogeni
sistem (1) netrivialno reSitev. Zato mora biti determinanta sistema enaka nic,

torej
1, £ o, a2

1, iﬂ, ﬁz = 0
1, iy, p2 |




Em kotnik g@ ena Okmk
oznagu

? 1s

f g, Ig Sredisca kmgm;
ena od teh tock, leZita natanko dve in sicer I in
tock.

Izjemen prin
mica ni doloCena, saj v njem

ier je seveda enakostranicCen nik, ¢
»znamenite« toCke sovpadajo.

ﬂank EZE na j demo za tocko [ tudi njen natancnejsi
izrek. V enakok mk@m trikotniku le @u S mdz ce vertanega kroga
zezww 1 in wsmsko mdm

Kokrak trik nom C. oSp ahko brez izgube
im da }@ 9, olmer EHkOUﬂkU ° a Kroga ﬁnak E.

] imo sredisce ocrmnega kroga O

@@Edmama 1zhoc - in anau no krajevne
] lo D h tock z ustreznimi m

<E ker je I notmma Enkamgkva
lezi znotraj ocr tanega k

Slika 2

e]

S



Izracunajmo sedaj polmer vértanega kroga. Po eni strani je

o=|ICi|=|(a+b)2—kec|=|}2—k|.|c|=|}2—k|

in po drugi
. b 4
o (4Ol FI g e 2T |
b+ c| 'b + ¢ (4)
= (1—k) (1 + be))2(1 + be) = (1 — k) /(1 + be))2

Ce pomnozimo (2) skalarno z b in upostevamo (3), dobimo bec = 7/2. To vsta-
vimo v (4) in izena¢imo obe vrednosti za p. Dobimo

1—2k|=(1—k )2+

Izrazimo k z A! Dobimo

=—1+)2+1
Ker je | k| <1, pride v postev le zveza
= —1+)2+1 (5)

Zveza (5) podaja odvisnost koeficienta k od parametra 1 na intervalu (— 2, 2).

Narisimo graf funkcije k = k(1). Na isto sliko nariSimo nato Se premici
k=2+1in k = (1 + 1)/3 (Slika 3 na ovitku).

Graf nase funkcije lezi na intervalu (— 2, 2) vedno med obema premicama.
Na$ koeficient k lezi torej vedno med 14 4 in (1 + 1)/3. To pa pomeni, da
lezi srediSCe vCrtanega kroga s krajevnim vektorjem i = k¢ vedno med viSin-
sko toCko, ki ima krajevni vektor h = (1 + 1) ¢, in tezisCem s krajevnim vek-
torjem t = (1 4+ 1)c/3. To pa je prav trditev nasSega izreka.

Opomba. S slike 3 lahko Se marsikaj preberemo. Vidimo, da intervala, na
katerem je toCka I, v sploSni oceni ne moremo zmanjsati. Nasa krivulja ima
namrec pri A = — 2 skupno toCko s premico Kk =1+ 1 in pri 1 = 2 skupno
tocko s premico k = (1 + 1)/3. Nadalje je premica k = (1 4+ 1)/2 tangenta na
nasSo krivuljo v toCki 2 = — 1. Ker lezi ta tangenta nad krivuljo in ker lezita
sredisCi [ in O vedno na isti strani oglisca C, kaze vektor

IN = (4 + 1) ¢/2 — ke

vedno proti C. Tu smo z N oznacili razpolovisce Eulerjeve daljice [OH], to je
sredisCe kroga devetih toCk. SredisCe vCrtanega kroga I lezi tedaj vedno na
tisti polovici Eulerjeve daljice, ki je bolj oddaljena od vrha trikotnika. Ker
ustreza 1 = — 1 enakostrani¢nemu trikotniku, lahko reCemo tudi, da lezi [
za tiste enakokrake trikotnike, ki imajo krak krajsi od osnovnice, na isti

polovici Eulerjeve daljice kot tezisCe, za tiste s krajSo osnovnico pa na na-
sprotni polovici.

LITERATURA

[1] F. Krizani¢, Matematika I, Zavod SRS za Solstvo, Ljubljana 1980.

[2] S. Fempl, Nesto o znacajnim tackama trougla, Matematicno fizicki list 16
(1965/66), str. 106.



mﬁeroiasm Z ﬂ@pki

padanje Lagrangeovih zlepkov. To d@jgwg doka¥emo in razlo¥im pliv n

napake. V ﬁadahwamu pokazemo, da ta Eaghmsi ﬁemem na dejstvu, da imajo
bam@ ﬁmkmw - nosilec. Za konec Gudanmo da pmwma -
aiﬂg& kg zak fcw

. In 1€ mﬁawmg note SU@h an examp
m of spline interpolation. In our @a% the
of Lagrange splines. This fact is proved
d in the error detection. It is further shown
that this pmpeﬁy m based on ﬁle fad that the basis functions have finite support.
In conclussion it is pointed out that a correct interpolation problem which reqmmg
2 solution of a band Syswm of equations often leads to exponentially decaying
umerically stable.

Smdm po ggver
pripelje do
dokazovanje ; osn korakov na
v lovu za izpusceno

msmmaﬁ@n@ ngm}@vame in sprotno
pasti, pa vendar

E :.;' Pot po. kateri }@ bﬂa Gdkma - . pro-

mft@md&m}sh
razkriva izredno numerié¢no stabilnost interpolacij ]

gramu, je
Z ziepm

)




Kubic¢ni zlepek (zlepek reda 4) je funkcija, ki je na vsakem od podinter-
valov (%, t;, 1) polinom reda 4 (stopnje <<4) in ima na [a, b] dva odvoda zvezna,
v znakih

flnt,n€ Py = {g|g je polinom reda 4, (stopnje< 4)}

in |
feC® [a, b]
Prostor kubi¢nih zlepkov S;: = S, je oCitno linearen in preprost pre-
mislek | |
‘ 4%stevilo intervalov — 3#*Stevilo notranjih tock =
—4dn—1)—3n—2)=n+2=:m
nam pove |

dim S4,t = M

Kubi¢ni zlepek je na podintervalih [t;, ¢;,1] polinom reda 4, zato ga najpo-
gosteje odsekoma izrazimo z vrednostmi

f(tz)) f(tz-{-l)y f,(ti)» f,(ti—}- 1)
PoisCimo najprej bazne polinome @;, ®g, P53, P4 € Py na intervalu [0, 1]. Iz

@1(0)_m L | @‘1'?(0) == 0

sledi | |
Py = 1 4+ x2(a x + ﬁ)
in iz :
. D1(1) = o) =0
izpeljemo
ad = 2, ﬁ = 3
torej

Py = P1(x): =14+ x2Q2x—3)
Podobno iz ®y'(0) = 1, 35(0) = By(1) = &y'(1) = 0 sledi
| Dy : = D3(x) 1 = x(1—x)
Zasukamo interval [0, 1] in preostali funkciji sta | .
By: = Polx) i = Bl —2x), By: = By(x) 1 = — Py(1— %)
Na intervalu [#; #;, 1] se zlepek f(x) izraza torej v obliki
X — 1,

f(x) = f(t;) D1

L x—1t\
| + ' (ti 1) 41 @4( )

(1.1)

+ f'(t;) 4t; @3(

Tu je 4t;: = t; 1 — t; Tako napisan zlepek Ze izpolnjuje pogoj f € CO [a, b],
dosedi pa moramo Se zveznost drugega odvoda.

Naj bo ge(Cla, b] dana funkcija, ki jo Zelimo aproksimirati z zlepkom.
Najpogosteje poznamo kar vrednosti funkcije g

gle: = (g(#))ri—1



mﬁt kar preklicemo prva notranja vezm

Oty —0) = BNty + 0), {O(t,_4— ’l' _ fOXN¢t, 4 + 0)

pri dovolj velikem si b
peljal sistem enacb, ki doloca n
stavimo v ewdgsmm 10

- {bma}/(n-_ug ti:c=@—1)h +a, za vse 1

((g(ts) + 4
3(g(tigg) — NH» B
\(5g(tn) — 4g(t,—1) — g(t,—2))/2,

. To razberemo ze iz izpeljanke

Gerschgorinovega izmm
O an 21), ki pravi, da vse lastne vrednosti ire du cibilne di
gonamo don manme ma‘mke Eezs v stmgl notramosﬂ um}e S SI“@diSCi
v d iagonaim mentih i

diagonaln

Torej 4 = 0 ne more biti lastna vre dnost
In zdaj k raCunalniskemu programu.

I4 . C[ﬂ, b] > : f |- j4f g
= Interpolacijs zlepek s prekli

ma Ig, {1

 S4.¢, J€ za prvo testno hm kcijo smiselno izbrati kar

Rezultat pri podatkih [a,b]: =[0,1], n = 11
funkciy v tockah #; /2 : = (&; + #;.1)/2 |




Iy 8(ti11/2)

1 Lt/ g(tiy1/2)
1 0.05 1.0000000 1.3415064
2 0.15 1.0000000 0.9084936
3 0.25 1.0000000 1.0245191
4 0.35 1.0000000 0.9934301
5 0.45 1.0000000 1.0017604
6 0.55 1.0000000 0.9995283
7 0.65 1.0000000 1.0001266

8 0.75 1.0000000 0.9999655
9 0.85 1.0000000 1.0000115

10 0.95 1.0000000 0.9999885

govori, da je v programu ocitno napaka. Kako naj jo poiS¢emo?

2. Prva misel

Matrika A je tridiagonalna, zato smo za razcep uporabili za ta primer
prirejen Gaussov algoritem brez pivotiranja, opisan npr. v Isaacson, Keller
(1966, stran 55—56). Prva misel je bila: matrika A v nasem primeru ni diago-
nalno dominantna (s strogo dominantnostjo v prvi in zadnji vrstici), kot jo
zahteva izrek 5 v isti knjigi, in algoritem lahko zaide v numericne tezave.
Da ugovor ne velja, je mogoce preveriti na ve¢ nacinov, se najlepsa pa je pot,
ki nas nekoliko pouci o naravi zlepkov.

De Boor in Pinkus (1977) sta pokazala tole: naj bo v sistemu enacb

Ax = b
matrika A totalno pozitivna, torej naj bodo vsi minorji reda r, 1 £Lr<n
-ilz iz’,----;- i;»-- . léil<ig'<“=<iféﬂ
1. . . |=0 C .
\J1, J25 <+ Jr/ lLpi<p<...<j,£Ln

nenegativni. Pivotiranje v Gaussovem algoritmu je odvec.

V aproksimaciji z zlepki pogosto sreCcamo totalno pozitivne matrike. V na-
Sem primeru lahko zelo preprosto direktno preverimo, da velja




o 2;,@ e emwi/é}/@ﬁ?

in v desno zamre. Na vsa-
lumericne vrednosti kazejo, da za-
napako smo naredili v sestav-

“ mirana po
popravljeni program pokorno

ko hitro odkrilo nap pa je takole: Ce je napaka
mugﬁw Easmcsn ziepka na levem robu intervala,
h Lagrangeovih zlepkov. Torej je desno od fiksnega

Qéfi)x—; ’ gﬂj"%ﬂaﬁﬁfn{mz;

Za taksne 1 1z

e(t;) = e(t; 1) =0 in

| Py na (1; t;.4)
1izpeljemo

e(x) = e'(t) ((x — ;) — (x — 1;)3/(41;)* +
+e”(t) (x—t)2— (x— t)3/(At))/2 , ma (ti i)

ka je torej linearno odvisna od komponent vektorja

o= (e’(ty) A4t;  ,  e”(t;) (4t)?/2)




Toda e eC()q, b] in

e 1= ( q.-2) (3 2) e; = : Q; Ae; q;: = At /At

Za ekvidistantni primer je ), = I, za vse 1, In toreJ

To pa je en korak (nenormirane) potenCne metode za racunanje dominantne
lastne vrednosti matrike A (Isaacson, KeHer (1966), stran 147) |
Karakteristicni polinom matrike A

det (A— 1) =—(@Q2+42+ 1)
1ma nicli

hi=—Q+)<—1<lp:=—Q2—}3) = 1/2,<0

torej zaporedje (e;), ki ni identiCno enako 0, raste vsa] v eno smer. TocCneje,
pri zgornji predpostavki e; gotovo raste z desne v levo in -

(€);/(€i11); —— (2 +V/3) = —3.73205

s padajoCim i-jem za obe komponenti j. To pa je natanCno tisto, kar trdijo
numeric¢no dobljene vrednosti! |

4.

Za konec zastavimo Se vprasanje: kaj odlikuje kubiCne zlepke, da La-
grangeov zlepek eksponentno zamre od vrednosti 1 v nasprotju s tem, kar
vemo npr. o Lagrangeovem polinomu

ﬁ (. — 1)/t — t;)

J=i=l |

Odgovor se je koval veC let. Vendar tako Douglas Dupont in Wahlbm
(1975) kot de Boor (1976 a) ga vezejo na zlepke. Sele Demko (1977) dokonc¢no
izlusCi najpomembnejSo lastnost, pasovnost matrike:

Naj bo A: = (a;)" ;-1 pasovna matrika, a;;
1 £ p £ oo, omejena in omejeno obrnljiva
|A], <L ,"]Awiﬂﬁéifc , C,c>0
Za elemente a;(-) inverzne matrike, A—' = : (a¢;(7), tedaj velja

lai«j(”) ; Z const }li=il | za vse i, j

kjer sta const >0 in 1 (0, 1) konstanti, eksplicitno odvisni le od ¢, C in m,
ne pa od .
Dokazimo izrek. Omejimo se kar na prvi stolpec inverzne matrike

X = (x)M-1: = (@1))"_1

in 1 £ p L2, Za preostale stolpce naredimo podoben sklep, za 2L p £ o pa
transportiramo obe matriki, saj je n koncen. Definirajmo

Xk‘: = (0, 0, o« o oy 0, xk, x]g_!_]_, ¢ o op xn)
in
Zk : v AX}‘G

10



(k — 2m)-te komponente naprej

(Zpom); =0 , i=k—m

Na desni strani neenakosti nastopa mz

Sy . S a L const e, , 2 Za VSE kK Zm

S%Mm+1>

ONSt Sp, £ Sy, + CONSE Sg_yy 11 £ CONSE Spyy,

(1 4+ const) s, = sp +

sp < const/(const + 1) s,

aim £ (const/(const + 1)) sy,  ajme1 < (const/(const + 1))isy

e Uimam—1 < (const/(const + 1)) s

prasanj v teoriji zlepkov
ysnem, kar govore rezultati
a 1zrek Vd ja le za koncne n,
chran } a Svoje 0sSnovno - roéﬂ@*
- matrika (aw) mdumm omej €no p reshkavo na Z e }@

naj
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in @ : = (¢;) dani linearni interpolacijski pogoji. Ce zaporedju t dodamo a in
b (k— 1) krat, vsi mozni B-zlepki

Bix: = Bip(x) : = (tisr— 1) [ti tizts - Lizn] (.— %) K1
tvorijo prav posebej lepo bazo Sj . B-zlepki imajo majhen nosilec
supp By = (&, tiyn)
in obiCajno reSujemo naloge, za katere velja
oiBir=0 , ii«-—-—j[>meN , Za vse i, |
Naj bo Gramova matrika A : = (¢; B; ;) pasovna. Lagrangeov zlepek

li = 2 a;7)Bj 1 € Sk,¢
j

a [t,,t,,1] ocenimo po Demkovem izreku:

LX) | = | X a;)B; (%) | £ E | agz( —) | B, k(x) Z const A1 B; p(x) = const Al

r e

sa] B-zlepki dele enoto, > B;x(x) = 1, Ce so le izpolnjene zahteve izreka.
j
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zabredemo v lazne trditve. V Solskih knjigah jih najdemo pri povrsinski
napetosti, v kineti¢ni teoriji, pri elektricnem toku in v uvodnih poglavjih ke-
mije. Nekateri pedagoSko usmerjeni strokovnjaki opravicujejo spodrsljaje, CeS
da je lahkotna laz za $olo boljsa kot tezavna resnica. Vendar ucitelji fizike
na sploSsno ne nasedajo tak$ni modrosti. Saj je vsa umetnost poulevanja
v tem, da tezavno resnico naredimo lazjo, ne da bi se ji izneverili.

2. Velikost atomov

Ali je Se kaka srednja pot, ki ne bi delala preskokov, a bi vendarle omo-
golila pravocasno vkljucitev mikroskopskega opisa? Najdemo jo, ¢e se tu
in tam odpovemo natannemu obravnavanju in se zadovoljimo z ocenami
velikostnih stopenj ali celo samo s kvalitativnim pojasnjevanjem Priblizno
znanje, ki ga ucenci prinesejo iz osnovne sole in iz sviofizike, lahko prece;]
pomaga, ceprav Je treba to znanje tu in tam obnovitl.

O atomih se je tezko pogovar:a.u, preden ne zvemo, kako veliki so. Zato Sl
oglejmo zgodovinsko najpomembnejse dolocCitve Avogadrovega Stevila ali iz
njega izvedenih koliCin: velikosti in mas atomov, osnovnega naboja in Boltz-
mannove konstante. Presodili bomo, kaj od tega se da povedati v soli.

- Prvo zelo grobo oceno je dobil Thomas Young leta 1816 s primerjavo povr-
- Sinske napetosti in izparilne toplote, preracunane na prostorninsko enoto
kapljevine. Kvocient obeh koli¢in ima enako velikostno stopnjo kot debelina
napete povrsinske plasti, ta pa ni dosti veCja kot premer molekule Za vodo
dobimo

v/o ¢i = 0,013 m=2/2,26 . 109 T m= — 0,03 nm.

Rezultat je za faktor 10 premajhen; vendar ga z dodatnimi privzetki lahko
izbolj$amo, kot povedo ucbeniki. KlJub slabi natanénosti je Youngova zamisel
za $olo dragocena Posebno prijetno je, da se pogovarjamo le o splo$no znanih
pojavih in o razumljivih pojmih.

Teze je razumeti Loschmidtovo dolofitev, ki je bila druga v zgodomm
(1865) in ki izhaja iz viskoznosti plinov. Plin je viskozen samo zato, ker si
strizno gibajoCe se plasti druga drugi podajajo gibalno koli¢ino s preha-
janjem molekul. Podobno se godi vlakoma, ki po vzporednih tirih podasi
vozita drug mimo drugega, ¢e potniki skacejo sem in tja. Cetudi bi bilo Se
tako malo trenja, se vlaka ustavljata, ker prinese vsak potnik drugemu vlaku
nekaj gibalne koli¢ine, ki njegovemu gibanju nasprotuje. .

Prispodoba pomaga, da ocenimo silo, s katero zraCna plast zadrzuje so-
sednjo hitrej$o. Ne da bi se zamujali z izpeljavo, si samo oglejmo oceno za
viskoznost, ki jo na koncu dobimo s krajSanjem:

n~olc.
Pravzaprav bi bili morali uporabiti povpre¢no velikost termi¢ne molekulske
hitrosti (v = (8 kT/x m)":); namesto nje smo vzeli zvocno hitrost, ki je skoraj
ravno tolik$na (¢ = (¢, kT/cy m)':). Faktor ! je povprena prosta pot, to je
razdalja, ki jo molekula v povpre¢ju prepotuje od trka do trka. Znamenje
~ pomeni, da se samo velikostni stopnji na obeh straneh ujemata. (Ignorlrah
smo Stevilski koeficient, ki je malo manjsi kot 1, kot pokaZe resnejda izpe-
ljava.) 1z viskoznosti zraka (n» = 18 . 10-¢ pascalsekund), gostote (p = 1,3 kg m—3)
in zvo¢ne hitrosti (¢ = 340 m/s) dobimo malo premajhen rezultat: I — 40 nm.
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V Soli se moramo seveda zadovoljiti s kvalitativno razlago. C isk
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Koeficient ¢ se imenuje polarizirnost. Ce bi besedo po vsej sili hmeh prevesti,
bi nemara mkh da je to elektricna podajnost molekule

Ko polje niha, niha z njim dlp@hﬂ moment in zaﬁw molekula seva. lzse-
vano - je sorazmerno s pospeSkom elektronov, torej z drugim odvodom
ca momenta, torej s kvad mmm frekvence. Oddani svetlobni mk 1n
Z mim svetilnost 1 nolekule sta potemtakem sorazmerna s (p.y w?)? = (a Ey w?)?,
Ce sta py 1n Ey amplitudi molekulskega dipolnega momenta in poljske jako-
sti pri vpadajoCcem valovanju. Drugace povedm’m“ razsuti svetlobni tok je pri
enaki amplitudi poljske jaKOSU sorazmeren z 4, to je z r@czmcno cetrm
potenco valovne dolzine. S tem smo pojasnili, zakaj se m
neje razsuje kot reca torej zakaj je nebo modro.
Koeficienta, ki posreduje navedeno sorazmernost, ne morem

peljati, ampak kvecjemu po dimenzijah uganemo, katero - mﬂuencn@
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konstante (g) in svetlobne hitrosti (¢) mora vsebovati. Ker ugibanje ni resno,
raje povzemimo iz knjig:

I = (o Ey 2)2/(47)2 g 3.

Toliksna je svetilnost v ekvatorski ravnini dipola.
Spomnimo se Se, da se gostota vpadajoCega svetlobnega toka takole zapise,

jm %B{}EQQC,

Ker je ta tok nepolariziran, samo polovicno prispeva k svetilnosti molekule
v smeri, ki je za 90° stran od Sonca. (V svoji lastni smeri namreC dipol nic
ne seva, kot vemo iz Sole.) Svetilnost molekule se torej izraza tudi takole,

I = (a' a)?'*/4:rt &0 02)2‘], == (Tﬂ Ol;/ﬁl} ;{2)2 ]

Polarizirnost molekul se kaZe tudi v tem, da deluje zrak kot dielektrik

in da ima zato lomni kvocient (») vecji kot 1. Spomnimo se, da je » = ]/3 in
da po drugi strani elektri¢na polarizacija pove, kolikSna je vsota dipolnih
momentov v prostorninski enoti, torej

D——-&OE == (EWI)EQE = N P = na-E,
ce je n Stevilska gostota molekul. Sledi
a= (2—1) g/n= 20y —1) go/n,

kar vstavimo v prejsnji izraz za svetilnost, zato da se znebimo neznane pola-
rizirnosti,

[ = [2a(y — 1)/n 2212,

Ker so molekule v zraku popolnoma neurejene, ne pride do izraza nobena
interferenca svetlobnih valov z razli¢nih molekul, ampak se kar seStevajo
svetlobni tokovi. Svetilnost posamezne molekule torej mnoZzimo z n in Se
Z debelino # zraCne plasti v opazovani smeri. Tako dobimo svetlost neba, to
je na ploscinsko enoto preracunano svetilnost:

B = [2a(y — 1)/22]2 j h/n.

Iz izmerjene svetlosti B in podatkov na desni strani enacbe Ze lahko izracu-
namo Stevilsko gostoto molekul v zraku in iz nje Avogadrovo Stevilo.

Pred leti, bilo je pozno spomladi, sem na izletu na Kamnisko sedlo ob
kristalno Cistem vremenu poskusil, ali se da taksna dolocCitev izvesti kar s fo-
tografskim svetlobnim merilnikom. Ker merilnik nima absolutne skale, sem
ga usmeril Se na zasnezeno pobocje, ki ga je Sonce skoraj pravokotno obse-
valo. Merilnik je pokazal 25-krat vecjo svetlost (By == j/n) kot pri pogledu na
nebo, in to 90° stran od Sonca ter kakih 45° nad obzorjem.

Tlak v viSini 1400 m, kjer sem delal poskus, meri kakih 850 milibarov, tem-
peratura pa je bila okrog 10°C = 283 K. Pri teh okolisCinah je gostota zraka
manjsa od normalne za faktor 0,8, tako da zavzema kilomol prostornino Vy =
= 22,4 m3/0,8 = 28 m3. Za lomni kvocient zraka (gl. tabelo v u¢beniku) uvidimo
1z prejsnjega, kam je treba vtakniti faktor 0,8:

y—1=10,8.0,00027 = 2,2 . 10—,

Se valovno dolZzino potrebujemo. Vzeli jo bomo malo pod sredino vidnega
spektra, recimo 1 = 500 nm.
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glavja po svojih cutih. Tip je bil za mehaniko, vid za optiko, ...voh pa so
prepustili kemikom. Posebno neprijetno je, da obravnavamo energijo dvakrat:
pri mehaniki ob izreku o kinetiCni energiji in Sele dosti kasneje pri termo-
dinamiki ob energijskem zakonu. Ucencem je treba zabicCati, da izrek ne
velja vedno. Seveda ne velja, ko pa zamol¢imo notranjo energijo! Ce bi obe
poglavji zdruzili, bi odpadlo marsikako sprenevedanje. Naloga je videti s pe-
dagoske plati tezavna in se je pisci uCbenikov zato Se vedno precej ogibajo.

Ko pri nauku o toploti preskakujemo z makroskopskega opisa na mikro-
skopski, je treba paziti, da ga ne polomimo. UpoStevati moramo, da je cela
vrsta pojmov prirejenih samo za makroskopski opis. Pri posamezni molekuli
ne moremo govoriti ne o temperaturi ne o entropiji. Razen tega v mikroskop-
ski sliki ne moremo locCiti dela in toplote, Ceprav je ta loCitev pri makroskop-
skem opisovanju tako zelo pomembna. Ni ve¢ razlocka med reverzibilnimi
in ireverzibilnimi spremembami, kajti v mikroskoPSki sliki poteka vse re-
verzibilno. Tudi razloCek med povrsmsko n prostornmsko porazdeljenimi
silami se izgubi. Dokler se ne sreCamo z gradniki jeder, imamo opravka sploh
samo z elektromagnetnimi silami in s tezo.

Kvantitativno prevajanje z mikroskopskega na makrosk0psk1 opis je lahko
tezavno in v ta namen so razvili posebno znanost: statisticno mehaniko. Le
nekaj drobtin lahko iz nje prevzamemo za srednjesolski pouk. Predvsem se
ustavimo pri mikroskopski sliki snovi v ravnovesnem stanju in pri pojmu
energije. | |

Celo pri energiji se lahko zareCemo, tako kot pisec nekih skript s trdrwuo
da je toplota kinetiCna energija molekul. Pri makroskopskem opisu smo
navajeni, da energijo razdelimo v notranjo, kineticno in potencialno v zuna-
njem (npr. teznem) polju. Tudi vsaka molekula ima svojo potencialno ener-
gijo v zunanjem polju in svojo kineticno energljo. Razen tega ima mnozica
molekul $e medsebojno potencialno energijo zaradi medmolekulskih sil. Samo
potencialno energijo v zunanjem polju kar tako seétejemo da dobimo celot-
no potencialno energijo telesa. Iz kinetiCne energue pa moramo na.jpre] 12-
lusciti tisti delez, ki ustreza morebitnemu usmerjenemu gibanju vecCje mno-
zice molekul. § sestevanjem teh delezev dobimo makroskopsko kinetiCno
energijo telesa. Ostanek, to je kinetiCna energija termiénega gibanja, pa se
skupaj S potenc:1alno energijo medmolekulskih sil piSe v prid notranji energiji
SNovi.

Ko se pri hidrodinamiki pogovarjamo o hitrostih majhnih vodnih kapljic,
je treba uclencu povedati, da so te namisljene kapljice Se vedno neznansko
velike v primeri z molekulami. Termi¢no gibanje kapljic zato ni zaznavno,
ampak samo njihovo usmerjeno gibanje. Hitrost kapljice je enaka vektorske-
mu povpreCju molekulskih hitrosti. Po navadi je to povprecCje dosti manjsSe
kot termicne hitrosti posameznih molekul.

~ Priloznost za ponovitev te razprave imamo pri zvoku. Kdor ima razvito
fantazijo in se ne sramuje slikovitega pripovedovanja, lahko ulencem pri-
kaze, kaksno je zvolno valovanje v mikroskopski sliki. UCenec bo sprevidel,
zakaj] 1ma zvoCna hitrost v plinu enako velikostno stopnjo kot povprecna
velikost hitrosti pri termic¢nem gibanju molekul.

Pri optiki ali raje kasneje pri sevanju anten se spomnimo modrine neba.
Morda prihaja v postev tudi kvalitativha mikroskopska razlaga lomnega
kvocienta.
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PULZIR

AJOCE ZVEZDE

Zvezde, ki se jim izsev periodiCno spreminja, so za astrofizika Se posebe]
zanimive. To so nekaksni svetilniki v nasSi Galaksiji in v bliznjih galaksijah,
ki jim je mogoce po zvezi med izsevom in periodo dolociti oddaljenost.

Dogajanje v pulzirajoCih zvezdah je zelo zapleteno in ga ni mogoce pre-
prosto opisati. Zanimivo pa je, da da osnovno zvezo med izsevom in periodo
Zze zelo preprost model.

Mislimo si, da je zvezda plinska krogla z radijem R. V njej v ravnovesju
tlak plina uravnovesa gravitacijski tlak. Tako ocenimo tlak s povpretno go-
stoto in povprecnim gravitacijskim pospeskom: p =g R. Ce vzamemo za
povprecni gravitacijski pospesek kar pospesek na povrsini zvezde z maso m,
to je g =Gm/R2 = G .57 R3g/R?2 = n Gg R, sledi

plooxg Rocg R?
Hitrost longitudinalne motnje ali valovanja (zvoka) v plinu je v = (x p/p)",
ce je x razmerje specifiCcnih toplot plina. S povprecnim tlakom in povprecCno

gostoto je
v (5/ 0)2 g’ R

Vzemimo, da se zvezda Siri in krcCi tako, da nastane stojeCe valovanje
Zz najnizjo (osnovno) lastno frekvenco, pri kateri je na sredini vozel in na
povrsini hrbet valovanja: 34 = 2R. Tedaj je nihajni Cas

Ig = Z/’V —— 4R/"V@é”’1/2
1z te zveze sledi

ty = Qg2 K ()

- Q je nihajni ¢as za pulzirajoCo zvezdo s povprecno gostoto Sonca gz =
= 1,4.108 kg/m3. Ce zberemo vse koeficiente, ki jih prej nismo zapisali, do-
bimo Q = 2(3x » G g5)~> = 0,06 dneva [1], [2]. Pri tem smo postavili » = £ za
enoatomni plin in za gravitacijsko konstanto G = 6,67 . 10—11 kg—1 m3 s—2. Ni-
hajni Cas, to je perioda sija, je obratno sorazmeren s kvadratnim korenom
iz povprecne gostote zvezde.

Za razne podrobno obdelane modele podajajo konstanto Q med 0,12 in
0,03 dneva [1], [2]. Za klasiCne kefeide pa so dobili iz merjenj Q = 0,04 dneva
[1]. TipiCna zastopnica klasi¢nih kefeid je ¢ Kefeja (Sl. 1). Ta orjakinja ima
povpreCno gostoto okoli 10— gs. Nihajni Cas § Kefeja je po enacbi (1) okoli
6 dni, kar se zadovoljivo ujema z opazovano vrednostjo 5,37 dneva.

Bolometricni (polni) izsev zvezde glede na bolometri¢ni izsev Sonca je
PP, =47z R2 .0 T44n R2 .0 T4 = (R/Ry)?2. (T/Tg)%; pri tem smo s T oznacili ab-
solutno temperaturo fotosfere zvezde. Ker je razmerje povpreCnih gostot
zvezd ooy = (m/m;) . (R/R)—3 in razmerje radijev R/Rg = (P/Pg)':.(T/Tg)2,
lahko enacCbo (1) prepiSemo v obliki:

ty = Q(m/ms)="= . (P/Pg)* . (T/T) (2)
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UPORABA OPERACIJSKEGA OJACEVALNIKA V sOLI

Velik napredek elektronike je povzrocil, da se tudi v Soli vse pogosteje srecu-
jemo z razlitnimi integriranimi vezji. Poleg tega ucCenci velikokrat postavljajo
vprasanja o integriranih vezjih. Eno od najbolj uporabnih linearnih integriranih
vezij je operacijski ojacevainik, ki je dobil svoje ime zaradi uporabe v analognih
racunalnikih, kjer z njim reahzlrajo razlicne racunske operacije. Obdelajmo nekaj
za pouk zanimivih vezij z operacijskim ojacevalnikom.

*-__ﬁ_-_“——__“

UY-UI [ﬂﬂ
£

§IZHQ

Slika 1 Slika 2

Operacijski ojacevalnik ima dva vhoda in en izhod. OjaCenje napetosti je zelo
veliko, navadno vsaj nekaj deset tisoC, tokova, ki teCeta v oba vhoaa pa sta zelo
majhna in merita navadno nekaj sto nA. Simbol za operacijski ojaCevalnik kaze
S1. 1. Vhod, oznacen z —, imenujemo tudi invertirajocéi (INV) vhod, vhod, oznacen
s -+, pa neinvertirajoci (NI) vhod. Ce na vhod INV idealnega operacijskega ojace-
valnika privedemo napetost U, in na vhod NI napetost U, je izhodna napetost U,:

U,=— AU, —U,)

Slika 3 Slika 4

A je ojacCenje napetosti OJacevalmka Pri idealnem operacijskem OJacevalmku je
tore] 1zhodna napetost enaka nic, ¢e sta napetosti na obeh vhodih enaki ni¢. Obi-
¢ajno potrebuje operacijski O]acevalmk za delovanje dve napetosti, ki sta glede na
zemljo nasprotno enaki in lezita med £ 6 V in * 18 V. Diagram (Sl.2) poda]a ZVEZO
med napetostjo U, in napetostma U, in U,. Operacijski ojacevalnik prekrmilimo

ze z vhodno napetostjo nekaj mﬂwoltov se pravi, da doseze izhodna napetost svojo
najvecjo vrednost, ki je le malo manjsa od napajalne napetosti. Poglejmo, kako se
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@ EV@E@

je ¢ Mg@m@ napemsn A zelo WM"@ je nap@‘éast na .
lika napetosti med obema vh@d@ma je tako enaka 0

vejah velja: I, = U /R . | ©
hen in sledi: E = — [, Razmerje 4, U nentjemo c cja-
jiih elementov.

Cenje invertirajoCega @mwvaimka @dwgna je le @d wednaan
Upor R, je vezan v zanki negativne povratne zmm@ Vhodna upornost vezja je enaka

manjsa kot 1ohm.

Slika 5 Slika 6

Vezje (SI. 4) imenujemo neinvertirajoci ojacevalnik. Kot p
cevalniku je tudi tu razlika napetosti med vhodoma 0 V. K
R, in R, vezana kot d@mnik napetosti, je na - EN napemgi U

Rs). va taka je tudi napetost na vhedu NI. C
Ro/Ry). Vhodna upornost vezja je velika, saj teCe v vhod

Q@ mggk

Pri nas so najbolj dostopni operacijski ojacdevalniki z g@nemcna Smwﬂw 741,
ki m dobimo pod @znakam1 IL 741 (EI Nis), CA741 (RCA), nAT41 (Fairchild)
MC E‘ME (Mommia) L 141 (SGS-ATES) itd. Tega oja@evaﬁmka ne p@skoduyeme e
napravimo na izhodu kratek stik. O}acwaimk 741 je upamb@n Za ma@evam@ nap@m
tosti s frekvencami do 1000 H
merno pojema. Pri nas je dgseghw tudi epemm}sm ojacevalnik z generi¢no vaﬂﬁm
709 (IL709, A 709, SN 72709 ...), ki ima veliko ojaCenje napetosti tudi pri frekven-
cah do 30000 Hz, vendar ni zad&iten pmd kratkim stikom na izhodu in potrebuje
dodatne zunam@ elemente za frekvencno k@mpemaum Ezhodm tok omejimo na

dovoljeno vrednost z p@ rom za 220 ohm d ojacevalnika

1, ki ga vezemo med




vhod porabnika. Najpogosteje izvedemo frekvenCno kompenzacijo s kondenzator-
jema za 20 pF in 200 pF ter uporom za 1500 ohm. Sl. 6 kaze karakteristi¢ni prikljuéni
vezji za operacijska ojaCevalnika 709 in 741. Oznake prikljuckov veljajo za osem-
polna kovinska ali plasti¢cna ohisja. V zadnjem casu se dobe v inozemstvu opera-
cijski ojacevalniki, v katerih so namesto navadnih bipolarnih tranzistorjev inte-
grirani tranzistorji FET ali MOSFET. To so TL 071 in TL 081 (FET) CA 3140 (MOS-
FET). NaSteti ojacevalniki imajo veliko ojaCenje napetosti tudi pri frekvencah nad
50 000 Hz. Vhodni tokovi merijo le nekaj deset pA, zato lahko pri teh ojacevalnikih
dosezemo vsaj tisoCkrat velje vhodne upornosti kot pri navadnih bipolarnih ope-
racijskih ojacevalnikih.

MAGNET

Slika 9

Slika 10

Oglejmo si nekaj vezij za Solo. Ojacevalnik za ojacevanje izmeniCnih napetosti
kaze Sl.7. S spremenljivim uporom R, nastavimo ojafenje napetosti, ki je A, =

= R3/Ry. S trimer potenciometrom za 10000 ohm nastavimo izhodno napetost na

ni¢ tako, da veZemo to¢ko A na zemljo in nastavimo trimer v tako lego, da je
izhodna napetost enaka ni¢. Izmeni¢ne napetosti privedemo na vhod preko kon-

denzatorja, enosmerne napetosti pa privedemo neposredno na upor R;.

[
] n1ﬂﬂ L' B d e “'l b 'ﬂmﬂ
Z veziem s S1. 8 povecamo oblutljivest preprostega osciloskopa. Ojaceval

ojacenje napetosti A, = (R, + Rl)/Rl = 100 in vhodno upornost nekaj Mohm, kar

je ugodno, ¢e uporablmo ojacevalnik kot predojacevalnik za poveCanje obcutljivosti
vhoda Y osciloskopa. Namesto ojac¢evalnika 741 lahko uporabimo TL 081 ali TL 071,
ki imata enak razpored prikljuckov kot 741.

Ojacevalnik majhnih napetosti pri opazovanju indukcijskih pojavov kaze SI.9.
S tnmerjern R, nastavimo ojacenje, s trimerjem R, pa nastavimo nic¢lo na izhodu.

Tk 10k

NA Y VHOD
OSCILOSKOPA

>
Slika 11 | Slika 12
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- tockama A B se pojavi mzhka nap emsﬁ to ojadimo In merimo z volt-
metrom, ki mu umerimo skalo v Smpm iah. Namesto termistoria lahko uporabimo
tudi H’B;HZESE@F ki ga 10, kgg kate SL 11. |
0] ammﬁm kom s SI.12 sledimo ¢asovnemu poteku napetosti, ki se pojavi pri
misice. O emmj jski ojacevalnik je vezan kot dﬁ@mnmaﬁm O}acwaﬁm
nik. Ce nastavimo ob mﬁd}wosﬂs vhoda Y osciloskopa na najvec 100 mV/cm
sovo bazo na kakih 0,1 s/cm, lahko opazujemo na zaslonu sréne utripe. F
sta kovinski plos&ici, ovlaZeni s slano mzmpmo za boljsi kontakt. Za ober }mg
moramo eno izmed elekirod namestiti nad srce na prsih, d rugo pa na hrbtu.
O l ES alld V@ZE S O 0 D r@ D rosta, da }1 h b f@Z @ @Z av iz d @E @ Sa
posebno v [1], (2], [51, [6]

A2 hmmfsﬂ

Operational Amplifiers, Newn
Practical Introduction to

, National 1975.

mit Operationsverstdarkern,

Amplifiers and Linear Integrated

k frekvence elektriénih signalov (Obzornik m
. Prave den%u C ﬁ@ﬂZ&t@ﬂ@v so C; =1
N % puséica emitorja tranzistorja




1. O koristnosti logi¢ne simbelike pri pouku matematike so mnenja raz-
licna. Tako nekateri menijo, da sodi ta simbolika Ze v nizje razrede osem-
letke, drugi pa, da niti na univerzo ne. Pri nas se je za slednje opredelil
profesor Vadnal. Tako piSe v Obzorniku 15 (1968) 3, str. 130—131 ter v Ob-

zorniku 20 (1973) 6, str. 181:

Tudi Skubic je skusSal svoj ucbenik modernizirati zlasti z uvajanjem logic¢-
nih simbolov. Toda tudi on je pri tem nedosleden in, ¢e le more, zavije na pot
bolj razumljive razlage v klasi¢nem jeziku. Zaradi tega je mnogo bolj razumljiv
tam, kjer razpravlja po starem, kot pa tam, kjer razlaga v jeziku logi¢énih
simbolov.

Ko opredeli npr. na str. 274 zveznost funkcije, jo klasi¢cno definira takole:
Funkcija f(x) je v totki x, zvezna natanko tedaj, kadar moremo najti k vsa-
kemu napre] predpisanemu pozitivhemu Stevilu ¢ vsaj eno tako pozitivno
stevilo 4, da je izpolnjena neenatba |f(x) —f (xo) | <e, Ce je le |x—ux, | << 4.
To definicijo napiSe nato Se z logi¢nimi simboli. Nekaj strani za tem pa opredeli
na str. 277 enakomerno zveznost funkcije kratkomalo takole: Funkcija f (x) je
na intervalu [a, b] enakomerno zvezna natanko tedaj, kadar moremao najti
k vsakemu naprej predpisanemu pozitivnemu 3tevilu ¢ vsaj eno tako pozitivno
Stevilo 6 (¢), da velja implikacija:

lx—2' | <3 (@) =) —Ffix)i<e

Ni tu vaino, kaj misli pri tem izSolani matematik, vazno je, kaj in
koliko razume pri tem Student, ki se Sele uéi in ki se Sele vzZivlja v teZaven
pojem zveznosti. Vprasanje je, ali je smotrno uporabljati zZgoséeno logicéno
pisavo Ze pri prvem ucenju kake snovi, ki je Ze v vajenem jeziku zadosti tezka.
Podobno vprasanje velja tudi za aksiomaticno metodo: Ali tudi ta ne zahteva
ze doloCene stopnje poznavanja ucne snovi, da jo zares koristno lahko upo-
rabimo? |

Pri pedagoSkem delu na niZjih stopnjah, kjer naj sku§amo u€encu kar najbolj pomagati
do razumevanja uéne tvarine, bi odsvetovali prekomerno rabo matemati¢ne simbolike,
ki razumevanje lahko zelo oteZi, ker misli uenec pojmovno, besedno in vsaj na zacetku
ne v simbolih. Sirabole iahko s pridom rabimo Sele, ko udenec tvarino vsebinsko Ze do
neke mere obvlada. Pretirana raba simbolike, kjer se je labko izognemo, namre¢ pri peda-
goSkem delu preveC utruja. Namesto simboli¢nega zapisa:

Ye>o0do>o0
bi morda bil vsaj na zagetku bolj razumljiv stavek:

za vsako pozitivno $tevilo ¢ in za vsaj eno pozitivno $tevilo &

V obeh formulacijah povemo namreé vsebinsko natanéno isto.

2. Navedimo sedaj nekaj izjav v klasiCnem jeziku in uporabmo izraz »za
vsak x in za vsaj en y« za branje kvantifikatorjev (V x) (3 y).

Beseda Stevilo se nanasa na naravna Stevila.

(1) Vsa S$tevila, ki niso vec¢ja od 10, niso manjsa od 7.

(2) Nobeno stevilo, ki ni vec¢je od 5, ni deljivo s 3.

(3) Vsaj eno stevilo, ki ni vecCje od 10, ni manjse od 7.

(4) Za vsako naravno stevilo x in za vsaj eno naravno stevilo y velja, da
je y > x.

(5) Za vsaj eno naravno Stevilo y in za vsako naravno stevilo x velja y > x.

(6) Za vsako naravno Stevilo x in za vsaj eno naravno stevilo vy y ni vecje
od x.
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Za vsa] eno nara

vno stevilo vy in za vsako naravno Stevilo x y ni vecje

da so izjmfe (1), 2) in (3) res-
m, da sta @k‘vwaﬁemm 1T

Potrebujemo kar nekaj Casa,
nice, ¢eprav se nanasajo na matem
Ezjav (4) in (5} ob Sm;gaw razli¢na mn@nja Jaz m
neresnicni. ) in (7) sta Se teze razum 1

Vrstici (6
S@H& mm - mwme stavine vaumye mwm 17 ‘z@ga ker

S(x)

(x)

x)

0 Stevilo je sodo. {3) (dx) S

stevilo ni

5) V

. o »VsSaj] eno«. \ NnKC
namdim to zam@mave ne da bi Spm - , V Sﬁmbg-
jezﬂm takSna zam |

simbolizma bodo to dqsivo vzell za dokaz n@upomben
V resnici pa je slovenski jezik tisti, ki je teza k sa] npr. dovoljuje spremembo
vrstnega mda vasmh denov gﬁegma si primera nepravilne rabe, navedena

Grad mﬂﬂia

more biti ravno-

mba v izrazanju

Vse, kar govorim, je neresnica.

m smislu odved, novo uve-
da namesto definienduma
oq odstav-

Vemo, so deﬁmm je v matem
deﬁm’ens, Ce prepisemo definiensa ¢ eﬁmm:g iz. citirane;
ka, dobimo v bistvu tole:

Stevilu ¢ lahko najdemo

| f(x) —f(x) | <o,

K vsakemu naprej predpisanemu pozitivnemu
vsaj eno tako pozitivno stevilo §, da je izpolnjena neenacba
Ce je le | x— x| << 4.
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(2) K vsakemu naprej predpisanemu pozitivnemu Stevilu ¢ lahko najdemo
vsaj eno tako pozitivno Stevilo §(¢), da velja implikacija:

[ x— x| < 8(e) = | ) —F(x) | <e

Po logiCni strani je razlika le v tem, da je spremenljivka x, zamenjana z x'.
Pogoj (1) pravi o x, xy in f prav isto kot pogoj (2) o x, x" in f. Kaj pa pravza-
prav pogoj (1) pove — isto, kot katerikoli od naslednjih 6 pogojev:

(3) K vsakemu naprej predpisanemu pozitivnhemu Stevilu ¢ lahko najdemo
vsaj eno tako pozitivno Stevilo §, da je

[ x—x| =06 ali | f(x)—f(x) | <e

(4) Za vsako pozitivno Stevilo ¢ velja, da lahko najdemo vsaj eno taksno
pozitivno Stevilo ¢, za katero velja |x—ux;| > ¢ ali pa je |f(x) —f(xp) | <e.

(5) Za vsako pozitivno Stevilo ¢ velja:
xtx ali |f@)—fx) | <e

(6) x == x ali pa za vsako pozitivno Stevilo ¢ velja neenacba | f(x) —f(xo) | <<
<&

(7) x =% x5 ali pa je f(x) = f(xp).

(8) Ce velja x = x3, potem velja f(x) = f(x).

To zadnje pa ni ni¢ drugega kot eden od logiCnih zakonov oziroma trivial-
na resnica.

5. Prejsnje argumentiranje je v celoti vezano na logi¢ne zakone, ponovimo
ga lahko tudi v simboliki.

D (Ve>0(F0>0) (|x—xp | <<= | f(x) —f(xo) | < &)

2) (Ve>0 (Ao>0)((x—x0| 206 V| f(x)—f(x) | <e)

Vrstica (1) je logi¢no ekvivalentna (2) zaradi zakona A4 = B<— 4V 3.
) (Ve>0)((A0>0) [x—xp| 20V [ (%) —flx0) | <oe)

Vrstica (3) je logi¢no ekvivalentna vrstici (2) zaradi zakona (3 a) (4 V B) -
<(da) AV B, kjer a ne nastopa v formuli 3.

4) (Ve>0) (x == xp V| f(x) —f(x0) | <e)
Vrstica (3) je ekvivalentna vrstici (4) po izreku:

x#xO@(35>0)]xmxg|>6

) x=xVVe>0) ]f(x)““f(xo)l<6

Vrstica (5) je ekvivalentna vrstici (4) po zakonu Va(AV B) <AV Va3,
kjer a ne nastopa v A.

(6) x == x5 V f(x) = f(x)

Vrstica (6) je ekvivalentna vrstici (5) po izreku f(x) = f(xy) < (V&>
=>0) | f(x) —f(x0) | <.

(7) x = x9 = f(x) = f(x0)
Vrstica (7) je ekvivalentna vrstici (6) zaradi zakona A4 = B« 14V 3.
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KO MOLEKUL OSTANE V KO
(OMF 28 (1931) 118)

Ko smo v Soli govorili o povrsinskih pojavih pri stiku kapljevin in trdnih
snovi, smo spoznali, da voda moci steklo. Po domace bi lahko rekli, da so
molekulske sile med steklom in vodo velje kot sile v vodi. Zato ne smemo
biti preseneCeni ob spoznanju, da je povrsje stekla vedno prekrito z oblogo
vodnih molekul. Debelina obloge je odvisna od temperature in od delnega
tlaka vodne pare in hitro raste, ko se bliza rosisce [1].

Mnozino adsorbirane vode ocenimo z Brunauerjevo, Emmettovo in Tel-
lerjevo enacbo za adsorpcijsko izotermo. (Izpeljavo najde bralec v monogra-
fiji J. H. de Boera [2].) OznacCimo s ¢ povrsSinsko gostoto adsorbiranih molekul,
S 0y povréinsko gostoto adsorpcijskih centrov, s p delni tlak vodne pare ob
stenl in s p, nasiCeni tlak Vodne pare pri izbrani temperaturi. Tedaj je pri-
blizno [2]:

g/0p = k(P/Po) (1—p/po)—1[1 + (k—1) p/po]

Konstanta k je razmerje med karakteristicnim Casom adsorbirane molekule
na povrsju stekla in karakteristi¢nim Casom adsorbirane molekule na povrsju
vode. PribliZzno je to razmerje enako k = exp [M(g,— q)/RT], ¢e so g, ad-
sorpcijska toplota, g; izparilna t0plota in R plinska konstanta.

Gostota adsorpcijskih centrov je odvisna od mikroskopi¢nih lastnosti
trdnega povrsja. Adsorpcijski centri so tam, kjer so bolj ali manj izraziti mi-
nimumi medsebojne potencialne energije molekul, ki se adsorbirajo, in sku-
pin atomov na povrsju. Domnevamo lahko, da je dovolj aktivnho povrsje po-
oceno bomo kar privzeli, da je gostota adsorp(:l]sklh centrov enaka povr-
Sinski gostoti vodnih molekul, ki bi
v enomolekulski plasti popolnoma pre-
krile steklo. S podatkom, da je efek-
tivni premer vodne molekule okoli
0,4 nm, dolo¢imo gy = 6,3 . 1014 cm—2.

Za konstanto k dobimo pri 20¢C
vrednost 100, ¢e uporabimo podatka
ge=29.1080J/kg in g; = 2,26 . 106 J/kg.
Podatek za g, je le groba ocena, saj je
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Adsorpcijska toplota naj bi bila nekaj
109/4 veCja od izparilne toplote [2].

Na adsorpcijski izotermi za izbrane
podatke loCimo tri znacilna podrocja
(S1. 1). Pri majhni relativni vlaznosti,

2

p/pe < 0,1, je na steklu redka enomole-

0 R kulska plast vode. Ta se v naslednjem
0 0.2 0t 0. 0.8 w0 P/ podrocju zgosti in se zdebeli do dvomo-
S1. 1. Adsorpcijska izoterma lekulske plasti, ko se poveca relativna

za vodno paro pri temperaturi 20°C [2] vlaznost do p/p;~0,5. Od tu naprej
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da je pri relativni vlaznosti
dratnem centimetru povrsja je fwda j okoli 1015 m d
z Udhwmem VG de 12pmzmm0 kOZamc in ostane v

[2] %2,
Oxford 1953.

ka m pre a } ajo druga v drugo.
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