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Obzornik mat. fiz.

ALJOSA VOLCIC#

V cClanku je p@dan elementaren dokaz Osnmmega izreka integralnega raCuna za
primer ko unkcije, zvezne na intervalu [a, b].

E,Zw

V ravnini je dana konveksna mnozica K, pri kateri poznamo za vsak x dolzino
" zlika dveh ko veksnih funkcij na in-

m_ ja f(x) = A,B, je ra
s , da je funkm;a g na mmwaﬁ [a, b} konveksna, Ce za

— 1) x9) < 1g(xq) + { — 1) g(xa)

Vedeti hocem

f f(2) dt = f(b) —fla) (1)

7.a ki nastopa pod integralom, vemo, da obstaja povsod na intervalu
m b] razen morda \ stemm mnogo mckah (Za dokaz tega 1zreka kakor tudi
dru ge lastnosti konveksnih funkcij g pr. knji I njen ruski pre-
Vsakemu studentu prvega letnika matematike (in mnogim
nje Sole) je znano, da formula (1) gotovo velja za zvezno odvedl]j ﬁV@ funk
Sem prim eru ni vselej res. Seveda vﬂ ja obrazec (1) a \Y% dyugih
ﬂﬂh pmsrema da velja szec (1) natan
unkcija. Odvod take funkcije obstaja - aj skoraj

Odvod je torej lahko zelo g

matematike na inzenirski fakulteti univerze v Trstu.




funkcija, zato je treba integral v (1) razumeti v Lebesguesovem smislu. Za
dokaz teh trditev glej npr. [4], posebno poglavje 8.

Omenili smo pojem absolutno zvezne funkcije. Pravimo, da je funkcija f
absolutno zvezna na [a, b] Ce je za vsak ¢ > 0 mogocCe dobiti tak § >0, da je
|ﬂxi’) — f(x;") l <&, kakorkoli izberemo konc¢no stevilo ne prekrivajocih se
podintervalov [x;, x;”], katerih skupna dolzina ne presega ¢§. Lahko je ugoto-
viti, da je v naSem primeru f absolutno zvezna. V [1] je dokazan zrek, da je
diferenc¢ni kvocient konveksne funkcije nepadajoCa funkcija, zato je diferenc-
ni kvocient na vsakem intervalu [a + ¢, b —c¢], ¢ >0 in ¢ << (b —a)/2 omejen.
Velja torej neenacba ]f (x2) — f(x1) | £ M(x2 —x4), od tod pa Ze sledi absolutna
zveznost na intervalu [a + ¢, b—c] in z limitnim prehodom absolutna zvez-
nost na intervalu [a, b]. Zato obrazec (1) velja. V tem cClanku pa bi rad poka-
zal, kako dokazemo (1) v zaZelenem obsegu z elementarnimi sredstvi in brez
uporabe Lebesguesovega integrala.

eeeee

zvezna. Potem velja formula (1).

Tu definiramo funkcijo pod integralom v toCkah, v katerih odvod ne ob-
staja, s poljubno vrednostjo med levim in desnim odvodom. Tako postane
integrand nepadajocCa funkcija in integral v (1) je kar Riemannov, glej npr. [2],
str. 226. Izberimo « in g tako, da bo a << o < <<b in dolo¢imo n, tako, da bo

f—a

<min (b —f, a— a)
My

Za poljuben n > n; definirajmo
Xj=0o +ilf—a)n , 1=—1,01,..,n n+1
Riemannove vsote
3 g (e — ) 2)
tezijo, ko gre n Cez vsako mejo, k integralu fg’(t) dt. Ker je g konveksna,
velja neenacba ([1], § 4, razdelek 4, Cor. 1) a

g(x;) — g(x;—1) < g(x) < g(Xi+1) — g(x;)
X;— X4 Xijt1 — X;

torej moremo vsoto (2) vkleniti v dvojno neenacbo

3 (g) — gxi1) £ 3 ¢/ (®) (e — %) < 3 (glxian) — &)

»Teleskopska« lastnost krajnih vsot pove, da je vsota (2) med vrednostma
gB) —gla) in g+ (F—an)—gle+ (f—a)n)
1z zveznosti funkcije g dobimo, ko gre n — oo |
s
§ &'(x) dx = g(f) — gla)

Iz zveznosti funkcije g in zveznosti integrala sledi, ko gre ¢ —a™ in g — b,
formula (1) in izrek je dokazan.
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imo na funkcije, ki so razlika d

am ﬁ,zm}m O mtegrabﬂﬂosu (po
. Ogleimo si natancneje, za katere

na‘ianko tedaj, ko 1ma m en odvod omejeno variacijo na
m‘fmmam la, Bl za a << a << f<b.

*kah k jer ; ah f2 n € o bsta j a, definiramo j " OZ. fg spet s polj - no vred-
i m in desnim odvodom. Tako sta fz_ in fy’ nepadajoCi funkcij:

j o funkcije f na intervalu [qa, §]-

Ce ima nan m@ " on @j €NOo yammg
k@?@

[ = g1— g2




zvezne funkcije ([4]), pogl. 8). Zato smemo napraviti limito g - b— in h(x) je
konveksna na {«, b]. Podobno se prepricamo, da je & konveksna na vsem in-

tervalu [a, b].
Pripombe in primeri.

1. V dokazanem izreku smo odvod v (1) definirali tako, da je integrand
nepadajoca funkcija, zato je integral kar Riemannov. Ce bi odvod definirali
tam, kjer ne obstaja, poljubno, bi obrazec (1) se veljal, saj bi drugaCe defi-
nirana funkcija sovpadala s prejsnjo povsod razen morda v Stevno mnogo
tockah, le integral v (1) bi morali razumeti v Lebesguesovem smislu.

o0

=1

Oglejmo si primer. Naj bo h(x) =

‘ (0, cCejex<gqg
f??(x) == 7 :

| X — {4y, ce je x> 4

Tu je {q,} zapis v zaporedje racionalnih Stevil iz intervala [0, 1]. Vrsta je
oCitno konvergentna, na [0, 1] celo enakomerno, posamezni cleni so nenega-
tivne narasScajoCe konveksne funkcije, zato se da pokazati, da je tudi vsota
konveksna funkcija. Malo daljsi premislek kaze tudi, da je funkcija & od-
vedljiva v vseh iracionalnih toCkah in odvod tam pozitiven, v racionalnih
toCkah pa ni odvedljiva. Zato je funkcija

(h'(x), x ni racionalen

| — 1, x racionalen

nezvezna v vseh tocCkah intervala [0, 1], tedaj tudi ni integrabilna po Rie-
mannu ([3], str. 257). Se Vedno velja formula (1), e razumemo integral v Le-

besgruesovem smislu: A(x) = 5’ g(t) di = jh’(f} dt.

2. Obstajajo funkcije, ki imajo zvezen odvod, a niso razlika dveh konveks-
nih funkcij. Taka je npr. funkcija

f(x) = { ¢ sin (1/1) dt
0

njen odvod namre¢ nima omejene variacije. Ta primer pokaze, da izrek 1 ni
posplositev izreka, ki velja za zvezno odvedljive funkcije.

3. Funkcija, definirana pod tocCko 1, pa tudi bolj enostavna funkcija

0, X é 1/.2 0; X < 1/2

f(x) == | I, x>1/2

XM1/2§ x>1/2 f<x}m

kaZeta, da izrek 1 pove nekaj novega v primerjavi s tistim za funkcije z zvez-
nim odvodom.

[11 N. Bourbaki, Elements de mathematique 1X, Functions d'une variable reelle,
Ch. 1, 2, 3. Hermann Paris 1938.
_2“ T. Vidav, Matematika 1. DZS, Ljubljana 1978.
31 1. Vldav Matematika 11. DZS Ljubljana 1979.
4] W. Rudin, Real and complex analysis, McGraw, New York 1966
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sama }@ Ce se omejimo na prum
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gd n?q t1 %mg Zato je njegovo sporocCilo Janezu
P se da razstaviti v produkt dveh faktorjev vs a}
na - va nacina tako, d la wem faktorjev ni a vsoti c veh prastevil. K

ta mf@r naci j a omogocila Janezu najti produkt P .

INOE

/ z lastnostma (I) in (I1).
pravi, da je vsako sodo stevilo, ki je vecC je od 2,
Privzemimo, da je ta domneva pravilna. Ker V ni vsota
, Je - mkem hh@ Sm‘vﬂ@ Tudi razlika V —2 je liho $tevilo,
, ker bi sicer bilo V' = p + 2 vsota dveh
in b lihi Stevil, , veCji od 1. Pi1s




Vsota ¥ + 3y = @mn + 1) [2(m + n) + 1] + 2 ni vsota dveh prastevil. Torej
smo zapisali V kot vsoto x -+ v, kjer se da P = xy razstaviti na dva nacina
v produkt dveh faktorjev tako, da vsota faktorjev ni vsota dveh prastevil.

Drugi¢ razcepimo V na sumanda x=4mn—4(m -+ n)+2 in vy =
= 0(m + n) + 1. Pri tem najprej privzemimo, da je min—m—mn > 0. Pro-
dukt P = xy pa je enak tudi produktu faktorjev

X =2 in v =Q2mn—2m—2n-+1)(6m + 6mn + 1)

z vsoto x' + vV = Q2mn—2m—2n + 1) (bm + 6m 4+ 1) 4+ 2, ki prav gotovo ni
vsota dveh prastevil, ker je 2mn—2m —2n + 1> 1. Torej smo zapisali V
na dva nacdina kot vsoto x -4 y tako, da se da pripadajocCi produkt P = xy
vsakokrat razstaviti na dva nacdina na dva faktorja, kjer vsota faktorjev ni
vsota dveh prastevil. Zato V = 4mn + 2(m + n) + 3 nima lastnosti (II), Ce je
mmn — m —n > 0. |

Oglejmo si zdaj, kdaj je min—m
Potem sta dve mozZnosti:

a) mn=11in m = 1 poljuben;

b) m=n=2. |

Obdelajmo najprej primer (b). Tedaj je V = 27. Pisimo 27 =3 + 24 =5 +
-+ 22. Oba produkta 3.24 = 72 in 5.22 = 110 se dasta Se na en nacin razstaviti
na dva faktorja tako, da vsota faktorjev ni vsota dveh prastevil. In sicer je
12 = 8.9 z vsoto faktorjev 8 + 9 = 17 ter 110 = 2 .55 z vsoto faktorjev 2 +-
+ 55 = 57. Torej Stevilo 27 nima lastnosti (II).

V primeru (a) je V = 6m + 5. Naj bo x =4m + 2, v = 2m -+ 3, teday x +
+9y=6m+5=7V. Stevilo P = xy je tudi produkt faktorjev x' =2 in vy =
=02m+1)@2m + 3). Vsota x'+9y =QCm + 1) (2m + 3) +2 ni vsota dveh
prastevil. Drugi¢ razcepimo V na sumanda x =4m—2 in y = 2m + 7. Pro-
dukt xy je tudi enak produktu x'v’, kjer je ¥’ =2 in ¥ = 2m—1) 2Zm + 7).
Cejem>1,jex'=xin y =y, Stevilo x’ + y = 2m —1) 2m + 7) + 2 pa ni
vsota dveh prastevil. Tako smo ugotovili, da V = 6m -+ 5 pri m > 1 nima last-
nosti (I1). |

Za m=1 je V =11. PiSemo lahko V=2+9=3+8=4+7=5 -+ 6.
Pripadajoc¢i produkti so 2.9 =18, 3.8 =24, 4.7 =28 in 5.6 = 30. Od teh
stevil se da samo 30 zapisati na dva nacCina kot produkt dveh faktorjev tako,
da vsota faktorjev ni vsota dveh prastevil. Je namreC 30 = 5.6 = 2. 15. Stevili
5+6=11in 24 15 = 17 pa nista vsoti dveh prastevil. Tore] V = 11 ima
lastnosti (I) in (IT).

Odgovor na zastavljeno vprasanje se potemtakem glasi: Samo Stevilo 11
ima obe lastnosti (I) in (II). PripadajocCi produkt je P = 30. Peter je izbral
Stevili 5 in 6.

. Smemo vzeti, da je m = n.

Ivan Vidav
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&

I'(s+ 1) = s I'(s)

Naj bo n naravno Stevilo! Tedaj je I'm + 1) =nl, saj je I'(1) = [e~*dx = 1.
S tem spoznanjem premagajmc | :

Uvedimo novo spremenljivko y = x— k pa dobimo

q(y) =y ty(y), Ce je k =0

t.(y), ... ty(y) so polinomi s celimi koeficienti ter

t6(0) = (

[ya@m+1) (nl)m (4)
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Zapisimo q(.x) [x(x—1) ... x—Dmx—1) ... (x—mn) in ocenimo
g(x) e*. Ce je max;x(xml) oo x—n)|=A In max|(x—1) ... (x—

O<x<n 0<x<n
—n) e | = B, tedaj je
q(x) o= é Am B ( 5)
Naj bo I = (a, e + ...+ ap) [ g(x) e*dx. Zaradi (1) je
0

I=0 (0)

Integrand je zvezna funkcija. Ce je

{2

tedaj je
I =1+ I,

Uvedimo novo spremenljivko y = x — k, pri Cemer je k nenegativno celo
stevilo in ocenimo k-ti ¢len prve vsote:

ar ?q(x) etk dx = ay }oq(y + k) eV dy
k 0
Upostevajmo (3), (2) in (4) in dobili bomo

00 y
ayfqy)eydy =ayfymty(y) evdy = apte(0) m! mod (m + 1)!, Ce je k=10
0 0

ter

ai { gy + k) e dy = a; { y™+1 t(y) e dy = az £(0) . (m + 1)1 mod (m + 2)!, &e
0 0
velja 0 < k < n. OcCitno je tedaj
I, = ay ty(0) m! = aqy(— 1)n(m+1) (uym ;! mod (m + 1)!

Ce sta si Stevili agn! in m + 1 tuji, tedaj je I; od ni¢ razlicno celo stevilo,
prav tako pa je tudi

I/m!, saj je Iy = 0 mod (m!). Zato I;/m! e Z — {0} (7)

Ocenimo Se Clen druge vsote. Ce upoStevamo (5), dobimo

k k
ay § g(x) e*tkdx < ap|ek (A" Bdx = |a;|ekAm B k

0 0

Zato je
I lg k[a; ek Am B

Am =t

Ker je lim — = = 0, je za dovolj velik m
m->co V1.
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V fiziki visokih energij je posebno pomembno raziskovanje neobstojnih
delcev, ki nastanejo pri reakcijah med obstojnimi delci. Prizadevajo si, da bi
dobili ¢im bolj kratkozive in nenavadne delce. Ti imajo veliko lastno energijo,
kar zahteva veliko kineti¢no energijo delca, ki sprozi reakcijo. Reakcije zelo
hitrih izstrelkov z mirujocimi delci v tarci so v tem pogledu dokaj neugodne.
Poleg polne energije se ohrani namre¢ tudi skupna gibalna koliCina delcev,
ki sodelujejo pri reakciji. Zato je razpolozljiva energija, to je energija, ki je
v teziSCnem sistemu na voljo za nastanek novih delcev, le majhen del kine-
ticne energije izstrelka. V relativisticni mehaniki dobimo zanjo [1]

W, = 2mc2[(1 + Wy/2mc?)": — 1]

Ce ima izstrelek kineticno energijo Wj in imata izstrelek in mirujoci delec
enako lastno energijo mct Za proton z zelo veliko kineti¢no energijo smemo
vzeti, da so protoni v jedru v tarCi nevezani in mirujejo. Pri kineticni energiji
protona 400 GeV je tedaj razpolozljiva energija 26 GeV, to je le 6 /¢y kinetiCne
energije istrelka. (V mnerelativisticnem priblizku — pri majhni hitrosti —
merl razpolozZljiva energija 509/p kinetiCne energije izstrelka.)

Ta neugodna okolis€ina je botrovala gradnji nakopicevalnikov. Ce tréita
delca, ki imata v laboratorijskem sistemu enako kinetiCno energijo, a na-
sprotno enako gibalno koli¢ino, se teziSCni sistem ujema z laboratorijskim
in je razpolozljiva energija enaka skupni zaCetni energiji delcev. V nakopice-
valniku krozijo nabiti delci v preCnem magnetnem polju v svitkasti vakuum-
ski cevi. V posebnih pospesevalnih celicah jih dodatno pospesujejo vsaj to-
liko, da izravnajo izgubo kinetiCne energije zaradi sinhrotronskega sevanja.

NakopicCevalnik za trke enakih delcev mora imeti dvoje vakuumskih cevi
z nasprotno usmerjenim magnetnim poljem, po katerih krozijo delci v na-
sprotnih smereh. Tak je edini delujoCi nakopiCevalnik za protone ISR (In-
tersecting Storage Rings — sekajoCa se nakopiCevalna obroca) Evropskega
centra za jedrske raziskave CERN v Zenevi. V njem dosezejo protoni Kkine-
ticno energijo do 26,5 GeV, tako da je razpolozljiva energija 2.26,5 Gev =
= 53 GeV. Njegovi vakuumski cevi imata obliko na ogliSCih zaobljenih kva-
dratov, ki sta zasukana drug proti drugemu (sl. 1). Na ravnih delih se na
osmih krajih sekata in tam pride do trkov med protoni in do reakcij; te
opazujejo.

Nakopicevalnik za delce 1n njihove antidelce ima samo eno vakuumsko
cev. Zaradi nasprotnega naboja in enake mase krozijo delci in antidelci
v 1stem magnetnem polju v nasprotnih smereh drugi nad drugimi. Na dveh
ali na stirih krajih tir delcev prekriza tir antidelcev in tam nastopijo reakcije;
te opazujejo. Tak je najveCii delujoCi nakopicCevalnik za elektrone in pozitro-
ne PETRA v Hamburgu. V njem dosezejo elektroni in pozitroni kinetiCno
energijo do 19 GeV, tako da je razpolozljiva energija 2.19 GeV = 38 GeV.

Proti koncu prejsnjega leta je zaCel v CERN delovati super protonski
sinhrotron SPS kot trkalnik (collider) za protone in antiprotone [2]—]5].
V njem dosezejo protoni in antiprotoni kineticno energijo do 270 GeV, tako
da je razpolozljiva energija 2.270 GeV = 540 GeV, kar je desetkrat veC od
najvecje prej dosezene vrednosti. Se posebej je vredno obcudovanja, da so
dosegli to samo s preureditvijo SPS, ne da b1 zgradili nov nakopicevalnik.
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precno na os curka. Leta 1966 je sovjetski fizik G. Budker predlagal hlajenje
curka antiprotonov, ki izstopajo po nastanku iz tarCe v vseh mogocCih smereh,
s curkom elektronov. Oba curka, od katerith je elektronskega zelo lahko
voditi, potekata drug ob drugem in delci v njiju imajo v smeri osi curkov
kolikor mogoce enako hitrost. Ob trkih prevzemajo elektroni od antiprotonov
gibalno koli¢ino v precni smeri, tako da imajo naposled antiprotoni le Se
gibalno koli¢ino v smeri osi curka. Hlajenje antiprotonskega curka z elek-
tronskim curkom so uspesno izvedli v Novosibirsku leta 1975.

Tudi v CERN in Fermilabu so se ukvarjali s tem vprasanjem. Ze leta 1968
je v CERN S. van der Meer predlagal stohasticno hlajenje, da bi izboljsal
zmogljivost ISR. V doloCenem preseku vakuumske cevi naj b1 z elektrodami
otipaﬁ clektricno polje delcev v curku in s tem dolocili lego tezisCa naboja.
Ko bi prisel curek po enem obhodu zopet v ta presek, pa bi z ustreznim
dektncmm pohem elektrod poskrbeli za dodatno elektricno silo, ki bi delo-
vala proti osi. Z veCmilijonkratnim ponavljan}em postopka bi dosegh da bi
se tezisCe curka gibalc po predpisani osi. Pri tem bl se manjsina delcev iz-
gubila iz curka, ker paC zaznavajo le lego tezisCa naboja in ima elektricna
sila na delce v curku samo v povprecCju pravo smer. Hlajenje curka so pre-
skusili na ISR leta 1975. Izid je bil tako obetajoc, da so zgradili za poskusne
namene poseben majhen nakopicevalnik ICE (Initial Cooling Experiment —
zacCetni hladilni poskus, ice-led). Z njim so preskusali elektronsko in stoha-
sﬁéno hiajenje amipmtonskega curka. Poskusi s Stohastiénim hlajenjem so
bili tako uspesni, da so leta 1978 sprejeli zamisel C. Rubbie in njegovih so-
ddavcev

Ko uporabljajo SPS kot trkalnik, pospesijo najprej protone v starem pro-
tonskem sinhrotronu PS do kinetiCne energije 26 GeV. Nato jih vodijo na
kovinsko tarco, v kateri nastajajo pari antiproton-proton (sl. 1). V povprecju
samo vsak petstotisoCi proton rodi par antiproton-proton. Od nastalih anti-
protonov izberejo Sirok curek tistih s kinetiCno energijo okoli 3,5 GeV —
le-teh je namrec¢ najve¢ — in jih vodijo v AA (Antiproton Accumulator —
zbiralnik antiprotonov), nekakSen majhen nakopicCevalnik s premerom 50 m.
AA 1ma nenavadno Siroko vakuumsko cev s premerom 70 cm in z zelo dobrim
vakuumom (10-1° mbar). V cevi stohasti¢no hladijo curke antiprotonov in jih
postopno speljejo v blizino osi. Po kakih 40 urah zberejo v AA kak bilijon
antiprotonov, vec¢ino od njih (kakih 60 ¢/s) v blizini osi.

Te antiprotone izsrkajo, vodijo v posebne magnete, ki curku obrnejo
smer, in vbrizgajo v PS, da jih pospes$i do kineti¢ne energije 26 GeV.* (V PS
krozijo antiprotoni v nasprotni smeri kot protoni.) V 24 urah nadomestuo
antiprotone v AA iIn postopek ponovijo. Antiprotone s kinetiCno energijo
26 GeV vbrizgajo v SPS v obliki sestih gruc¢ s po 1011 antiprotoni (po nacrtu;
za zdaj je v grucCi se stokrat manj antiprotonov). Vanj vbrizgajo tudi Sest
gruc protonov s toliksno kineﬁéno energijo. Oboje delce nato hkrati pospeéijo
do kinetiCne energue 270 GeV. Na dveh ravnih delih vakuumske cevi SPS se
gruce antiprotonov in protonov krizajo in tam pride do trkov. Ob krizis¢ih

* Pri prejsnjih poskusih so uvajali protone in antiprotone v ISR. Pri enem
izmed novih poskusov pa zavrejo v PS antiprotone na 0,3 GeV in jih vbrizgajo
potem v majhen nakopmevaimk LEAR (Low Energy Anﬁpmton Ring — nizkoener-
gidJ:sé{i %ntlpgtonskl obroc). Z njim mislijo delati poskuse na energijskem obmocdju
od 0,1 do 2GeV.
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SI. 2. Povprecno Stevilo nastalih nabitih delcev pri reakciji med antiprotonom in

protonom v odvisnosti od razpolozljive energije. Zadnjo toCko so dobili z obdelavo

fotografij reakcij v pramenski celici. Za ta primer ne kaze, da bi pri razpolozljivi
energiji 540 GeV prislo do kakih nenavadnih pojavov [5]

a nenavadno malo nevtralnih pionov. Zdi se, da je za te reakcije, ki jim pra-
vijo tudi »dogodki Centauro«, znacilna razpolozljiva energija okoli 1000 GeV.
To je sicer vel, kot zmore trkalnik, vendar zaradi redkosti kozmicnih delcev
z zelo veliko kineticno energijo* podatki niso zanesljivi. Zato bi utegnili
opaziti kaj nenavadnega Ze pri razpolozljivi energiji 540 GeV. Ni mogoce pre-
rokovati, kaj bodo pokazali poskusi. Zagotovo pa se obetajo zanimive ugoto-
vitve, Se preden bo 1zSla ta Stevilka Obzornika.

Janez Strnad

1] J. Strnad, Fizika, 111. del, Drzavna zalozba Slovenije, Ljubljana 1981, str. 61.
21 R. Walgate, High energy pkyszcs grows tenfold, Nature 294 (1981) 107.
3 Aniwmions in the big machine, CERN Courier 21 (1981) 289.
4 The ‘Staff of the CERN Pmtonﬂnhpmton Project, First Proton-Antiproton
collisions in the CERN collider, Physics Letters 107 B (1981) 306. |

[5] K. Alpgard et al., First results on complete events from p — p collisions
at the CM energy of 540 GeV; Charged particle multiplicities at the CERN SPS
collider; G. Arnison et al., Some observations on the first events seen at the CERN
pmiomaniipmion calliden Physics Letters 107 B (1981), 310, 315, 320 (1981).

[6] First results at 540 GeV total energy, CERN Courier 22 (1982) 3. |

[71 K. Eggert et al., A streamer-chamber detector at the CERN Intersecting
storage rings, Nucl. Instr. and Meth. 126 (1975) 477.

* Proton iz kozmic¢nih delcev mora imeti kineti¢no energijo 157 000 GeV, da je
pri trku z mirujocim protonom razpolozljiva energija 540 GeV.
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1zhodnih pravokotnih pulzov. Povpreéna napetost na izhodu je sorazmerna
s frekvenco merjenega signala, ustrezni povpreé¢ni tok do 100 #A pa merimo
z mikroampermetrom. Pare upornikov in kondenzatorjev, ki dolo¢ajo dolZino
izhodnih pulzov, izbiramo z dvojnim preklopnikom s $tirimi polozaji. Pri

/\ /\ .

Slika 1b Ut

¥

SI. 1. Merilnik frekvence elektri¢nih signalov z
integriranim vezjem NE 555. Pri vklopljenem
paru C;-R; merimo frekvenco od 10Hz do Ut
100 Hz, pri paru Cs-Re od 100 Hz do 1000 Hz, pri oy
paru Cy-R; od 1kHz do 10kHz in priparu CeRe | [ || || || || |1/
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natan¢no izbranih vrednostih kapacitete kondenzatorjev in upora uporniko
se obmocja ravno stikajo. Najbolje je vzeti za R,-R, spremenljive upornike in
z njimi nastaviti odklon merilnika za vsako obmocje posebej. Za napajanje
zadostuje 9-voltna baterija ali se bolje majhen stabilizirani usmernik z izhod-
no napetostjo od kakih 7V do kakih 12 V.

o+ Um‘(dﬁ 75V}

2X

T Lkil

g

O, Qls QR Q=
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- (BSX 384)

4,7k 02
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 kondenzatorju C

kvence s tranzistorjem. ] pljenem k

Hz, pri C; od 100Hz do I

Elemente prispajkamo na tiskano vezje. Sl. 2 kaze ploscico tiskanega vezja
z razporedom elementov. Merilnik moramo Se umeriti. Poln odklon mikro-
ampermetra naj na danem obmocju ustreza najviSji merjeni frekvenci. Pri
kratko sklenjenem vhodu in vklopljenem najniZjem obmocju nastavimo sp
menljivi predupornik R, (za instrument od 100 y4A je R, priblizno 30 kQ) tak
da instrument ravno sSe ne nic. N NT1D Mo T hod N

4
<

kanega vezja (pogled s strani vezja) in razpored elementov
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frekvenco, merilnik preklopimo na ustrezno obmodje in z ustreznim spre-
menljivim upornikom nastavimo instrument na pravo vrednost. Postopek po-
novimo za vsako od preostalih obmocij. Ce je treba, reguliramo odklon in-
strumenta Se s predupornikom R.. Ce na obmoclju za merjenje najvisjih
frekvenc ne dobimo pravega odklona, je treba nekoliko zmanjsSati kapaciteto
kondenzatorja C, ki jo doloimo s poskusom. Pri pazljivem umerjanju je
napaka pri meritvi manjsa kot 5 9/.

Drugo zanimivo vezje (sl. 3) uporabljajo predvsem za stetje pogostosti
pulzov, a ga lahko uporabimo tudi kot merilnik frekvence. Ko je tranzistor
T, odprt, se polni vklopljeni kondenzator izmed C,-C, preko tranzistorja T, in
diode D, in sprejme naboj e =~ CU,. Ko je T, zaprt, pa se kondenzator prazni
preko upornika R, in emitorja tranzistorja T,, zato teCe v kolektorskem krogu
T, povprecni tok I = e/t,. Ko pmkloplmo na vhod vez;;a mhajoc signal, se
vkbpl}em izmed kondenzatorjev C,-C, izmenoma polni in prazni, povprecm
kolektorski tok tranzistorja T, pa Je sorazmeren s frekvenco merjenega sig-
nala. V tabeli na sl. 3 so podane kapacitete kondenzatorjev za posamezna
merilna obmocja. Upor upornika R, je orientacijski in ga je najbolje dolociti
s poskusom. Pomembno je, da se vklopljeni kondenzator izmed C,-C, popol-
noma izpmzni, medtem ko je T, zaprt. Zato mora biti Casovna konstanta
CR 2 (Vs C€ J€ vy, najviéja frekvenca, ki jo Se merimo na danem obmoéju
Merilnik natanc¢no umerimo tako kot pmj, pri Cemer nastavimo odklon in-
strumenta s spremenljivim predupornikom. Na odklon instrumenta vpliva
tudi napajalna napetost U, ki je lahko med 9V in 12 V. Tiskano vezje z raz-

poredom elementov kaze sl. 4.

Janez Zitnik

Vse o radioaktiv

»Radioaktivni atomi razpadejo na dva nacina: mogoce jih je izriniti iz njihovih
notranjih helijevih atomov, ki so naelektreni pozmvno in 1z katerih izhajajo Zarki
alfa. Ti pa lahko spet odda]ajo se mnogo manjse delce, elektrone, ki so negativno
naelektreni in oblikujejo Zarke beta. Pri razpadanju snovi nastajajo poleg tega
zarki gama, ki prebijejo vse trdne snovi razen debelih svinCenih plo$c.«

.»PoloviCna vrednost Casa za izZzarevanje radija [je] komaj Stiri
{0mnevam da gre za razpoiovm cas radijeve em anam.]e — mdona)

Wilhelm Strube, Pierre in Marie. Prevedel Franc Srimpf. Zalozba Obzorja, M

bor, 1977, str. 216.
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Vpletanje trenja in lepljenja je nepotrebno, saj gre tudi brez trenja, npr. pri
zobati zeleznici, letalu, ladji idr.

Pokojni Newton je moral poZreti marsikateri ocitek na racun svojega absolut-
nega prostora. Prostor si je pac predstavljal kot neka;j absolutnega, tako je z njim
racunal in to naglas povedal. Danasnji fiziki ne delajo veC zadnje Newtonove
napake. Toda nekateri od njih imajo prostor kljub vsemu za nekaj absolutnega.
Ce namrec trde, da je trenje vedno sila, ki gibanje samo zavira — ne pa tudi po-
spesuje, 1majo glban]e in s tem tudi prostor za nekaj absolutnega.

Ker je gibanje torej relativno in ga lahko opisemo in razumemo razli¢no
(v razlicnih koordinatnih sistemih), je nemogocCe, da bi bila neka sila v vseh po-
gledih (v vseh koordinatnih 51stem1h) zaviralna. Trenje med kolesom in podlago
preprecuje gibanje kolesa glede na podlago, omogoca in povzroca pa gibanje (po
domace: voznjo) avtomobila. Kako se to dogaja v podrobnostih, nam pokaZe ana-
liza sil, v katero pa se tu ne moremo spuscati.

Lahko pa napravimo v mislih nekaj, kar po¢no vcasih Soferji: pod spodrsava-
jocCe kolo podlozimo desko ali kaj podobnega.

Tedaj je mogoce, da kolo desko izvrZze zaradi sile trenja med desko in kolesom,
Ce je sila dovolj velika. Ce pa je sila trenja med desko in podlago vecja, prepreci
gibanje deske, ne glede na to, ali avto spelje ali ne. Lahko pa pritegnemo zavore
ter desko vlecemo po tleh, z njo vred pa tudi avtomobil. OcCitno je, da bo »zaviral-
na sila trenje« med desko in kolesom povzrocala gibanje avtomobila. Ce pa popu-
stimo zavore ter desko dovolj hitro potegnemo, bo avtomobil ostal na mestu, ker
bo »zaviralna sila vzirajnost« mocnejsa od »zaviralne sile trenjax.

Lahko pa si mislimo namesto deske zelezniski vagon in zaradi varnosti avto-
mobil Se dobro privezemo ter kolesa zagozdimo. Tako smo dobili dodatno silo
trenja, torej dodatne »zaviralne sile«. Toda po zaslugi teh »zaviralnih sil« bo avto-
mobil varno opravil svoje gibanje do namenske postaje. Upam, da je stvar dovolj
jasna 1n da lahko neham.

Se prej pa bi, ¢eprav nisem ucitelj, dal univerzalen odgovor na vprasanje, kako
se ognemo napakam pri pouku fizike: tako, da jih ne delamo.

Jurij Vdovic

Pr1 pojasnjevanju znacilnosti kefeid se pojavi veC vpraSanj. Eno takih je vpra-
sanje: koliksna je sprememba radija kefeide pri spremembi sija.

Na vprasanje lahko odgovorimo takole: Vzemimo, da zvezda seva kot ¢rno telo
po Stefanovem zakonu. Gostota svetlobnega toka, ki prihaja od zvezde na Zemljo,
je j o< R2T4. Tu je R radij zvezde, T pa absolutna temperatura njene fotosfere. Sledi
dj/j = 2dR/R + 4dT/T. Ker velja se j < 10704m (e pomeni m magnitudo zvezde, je
dj/j = —0,41n10.dm [1].

Relativna sprememba povprecnega radija kefeide je tedaj dR/R = 10,21In10.

dm + 2dT/T |. Ce je dm >0, je dI' < 0 in obratno.

Za 0 Kefeja je amphtuda nihanja sija dm = 0,8 magnitude, fotosferska tempe-
ratura zvezde pa niha priblizno med 6300 K (ob maksimalnem siju, ko kaze kefeida
znacilnost zvezde spektiralnega tipa F5) in 5400 K (ob minimalnem siju; G2) [2].
Sledi, da je dR/R = 6%, kar zares priblizno ustreza velikosti spreminjanja radija
pri kefeidah tipa ¢ Kefeja [3], [4].

PovpreCni radij 0 Kefeja je okoli 45 radijev Sonca in se torej spreminja za

okoli 2,5 radija Sonca.
Marijan Prosén

LITERATURA

[1] M. Prosén, Uporaba Planckovega zakona v astronomski fotometriji, Obzornik
za mat. in fiz. 28 (1981), 51.
21 K. Y. Allen, Astrofiziceskie veliciny, Moskva, Mir 1977, 291.
3] D. Ja. Mart nov, Kurs obscej astrofiziki, Moskva Nauka 1979, 261.
4] C. Hoffmeister, Verinderliche S terne, Leipzig, Barth 1970, 58.

116 Obzornik mat. fiz. 29 (1982) 4



A et e

0 pocastitev so Stu-
Beogradu tudi letos
univerz na zvezno in
Oddelek za matema-

4. april je praznik Studentov beograjske U Y
dentje matem a;mk@ Prirodoslovno-matematicne fakuhe’w
povabili svoje kolege z jugoslovanskih in nek afwmh

mec m,mdrm tekmovanje S#ﬁLd@m@v matematike ISTAM. Nas

tiko Fakultete FNT v Ljubljani so zastopali:
Mihael Perman iz 2. letnika

Robert Boncina iz 3. letnika in
John 5. Taylor iz 4. letnika.

Od &kpm} 11 @m je bilo 5 tujih, po ena 1z Krakowa (P
la (Mad ZM% ka} ter dve iz Prage (CSS "

] Beogradu je bilo zelo prijetno. V petek, aprila, je bila na

min zZrivam pmdv@ ine kaznilnice Glavnjaca otvorit-

njej je pm@g umetnikov — émdengv sodeloval Eiznam zb@r

soboto ' je

) in

Avalo, m‘@@@f

o je bil nep@mb@ @@m"' Naslednji dan je bﬂ organiziran izlet na
pa se je tekmovanje koncalo s p@d@mmm nagrad in skupno vecerjo.

Eipno je zmagala @kipa Prage s 167 od moznih 300 tock, kar kaZe na izm
uspesen je bil na$ John

tezavnost nalog. Nasa ekipa je dosegla 8. mesto. Izredno
Tavlor, m mswai naloge 1z ﬁunk@mn@me analize in numericne analize in s 73
od EG@ konkurenci posamezmkav V skupini 1.

pa

k dosegel tretje mesto v k
in 2. letnik je bﬂ, najboljsi Danko Joci¢ iz Beograda, v skupini 3. 1n 4. letnik

me, ki so jih mwah Nm pripomnim, da so bile
nekatere naloge giaba ﬁm" mulirane, tako d 1jub mojemu trudu ver }@U}O neka-
tere od pomanjkljivosti Se vedno @Smh Bralcem se zam@ opravicujem.

= o

Naj bo

da je Ima, =
Fim3» 00
Naj bo f zvezna funkcija na intervalu (q, b), za katero je

Dokazi,

da je f linearna funkcija.
obseg), K[x] kolobar polinomov v x s koe-

P.(x) = xén — x3n 4+ x2n—zxn + 1 ne N

menzije N nad

h tistih naravnih Stevil un, za katera polinom

Oznacimo z M, vektorski prostor vseh magi¢nih kvadratov din
m K. Doloci dimenzijo My in poiSCi vsaj eno bazo tega prostora.

mba pisca: magicni kvadrat imenujemo matriko, v kateri so vsote ele-

mentov v p@mmezmh vrsticah, v posameznih stolpcih in na obeh glavnih

nalah med seboj enake).




Naloge za 3. in 4. letnik
Funkcionalna analiza

1. Naj bosta X # {0} in Y normirana linearna prostora nad obsegom realnih

ali kompleksnih Stevil. DokaZzi: Ce je prostor B(X,Y) vseh omejenih hnearmh pre-
slikav 1z X v Y poln, ;ge tudi Y poln.

2. Naj bo A: C(X)— C(Y) i1zometricni izomorfizem realnih Banachovih prosto-
rov, pri cemer sta X in Y kompaktna metri¢na prostora. Dokazi, da obstaja homeo-
morfizem ¢: ¥ — X in zvezna funkcija a(y) z vrednostma * 1 na Y, tako da ima A

reprezentacijo
(Af) ) = a(y) . f(p(y)) za vsak ye Y, f e C(X).

1. Ali je vsak lokalno kompakten Ti-prostor, katerega komponente povezanosti
so tocke, 0-dimenzionalen?

2. Naj bo X topoloski prostor, ¥ njegova kompaktifikacija z eno toc¢ko in Z
njegova kompaktifikacija z dvema tockama. PoiS¢i primer prostora X, za katerega
sta ¥ in Z homeomorfna in je Y Hausdorffov. Ali ima tako izbran prostor X za
‘VS&I}(](?) naravno stevilo n > 2 kompaktifikacijo z n toCkami, homeomorino prosto-
ra Y:

(Vx, ) (xy = yx ali 2= y?)

(1) Ali obstaja kvazikomutativna grupa, ki ni komutativna?

(i1) Naj bo T' kaks$na mnozica identitet, ki veljajo v kakSnih grupah (primer:
identiteta xy = yx velja natanko v Abelovih grupah). Priredimo mnozici T razred K

vseh kvazikomutativnih grup, v katerih veljajo vse idenfitete iz I". Ali obstaja taka
druzina T, da vsebuje razred K, nekomutativno grupo?

2. Naj bo K razred vseh komutativnih kolobarjev z enoto, v katerih velja aksiom
Vxy)(x=y<=0+x+xy)A+y+yx)=1)

D okazx. ali ovrzi trditev: razred K je zaprt za homomorfizime koﬁmbam ev (homo-
morina slika kolobarja iz K je spet v K).

1. Naj bo f realna zvezna funkcija na intervalu [g, b], ki ima koncen odvod f'(x)
v vseh razen morda stevno mnogo tockah x iz (q, b) in je f € Li([a, b]). Dokazi, da
je f absolutno zvezna na [a, m

2. Naj bo X =[0,1). Za vsako naravno stevilo n oznac¢imo z M, druZino vseh
podmnozic A < X, ki jih lahko predstavimo v obliki

o1
A=u (B + k.2-n)
k=0 |

kjer je B neka Lebesguovo merljiva podmnozica intervala [0,2-n). DokaiZi,
Vsaka. druzina M, awalgebm in M{ o Ms o M; ... Oznacimo

n=1

Dokazi: Ce je A€ M, je njena Lebesguova mera bodisi 0 bodisi 1.
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Naj bo f(z) re

kier je

u(ty = Re f(a + reit), te [0,2x]
Zi, daiz fla) =1 in u(®) =20 (0 <t < 2n) sledi

| f(a) ]

. Ozna¢imo z £ druzino vseh krivulj,

ki leZijo v enotnem dis] jih funkcija f(f(z)) preslika v kroznico
IWI = ﬁ/e}

Dokazi, da vsota dolzin vseh krivulj iz 2 ni konéna.

\‘A

1. Oznacimo z A([0, 1}; C) mnoZico vseh na

[0, 11 absolutno zveznih funkcij f, za
katere je |

Ali obstaja kvadraturna formula

Sy(f) = = D;.f(x) (D;

za katero je

sup{ | | f(x) dx—Sy() |; fEA(0,15; C) }

2]

2. V linearnem sistemu enacb Ax = f je matrika A velikosti n X n enaka
Ay + Ag pozitivno d@ﬁmtmh matnk Ay In Ae) Za apmkmma‘twn@ resevanje sistem
je predlagana naslednja iterativna metoda:

x(k+3) = x(k) — 7, (Ay(x+1) + xK) — 2f4)
x(k+1) = x(k+3) — 7 . (As(x(B+1) + x(k+D) — 2f;)
k=0,1,2, ..., fi+tfe=f >0

Dokazi, da zaporedje i(x(k+3) -+ x(k)) konvergira k resitvi sistema.

Diferencialne enacbe

1. Dana je Webrova diferencialna enacba

y” — xy" —ay =0 (a=kon = 1)




2. Dana je diferencialna enacba
(BE) ay/—(x+ab+c).y +®Bx+c)+d.y=0, a b, ¢, d= konst.

Z zamen]avo spremenljivke jo spremeni v diferencialno enacbo, katere partikularni

resitvi lahko najde$ z razvojem v potencno vrsto. Nato dolo¢i sploSno resitev
enacbe (E).

Verjetnostni racun

1. Naj bo X nenegativna sluCajna spremenljivka, slucajna spremenljivka Y pa
enakomerno porazdeljena na intervalu (0,X). Naj bo Z = X —Y. Dokazi, da sta Y
in Z neodvisni natanko tedaj, ko ima X gostoto

a’x.e—ax, e je x >0
%) =10, ¢e je x <0
za neki a > 0.
2. Naj bo {X,, n € N} zaporedje neodvisnih enako porazdeljenih sluc¢ajnih spre-
menljivk in |
PIX,=1)=PX,= —1)=1%
Oznacimo

¥
S,=3X;(neN

i=1

P(m,n) = P(Sy; = 0 za kakSen j, m <j < m + n)

) 1n

Izracunaj Pm,n) + Pm,m) za m>1, n > 1.

Programiranje

1. Pred nami je 12 enakih kroglic, ostevilCenih s stevili od 1 do 12. Teze enajstih
kroglic so enake, teza ene od kroglic pa je drugacna, ne vemo pa, ali je lazja ali
tezja. Napisi diagram poteka za postopek, ki s tremi tehtanji na tehtnici z dvema
skodelicama ugotovi, katera od kroglic je razlicna od drugih in ali je lazja ali
tezja.

Datoteka na disku vsebuje 12 zapisov s tezami posameznih kroglic. Na voljo ti
je podprogram, ki simulira “tehtnico z dvema skodelicama. Napisi program, ki bo
re$il zastavljeno nalogo s tremi klici podprograma.

2. Napisi podprogram, ki uredi realna Stevila danega polja v nepadajoCe za-
poredje.

Dana so tri polja z 1y, 1 in ny elementi. Zdruzimo jih v skupno polje in ga
7z danim podprogramom uredimo nepadajocCe. V tako urejenem polju naj bo niz
vsaka ‘maksimalna podmnozma zaporednih elementov, ki pripadajo istemu zacet-
nemu polju. (Primer: ¢e dobimo 1z zacetmh polj (x1, ..., X5), (v1,¥2) In (24, Z2, Z3) PO
ureditvi polje

(x3, X1, Vi, 43, 42, X2, X5, X4, }\:3)

e, et g - o, 0B RS

vsebuje to polje 5 nizov.)
Napisi program, ki samo z uporabo danega podprograma presteje Stevilo nizov.

France Forsineric
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