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ELEMENTARNA VARIANTA OSNOVNEGA IZREKA

LNEGA RAČUNA

ALJOŠA VOLČIČ$%

Math. Subj. Class. (1980) 26 A 51

V članku je podan elementaren dokaz osnovnega izreka integralnega računa za

primer konveksne funkcije, zvezne na intervalu [a, b].

AN ELEMENTARY VERSION OF THE FUNDAMENTAL THEOREM OF CALCULUS

In the paper an elementary proof of the fundamental theorem of calculus is

presented, valid for convex functions, continuous on [a, b].

Pri matematični formulaciji nekega problema sem se znašel pred naslednjo

situacijo

4

V ravnini je dana konveksna množica K, pri kateri poznamo za vsak x dolžino

daljice A,B,. Funkcija f(x) — A,B., je razlika dveh konveksnih funkcij na in-

tervalu [a, b]. Pravimo, da je funkcija g na intervalu [a, b] konveksna, če za

vsak že [0, 1] in za poljubna x, in xz iz intervala [a, Db] velja

Zlixy, -(1—10) x) < iglx) t (—0 g(x)

Vedeti hočem, ali velja obrazec

(O dt — MA—HMA ()

Za odvod, ki nastopa pod integralom, verno, da obstaja povsod na intervalu

[a, b] razen morda v števno mnogo točkah. (Za dokaz tega izreka kakor tudi

za druge lastnosti konveksnih funkcij glej npr. knjigo [1] ali njen ruski pre-

vod.)

Vsakemu študentu prvega letnika matematike (in mnogim dijakom iz sred-

nje šole) je znano, da formula (1) gotovo velja za zvezno odvedljive funkcije.

To pa v našem primeru ni vselej res. Seveda velja obrazec (1) tudi v drugih

primerih. V mnogih učbenikih preberemo, da velja obrazec (1) natanko tedaj,

ko je f absolutno zvezna funkcija. Odvod take funkcije obstaja tedaj skoraj

povsod in je integrabilen pri Lebesguesu. Odvod je torej lahko zelo grda

« Redni profesor matematike na inženirski fakulteti univerze v Trstu.
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funkcija, zato je treba integral v (1) razumeti v Lebesguesovem smislu. Za

dokaz teh trditev glej npr. [4], posebno poglavje 8.

Omenili smo pojem absolutno zvezne funkcije. Pravimo, da je funkcija f

absolutno zvezna na [a, b] če je za vsak s: > 0 mogoče dobiti tak 3>0, da je

ba | Ha) — f(x") , <a, kakorkoli izberemo končno število ne prekrivajočih se

podintervalov [x;,x;"], katerih skupna dolžina ne presega 0. Lahko je ugoto-

viti, da je v našem primeru f absolutno zvezna. V [1] je dokazan zrek, da je

diferenčni kvocient konveksne funkcije nepadajoča funkcija, zato je diferenč-

ni kvocient na vsakem intervalu [a - c, b—c],c>0 in c< (b—a)/2 omejen.

Velja torej neenačba | f(x3) — f(x;) | s M(xa — x;), od tod pa že sledi absolutna

zveznost na intervalu [a -- c, b—c] in z limitnim prehodom absolutna zvez-

nost na intervalu [a, b]. Zato obrazec (1) velja. V tem članku pa bi rad poka-

zal, kako dokažemo (1) v zaželenem obsegu z elementarnimi sredstvi in brez

uporabe Lebesguesovega integrala.
Be ywso

zvezna. Potem velja formula (1).

Tu definiramo funkcijo pod integralom v točkah, v katerih odvod ne ob-

staja, s poljubno vrednostjo med levim in desnim odvodom. Tako postane

integrand nepadajoča funkcija in integral v (1) je kar Riemannov, glej npr. [2],

str. 226. Izberimo a in 6 tako, da bo a < a < B < b in določimo ns tako, da bo

p —a
- < min (b — 5, a — a)

Ho

Za poljuben n > m, definirajmo

xj-atUB—Aan , i—<—1,0,1,..,n,n-1

Riemannove vsote

xs) (x; — x) (2)

Bb

težijo, ko gre n čez vsako mejo, k integralu ( g'() dt. Ker je g konveksna,

velja neenačba ([1], 8 4, razdelek 4, Cor. 1) a

£(X) — g(x.) < g(x) < £(X;-1) — g(x)

X; — XLa X;-1 — M

torej moremo vsoto (2) vkleniti v dvojno neenačbo

X (e(x) — gl) S X g(x) (ei —a) S X (glin) — (4)
i—]

»Teleskopska« lastnost krajnih vsot pove, da je vsota (2) med vrednostma

8(5) —gla). in g(B tr (B—a/n) — gla t (B—a)in)

Iz zveznosti funkcije g dobimo, ko gre n —> co

B

| 4(x) dx — g(6) — gla)

Iz zveznosti funkcije g in zveznosti integrala sledi, ko gre x->a" in 8 —>b-,

formula (1) in izrek je dokazan.
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Izrek sedaj zlahka razširimo na funkcije, ki so razlika dveh konveksnih

funkcij.

Dokazani izrek in varianta z zveznim odvodom imata komplementarno

vlogo, popolnoma podobno tisti, ki jo imata izreka o integrabilnosti (po Rie-

imannu) za naraščanje oz. zvezne funkcije. Oglejmo si natančneje, za katere

funkcije velja pravkar dokazani izrek.

Izrek 2. Absolutno zvezna funkcija f, definirana na [a,b], je razlika dveh

konveksnih funkcij natanko tedaj, ko ima njen odvod omejeno variacijo na

vsakem intervalu [c, 8] za a< a< 6< b.

Dokaz. Če je f — f; —fs, kjer sta f; in fa konveksni, potem je f — j; — fs.

V točkah, kjer f;' ali f7 ne obstaja, definiramo f;' oz. fa spet s poljubno vred-

nostjo med levim in desnim odvodom. Tako sta f;' in f32 nepadajoči funkciji

in velja

VG, [4, B) < Vi, [4, 61) T Ve, (a, B1) — fai4B) — fi (a) -- fa (6) — fa (a)

Tu pomeni V(f,, [a,6]) variacijo funkcije f na intervalu (4, 6].

Res pa je tudi obratno. Če ima namreč f' omejeno variacijo na intervalu

[a, 6], potem ga lahko zapišemo kot razliko dveh nepadajočih funkcij, omeje-

nih na [a,6] ((2], str. 229):

V — Ba— ga

Zato je
x x X X

x) —Ko — PF) dt — | (g1() — ga(0)) dt — | gli) di — | ga(0) dt

izrek je dokazan, če pokažemo, da je funkcija

X

konveksna, če je g nepadajoča. Očitno je 4h zvezna funkcija. Taka pa je kon-

veksna natanko tedaj ([1], pogl. 1), ko velja

xy -- x2)/2) S 1l/2g(x) 1/2g(X).|—%, Xi, X2€[a,B] (8)

Naj bo x; — (x; -- x2)/2. Potem je

PG) di — $g(t) dt 4 fg(D) di (4)

Xg x X, Xs

Ker je g nepadajoča, je seveda [ g(%) di s 0 dt, zato 2 (gG) dt < 0) dt --
X Xs Xi X1

X9 x X: x

f [8(0) di — $g() dt ali f g(i) dt < 1/24 g(0 di. Tako dobimo iz ocene (4)
X3 X4 Xa Xj

ei) dt < fe) dt -- 1/2 Pe) dt — 1/2 fs dt -- 1/2 [E() dt

to pa je prav enačba (3) in Z je res konveksna na intervalu [4,6]. V definiciji
X

h(x) — ( g() dt je g intergrabilna na intervalu [a, b], saj je g odvod absolutno
di
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zvezne funkcije ([4]), pogl. 8). Zato smemo napraviti limito 6 —>Db- in 4(x) je

konveksna na [4, b]. Podobno se prepričamo, da je 4 konveksna na vsem in-

tervalu [a, b].

Pripombe in primeri.

1. V dokazanem izreku smo odvod v (1) definirali tako, da je integrand

nepadajoča funkcija, zato je integral kar Riemannov. Če bi odvod definirali

tam, kjer ne obstaja, poljubno, bi obrazec (1) še veljal, saj bi drugače defi-

nirana funkcija sovpadala s prejšnjo povsod razen morda v števno mnogo

točkah, le integral v (1) bi morali razumeti v Lebesguesovem smislu.

Oglejmo si primer. Naj bo 4(x) — $ f,(x)/n?, kjer je
—1(fi

X—gn Čejex> 4,

Tu je (g,) zapis v zaporedje racionalnih števil iz intervala [0, 1]. Vrsta je

očitno konvergentna, na [0,1] celo enakomerno, posamezni členi so nenega-

tivne naraščajoče konveksne funkcije, zato se da pokazati, da je tudi vsota

konveksna funkcija. Malo daljši premislek kaže tudi, da je funkcija / od-

vedljiva v vseh iracionalnih točkah in odvod tam pozitiven, v racionalnih

točkah pa ni odvedljiva. Zato je funkcija

h4(x), x ni racionalen
g(x) — |

—1, x racionalen

nezvezna v vseh točkah intervala [0, 1], tedaj tudi ni integrabilna po Rie-

mannu ([3], str. 257). Še vedno velja formula (1), če razumemo integral v Le-
X X

besgruesovem smislu: 4(x) — | g(0) dt — | Hi) dt.
ad di

2. Obstajajo funkcije, ki imajo zvezen odvod, a niso razlika dveh konveks-

nih funkcij. Taka je npr. funkcija

f() — ftsin (1/0 di
0

njen odvod namreč nima omejene variacije. Ta primer pokaže, da izrek 1 ni

posplošitev izreka, ki velja za zvezno odvedljive funkcije.

3. Funkcija, definirana pod točko 1, pa tudi bolj enostavna funkcija

0, x<1/2 40, 1/2
jca - | sl pogo |% SV

x—1/2, x>1/2 1, x>1/2

kažeta, da izrek 1 pove nekaj novega v primerjavi s tistim za funkcije z zvez-

nim odvodom.
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Pred kratkim je bil objavljen v Preseku »nerešljivi problem« (Presek 9

(1981/82), str. 182). Ta problem zahteva, da poiščemo dve naravni števili. Ne-

rešljiv se imenuje zato, ker na videz ni dan noben podatek, ki bi omogočal

najti ti števili. Rešitev je več. Ena sama je, če se omejimo na primer, ko

vsota iskanih števil ni večja od 64. Barry Wolk z univerze v Manitobi je

zastavil podoben »nerešljiv« problem, pri katerem pa je rešitev ena sama, ne

glede na to, kako velika je vsota. Vendar je pri tem treba privzeti, da je

Goldbachova domneva pravilna. Nalogo je objavil Martin Gardner v Scientific

American, junij 1980. Glasi se takole:

Peter je izbral dve naravni števili, večji od 1. Vsoto teh števil je povedal

prijatelju Janezu, produkt pa Mirku. Janez si ogleda vsoto in telefonira

Mirku:

»Ne vidim možnosti, kako bi ti lahko ugotovil vsoto.«

Čez nekaj časa odgovori Mirko:

»Imaš prav. Tudi tvoje sporočilo mi ne pomaga določiti vsoto.«

Kmalu nato pa se spet oglasi Janez:

»Vem, kolikšen je produkt.«

Kateri števili je izbral Peter?

Rešitev. Naj bo vsota izbranih števil V in produkt P. Mirko bi takoj našel

vsoto V v primeru, če bi bil P produkt dveh praštevil. Ko je Janez telefoniral,

da Mirko ne bo mogel najti vsote, je zato Mirko dobil informacijo:

(I) Število V ni vsota dveh praštevil.

Mirko kljub temu ni mogel najti vsote. Zato je njegovo sporočilo Janezu

vsebovalo tole informacijo: P se da razstaviti v produkt dveh faktorjev vsaj

na dva načina tako, da vsota faktorjev ni enaka vsoti dveh praštevil. Ker je

ta informacija omogočila Janezu najti produkt P, pomeni to:

(II) Število V lahko zapišemo samo na en način kot vsoto x - y tako, da

se za produkt P — xy razstaviti vsaj še na en način v x y, kjer spet vsota

faktorjev x -- y ni vsota dveh praštevil.

Določimo zdaj vsa števila V z lastnostma (Il) in (Il). |

Goldbachova domneva pravi, da je vsako sodo število, ki je večje od 2,

vsota dveh praštevil. Privzemimo, da je ta domneva pravilna. Ker V ni vsota

dveh praštevil, je potemtakem liho število. Tudi razlika V —2 je liho število,

ki pa ni enako kakemu praštevilu p, ker bi sicer bilo V — p -- 2 vsota dveh

praštevil. Zato je V —2 — ab, kjer sta a in b lihi števili, obe večji od 1. Pišimo

a — 2m --1, b — 2žn -1, m, n > 1. Potem je

V — dmn - 2(m - n) - 3

Naj bo x — dmn --2, y — 2(m -- n) -- 1, tedaj x - y — V. Produkt

P — xy — (dmn - 2) 2(m -- n) -- 1]

lahko razstavimo tudi na faktorja x y, kjer je

X —2 ino y — (mn - 1) [2(m -- n) - 1]



Vsota x -- y' — (mn -- 1) [2(m -- n) -- 1] -- 2 ni vsota dveh praštevil. Torej

smo zapisali V kot vsoto x -- y, kjer se da P — xy razstaviti na dva načina

v produkt dveh faktorjev tako, da vsota faktorjev ni vsota dveh praštevil.

Drugič razcepimo V na sumanda x<— 4mn—d4(m -n) -2 in ys<

— 6(m -- n) -- 1. Pri tem najprej privzemimo, da je mn —m—n>O0. Pro-

dukt P — xy pa je enak tudi produktu faktorjev

x <2 in. y — (2mn — 2m — 2n -- 1) (6m -- 6n -- 1)

z vsoto x' -- y — (2mn — 2m — 2n -- |) (6m -- 6n -- 1 -- 2, ki prav gotovo ni

vsota dveh praštevil, ker je 2mn — 2m — 2n -- 1>1. Torej smo zapisali V

na dva načina kot vsoto x -- y tako, da se da pripadajoči produkt P — xy

vsakokrat razstaviti na dva načina na dva faktorja, kjer vsota faktorjev ni

vsota dveh praštevil. Zato V — drn -- 2(m -- n) -- 3 nima lastnosti (II), če je

mn — m—n>)O.

Oglejmo si zdaj, kdaj je mn —m—n < 0. Smemo vzeti, da je m ž% nu.

Potem sta dve možnosti:

a) nu —1in m % 1 poljuben;

Obdelajmo najprej primer (b). Tedaj je V — 27. Pišimo 27 — 3 - 24— 5--

- 22. Oba produkta 3.24 — 72 in 5.22 — 110 se dasta še na en način razstaviti

na dva faktorja tako, da vsota faktorjev ni vsota dveh praštevil. In sicer je

12 — 8.9 z vsoto faktorjev 8 - 9 — 17 ter 110 <— 2.55 z vsoto faktorjev 2 --

d 55 — 57. Torej število 27 nima lastnosti (Il).

V primeru (a) je V — 6m -- 5. Naj bo x — dm -- 2, y — 2m - 3, teday x --

- y — 6m -- 5 — V. Število P — xy je tudi produkt faktorjev x' — 2 in y —

— (2m -- 1) (2m -- 3). Vsota x' -- y — (2m -- 1) (2m -- 3) --2 ni vsota dveh

praštevil. Drugič razcepimo V na sumanda x — 4dm—2 in y — 2m - 7. Pro-

dukt xy je tudi enak produktu xy', kjer je x <2 in y — (2m—1) (2m -- [).

Če je m >1, je x -e:x in y -:-y, število x' -- y — (2m— 1) (2m -- 7) -- 2 pa ni

vsota dveh praštevil. Tako smo ugotovili, da V — 6m -- 5 pri m > 1 nima last-

nosti (IL).

Za m<—]1 je V — 11. Pišemo lahko V <2-9—<34-8—-4-7<5- 6.

Pripadajoči produkti so 2.9 — 18, 3.8 — 24, 4.7 — 28 in 5.6 — 30. Od teh

števil se da samo 30 zapisati na dva načina kot produkt dveh faktorjev tako,

da vsota faktorjev ni vsota dveh praštevil. Je namreč 30 — 5.6 — 2.15. Števili

3-6x—11 in 2--15 — 17 pa nista vsoti dveh praštevil. Torej V — 11 ima

lastnosti (I) in (Il.

Odgovor na zastavljeno vprašanje se potemtakem glasi: Samo število 11

ima obe lastnosti (I) in (II). Pripadajoči produkt je P — 30. Peter je izbral

števili 5 in 6.

Ivan Vidav
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ec JE IRANSCENDENTNO ŠTEVILO

Ko je J. Liouville l. 1844 dokazal obstoj transcendentnih števil, so se mnogi

znameniti matematiki lotili dokazovanja, da je e transcendentno število. Po

dolgem in zamotanem dokazu, ki ga je l. 1873 zdelal Charles Hermite, je med

drugimi tudi David Hilbert objavil svoj dokaz l. 1893 v Mathematische An-

nalen. Medtem je Georg Cantor l. 1874 dokazal, da je algebrskih števil števno,

transcendentnih pa neštevno mnogo. Stopimo po Hilbertovi poti.

Trditev e je transcendentno število je dokazal s protislovjem. Če e ni

transcendentno število, tedaj je algebersko, zato obstaja tak polinom s celimi

koeficienti de, di, ..., Ad, in ag-Ek0, da je e njegova ničla:

a,et -ta,,je5i- ... -as50 (1)

Za nadaljno obdelavo dokaza se najprej pomudimo ob Eulerjevi funkciji

gama, definirani z

T(s) — f ai eXdx, s>0
0

Zanjo velja funkcionalna enačba

T(s -- 1 — sT(5s)

Naj bo n naravno število! Tedaj je 7(n - |) — nl, saj je T(l) — je dx — 1.
S tem spoznanjem premagajmo

1, — [ak p(x) e" dx
0

pri čemer je p polinom s celimi koeficienti bo, b,, ..., b,,

Velja:

TI — b, [aken e<dx-- ... -- bo fak e" dx —
i

—b,I(k-n-lht...-bI(k-l<b,i(ka-ni-...- boki

Ker za vsako naravno število 7; velja (k -- 7)! <a 0mod (k -- 1)! in ker je

(0) — bo, je

i;. z p(0)k! | mod(k -- 1)! (2)

Peaalmo, še polinom g(x) s celimi koeficienti, vodilnim koeficientom

ena, stopnje m -- n (m -- |), m kratno ničlo nič ter m -- 1 kratnimi ničlami 1,

2,...,A.

Uvedimo novo spremenljivko y — x — k pa dobimo

g() — y"toly), čeje k—0

g(y tk) — ym'tt,(y), čeje O<ks<n (3)

t,(Y), ..., to(y) so polinomi s celimi koeficienti ter

t(0) — (— Dam (pl)m (4)
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Zapišimo g(x) — [xx —1I ... ca—lDbre(x—1I ... (x—n) in ocenimo

g(x) es". Če je max | x(x — 1) ... (g<—nj|—A in max (xr— 1 ... (x<—
Osxsn O<x<n

—n)e" <— B, tedaj je

Naj bo I — (a,e" --...-- 4) | g(x) e-" dx. Zaradi (1) je
0

I—0 (6)

Integrand je zvezna funkcija. Če je

—Y A; S g(x) e-s"k dx in
k—0

n k

-ž a; | g(x) es" dx
k-1 0

tedaj je

I—I,- ls

Uvedimo novo spremenljivko y — x — k, pri čemer je k nenegativno celo

število in ocenimo k-ti člen prve vsote:

a; (g(x) es" "k dx — a, (g(y - k) es dy
k 0

Upoštevajmo (3), (2) in (4) in dobili bomo

co y
an f g(y) e-y dy < ap fy ty) e> dy zast) m! mod(m -- D!, če je k—0

O O

ter

aj [ g(y -£ k) e- dy — a; [ yet t,(y) e-» dy < a, ty(0).(m -£ 1)! mod (m 4 2)!, če
0 0

velja 0 < k < n. Očitno je tedaj

Če sta si števili apn! in m -- 1 tuji, tedaj je 7; od nič različno celo število,

prav tako pa je tudi

I;/ml, saj je I, z 0 mod (ml). Zato /4/m! e Z— 40) (7)

Ocenimo še člen druge vsote. Če upoštevamo (5), dobimo

k

a; | g(x) e-stk dx < a, ek [am B dx <— a; ! ek Am B k

Zato je
n

Bča s x klanje A"B

Am

Ker je lim — — 0, je za dovolj velik m
m-c Ml

| /ml <1 (8)
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Izberimo tak mz, da bo veljalo (8) in da si bosta števili a, n! in m -- 1 tuji.

Zaradi (7) in (8) je /, -- /a:0, kar je protislovno s (6).

Opomba recenzenta. Malo enostavnejša verzija dokaza tega izreka se najde

tudi v knjigi A. Baker, Transcendental number theory.

Rudolf Moge
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KORAK K VIŠJIM ENERGIJAM

V fiziki visokih energij je posebno pomembno raziskovanje neobstojnih

delcev, ki nastanejo pri reakcijah med obstojnimi delci. Prizadevajo si, da bi

dobili čim bolj kratkožive in nenavadne delce. Ti imajo veliko lastno energijo,

kar zahteva veliko kinetično energijo delca, ki sproži reakcijo. Reakcije zelo

hitrih izstrelkov z mirujočimi delci v tarči so v tem pogledu dokaj neugodne.

Poleg polne energije se ohrani namreč tudi skupna gibalna količina delcev,

ki sodelujejo pri reakciji. Zato je razpoložljiva energija, to je energija, ki je

v težiščnem sistemu na voljo za nastanek novih delcev, le majhen del kine-

tične energije izstrelka. V relativistični mehaniki dobimo zanjo [1]

W, — 2mce?[(1 -- W,;/2mc?)"" — 1]

če ima izstrelek kinetično energijo W;, in imata izstrelek in mirujoči delec

enako lastno energijo rme?. Za proton z zelo veliko kinetično energijo smemo

vzeti, da so protoni v jedru v tarči nevezani in mirujejo. Pri kinetični energiji

protona 400 GeV je tedaj razpoložljiva energija 26 GeV, to je le 6% kinetične

energije istrelka. (V nerelativističnem približku — pri majhni hitrosti —

meri razpoložljiva energija 50%, kinetične energije izstrelka.)

Ta neugodna okoliščina je botrovala gradnji nakopičevalnikov. Če trčita

delca, ki imata v laboratorijskem sistemu enako kinetično energijo, a na-

sprotno enako gibalno količino, se težiščni sistem ujema z laboratorijskim

in je razpoložljiva energija enaka skupni začetni energiji delcev. V nakopiče-

valniku krožijo nabiti delci v prečnem magnetnem polju v svitkasti vakuum-

ski cevi. V posebnih pospeševalnih celicah jih dodatno pospešujejo vsaj to-

liko, da izravnajo izgubo kinetične energije zaradi sinhrotronskega sevanja.

Nakopičevalnik za trke enakih delcev mora imeti dvoje vakuumskih cevi

z nasprotno usmerjenim magnetnim poljem, po katerih krožijo delci v na-

sprotnih smereh. Tak je edini delujoči nakopičevalnik za protone ISR (In-

tersecting Storage Rings — sekajoča se nakopičevalna obroča) Evropskega

centra za jedrske raziskave CERN v Ženevi. V njem dosežejo protoni kine-

tično energijo do 26,5 GeV, tako da je razpoložljiva energija 2.26,5 Gev —

— 53 GeV. Njegovi vakuumski cevi imata obliko na ogliščih zaobljenih kva-

dratov, ki sta zasukana drug proti drugemu (sl. 1). Na ravnih delih se na

osmih krajih sekata in tam pride do trkov med protoni in do reakcij; te

opazujejo.

Nakopičevalnik za delce in njihove antidelce ima samo eno vakuumsko

cev. Zaradi nasprotnega naboja in enake mase krožijo delci in antidelci

v istem magnetnem polju v nasprotnih smereh drugi nad drugimi. Na dveh

ali na štirih krajih tir delcev prekriža tir antidelcev in tam nastopijo reakcije;

te opazujejo. 'Tak je največji delujoči nakopičevalnik za elektrone in pozitro-

ne PETRA v Hamburgu. V njem dosežejo elektroni in pozitroni kinetično

energijo do 19 GeV, tako da je razpoložljiva energija 2.19 GeV — 38 GeV.

Proti koncu prejšnjega leta je začel v CERN delovati super protonski

sinhrotron SPS kot trkalnik (collider) za protone in antiprotone [2]—[5].

V njem dosežejo protoni in antiprotoni kinetično energijo do 270 GeV, tako

da je razpoložljiva energija 2.270 GeV — 540 GeV, kar je desetkrat več od

največje prej dosežene vrednosti. Še posebej je vredno občudovanja, da so

dosegli to samo s preureditvijo SPS, ne da bi zgradili nov nakopičevalnik.
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SPS, ki je bil prvotno zgrajen kot protonski sinhrotron za 400 GeV, bo v pri-

hodnje deloval izmenoma na oba načina: kot pospeševalnik za protone do

400 GeV in kot trkalnik za protone in antiprotone do razpoložljive energije

540 GeV. (Preurejajo tudi drugi veliki pospeševalnik — protonski sinhrotron

za 400 GeV Fermilaba v Batavii v ZDA in načrtujejo za leto 1984 ali 1985

trkalnik z razpoložljivo energijo do 2000 GeV.)

Doseženi skok razpoložljive energije je tolikšen, da mu je treba posvetiti

nekaj pozornosti. Predlog, da bi s prilagoditvijo protonskega sinhrotrona

močno povečali razpoložljivo energijo, so dali leta 1976 C. Rubbia, P. McIntyre

in D. Cline. Razmišljali so o možnosti, da bi z obstoječimi pospeševalniki ugo-

tovili obstoj vmesnega bozona. Yo je delec, ki posreduje šibko interakcijo in

za katerega napoveduje teorija, da nastopa nabit (W" in W-) z lastno ener-

gijo okoli 80 GeV in nevtralen (Z) z lastno energijo okoli 90 GeV.

Načrt so osnovali na postopku, ki mu pravijo hlajenje curka. Pri tem ni

mišljeno navadno hlajenje, pri katerem z zniževanjem temperature zmanjšu-

jemo povprečno kinetično energijo molekul, na primer v plinu. S hlajenjem

curka dosežejo, da se gibljejo nabiti delci v curku kolikor mogoče v eni

smeri, čeprav so se na začetku gibali v dokaj različnih smereh. Pri tem torej

zmanjšajo na najmanjšo mogočo mero komponento gibalne količine delcev

Ax 7 SPS —

NO
100 LEAR

Sl.1. Razporeditev naprav v Evropskem centru za jedrske raziskave CERN v že-

nevi: PS stari protonski sinhrotron za 26 GeV, PSB pospeševalnik, ki daje protone

za vbrizgavanje v PS, T tarča, v kateri rodijo protoni antiprotone, AA zbiralnik

antiprotonov, ISR sekajoča se nakopičevalna obroča, LEAR nizkoenergijski anti-

protonski obroč, SPS super protonski sinhrotron kot trkalnik. Zvezda kaže mesto,

na katerem pride do trkov in reakcij, debelejše črte pa novozgrajene transportne

predore [4]
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prečno na os curka. Leta 1966 je sovjetski fizik G. Budker predlagal hlajenje

curka antiprotonov, ki izstopajo po nastanku iz tarče v vseh mogočih smereh,

s curkom elektronov. Oba curka, od katerih je elektronskega zelo lahko

voditi, potekata drug ob drugem in delci v njiju imajo v smeri osi curkov

kolikor mogoče enako hitrost. Ob trkih prevzemajo elektroni od antiprotonov

gibalno količino v prečni smeri, tako da imajo naposled antiprotoni le še

gibalno količino v smeri osi curka. Hlajenje antiprotonskega curka z elek-

tronskim curkom so uspešno izvedli v Novosibirsku leta 1975.

Tudi v CERN in Fermilabu so se ukvarjali s tem vprašanjem. Že leta 1968

je v CERN S. van der Meer predlagal stokastično hlajenje, da bi izboljšal

zmogljivost ISR. V določenem preseku vakuumske cevi naj bi z elektrodami

otipali električno polje delcev v curku in s tem določili lego težišča naboja.

Ko bi prišel curek po enem obhodu zopet v ta presek, pa bi z ustreznim

električnim poljem elektrod poskrbeli za dodatno električno silo, ki bi delo-

vala proti osi. Z večmilijonkratnim ponavljanjem postopka bi dosegli, da bi

se težišče curka gibalo po predpisani osi. Pri tem bi se manjšina delcev iz-

gubila iz curka, ker pač zaznavajo le lego težišča naboja in ima električna

sila na delce v curku samo v povprečju pravo smer. Hlajenje curka so pre-

skusili na ISR leta 1975. Izid je bil tako obetajoč, da so zgradili za poskusne

namene poseben majhen nakopičevalnik ICE (Initial Cooling Experiment —

začetni hladilni poskus, ice-led). Z njim so preskušali elektronsko in stoha-

stično hlajenje antiprotonskega curka. Poskusi s stohastičnim hlajenjem so

bili tako uspešni, da so leta 1978 sprejeli zamisel C. Rubbie in njegovih so-

delavcev.

Ko uporabljajo SPS kot trkalnik, pospešijo najprej protone v starem pro-

tonskem sinhrotronu PS do kinetične energije 26 GeV. Nato jih vodijo na

kovinsko tarčo, v kateri nastajajo pari antiproton-proton (sl. 1). V povprečju

samo vsak petstotisoči proton rodi par antiproton-proton. Od nastalih anti-

protonov izberejo širok curek tistih s kinetično energijo okoli 3,5 GeV —

le-teh je namreč največ — in jih vodijo v AA (Antiproton Accumulator —

zbiralnik antiprotonov), nekakšen majhen nakopičevalnik s premerom 50m.

AA ima nenavadno široko vakuumsko cev s premerom 70 cm in z zelo dobrim

vakuumom (10-49 mbar). V cevi stohastično hladijo curke antiprotonov in jih

postopno speljejo v bližino osi. Po kakih 40 urah zberejo v AA kak bilijon

antiprotonov, večino od njih (kakih 60/6) v bližini osi.

Te antiprotone izsrkajo, vodijo v posebne magnete, ki curku obrnej

smer, in vbrizgajo v PS, da jih pospeši do kinetične energije 26 GeV." (V P.

krožijo antiprotoni v nasprotni smeri kot protoni.) V 24 urah nadomestij

antiprotone v AA in postopek ponovijo. Antiprotone s kinetično energij

26 GeV vbrizgajo v SPS v obliki šestih gruč s po 104 antiprotoni (po načrtu;

za zdaj je v gruči še stokrat manj antiprotonov). Vanj vbrizgajo tudi šest

gruč protonov s tolikšno kinetično energijo. Oboje delce nato hkrati pospešijo

do kinetične energije 270 GeV. Na dveh ravnih delih vakuumske cevi SPS se

sruče antiprotonov in protonov križajo in tam pride do trkov. Ob križiščih

O NO
O

" Pri prejšnjih poskusih so uvajali protone in antiprotone v ISR. Pri enem

izmed novih poskusov pa zavrejo v PS antiprotone na 0,3 GeV in jih vbrizgajo

potem v majhen nakopičevalnik LEAR (Low Energy Antiproton Ring — nizkoener-

gijski antiprotonski obroč). Z njim mislijo delati poskuse na energijskem območju

od 0,1 do eV.
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sta — globoko pod zemljo — dve dvorani za poskuse, kjer opazujejo in merijo

delce, ki nastanejo pri reakcijah.

Splošna slabost nakopičevalnikov je v tem, da so reakcije med delci v dveh

curkih mnogo manj pogostne kot reakcije delcev v enem curku iz pospeše-

valnika z delci v gosti snovi tarče. Učinkovitost nakopičevalnika glede pogo-

stosti reakcij podamo s svetilnostjo, to je z efektivnim številom reakcij v ča-

sovni enoti na ploščinsko enoto reakcijskega preseka. Po načrtu naj bi trkal-

nik dosegel svetilnost 10% s-i cmr2. Zdaj, ko ga šele preskušajo, je njegova

svetilnost komaj 2. 10% s-i cm-?. (Rubbia — kot vodja enega izmed poskusov

— pravi napol v šali, da merijo med odmori, ki si jih privoščijo graditelji.)

Pričakujejo, da se bo dalo sorazmerno hitro povečati svetilnost na 5.

. 1028 s-i cm-?, (Zares so konec leta 1981 dosegli že 5.10" s-i cm-? [6].) Precej

teže bo doseči 10% s-i cm-?, za kar imajo po načrtu skoraj še leto dni časa.

Končna svetilnost pa je stvar daljne prihodnosti. Že pri svetilnosti

10: s-i cm-? naj bi po predvidevanju nastalo kakih deset nabitih vmesnih bo-

zonov W' in W- in en do dva nevtralna vmesna bozona Z?" na dan.

Eno izmed obeh podzemnih dvoran za poskuse zaseda velik merilnik del-

cev, ki nastanejo pri reakcijah med antiprotoni in protoni. Merilne naprave

tehtajo skupaj precej več kot 2000 ton in pri poskusu dela okoli sto fizikov.

Majhen del tega poskusa je namenjen tudi iskanju magnetnih monopolov.

Vzporedno teče več široko zasnovanih poskusov v drugi dvorani. Pri enem

izmed njih merijo energijo in smer delcev, ki nastanejo pri reakcijah anti-

protonov s protoni. Pri drugem proučujejo prožno sipanje antiprotonov na

protonih in merijo integralni sipalni presek. Pri tretjem poskusu uporabljajo

dve po 6 m dolgi pramenski celici? (streamer chamber), ki neposredno obda-

jata vakuumski cevi v križišču in v katerih fotografirajo sledi nastalih delcev

(slika na naslovni strani, [4], sl. 2).

Glavni cilj sedanjih poskusov je odkritje vmesnega bozona in čim natanč-

nejše merjenje lastne energije in razpadnega časa. Prva je pomemben podatek

za enotno teorijo elektromagneine in šibke interakcije, na osnovi drugega pa

bo mogoče sklepati na število generacij leptonov in kvarkov.

Poleg tega naj bi dali poskusi še odgovor na vprašanje, ali pride pri zelo

veliki razpoložljivi energiji do nenavadnih pojavov, kakor morda namigujejo

izkušnje z kozmičnimi delci. Doslej so opazili kakih pet reakcij kozmičnega

delca z zelo veliko energijo, pri katerih je nastalo veliko nabitih delcev,

s Celici je dal ime pramenski tok (pramensko razelektrenje, »Elijev ogenj«),

ki steče po plinu pri dovolj veliki jakosti električnega polja. Razvili so jo iz

iskrne celice pri delu ob ISR [/]. Celica ima tri vzporedne elektrode. Zunanji

sta ozemljeni in povezani ob strani z aluminijevo pločevino. Na srednjo pa

priključijo posebej izoblikovan kratkotrajen visokonapetostni sunek, v skrajnem

primeru do 600kV. Ozemljena in srednja elektroda na strani fotografske ka-
inere sta prozorni, narejeni iz mreže 0,13 mm debelih žičk v razmiku 1) mm.

Občutljivo prostornino celice omejujejo 3cm debele polivinilaste plošče. V notra-
njosti pa so po 2cm debele šipe iz svinčevega stekla, v katerih fotoni rodijo nabite

delce, da dajo vidne sledi. V celici je mešanica 70%, neona in 30" helija z dodat-

kom izobutana, ki zniža potrebno napetost za jasne sledi, in žveplovega heksafluo-

rida, da postane celica hitrejša. V skrajnem primeru je mogočih na sekundo do

200 000 posnetkov. Sledi fotogratirajo preko ojačevalnikov slike. Celica ni v mag-
netnem polju in z njo ni mogoče meriti gibalne količine nastalih nabitih delcev.

Prednost obeh celic, ki spodaj in zgoraj obdajata križišče, pa je v tem, da zajameta

skoraj polni prostorski kot
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Sl. 2. Povprečno število nastalih nabitih delcev pri reakciji med antiprotonom in

protonom v odvisnosti od razpoložljive energije. Zadnjo točko so dobili z obdelavo

fotografij reakcij v pramenski celici. Za ta primer ne kaže, da bi pri razpoložljivi

energiji 540 GeV prišlo do kakih nenavadnih pojavov [5]

a nenavadno malo nevtralnih pionov. Zdi se, da je za te reakcije, ki jim pra-

vijo tudi »dogodki Centauro«, značilna razpoložljiva energija okoli 1000 GeV.

To je sicer več, kot zmore trkalnik, vendar zaradi redkosti kozmičnih delcev

z zelo veliko kinetično energijo" podatki niso zanesljivi. Zato bi utegnili

opaziti kaj nenavadnega že pri razpoložljivi energiji 540 GeV. Ni mogoče pre-

rokovati, kaj bodo pokazali poskusi. Zagotovo pa se obetajo zanimive ugoto-

vitve, še preden bo izšla ta številka Obzornika.

Janez Strnad
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Pri pouku fizike in pri delu v fizikalnih krožkih moramo večkrat izmeriti

frekvenco kakega električnega signala. Preprost in cenen, a za delo v šoli

dovolj natančen merilnik irekvence periodičnih električnih signalov brez te-

žav naredimo sami. S tem merilnikom lahko merimo frekvenco električnih

signalov z amplitudo od 2 V do nekaj deset voltov v intervalu od kakih

10 Hz do kakih 50 kHz ali še nekaj več. Celotni interval je razdeljen na štiri

območja. Za odčitavanje frekvence uporabimo mikroampermeter na vrtljivo

tuljavico. Skala merilnika je linearna.

Jedro merilnika (sl. 1 a) je popularno integrirano vezje NE 555, ki je veza-

no kot monostabilni multivibrator. Kadar pripeljemo na vhod monostabilnega

multivibratorja kratek strm prožilni pulz, dobimo na izhodu pulz pravokotne

oblike, medtem ko je sicer napetost na izhodu 0 V. Tako je povprečna izhodna

napetost sorazmerna s frekvenco merjenega signala.

Periodični vhodni signal, ki mu želimo izmeriti frekvenco, najprej močno

ojačimo s tranzistorjem T. Na kolektorju dobimo signal pravokotne oblike,

ki ga z upornikoma R, in R, ter kondenzatorjem C diferenciramo. 'Tako do-

bimo prožilne pulze, ki jih vodimo na vhod multivibratorja, in na njegovem

izhodu dobimu pulze pravokotne oblike s konstantno amplitudo in konstani-

no dolžino (sl. 1b). Ker je pri nizki frekvenci razmik med dvema zapored-

nima pulzoma na izhodu velik, je povprečna napetost tako majhna, da jo

težko merimo. Zato s pari kondenzatorjev in upornikov C,-R,, C,-R,, C,-R,,

C,-R, nastavimo dolžino izhodnih impulzov za vsako območje posebej na

primerno vrednost tako, da povprečno napetost vedno lahko izmerimo. Za

nizke frekvence merjenega signala so pulzi dolgi, za visoke frekvence pa

kratki. Dolžina prožilnih pulzov mora biti vedno mnogo krajša od dolžine

47V do TIV
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izhodnih pravokotnih pulzov. Povprečna napetost na izhodu je sorazmerna
s frekvenco merjenega signala, ustrezni povprečni tok do 100 uA pa merimo
z mikroampermetrom. Pare upornikov in kondenzatorjev, ki določajo dolžino
izhodnih pulzov, izbiramo z dvojnim preklopnikom s štirimi položaji. Pri

Slika 1b U
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SI. 1. Merilnik frekvence električnih signalov z
integriranim vezjem NE 555. Pri vklopljenem
paru C,R; merimo frekvenco od 10 Hz do | W
100 Hz, pri paru Cs-R> od 100 Hz do 1000 Hz, pri pokali
paru C;-R3 od 1 kHz do 10 kHz in pri paru C-Ra Li LILILILJI /
od 10kHz do 50kHz ali nekaj več (a), oblika J
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Sl.2. Ploščica tiskanega vezja (pogled s strani vezja) in razpored elementov
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natančno izbranih vrednostih kapacitete kondenzatorjev in upora upornikov

se območja ravno stikajo. Najbolje je vzeti za R,-R, spremenljive upornike in

Zz njimi nastaviti odklon merilnika za vsako območje posebej. Ža napajanje

zadostuje 9-voltna baterija ali še bolje majhen stabilizirani usmernik z izhod-

no napetostjo od kakih 7 V do kakih 12 V.

s o s——-o ' U,.(do 15V)

R; 

ei

I1kA

— 

TI

se

100uF/25V

KE, / (BE 219]

SI. 3. Merilnik frekvence s tranzistorjem. Pri vklopljenem kondenzatorju C, merimo

frekvence od 10 Hz do 100 Hz, pri Ca od 100 Hz do 1000 Hz, pri C; od 1kHz do

10 kHz in pri C, od 10 kHz do skoraj 100 kHz

Elemente prispajkamo na tiskano vezje. Sl. 2 kaže ploščico tiskanega vezja

z razporedom elementov. Merilnik moramo še umeriti. Poln odklon mikro-

ampermetra naj na danem območju ustreza najvišji merjeni frekvenci. Pri

kratko sklenjenem vhodu in vklopljenem najnižjem območju nastavimo spre-

menljivi predupornik R, (za instrument od 100 A je R, približno 30 kO) tako,

da instrument ravno še ne kaže nič. Nato pripeljemo na vhod signal z znano

ot

VHOD

Sl. 4. Ploščica tiskanega vezja (pogled s strani vezja) in razpored elementov
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frekvenco, merilnik preklopimo na ustrezno območje in z ustreznim spre-

menljivim upornikom nastavimo instrument na pravo vrednost. Postopek po-

novimo za vsako od preostalih območij. Če je treba, reguliramo odklon in-

strumenta še s predupornikom R,. Če na območju za merjenje najvišjih

frekvenc ne dobimo pravega odklona, je treba nekoliko zmanjšati kapaciteto

kondenzatorja C, ki jo določimo s poskusom. Pri pazljivem umerjanju je

napaka pri meritvi manjša kot 5 %/6.

Drugo zanimivo vezje (sl. 3) uporabljajo predvsem za štetje pogostosti

pulzov, a ga lahko uporabimo tudi kot merilnik frekvence. Ko je tranzistor

T, odprt, se polni vklopljeni kondenzator izmed C,-C, preko tranzistorja T, in

diode D, in sprejme naboj e—CU,,. Ko je T, zaprt, pa se kondenzator prazni

preko upornika R, in emitorja tranzistorja T,, zato teče v kolektorskem krogu

T, povprečni tok 7 — e/t,. Ko priklopimo na vhod vezja nihajoč signal, se

vklopljeni izmed kondenzatorjev C,-C, izmenoma polni in prazni, povprečni

kolektorski tok tranzistorja T, pa je sorazmeren s frekvenco merjenega sig-

nala. V tabeli na sl. 3 so podane kapacitete kondenzatorjev za posamezna

merilna območja. Upor upornika R, je orientacijski in ga je najbolje določiti

s poskusom. Pomembno je, da se vklopljeni kondenzator izmed C,-C, popol-

noma izprazni, medtem ko je T, zaprt. Zato mora biti časovna konstanta

C,R, < 1/v,, če je vm najvišja frekvenca, ki jo še merimo na danem območju.

Merilnik natančno umerimo tako kot prej, pri čemer nastavimo odklon in-

strumenta s spremenljivim predupornikom. Na odklon instrumenta vpliva

tudi napajalna napetost U,,, ki je lahko med 9 V in 12 V. Tiskano vezje z raz-

poredom elementov kaže sl. 4.

Janez Žitnik

UTRINEK

Vse o radioaktivnem razpadu

»Radioaktivni atomi razpadejo na dva načina: mogoče jih je izriniti iz njihovih

notranjih helijevih atomov, ki so naelektreni pozitivno in iz katerih izhajajo žarki

alfa. Ti pa lahko spet oddajajo še mnogo manjše delce, elektrone, ki so negativno

naelektreni in oblikujejo žarke beta. Pri razpadanju snovi nastajajo poleg tega

žarki gama, ki prebijejo vse trdne snovi razen debelih svinčenih plošč.«

-»Polovična vrednost časa za izžarevanje radija [je] komaj štiri dni«...

(Domnevam, da gre za razpolovni čas radijeve emanacije — radona.)
Wilhelm Strube, Pierre in Marie. Prevedel Franc Šrimpf. Založba Obzorja, Mari-

bor, 1977, str. 216.

Izbral Dušan Modic
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ZAKAJ SPELJAVAJO AVTOMOBILI S PARKIRIŠČ?

(Obzornik za matematiko in fiziko 27 (1980) 123)

Sholastična disputacija med mefistovsko razpoloženim učiteljem in nadobud-

nimi šolarji je dokaj zabavna. K pisanju teh vrstic pa me je navedel predzadnji
stavek: »Odlično oceno za učiteljevanje pa bo dobil tudi učitelj, ki bo najbolje

analiziral, katere napake so v zapisu in kako bi se jim pri pouku ognil.« Po vsem
tem, kako je stvar zastavljena, nekoliko dvomim o možnosti objektivne ocene.
Vprašanje »Zakaj avto spelje, kaj je pravi vzrok speljevanja«, je nekoliko nesmi-
selno. Če smo napravili analizo vseh sil, ki delujejo pri gibanju avtomobila, naj-
demo matematično relacijo med konstruktivnimi parametri avtomobila, karakte-
ristiko motorja in podlage ter med gibalnimi parametri (pod pogojem, da so enačbe
rešljive). To je največ, kar zanima fizika ali tehnika; vse drugo je filozofija, torej
privatna stvar.

Toda potek in delovanje sil sta pri avtomobilu v resnici preveč zapletena, da bi

lahko napravili njuno analizo na nekaj straneh. Tako npr. ne moremo navpičnih

sil preprosto »kompenzirati«, saj so soudeležene pri navorih, ki nastopajo v enač-

bah gibanja. Zato si je priporočljivo zamisliti poenostavljene "modele, katerih mate-
mmatična analiza je jasna in pregledna.

Tak model je npr. kako strelno orožje (puška, top, lok) na primerni podlagi

(rama oz. roke strelca, lafeta, zemlja) ali telovadec med vajami.
Učiteljeva izjava, da je »motor del avtomobila, torej njegova sila na kolesa no-

tranja sila« pa izzove naslednjo pripombo. Prvič je to, ali je kaka sila notranja

ali ne, odvisno od tega, kaj štejemo k sistemu. Če opazujemo dovolj velik sistem

(npr. vesolje), so vse sile notranje. Za naše potrebe je dovolj, če štejemo k sistemu
poleg avta le še podlago (zemljo); težišče tega sistema je popolnoma neodvisno od

delovanja motorja. Če ni trenja med podlago in kolesi, ne deluje na avto sam

nobena sila z vodoravno komponento in ga delovanje motorja ne more premakniti.

Če pa imamo trenje, lahko deluje na avto sila, ki ga poganja. To ni sila motorja na

kolesa, temveč sila podlage na kolesa, ki je po zakonu o vzajemnem učinku na-

sprotno enaka sili koles na podlago. Moje mišice so tudi del mojega telesa, toda

sila podlage na roke ali noge, ki nastopi zaradi delovanja mišic, je zunanja sila.



Vpletanje trenja in lepljenja je nepotrebno, saj gre tudi brez trenja, npr. pri

zobati železnici, letalu, ladji idr.

Pokojni Newton je moral požreti marsikateri očitek na račun svojega absolut-

nega prostora. Prostor si je pač predstavljal kot nekaj absolutnega, tako je z njim

računal in to naglas povedal. Današnji fiziki ne delajo več zadnje Newtonove

napake. Toda nekateri od njih imajo prostor kljub vsemu za nekaj absolutnega.

Če namreč trde, da je trenje vedno sila, ki gibanje samo zavira — ne pa tudi po-

spešuje, imajo gibanje in s tem tudi prostor za nekaj absolutnega.

Ker je gibanje torej relativno in ga lahko opišemo in razumemo različno

(v različnih koordinatnih sistemih), je nemogoče, da bi bila neka sila v vseh po-

gledih (v vseh koordinatnih sistemih) zaviralna. Trenje med kolesom in podlago

preprečuje gibanje kolesa glede na podlago, omogoča in povzroča pa gibanje (po

domače: vožnjo) avtomobila. Kako se to dogaja v podrobnostih, nam pokaže ana-

liza sil, v katero pa se tu ne moremo spuščati.

Lahko pa napravimo v mislih nekaj, kar počno včasih šoferji: pod spodrsava-

joče kolo podložimo desko ali kaj podobnega.

Tedaj je mogoče, da kolo desko izvrže zaradi sile trenja med desko in kolesom,
če je sila dovolj velika. Če pa je sila trenja med desko in podlago večja, prepreči

gibanje deske, ne glede na to, ali avto spelje ali ne. Lahko pa pritegnemo zavore

ter desko vlečemo po tleh, z njo vred pa tudi avtomobil. Očitno je, da bo »zaviral-

na sila trenje« med desko in kolesom povzročala gibanje avtomobila. Če pa popu-
stimo zavore ter desko dovolj hitro potegnemo, bo avtomobil ostal na mestu, ker

bo »zaviralna sila vztrajnost« močnejša od »zaviralne sile trenja«.

Lahko pa si mislimo namesto deske železniški vagon in zaradi varnosti avto-

imobil še dobro privežemo ter kolesa zagozdimo. Tako smo dobili dodatno silo

trenja, torej dodatne »zaviralne sile«. Toda po zaslugi teh »zaviralnih sil« bo avto-

mobil varno opravil svoje gibanje do namenske postaje. Upam, da je stvar dovolj

jasna in da lahko neham.

Še prej pa bi, čeprav nisem učitelj, dal univerzalen odgovor na vprašanje, kako

se ognemo napakam pri pouku fizike: tako, da jih ne delamo.

Jurij V dovič

SPREMINJANJE RADIJA KEFEIDE

Pri pojasnjevanju značilnosti kefeid se pojavi več vprašanj. Eno takih je vpra-

šanje: kolikšna je sprememba radija kefeide pri spremembi sija.

Na vprašanje lahko odgovorimo takole: Vzemimo, da zvezda seva kot črno telo

po Stefanovem zakonu. Gostota svetlobnega toka, ki prihaja od zvezde na Zemljo,

je jc R?T4, Tu je R radij zvezde, T pa absolutna temperatura njene fotosfere. Sledi

dj/j — 2dR/R - 4dT/T. Ker velja še j x 10-9,4m, če pomeni m magnitudo zvezde, je

dj/j <—04ln10.dm (11.

Relativna sprememba povprečnega radija kefeide je tedaj dR/R< 0,2In10.

.dm - 2dTJT |. Če je dm>90, je dT < 0 in obratno.

Za o Kefeja je amplituda nihanja sija dm — 0,8 magnitude, fotosferska tempe-

ratura zvezde pa niha približno med 6300 K (ob maksimalnem siju, ko kaže kefeida

značilnost zvezde spektralnega tipa F5) in 5400 K (ob minimalnem siju; G2) [2].

Sledi, da je dR/R < 6"%6, kar zares približno ustreza velikosti spreminjanja radija

pri kefeidah tipa ad Kefeja [3], [4].

Povprečni radij 8 Kefeja je okoli 45 radijev Sonca in se torej spreminja za

okoli 2,5 radija Sonca.

Marijan Prosen
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4. april je praznik študentov beograjske Univerze. V njegovo počastitev so štu-

dentje matematike Prirodoslovno-matematične fakultete PMF v Beogradu tudi letos

povabili svoje kolege z jugoslovanskih in nekaterih tujih univerz na zvezno in

mednarodno tekmovanje študentov matematike ISTAM. Naš Oddelek za matema-

tiko Fakultete FNT v Ljubljani so zastopali:

Mihael Perman iz 2. letnika

Robert Bončina iz 3. letnika in

John S. Taylor iz 4. letnika.

Od skupno 11 ekip je bilo 5 tujih, po ena iz Krakowa (Poljska), Leipziga (NDR) in

Szegeda (Madžarska) ter dve iz Prage (ČSSR).

Naše bivanje v Beogradu je bilo zelo prijetno. V petek, 3. aprila, je bila na

PMF po položitvi venca v spomin žrtvam predvojne kaznilnice Glavnjača otvorit-

vena prireditev. Na njej je poleg umetnikov — študentov sodeloval priznani zbor

KUD Žikica Jovanovič-Španac. V soboto dopoldne je bilo tekmovanje, zvečer pa
smo bili vsi povabljeni v center Sava na osrednjo prireditev v počastitev praznika.

To je bil nepozaben večer. Naslednji dan je bil organiziran izlet na Avalo, zvečer

pa se je tekmovanje končalo s podelitvijo nagrad in skupno večerjo.

Ekipno je zmagala ekipa Prage s 167 od možnih 300 točk, kar kaže na izredno

težavnost nalog. Naša ekipa je dosegla 8. mesto. Izredno uspešen je bil naš John

Taylor, ki je reševal naloge iz funkcionalne analize in numerične analize in s 73

od 100 možnih točk dosegel tretje mesto v konkurenci posameznikov. V skupini 1.

in 2. letnik je bil najboljši Danko Jocič iz Beograda, v skupini 3. in 4. letnik pa

P. Pyrih iz Prage.

Poglejmo še probleme, ki so jih reševali tekmovalci. Naj pripomnim, da so bile

nekatere naloge slabo formulirane, tako da so kljub mojemu trudu verjetno neka-

tere od pomanjkljivosti še vedno ostale. Bralcem se zanje opravičujem.

Naloge za 1. in 2. letnik

l. Naj bo

a,c,i— zl , u—2" (n—3', , (— bm
H 1! 21 3! — G—D!

Dokaži, da je lim a, <

ji—> oo

2. Naj bo f zvezna funkcija na intervalu (a, 5), za katero je

h A

lim ( hoš j (x -- u) -- f(x — uw —2f(x)] du s ()
ho a

za vsak x € (a, D). Dokaži, da je f linearna funkcija.

3. Naj bo K polje (— komutativen obseg), K[x] kolobar polinomov v x s koe-

ficienti iz K im

P, (x) — xn — xšn - zžna— an -],neN

Poišči množico vseh tistih naravnih števil n, za katera polinom P, deli P,.

4. Označimo z M, vektorski prostor vseh magičnih kvadratov dimenzije N nad

poljem K. Določi dimenzijo M, in poišči vsaj eno bazo tega prostora.

(Opomba pisca: magični kvadrat imenujemo matriko, v kateri so vsote ele-

mentov v posameznih vrsticah, v posameznih stolpcih in na obeh glavnih diago-

nalah med seboj enake).
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Naloge za 3. in 4. letnik

Funkcionalna analiza

1. Naj bosta X - 40) in Y normirana linearna prostora nad obsegom realnih

ali kompleksnih števil. Dokaži: če je prostor B(X, Y) vseh omejenih linearnih pre-

slikav iz X v Y poln, je tudi Y poln.

2. Naj bo A: C(X)—> C(Y) izometrični izomorfizem realnih Banachovih prosto-

rov, pri čemer sta X in Y kompaktna metrična prostora. Dokaži, da obstaja homeo-

morfizem g: Y — X in zvezna funkcija 4(y) z vrednostma dt 1 na Y, tako da ima A

reprezentacijo

(Af) (9) < a(9) .f(e(v)) za vsak ye Y, feEC(X).

Topologija

1. Ali je vsak lokalno kompakten T;-prostor, katerega komponente povezanosti

so točke, 0-dimenzionalen?

2. Naj bo X topološki prostor, Y njegova kompaktifikacija z eno točko in Z

njegova kompaktifikacija z dvema točkama. Poišči primer prostora X, za katerega

sta Y in Z homeomorfna in je Y Hausdorffov. Ali ima tako izbran prostor X za

vsako naravno število x > 2 kompaktifikacijo z n točkami, homeomorfno prosto-

ru Y?

Algebra

1. Grupa G je kvazikomutativna, če zadošča aksiomu

(VA, y) (xy — yx ali x? — y?)

(1) Ali obstaja kvazikomutativna grupa, ki ni komutativna?

(ii) Naj bo [' kakšna množica identitet, ki veljajo v kakšnih grupah (primer:

identiteta xy — yx velja natanko v Abelovih grupah). Priredimo množici T razred K,

vseh kvazikomutativnih grup, v katerih veljajo vse identitete iz T. Ali obstaja taka

družina T, da vsebuje razred K, nekomutativno grupo?

2. Naj bo K razred vseh komutativnih kolobarjev z enoto, v katerih velja aksiom

(Vx, y) (e< ye (txt ay) (ty t yx) <1)

Dokaži ali ovrzi trditev: razred K je zaprt za homomortizme kolobarjev (homo-

morina slika kolobarja iz K je spet v K).

Realna analiza

1. Naj bo f realna zvezna funkcija na intervalu [4,0], ki ima končen odvod f'(x)
v vseh razen morda števno mnogo točkah x iz (a,b) in je f € L,([a, b]). Dokaži, da

je f absolutno zvezna na [a, 2].

2. Naj bo X < [0,1). Za vsako naravno število nm označimo z M, družino vseh

podmnožic Ac X, ki jih lahko predstavimo v obliki

21.1

A ču (B - k.2—-nj

kjer je B neka Lebesguovo merljiva podmnožica intervala [0,2—n). Dokaži, da je

vsaka družina M, o-algebra in M;, > M; > M5; >... Označimo

n<—]

Dokaži: če je A< Mo, je njena Lebesguova mera bodisi 0 bodisi l.
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Kompleksna analiza

1. Naj bo j(z) regularna analitična funkcija na zaprtem disku (4z€C, [z—aj < r).
a) Dokaži

f(a) < um | uli). e-it di
nY

kjer je

u(t) < Refla - reit), te [0,27]

b) Dokaži, da iz f((a)<— 1 in u(i) >0 (0 < ft < 2x) sledi

; 2
IF)|<-

tl
2. Dana je funkcija f(z) — exp (—) Označimo z Z družino vseh krivulj,

ki ležijo v enotnem disku (4zeC, |z| < 1) in jih funkcija f(/(z)) preslika v krožnico
WwEC, ii — l/e).

Dokaži, da vsota dolžin vseh krivulj iz Z ni končna.

Numerična analiza

1. Označimo z A([0,1]; C) množico vseh na [0,1] absolutno zveznih funkcij f, za

katere je
1

[IPOD dxsc (C>0

Ali obstaja kvadraturna formula

N

Sy() < ZD;.J(x)) (DjER, OS<xi<...< xy sl)

jel

za katero je

sup | f(x) dr—Sy(f) |; fEAM,11; 0) -

2. V linearnem sistemu enačb Ax f je matrika A velikosti n X n enaka vsoti

A: t A» pozitivno definitnih matrik A; in Ax. Za aproksimativno reševanje sistema
je predlagana naslednja iterativna metoda:

X(Et3) — x(k) — 7. (A,(xEt, -- x(4)) — 2f,)

XETI) —< x(kti) — 7. (Aa(xETD) -- x(ket,)) — 22)

k<0,1,2,..., fuižfačfj, 1>0

Dokaži, da zaporedje 1(x(£t3) -- x(X) konvergira k rešitvi sistema.

Diferencialne enačbe

1. Dana je Webrova diferencialna enačba

y" —xy —ay <0 (a< konstanta, a%51

Dokaži, da rešitev te enačbe, določena z začetnima pogojema y(0) < 1, y(0)) <— 0,

zadošča za x > 0 neenakostma

x? X? (x? |exp (Z) s (4) sel? (2,ta))
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2. Dana je diferencialna enačba

(E) ay"—(x tab tc).y -(blx-c-d.y<—0, a, b, c, d < konst.

VA zamenjavo spremenljivke jo spremeni v diferencialno enačbo, katere partikularni

rešitvi lahko najdeš z razvojem v potenčno vrsto. Nato določi splošno rešitev
enačbe (E).

Verjetnostni račun

1. Naj bo X nenegativna slučajna spremenljivka, slučajna spremenljivka Y pa

enakomerno porazdeljena na intervalu (0, X). Naj bo Z < X —Y. Dokaži, da sta Y

in Z neodvisni natanko tedaj, ko ima X gostoto

a?x.e-ar, če je x>0

IG) <0, če je x<0
za neki a>O0. |

2. Naj bo (X,, ne Nj) zaporedje neodvisnih enako porazdeljenih slučajnih spre-

menljivk in

P(X, <<) <P(X,< |)< 4

Označimo
H

— 9 X,(neN) in
PI —

P(m, n) — P(Sa; — 0 za kakšen j, m <j<m rn)

Izračunaj P(m, nn) - P(n, m) za m>l, n > 1.

Programiranje

1. Pred nami je 12 enakih kroglic, oštevilčenih s števili od 1 do 12. Teže enajstih

kroglic so enake, teža ene od kroglic pa je drugačna, ne vemo pa, ali je lažja ali

težja. Napiši diagram poteka za postopek, ki s tremi tehtanji na tehtnici z dvema

skodelicama ugotovi, katera od kroglic je različna od drugih in ali je lažja ali

težja.

Datoteka na disku vsebuje 12 zapisov s težami posameznih kroglic. Na voljo ti

je podprogram, ki simulira tehtnico z dvema skodelicama. Napiši program, ki bo

rešil zastavljeno nalogo s tremi klici podprograma.

2. Napiši podprogram, ki uredi realna števila danega polja v nepadajoče za-

poredje.

Dana so tri polja z m, na in ns elementi. Združimo jih v skupno polje in ga
z danim podprogramom uredimo nepadajoče. V tako urejenem polju naj bo niz

vsaka 'maksimalna podmnožica zaporednih elementov, ki pripadajo istemu začet-

nemu polju. (Primer: če dobimo iz začetnih polj (xi, ..., X5), (Yi, Y2) in (Zi, Za, Z9) po

ureditvi polje

(X3, Xi, V1, Za, Za, Xa, X5, Xu, Y2)
rr, sava ao Smnnatii m ao

vsebuje to polje 5 nizov.)

Napiši program, ki samo z uporabo danega podprograma prešteje število nizov.

France Forstnerič
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Jelica ČEH

Marija JAGER

Marija KIDRIČ

Brigita KISELAK

Janko KOGELNIK
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Marija SLUGA
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Olga ZAKAL
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« Seznam diplomantov iz leta 1980 je bil objavljen v Obzornik mat. fiz. 28 (1981),
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