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LETNIK 29. — STEVILKA 3

OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
LIJUBLJANA, MAJ 1982

Glavni urednik: Edvard Kramar, odgovorni urednik: Janez Strnad.

Uredniski odbor: France Avsec, gimnazija Kranj; Robert Blinc, FNT; Alojz
Kodre, FNT; France Kvaternik, tehniska Sola za lesarstvo, Ljubljana; Peter Legisa,
ENT; Joze Lep, VTS, Maribor; Anton Moljk, FNT; Mitja Rosina, FNT; Tomaz
Skulj, Iskra, Ljubljana; Janez Strnad (urednik za fiziko), FNT; Anton Suhadolc
(urednik za matematiko), FNT; Ciril Velkovrh (urednik), FNT; Ivan Vidav, FNT;
jezikovni pregled Marija Janezic, institut za slovenski jezik SAZU. Slike je narisal
Miha Stalec.

Naroc¢nina: za posameznike 300.— din (za Clane drustva je Ze vraCunana c¢lana-
rina), za dijake in Studente 150.— din, za ustanove in podjetja 500.— din, za tujino
20 $ = 800.— din, posamezna Stevilka 100.— din, dvojna Stevilka 200.— din.

Dopise poSiljajte in list narocCajte na naslov: Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov SRS — Komisija za tisk — Obzornik za matematiko in fiziko, 61111
Ljubljana, Jadranska 19, p.p. 6, tel. (061) 265-061/53, ziro racun 50101-678-47233.

Tiska tiskara Ljudske pravice v Ljubljani, Kopitarjeva ul. 2. Naklada 1500 iz-
vodov.

Izdajo revije sofinancirata Izobrazevalna skupnost Slovenije in Raziskovalna
skupnost Slovenije.
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Od tod sledi, da je afina geometrija splosnejsa od evklidske. Vsi izreki
afine geometrije so tudi izreki evklidske geometrije. Narobe pa ni res. Pita-
gorov izrek na primer ne sodi v afino geometrijo.

Sistem aksiomov za evklidsko geometrijo je prece] kompliciran. To je
razumljivo, saj imata ravnina in prostor bogato strukturo. Bistvene lastnosti
afine ravnine pa dobimo Ze iz preprostejSega sistema aksimov. Trije aksiomi
zadosCajo, da lahko opredelimo koordinatni sistem, v katerem ima vsaka
toCka dve koordinati, in da priredimo vsaki premici enacbo. Vendar koordi-
nate niso realna Stevila. Mnozica I', katere elementi so koordinate, ima, po-
dobno kakor mnoZica realnih stevil, neko algebrsko strukturo, ki pa ni struk-
tura obsega.

2.

Afino ravnino .o/ sestavljata dve neprazni mnozici. Elemente prve imenu-
jemo tocke, elemente druge pa premice. Vsaka premica je neka podmnoZica
mnozice to¢k. Toc¢ka T lezi na premici p, Ce je T element podmnozice p, tedaj]
T ep. V tem primeru tudi pravimo, da gre premica p skozi toCko 7. Skupno
tocko dveh premic p in ¢ imenujemo presecisce.

Definicija. Prem
nimata nobene skupne tocke.

Za mnozico toCk in druzino premic afine ravnine ./ naj veljajo aksiomi:
skozi P in Q

</ 2. Naj bo P poljubna to¢ka in p poljubna premica. Obstaja ena in samo
ena premica p’, ki gre skozi toCko P in je vzporedna s premico p.

& 3. Obstajajo vsaj tri tocCke, ki ne leze na isti premici.

T1 aksiomi so ocitno izpolnjeni v evklidski ravnini.
Zato je evklidska ravnina model za afino ravnino. Ni pa
to edini model. Obstajajo afine ravnine, na katerih je
samo koncno Stevilo toCk. Vzemimo v evklidski ravnini
kvadrat. Naj sestoji mnozica toCk afine ravnine .o/ iz
oglis¢ A, B, C, D tega kvadrata, mnoZica premic pa iz
stirth stranic in obeh diagonal kvadrata (Sl. 1). Brez
tezave se brz prepricamo, da so za to mnoZico tock in
e to mnozico premic izpolnjeni aksiomis/1 —73. Diago-
Slika 1 | nali AC in BD sta tu vzporednici, ker preseciS¢e diago-
nal ni toCka nasega modela. | |
Premico p, ki gre skozi tocki P in Q in je po /1 natanko dolocena, ime-
nujemo zveznica tock P in Q in oznac¢imo s PQ. Aksiom .« 1 pove, da imata
dve razli¢ni premici kvecjemu eno skupno toclko. Ce sta torej premici p in g
razlicni in nista vzporedni, se seCeta v natanko dolo¢eni tocCki. Pri tem je
presecis¢e T = pM q.

Izrek 1. Vzporednost je ekvivalen¢na relacija.

Dokaz tega izreka je preprost. Bralec ga najde v [2], str. 35.

Vzporednost kot ekvivalenCna relacija razdeli mnoZico premic afine rav-
nine &/ na ekvivalen¢ne razrede. Ekvivalen¢ni razred imenujemo Sop vzpored-
nic. Sop vzporednic, v katerem je premica p, sestoji iz vseh premic, ki so
vzporedne s p.

Prav tako preprosta posledica aksiomcov je

Aksiomi za afino ravnino
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strmino 0, enotna premica pa strmino 1. Premici p in p’ sta vzporedni natanko
tedaj, kadar imata isto strmino.

All obstaja premica s strmino m pri poljubnem me I'? Toc¢ka P s koordi-
natama (1, m) leZi na premici strmin. Zveznica OP je olitno premica s strmino
m. Takoj tudi vidimo, da za vsako tocko P, in vsak mi e I' obstaja premica p,
ki gre skozi P, in ima strmino .

Slika 3 Slika 4

Vzemimo poljubne elemente a, m, b e I'. ToCka (0, b) = B lezi na ordinatni
osi. Naj bo p premica, ki gre skozi B in ima strmino m. Je natankc dolocena.
Nadalje naj bo 7 premica ki gre skozi toCko A = (a,0) na abscisni osi in je
‘vzporedna z ordinatno osjo. Vse to¢ke na r-imajo absciso a. Premici p in r
nista vzporedni in se zato seCeta v neki toCki P = (a, ¢) (Sl. 4). Iz konstrukcije
se vidi, da je ordinata ¢ dolo¢ena z elementi a, m, b. Zato piSimo ¢ = T(a, m, b).
Tako smo dobili preslikavo T, ki vsaki urejeni trojki (a, m, b) elementov 1z [
priredi natanko dolo¢en element 7'(q, m, b) e I'. Tdko preslikavo imenujemo
ternarna operacija. Deluje v mnozici [

Element b dolo¢a to¢ko B = (0,b) na ordinatni osi. Premlca p gre skozi
B in ima strmino m. TocCka s koordinatama (x, y) leZzi na njej natanko tedaj,
kadar je y = T'(x, m, b). To je neposredno razvidno iz definicije ternarne ope-
racije in iz tega, da vzporednica z ordinatno osjo seCe premico p, ki ni vzpo-
redna s to osjo, v natanko dolocCeni tocki. Zato lahko vzamemo, da je

y = 1(x, m, b) (3)
enacba premlce p. Tako smo priredili enacbo vsaki premici, ki ni vzporedna
z ordinainc wJu Ce pa je p vzporedna z 0sjo (y) 1n seCe os (x) v toCki A =

= (a,0), imajo vse tocke na njej absciso a. Zato lahko reCemo, da je x = a
enacba vzporednice z 0sjo (y).
NasStejmo zdaj osnovne lastnosti ternarne operacije 1.
(T,) T, m,b) = 1(a,0, b) = b pri poljubnih a, m, be I
(Tz) T(a 1,0) =7T(1,a,0) =azavsak ael’
(T,) Naj bodo m, m’, b, b’ € I' poljubni in m" 5= m. Enacba
T(x, m, b) = T(x, m’, b’) (4)

ima natanko dolodeno resitev xe ['. |

(T,) Naj bodo a, a’, ¢, ¢’e I" poljubni in a’ 3= a. Sistem enacb
. T(a,x,y) = c in T(d, x,y) = ¢’ - (5)
ima natanko dolo¢eno resitev x, yve . |

(T,) Pri poljubnih g, m, ¢ e I' je enoli¢no resljiva na x enacba

T(a, m, x) = C | (6)
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Dokaz. (S,). Definicija (7) in lastnost (T,) operacije T povesta, da je
a+0=17T(@,1,0) = a. Lastnost (T,) pa nam da se 0 +a =T7(0,1, a) = a. Torej
je 0 nevtralni element za sestevanje

(S,). Prvo enaCbo (8) zapiSemo v obliki T(a, 1,x) = b. Lasmost (T,) pove,
da ima ta enacba natanko doioceno resitev x. Drugo enacbo (8) pa zapiSimo
v obliki T(y,1,a) = b =T(y,0,b). Ker 10, je po (T,) tudi ta enaCba eno-
li¢no re$ljiva na y.

- Ce bi za seStevanje veljal zakon asociativnosti, bi bila (I", +) grupa. Ven-
dar zakona asociativnosti ne moremo izpeljati iz lastnosti (T,) — (T,) ternarne
operacije T oziroma iz aksiomov &/ 1 —.f 3.

Algebrsko strukturo (I', +), ki izpolnjuje pogoja (S,) in (S,), imenujemo
kvazigrupa (anglesko loop). Kvazigrupa je posploSitev pojma grupe. Kvazi-
orupa je namreC grupa, ce velja v njej zakon asociativnosti.

Za poljubna elementa a, b e I postavimo

ab = T(a, b, 0) (9)

To binarno operacijo v I' imenujemo mnozenje in oznacimo s ., ki je ponavadi
ne pisemo. Mnozenje ima tele lastnosti:

M,) a.0=0.a=0za vsak aerl

(M) aiziamazaysakaef

(M.,) ée sta a in b oba razliéna od 0, je tudi ab =0

4) 7a vsak aeI', a=E0, in vsak b e I" sta enoli¢no resljivi enacbi

ax—=b in ya=b (10)

Dokaz. (M,). Iz definicije (9) in (T,) dobimo a.0 =7(a,0,0) =0in 0.a =
= 1(0,a,0) = 0.

Lasmost (M,) je kar (T)).

(M,). Naj bosta a==0 in b == 0. Premica p z enatbo y = T(x, b, 0) gre skozi
izhodlsce in ima strmino b. Ker b Z=0, p ni abscisna os. Zato y = T(x, b,0) 3= 0
za vsak x==0. Od tod ab = T(a, b, 0) 3=0.

(M,). Naj bo a=Z=0. Prvo enac¢bo (10) zapiSemo v obliki T(a, x,0) = b.

i

Ogle]mo si zdaj sistem enacb
T(a,x,v)=b in T10,x,y9)=0

Ker a==0, ima ta sistem po (T, natanko doloCeno reSitev (x,,y,). Druga
enacba pove, da je y, = 17(0,x,,y,) = 0. Torej ax, = T(a, x,,0) = T(a, x,,vy,) = b.

Drugo enacbo (10) pa lahko zapiSemo v Obhlﬂ T(v,a,0) = T(v,0,b). Ker
a =0, ima po (T,) natanko doloCeno resitev y,.

OznacCimo z I'* mnozico I brez elementa 0. Lastnost (M,) pove, da je I'*
zaprta za mnozenje. Torej je v njej . binarna operacija. I adalje je 1 nevtralni
element za mnozenje, enacbi ax = b in ya = b pa sta v I'* vselej reSljivi. Od
tod vidimo, da ima tudi (I, .) strukturo kvazigrupe.

Planarni ternarni kolobar je zelo podoben obiCajnemu kolobarju in celo
obsegu. Pa¢ pa v njem ne veljajo asociativnhostna zakona za seStevanje In
mnozenje in distributivnostni zakon.

6. Desarguesov in Pappusov izrek

Asociativnostna zakona za seStevanje in mnoZenje sta v planarnem ter-
narnem kolobarju tesno povezana z veljavnostjo posebnih primerov Desar-
cuesovega izreka v afini ravnini. Oglejmo si najprej
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operaciji seStevanja in mnozenja pa se v (I',T) ujemata s tema operacijama
v obsegu I

-V afini ravnini &/, ki sestoji iz Stirih tocCk, pogoja izrekov D, in D, ne
moreta biti izpolnjena, ker na ./ ni 6 razlicnih tock. Ni pa tezko videti, da je
v tem primeru koordinatni kolobar obseg Z,, ki ima samo dva elementa 0 in 1.

Koordinatni kolobar za evklidsko ravnino je obseg realnih Stevil, ki je
komutativen. Kaksno dodatno lastnost mora imeti afina ravnina, da je koor-
dinatni kolobar komutativen obseg? Komutativnhost mnozenja je povezana
z veljavnostjo Pappusovega 1zreka.

Pappusov izrek. Naj bodo P, Q, R razli¢ne to¢ke na premici p in P’,Q’, R’
razli¢ne tofke na premici g. Vse te tofke naj bodo razli¢ne od presediséa
p N g = O. Ce je zveznica PR’ vzporedna z zveznico RQ’, zveznica RP’ pa vzpo-
redna z QR’, je tudi zveznica PP’ vzpo-
redna z QQ’. (Sl. 7))

Pappusov izrek se ne da dokazati iz
aksiomov .o/1—473 in izrekov D, ter D
Velja namrec

Izrek 4. Koordinatni kolobar Desar-
guesove afine ravnine .o/ je komutati-
n obseg natanko tedaj, kadar velja

v ravnini .o/ Pappusov izrek.
p Dokaze za izreka 3 in 4 in za druge
Slika 7 v tem razdelku navedene trditve najde
bralec v knjigi [1], str. 80—100.

V tem beznem pregledu smo obravnavali le ravninsko afino geometrijo.
V prostorski geometriji imamo poleg toCk in premic Se ravnine. Aksiomi za
afini prostor so prva skupina aksiomov Hilbertovega sistema in aksiom
o vzporednicah. Desarguesov izrek tu vselej velja, je namrel posledica pro-
storskih aksiomov. Od tod sledi, da je koordinatni kolobar v vsakem afinem
prostoru obseg. Algebrske strukture, ki so posplositve obsega, dobimo torej
samo pri ravninskih geometrijah. Zato je z algebrskega staliSca najbolj zani-
miv Studij afinih ravnin.

Na koncu se povrnimo Se k afinim transformacijam. Izreka D, in D,
veljata v afini ravnini & tedaj, kadar je grupa afinih transformacij dovolj
bogata. Pri tem imajo pomembno vlogo afine transformacije, ki vsako premi-
co ravnine ./ preslikajo v vzporedno premico. Izkaze se, da ima taka trans-
formacija, ¢e ni identi¢na preslikava, natanko eno negibno toCko ali pa nobe-
ne. V prvem primeru se imenuje razteg, v drugem pa translacija ali vzporedni
premik. Translacija je natanko doloCena s sliko ene tocke, razteg pa s slikama
dveh tocCk, pri tem mora biti zveznica P'Q’ preslikanih toCk vzporedna zvez-
nici PQ originalnih to¢k P in Q. Toda aksiomi /1 —./3 ne povedo, ali te
translacije in raztegi obstajajo. Dokazati se da, da velja v ravnini .« izrek D,
natanko tedaj, kadar za vsak par toCk P in Q obstaja translacija, ki preslika
P v Q. Izrek D, pa velja natanko tedaj, kadar za poljubne razii¢cne kolinearne
tocke P,Q, R obstaja razteg, ki ima negibno toCko P in preslika Q v R.

23
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1.5. Definicija. Naj bodo Ay, As, ..., A, take tocke v ravnini J], da se zaprte
daljice AiAs, AsAs, ..., A, 1A, stikajo le v teh tockah, sicer pa nimajo skupnih
tock. Unijo zaprtih daljic AjA; U A;A3 U ... U A, A, imenujemo lomljeno ¢érto
(z oglisCi A4, A, ..., A, in stranicami AiAs, AsAs, ..., A,_4A,). Ce je Ay = A,,
pravimo tej crti poligonalna kroznica, ¢e je A;== A,, pa poligonalen lok (ki
veze A1 in An)

1.6. Izrek. Naj bo .# mmnoZica v ravnini I1. Ce za poljubni tocki iz .4 ob-
staja poligonalen Ilok, ki ju veZe in ki leZi v M, je mnoZica 4 povezana.

Dokaz glej v [3], str. 186, 187. — Po tem izreku so ocitno povezane na
primer vse konveksne mnozice v ravnini. |

An-f

Slika 2

Sh’_ka 3

1.7. Definicija. Bodita of, # mnoZici v ravuini II in f : o/ — % poljubna pre-
slikava (funkcija). Preslikava f je zvezna, e velja za vsako tocko X e <7 : k po-
ljubni okolici U tocke f(X)eZ# obstaja taka okolica tocke X, ki se z f presli-
ka v %.

1.8. Definicija. Preslikava f:.o % je homeomorfizem, e je zvezna in
mjefcfwna ter je tudi inverzna preslikava {-1: % — o zvezna. — MnoZici .of
in & v II sta homeomorfni, ée obstaja kak homeomorfizem f:of —~B.

Homeomorfnost je ekvivalen¢na relacija med mnozicami v ravnini 7. Upo-
Stevati je mamreC treba, da je identiCna preslikava homeomorfizem, da je
inverzna preslikava homeomorfizma spet homeomorfizem in da je kompomw
tum dveh homeomorfizmov spet homeomorfizem. |

Za primer homeomorﬁzma se izkaZe vsaka afina preslikava (transformacx-
ja) f: II = II ravnine J]. O¢itno sta potem poljubna zaprta (ali odprta) trikot-
nika AABC in NA'B'C’ homeomorfna Obstaja namreC taka afina preslikava
f:a—>mn da je f(4) = 4, f(B) = B’, f(C) = C’ in se tedaj AABC z f preslika
na AA’ 'C’. |

- Mnozica v ravnini /7, ki je homeomorfna kroznici, se imenuje enostavno
sklen;ena krivulja (slika 3). Primer zanjo je med drugim poljubna poligonal-
na kroZnica (saj je homeomorfna robu trikotnika, ta pa kroZnici).

Za konec razdelka bomo izpe]_jaﬁ dve geometrijski ugotovi‘wi o poligonal-
nih kroznicah, ki ju bomo rabili pri dokazovanju J ordanovega. in Schoenflieso-
vega izreka. |

1.9. Trditev. Ce ima poligonalna kroinica k v ravnini II vsaj Stiri ogliséa,
obstaja daljica, ki spaja dve njeni oglisci in razen v njiju ne seka k.

Dokaz. Naj bodo Ay, A3, A3 zaporedna, nekolinearna ogliS¢a kroznice k. Nasi
trditvi ustreza daljica AiAg, Ce razen v A; in Az ne seka k. V nasprotnem pri-
meru pa vsaj eno oglisCe od k lezi znotraj daljice A;A3 ali znotraj trikotnika
AN\AiAxAs (slika 4). (Stranica od k, ki seka A;A;, mora namre¢ imet eno kra-
jis¢e v AA;ApA3.) Skozi vsa oglisCa kroznice k, ki so znotraj A;A; ali znotraj
/N\AiAs4s, poiommo vzporednice k premici skozi A4, A;. Naj bo p tista vzpo-
rednica, ki je najblizja ogliS¢u As. Premica p seka stranici 4;4y in AsAs v tod-
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Komplement Ck je tedaj po 1.4 nepovezan. Enostavno sklenjena krivulja
k tako razdeli ravnino na dva »kosa« — prav tako kakor jo razdeli premica
ali rob trikotnika (glej tu str. 00).

Izkaze se, da je ena od mnozic o/ in % v 2.1 omejena in druga neomejena;
prvo imenujemo notranje polje, drugo pa zunanje polje krivulje k. O tem
glej [8], str. 139; v [8] je tudi izCrpno razloZzen pomen Jordanovega izreka in
podana njegova razSiritev na visje dimenzije. V [3] pa najdemo na str. 14—17
zanimiv primer uporabe nasega izreka.

Izrek 2.1 seveda obvelja, ¢e za k vzamemo poligonalno kroznico, saj je ta
poseben primer enostavno sklenjene krivulje. — Tu bomo izpeljali:

Dokaz Jordanovega izreka za primer, ko je k poligonalna kroZnica v rav-
nint I1. V komplementu Ck izberimo taksni tocki A in B, da seka daljica AB
kroznico k v eni sami tocCki, ki ni ogliSCe (slika 6). Naj bo .&/ mmnozica, ki
vsebuje toCko A in vse tiste tocCke iz Ck, ki jih lahko povezemo z A s poligo-
nalnim lokom, ki ne seka k. Enako definiramo mnozico £, pri Cemer vzamemo
toCko B namesto A. Mnozici &/ 1n # sta seveda neprazni; za naS dokaz se
moramo Se prepricati, da sta disjunktni, odprti in povezani, da je Ck = &/ U %
in da je k skupni rob za &/ in 4.

Recimo, da imata mnozici &7 in # kaksSno skupno toCko U. Ce je Ud=A
in U &= B, lahko U poveZzemo s tokama A in B s poligonalnima lokoma v Ck.
Unija obeh lokov in daljice AB vsebuje poligonalno kroznico j, ki seka k
v eni sami tocki, ki ni ogliS€e za j ali k. To pa je v protislovju z 1.10. Podobno
dobimo protislovije, ¢e je U = A ali U = B. — Zato je &/ 1% = 0.

Pokazimo, da je poljubna toCka T e/ notranja za o/ in je tako ./ odprta
mnozica. Naj bo r pozitivno S$tevilo, ki je manjsSe od vseh razdalj tocke T od
stranic kroznice k. (Razdalja tocke od daljice je razdalja med to toCko in
njej najblizjo tocko daljice.) Odprti krog 4 (T, r) tedaj ne seka k. Za poljubno

tocko Ve A (T, r) dalji-

ca I’V ne seka k in po-

tem lahko V povezemo
skozi T' s toCko A s po-
ligonalnim lokom v

Ck; torej je Ve

X Krog A4 (T, r) tako lezi
v.e/ in s tem je T not-
ranja tocka za /. —
Enako pokazemo, da
Slika 6 je tudi mnozZica % od-

prta.

Ce sta X in Y poljubni tocki v &, razlicni od B, ju lahko poveZemo s toc¢ko
B s poligonalnima lokoma v Ck. Unija obeh lokov vsebuje poligonalen lok 7,
ki veze X in Y. (Tega dobimo tudi, ¢e je X = B ali Y = B.) Poljubno tocko
Wel, W= B, ocitno lahko povezemo z B s poligonalnim lokom v Ck; torej
je Wed. Lok [ tako lezi v 4. Po 1.6 je tedaj mnozica # povezana. — Enako
dokazemo povezanost mnozice /.

Komplement Ck vsebuje mnozici &/, # in s tem njuno unijo. Pokazali
bomo, da poljubna toCka Z e Ck spada v/ ali v 4 in je tako Ck = A UH. —
Ce daljica AZ ne seka k, je olitno Ze.oZ. Sicer pa obstaja poligonalen lok, ki
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3. Schoenfliesov izrek

Leta 1908 je A. Schoenflies v [6] izpeljal tole dopolnitev Jordanovega izreka:

- 3.1. Schoenfliesov izrek. Naj bo k enostavno sklenjena krivulja v ravnini,
Unija krivulje k in njenega notranjega polja je homeomorfna zaprtemu krogu.

- Vec o tem izreku glej v {8]. Tam je med drugim dokazano, da je izrek 3.1
ckvivalenten naslednji trditvi, ki se zato tudi imenuje po Schoenfliesu:

3.2. Schoenfliesov izrek. Za poljubno enostavno sklenjeno krivuljo k v rav-
nini 11 obstaja tak homeomorfizem f : Il — Il ravnine I, da je f(k) kroZnica.

Seveda ze po definiciji obstaja homeomorfizem med enostavno sklenjeno
krivuljo in kroznico. Izrek 3.2 pa zagotavlja obsto] homeomorfizma celotne
ravnine, ki preslika dano enostavno sklenjeno krivuljo na kroZnico.

Jordanov izrek se izkaze za posledico Schoentliesovega izreka. Po 3.2 je
namrecC lega pojubne enostavno sklenjene krivulje k v ravnini I/ topolosko
enakovredna legi neke kroznice v I/ (zaradi homeomorfizma f : I1 — 11, ki pre-
slika k na kroinico) Ker kroznica deli ravnino na dve polji, ki jima je skupni
rob (v tem primeru sta to notranjost in zunanjost ustreznega kroga), ima tedaj
enako lastnost krivulja k.

Izrek 3.2 seveda obvelja, ¢e za k vzamemo poligonalno kroznico. Za ta
primer ga navadno povemo v tejle obliki:

3.3. Izrek. Za poljubno poligonalno kriZnico k v ravnini Il obstaja tak
homeowmorfizem f: II — II ravnine I, da je f(k) rob trikoinika.

Zamenjava »kroznice« z »robom ftrikotnika« na koncu izreka tu niCesar ne
spremeni: za poljubno kroznico in poljuben trikotnik v ravnini 77 namrec
obstaja homeomorfizem ravnine I7, ki preslika kroznico na rob trikotnika.

Dokazali bomo izrek 3.3 in v ta namen bomo najprej izpeljali naslednji
trditvi 3.4 in 3.5, ki se naslanjata na Jordanov izrek. (V 3.4 je omenjena odprta
daljica (4,,4,): dobimo jo, e (zaprti) daljici A4,,A, odvzamemo obe krajisci.)

3.4. Trditev. Poligonalna kroZnica k v ravnini II naj ima vsaj Stiri oglisca.
Potem ima k dve tak$ni oglis¢i A, in A, da leZi odprta daljica (A,,A;) v no-
tranjem polju kroZnice k.

Dokaz. OcCitno je to poostritev trditve 1.9. Dokaz za 3.4 je prav tak kot
za 1.9, le da tu upostevamo naslednje:

- Poljubna poligonalna kroznica k v ravnini /] ima taksno oglisCe A;, da so
toCke znotraj kota <tA4; ;A4;A;+1, ki so dovolj blizu A4;, vse v notranjem polju
kroznice k.

PrepriCajmo se o tem. Najprej privzemimo, da pri nobenem oglis¢u kroz-
nice k ustrezni stranici ne oklepata 1ztegnjenega kota; sicer taka oglis¢a od-
pravimo. Obhodimo zdaj vso kroznico k. Pri poljubnem ogliSCu se smer ob-
hoda obrne na levo ali na desno. Ce se pri vseh oglis¢ih obrne na levo ali
pri vseh na desno, je kroznica k rob konveksnega mnogokotnika. Notranjost
le-tega je notranje polje kroznice k in poljubno oglis¢e A4; ima tedaj zgoraj
navedeno lastnost. — Ce pa se smer obhoda pri nekaterih ogliS¢ih obrne na
Ievo 1n pri drugih na desno, ima kroznica k taki sosedni oglisCi 4; in A;4+4, da
je pri A; obrat na levo in pri A;+; na desno (slika 8). Izberimo zdaj taki

1 Q, R iz Ck, da seka daljica QR kroznico k v eni sami tocCki, ki lezi
v (4;4;_1). Potem na primer Q lezi znotraj kota <{A4; j4;4;+1 in R znotraj
JA;A;+14;+9. Dalje je ena od tock Q, R v notranjem in druga v zunanjem
polju krozZnice k, kar ugotovimo enako kakor na koncu dokaza Jordanovega
izreka za poligonalne kroznice. Tako je na primer Q v notranjem polju in
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kroznice k odprto daljico (4,,4,,) in notranje polje kroZnice k;. Z rastoéim j
se stevilo oglis¢ pri k; manjSa. Tako pridemo kon¢no do kroznice k; s samo
tremi oglis¢i A; 4, A;, A;+1, ki so zaporedna oglis¢a pri k. Pri tem sta
A; 4A; 1n A;A; sosedni stranici kroznice k, odprta daljica (4;_14;+1) in no-
tranjost trikotnika AA; _14;4;+1 pa lezita v notranjem polju krozZnice k. Zato
NA; _14;A;+1 seka k samo v stranicah A; {A4; in 4A;A;..

Dokaz izreka 3.3 napravimo z indukcijo na Stevilo oglis¢ poligonalne kroz-
nice k. V zacetku indukcije je k rob trikotnika in zanj olitno velja trditev
1zreka 3.3. (Za f vzamemo identi¢no preslikavo.)

Indukcijski korak. Naj bo n poljubno naravno Stevilo. Privzemimo, da
velja trditev v 3.3 za vsako poligonalno kroZnico z n oglis¢i. Naj bo k poli-
gonalna kroznica z n + 1 oglis¢i. Po 3.5 ima k tak$na zaporedna oglis¢a, re-
cimo kar Ai, As, As, da seka trikotnik
NAAAs kroznico k samo v stranicah
AjA; In AsAs. Naj bo B sredisCe stra-
nice A;As. Na premici skozi A, in B iz-
beremo tocki C in D tako, da imamo
vrstni red C, Ay, B, D (slika 10). Pri tem
naj bo C oziroma D dovol] blizu As
oziroma B, tako da cetverokotnik £ z

oglisCi A;CA3D seka kroznico k le v nje-
Slika 10 nih stranicah A;As in AsAs.

Vpeljimo zdaj homeomorfizem g: Z —~ % cCetverokotnika # takole. Naj bo
g(A) = Ay, g(C) =C, g(Ag) = 43, g(D) =D in g(As) = B. Nato razsSirimo g na
trikotnike AA;4,C, NAsd.C, NAiA;D, N\AsA;D: na vsakem od njih naj bo g
afina preslikava, ki je na oglis¢ih Ze predpisana. (Ti trikotniki se z g presli-
kajo zapored na ANA{BC, NA3BC, NA{BD, N\AsBD.) Tako smo dobili homeo-
morfizem g: # — %, ki je na robu Cetverokotnika # identi¢na preslikava. Ce
vzamemo identiteto $e na komplementu C#, dobimo v celoti homeomortizem
g: I1 — II ravnine 1. '

Unija stranic A;4, in AsAs se z g preslika na A;As, vse druge stranice kroz-
nice k pa g ohrani. Torej je g(k) poligonalna kroznica, ki jo dobimo, Ce od k
odvzamemo stranici A;4s in AsA4s ter dodamo A;As. Ker ima g(k) n oglisC (eno
manj kot k), obstaja po predpostavki tak homeomorfizem f: I —II, da je
f(g(k)) rob trikotnika. Trditev v 3.3 s tem velja tudi za kroznico k, saj jo ho-
meomorfizem fg: II — II preslika na rob trikotnika. — Nas izrek je tako z in-
dukcijo dokazan.
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Edine negibne toCke transformacije, to je sebi inverzne tocke, so tocke
kroznice K. Ko opise toCka T neko mnozico v ravnini £ (npr. neko krivuljo),
opiSe njena slika T’ inverzno mnozico (inverzno krivuljo). Tako je npr. kroz-
nica K sama sebi inverzna krivulja, medsebojno inverzni sta njej koncentricni
kroznici s polmeroma r oziroma a?/r. Sama sebi inverzna je tudi poljubna
premica ki poteka skozi sredisce inverzi]’e 0. Seveda pri tem toCko O s pre-
mice odvzamemo.

Ne sme nas zapelJau misel, da bi se odvzemu to¢ke O iz ravnine % 1zogmh
tako da bi inverzijo dopolnili s predpisom f(O) = O. Tedaj bi namreC inver-
zija ne bila veC zvezna transformacija. Lahko pa evklidsko ravnino dopolnimo
z neskoncno tocko T, ki jo nato vzamemo kot inverzno tocko sredisca 1n-
verzije pri poljubni kroznici inverzije. Tako dopolnjeno ravnino imenujemo
inverzivna ravnina. Ta interpretacija je zelo udobna. V njej obiCajno na pre-
mice gledamo kot na kroznice, ki potekajo skozi T, in imajo neskoncno velik
polmer.

2. Geometrijska konstrukcija inverzne tocke

Tocko, inverzno dani toCki glede na kroznico K, je moC konstruirati s Se-
stilom in ravnilom. Poglejmo.

Loc¢imo dva primera, glede na to ali lezi toCka T zunaj ali znotraj kroznice
K. Za tocCke s kroznice K vemo, da so negibne.

Naj bo T najprej toéka ki lezi znotraj K in je razlicna od O (slika 1).
risimo tangentl na kroznico K. Tangenti se seka‘ta na poltraku OT prav
v tocki 77, inverzni toCki toCke T.

Slika 1 ' ' Slika 2

Res. Pravokotna trikotnika AOTA in AOAT’ imata pri oglis¢u O
kot in sta tedaj podobna. Od tod takoj sledi

OT :a = a:OT

skupen

kar da OT . OT’ = a®.

Naj sedaj lezi toCka T zunaj kroznice K. V tem primeru konstruiramo iz
to¢ke T tangenti na K in spojimo dotikali$¢i. Preselis¢e dobljene tetive s pol-
trakom OT je iskana toCka 7°. Pri tem tangent pravzaprav ne potrebujemo,
ampak le njuni dotikalis€i s kroznico K. Dejansko delamo tako, da nariSemo
pomozno kroznico s premerom [OI]. ToCka 1" je presecCisCe skupne tetive te
krozZznice in kroznice K s poltrakom OT (Slika 2).
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4. Inverzna slika kroznice

Kot premice, moramo tudi kroznice pri obravnavi razdeliti v dve skupini:
na kroznice, ki potekajo skozi sredisCe inverzije, in na take, ki toCke O ne
vsebujejo. Za prvo skupino velja

Izrek 2. Inverzna slika kroZnice, ki gre skozi sredisce inverzije, je premica.
Ta premica je pravokotna na centralo dane kroZnice in kroZnice inverzije.

Dokaz. Poglejmo kar sliko 3 iz dokaza izreka 1. Naj bo L poljubna kroz-
nica skozi O, ki jo zelimo inverzno preslikati glede na K. Centrala obeh
kroznic seka kroznico L razen v O se v toCki A’. V toCki A4, inverzni sliki
tocke A’, konstruirajmo pravokotnico p na centralo. Inverzna slika premice
p je po dokazu izreka 1 ravno dana kroznica L. Ker pa je inverznost vzajem-
na, takoj sledi, da je premica p inverzna slika kroznice L. S tem je trditev
1izreka v celoti potrjena.

Tudi iz tega dokaza lahko povzamemo metodo za konstrukcijo dani kroz-
nici inverzne premice. Posebno preprosto gre v primeru, ko kroznica L seka
K ali se je dotika. Tedaj je zaradi negibnosti tock kroznice K inverzna slika
kroznice L kar skupna sekanta K in L oziroma njuna skupna tangenta.

Izrek 3. Inverzna slika kroZnice, ki ne poteka skozz sredisce inverzije, |
krozZnica, ki ne gre skozi sredisce mverzz]e

Dokaz. Naj bo K(O,a) kroznica inverzije in L dana KkroZznica, ki ne gre
skozi O (Slika 4). Nada-
ije naj bo T poljubna toc-
ka te kroznice. Ker T ==
== O, obstaja natanko ena
premica skozi O in 1. Ta
premica ima s kroznico L
skupno se tocko S, pri
cemer je lahko T = S.
OznaCimo kot obicajno
Slika 4 tock T in S in definiraj—

mo g(T) = &'

Ko T preteCe kroznico L, preteCe g(T) ofitno ravno njej inverzno krivuljo.
Hitro lahko vidimo, da je g za kroZznico L pravzaprav razteg z negibno tocko
0. Res. Imamo

O 1§~~~y

0S.0S =a> in OT.OS =k

kjer smo s k oznacili potenco tocke O glede na kroznico L. Odtod dobimo
0S8’ = (a2/k) . OT

in, ker so tocke O, §’, T kolinearne, tudi

08 = (a¥/k).OT

Pri tem sta a in k konstanti, neodvisni od izbire to¢ke T na kroZnici L in,
ker je 8" = g(T'), je g za L razteg z negibno tocko O in koeficientom a?/k. Za
raztege pa vemo, da preslikajo kroznice v kroznice.

Po 1zreku 3 torej obstajajo pari kroznic, medsebojno inverznih glede na
dano kroznico inverzije. Pri tem pa se sredi$¢i takih kroZnic z inverzijo ne
preslikata drugo v drugo. Brez dokaza navedimo izrek, ki podaja zvezo med
sredisCema obeh kroznic.
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inverzne iskani. Pri primerni izbiri kroznice inverzije lahko na ta nacin nalogo
mocno poenostavimo. Z inverzijo nato iz dobljene figure dobimo iskano.

O moci metode govori dejstvo, da lahko z njo dokaj enostavno reSimo
sploSno Apolonijevo nalogo: Konstruirati kroznico, ki se dotika treh danih
kroznic. Poseben primer te naloge, ko se dve od danih kroznic reducirata
v to¢ko, si bomo kasneje ogledali kot ilustracijo metode.

V prejsnjem poglavju smo videli, da je mocC tocCko, inverzno dani tocki,
konstruirati s Sestilom in ravnilom. Nadalje je iz vsega, kar smo ugotovili
za inverzne slike premic in krogov, ofitno, da so figuram, sestavljenim le iz
kroznic in premic oziroma njihovih delov, inverzne prav take figure. Od tod
lahko sklepamo, da se da vsaka konstrukcijska naloga, ki je resljiva samo
z uporabo ravnila in Sestila, izvesti zgolj s tema pripomockoma tudi pri upo-
rabi metode inverzije.

Ne bi bili temeljiti, ¢e ne bi na tem mestu omenili, da se da prav z upo-
rabo inverzije zelo preprosto dokazati (sicer starejSa) presenetljiva Mohr-
Mascheronijeva trditev, ki pravi, da lahko vsako geometrijsko konstrukcijo,
izvedljivo z ravnilom in Sestilom, izvedemo samo s Sestilom. Gre seveda za
‘principiaino izvedljivost konstrukéije kjer npr. §tej?emo premico za kon-
struirano, ¢e smo konstruirali dve njeni razlicni tocki, saj ravnih Crt s Sesti-
lom ne moremo vleci.

2. Primera .

Zgled 1. Konstruiraj kmzmco ki gre skozi dam tocki A in B in je orto-

gonalna na dano kroZnico K(O, a) (Slika 5).

Analiza. Oznac¢imo z L iskano kroZnico. Ce za kroZnico inverzije izberemo
kar K(O, a), se L po izreku 5 preslika nase, toCki A in B torej preideta v tocki
A’, B’ te kroznice. Ker tri razlicne nekolinearne toCke kroznico natanko do-
locajo, je za konstrukcijo dovolj poleg
A in B poznati Se denimo A'.

Konstrukcija.

| a) Konstruiramo tocko A’, mverzno
toCki A glede na K.

b) Narisemo kroznico L skozi A, B,
A’. To je iskana kroZnica.

Dokaz. Glej posledico izreka 6.

Diskusija. Korak a) lahko vedno iz-
vedemo, Ce je le AZ=0. Ce pa je A =
= 0, je L premica skozi A in B.

Za izvedbo drugega konstrukcijskega koraka morajo biti A, B, A’ tri raz-
licne in nekolinearne tocCke. Ce je A = A, zamenjamo vlogi to¢k A in B in
konstruiramo kroznico skozi A, B, B’. Ce pa je tudi B = B’, to pravzaprav
pomeni A, B € K. Tedaj konstrukcijo izvedemo preprosto tako, da v A in B
konstruiramo tangenti na K. Njuno presecisCe je sredisCe iskane kroznice L.

Ce so A, B, A’ kolinearne, je to ekvivalentno kolinearnosti to¢k O, A, B.
V tem primeru v skladu z izrekom 5 reSitev ne obstaja, Ce A in B nista
medsebojno inverzni toCki. Ce pa sta A in B medsebojno inverzni, je zaradi
posledlce izreka 6 ortogonalna na K poljubna kroznica, ki poteka skozi tocCki
A in B. | |

Slika 5
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