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LETNIK 29. — STEVILKA 3

OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
LIJUBLJANA, MAJ 1982

Glavni urednik: Edvard Kramar, odgovorni urednik: Janez Strnad.

Uredniski odbor: France Avsec, gimnazija Kranj; Robert Blinc, FNT; Alojz
Kodre, FNT; France Kvaternik, tehniska Sola za lesarstvo, Ljubljana; Peter Legisa,
ENT; Joze Lep, VTS, Maribor; Anton Moljk, FNT; Mitja Rosina, FNT; Tomaz
Skulj, Iskra, Ljubljana; Janez Strnad (urednik za fiziko), FNT; Anton Suhadolc
(urednik za matematiko), FNT; Ciril Velkovrh (urednik), FNT; Ivan Vidav, FNT;
jezikovni pregled Marija Janezic, institut za slovenski jezik SAZU. Slike je narisal
Miha Stalec.

Naroc¢nina: za posameznike 300.— din (za Clane drustva je Ze vraCunana c¢lana-
rina), za dijake in Studente 150.— din, za ustanove in podjetja 500.— din, za tujino
20 $ = 800.— din, posamezna Stevilka 100.— din, dvojna Stevilka 200.— din.

Dopise poSiljajte in list narocCajte na naslov: Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov SRS — Komisija za tisk — Obzornik za matematiko in fiziko, 61111
Ljubljana, Jadranska 19, p.p. 6, tel. (061) 265-061/53, ziro racun 50101-678-47233.

Tiska tiskara Ljudske pravice v Ljubljani, Kopitarjeva ul. 2. Naklada 1500 iz-
vodov.

Izdajo revije sofinancirata Izobrazevalna skupnost Slovenije in Raziskovalna
skupnost Slovenije.
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Od tod sledi, da je afina geometrija splosnejsa od evklidske. Vsi izreki
afine geometrije so tudi izreki evklidske geometrije. Narobe pa ni res. Pita-
gorov izrek na primer ne sodi v afino geometrijo.

Sistem aksiomov za evklidsko geometrijo je prece] kompliciran. To je
razumljivo, saj imata ravnina in prostor bogato strukturo. Bistvene lastnosti
afine ravnine pa dobimo Ze iz preprostejSega sistema aksimov. Trije aksiomi
zadosCajo, da lahko opredelimo koordinatni sistem, v katerem ima vsaka
toCka dve koordinati, in da priredimo vsaki premici enacbo. Vendar koordi-
nate niso realna Stevila. Mnozica I', katere elementi so koordinate, ima, po-
dobno kakor mnoZica realnih stevil, neko algebrsko strukturo, ki pa ni struk-
tura obsega.

2.

Afino ravnino .o/ sestavljata dve neprazni mnozici. Elemente prve imenu-
jemo tocke, elemente druge pa premice. Vsaka premica je neka podmnoZica
mnozice to¢k. Toc¢ka T lezi na premici p, Ce je T element podmnozice p, tedaj]
T ep. V tem primeru tudi pravimo, da gre premica p skozi toCko 7. Skupno
tocko dveh premic p in ¢ imenujemo presecisce.

Definicija. Prem
nimata nobene skupne tocke.

Za mnozico toCk in druzino premic afine ravnine ./ naj veljajo aksiomi:
skozi P in Q

</ 2. Naj bo P poljubna to¢ka in p poljubna premica. Obstaja ena in samo
ena premica p’, ki gre skozi toCko P in je vzporedna s premico p.

& 3. Obstajajo vsaj tri tocCke, ki ne leze na isti premici.

T1 aksiomi so ocitno izpolnjeni v evklidski ravnini.
Zato je evklidska ravnina model za afino ravnino. Ni pa
to edini model. Obstajajo afine ravnine, na katerih je
samo koncno Stevilo toCk. Vzemimo v evklidski ravnini
kvadrat. Naj sestoji mnozica toCk afine ravnine .o/ iz
oglis¢ A, B, C, D tega kvadrata, mnoZica premic pa iz
stirth stranic in obeh diagonal kvadrata (Sl. 1). Brez
tezave se brz prepricamo, da so za to mnoZico tock in
e to mnozico premic izpolnjeni aksiomis/1 —73. Diago-
Slika 1 | nali AC in BD sta tu vzporednici, ker preseciS¢e diago-
nal ni toCka nasega modela. | |
Premico p, ki gre skozi tocki P in Q in je po /1 natanko dolocena, ime-
nujemo zveznica tock P in Q in oznac¢imo s PQ. Aksiom .« 1 pove, da imata
dve razli¢ni premici kvecjemu eno skupno toclko. Ce sta torej premici p in g
razlicni in nista vzporedni, se seCeta v natanko dolo¢eni tocCki. Pri tem je
presecis¢e T = pM q.

Izrek 1. Vzporednost je ekvivalen¢na relacija.

Dokaz tega izreka je preprost. Bralec ga najde v [2], str. 35.

Vzporednost kot ekvivalenCna relacija razdeli mnoZico premic afine rav-
nine &/ na ekvivalen¢ne razrede. Ekvivalen¢ni razred imenujemo Sop vzpored-
nic. Sop vzporednic, v katerem je premica p, sestoji iz vseh premic, ki so
vzporedne s p.

Prav tako preprosta posledica aksiomcov je

Aksiomi za afino ravnino
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strmino 0, enotna premica pa strmino 1. Premici p in p’ sta vzporedni natanko
tedaj, kadar imata isto strmino.

All obstaja premica s strmino m pri poljubnem me I'? Toc¢ka P s koordi-
natama (1, m) leZi na premici strmin. Zveznica OP je olitno premica s strmino
m. Takoj tudi vidimo, da za vsako tocko P, in vsak mi e I' obstaja premica p,
ki gre skozi P, in ima strmino .

Slika 3 Slika 4

Vzemimo poljubne elemente a, m, b e I'. ToCka (0, b) = B lezi na ordinatni
osi. Naj bo p premica, ki gre skozi B in ima strmino m. Je natankc dolocena.
Nadalje naj bo 7 premica ki gre skozi toCko A = (a,0) na abscisni osi in je
‘vzporedna z ordinatno osjo. Vse to¢ke na r-imajo absciso a. Premici p in r
nista vzporedni in se zato seCeta v neki toCki P = (a, ¢) (Sl. 4). Iz konstrukcije
se vidi, da je ordinata ¢ dolo¢ena z elementi a, m, b. Zato piSimo ¢ = T(a, m, b).
Tako smo dobili preslikavo T, ki vsaki urejeni trojki (a, m, b) elementov 1z [
priredi natanko dolo¢en element 7'(q, m, b) e I'. Tdko preslikavo imenujemo
ternarna operacija. Deluje v mnozici [

Element b dolo¢a to¢ko B = (0,b) na ordinatni osi. Premlca p gre skozi
B in ima strmino m. TocCka s koordinatama (x, y) leZzi na njej natanko tedaj,
kadar je y = T'(x, m, b). To je neposredno razvidno iz definicije ternarne ope-
racije in iz tega, da vzporednica z ordinatno osjo seCe premico p, ki ni vzpo-
redna s to osjo, v natanko dolocCeni tocki. Zato lahko vzamemo, da je

y = 1(x, m, b) (3)
enacba premlce p. Tako smo priredili enacbo vsaki premici, ki ni vzporedna
z ordinainc wJu Ce pa je p vzporedna z 0sjo (y) 1n seCe os (x) v toCki A =

= (a,0), imajo vse tocke na njej absciso a. Zato lahko reCemo, da je x = a
enacba vzporednice z 0sjo (y).
NasStejmo zdaj osnovne lastnosti ternarne operacije 1.
(T,) T, m,b) = 1(a,0, b) = b pri poljubnih a, m, be I
(Tz) T(a 1,0) =7T(1,a,0) =azavsak ael’
(T,) Naj bodo m, m’, b, b’ € I' poljubni in m" 5= m. Enacba
T(x, m, b) = T(x, m’, b’) (4)

ima natanko dolodeno resitev xe ['. |

(T,) Naj bodo a, a’, ¢, ¢’e I" poljubni in a’ 3= a. Sistem enacb
. T(a,x,y) = c in T(d, x,y) = ¢’ - (5)
ima natanko dolo¢eno resitev x, yve . |

(T,) Pri poljubnih g, m, ¢ e I' je enoli¢no resljiva na x enacba

T(a, m, x) = C | (6)

68



I'(x, 1,0) gre skozi izhodis
km@m @nacba je

ke todke na i med seboj enaki. Torej T'(x, 1,0) = x.
y - ﬂx a, l gm Sk@ﬂ u , njena S’Wmﬁ 2 }@ a. P

Siﬂ@ﬁm
?O ljubna elementa a, b

Mnozico I z bmarna operacijo
. Oglejmo si lastnosti seStevanja:
sak ael”

a + b 1menu
S@gmvan ja k




Dokaz. (S,). Definicija (7) in lastnost (T,) operacije T povesta, da je
a+0=17T(@,1,0) = a. Lastnost (T,) pa nam da se 0 +a =T7(0,1, a) = a. Torej
je 0 nevtralni element za sestevanje

(S,). Prvo enaCbo (8) zapiSemo v obliki T(a, 1,x) = b. Lasmost (T,) pove,
da ima ta enacba natanko doioceno resitev x. Drugo enacbo (8) pa zapiSimo
v obliki T(y,1,a) = b =T(y,0,b). Ker 10, je po (T,) tudi ta enaCba eno-
li¢no re$ljiva na y.

- Ce bi za seStevanje veljal zakon asociativnosti, bi bila (I", +) grupa. Ven-
dar zakona asociativnosti ne moremo izpeljati iz lastnosti (T,) — (T,) ternarne
operacije T oziroma iz aksiomov &/ 1 —.f 3.

Algebrsko strukturo (I', +), ki izpolnjuje pogoja (S,) in (S,), imenujemo
kvazigrupa (anglesko loop). Kvazigrupa je posploSitev pojma grupe. Kvazi-
orupa je namreC grupa, ce velja v njej zakon asociativnosti.

Za poljubna elementa a, b e I postavimo

ab = T(a, b, 0) (9)

To binarno operacijo v I' imenujemo mnozenje in oznacimo s ., ki je ponavadi
ne pisemo. Mnozenje ima tele lastnosti:

M,) a.0=0.a=0za vsak aerl

(M) aiziamazaysakaef

(M.,) ée sta a in b oba razliéna od 0, je tudi ab =0

4) 7a vsak aeI', a=E0, in vsak b e I" sta enoli¢no resljivi enacbi

ax—=b in ya=b (10)

Dokaz. (M,). Iz definicije (9) in (T,) dobimo a.0 =7(a,0,0) =0in 0.a =
= 1(0,a,0) = 0.

Lasmost (M,) je kar (T)).

(M,). Naj bosta a==0 in b == 0. Premica p z enatbo y = T(x, b, 0) gre skozi
izhodlsce in ima strmino b. Ker b Z=0, p ni abscisna os. Zato y = T(x, b,0) 3= 0
za vsak x==0. Od tod ab = T(a, b, 0) 3=0.

(M,). Naj bo a=Z=0. Prvo enac¢bo (10) zapiSemo v obliki T(a, x,0) = b.

i

Ogle]mo si zdaj sistem enacb
T(a,x,v)=b in T10,x,y9)=0

Ker a==0, ima ta sistem po (T, natanko doloCeno reSitev (x,,y,). Druga
enacba pove, da je y, = 17(0,x,,y,) = 0. Torej ax, = T(a, x,,0) = T(a, x,,vy,) = b.

Drugo enacbo (10) pa lahko zapiSemo v Obhlﬂ T(v,a,0) = T(v,0,b). Ker
a =0, ima po (T,) natanko doloCeno resitev y,.

OznacCimo z I'* mnozico I brez elementa 0. Lastnost (M,) pove, da je I'*
zaprta za mnozenje. Torej je v njej . binarna operacija. I adalje je 1 nevtralni
element za mnozenje, enacbi ax = b in ya = b pa sta v I'* vselej reSljivi. Od
tod vidimo, da ima tudi (I, .) strukturo kvazigrupe.

Planarni ternarni kolobar je zelo podoben obiCajnemu kolobarju in celo
obsegu. Pa¢ pa v njem ne veljajo asociativnhostna zakona za seStevanje In
mnozenje in distributivnostni zakon.

6. Desarguesov in Pappusov izrek

Asociativnostna zakona za seStevanje in mnoZenje sta v planarnem ter-
narnem kolobarju tesno povezana z veljavnostjo posebnih primerov Desar-
cuesovega izreka v afini ravnini. Oglejmo si najprej

70



zveznica B

@@ torej 1
@ _ a kOOfdiﬂaﬁ E I

mmka

ica BC

D, vzporedne

jo celo afine ravnine

nina. Ko rdématm kolobar (I,
Eagmﬁsﬁm

ni kolobar je tore m primeru za seStevanje in m
N a} bo I' poljuben obseg. D efinira } mo v njem ternarno operacijo T z enac-

Brez tezave se prepricamo, da je (I',T) planarni ternarni kolobar,




operaciji seStevanja in mnozenja pa se v (I',T) ujemata s tema operacijama
v obsegu I

-V afini ravnini &/, ki sestoji iz Stirih tocCk, pogoja izrekov D, in D, ne
moreta biti izpolnjena, ker na ./ ni 6 razlicnih tock. Ni pa tezko videti, da je
v tem primeru koordinatni kolobar obseg Z,, ki ima samo dva elementa 0 in 1.

Koordinatni kolobar za evklidsko ravnino je obseg realnih Stevil, ki je
komutativen. Kaksno dodatno lastnost mora imeti afina ravnina, da je koor-
dinatni kolobar komutativen obseg? Komutativnhost mnozenja je povezana
z veljavnostjo Pappusovega 1zreka.

Pappusov izrek. Naj bodo P, Q, R razli¢ne to¢ke na premici p in P’,Q’, R’
razli¢ne tofke na premici g. Vse te tofke naj bodo razli¢ne od presediséa
p N g = O. Ce je zveznica PR’ vzporedna z zveznico RQ’, zveznica RP’ pa vzpo-
redna z QR’, je tudi zveznica PP’ vzpo-
redna z QQ’. (Sl. 7))

Pappusov izrek se ne da dokazati iz
aksiomov .o/1—473 in izrekov D, ter D
Velja namrec

Izrek 4. Koordinatni kolobar Desar-
guesove afine ravnine .o/ je komutati-
n obseg natanko tedaj, kadar velja

v ravnini .o/ Pappusov izrek.
p Dokaze za izreka 3 in 4 in za druge
Slika 7 v tem razdelku navedene trditve najde
bralec v knjigi [1], str. 80—100.

V tem beznem pregledu smo obravnavali le ravninsko afino geometrijo.
V prostorski geometriji imamo poleg toCk in premic Se ravnine. Aksiomi za
afini prostor so prva skupina aksiomov Hilbertovega sistema in aksiom
o vzporednicah. Desarguesov izrek tu vselej velja, je namrel posledica pro-
storskih aksiomov. Od tod sledi, da je koordinatni kolobar v vsakem afinem
prostoru obseg. Algebrske strukture, ki so posplositve obsega, dobimo torej
samo pri ravninskih geometrijah. Zato je z algebrskega staliSca najbolj zani-
miv Studij afinih ravnin.

Na koncu se povrnimo Se k afinim transformacijam. Izreka D, in D,
veljata v afini ravnini & tedaj, kadar je grupa afinih transformacij dovolj
bogata. Pri tem imajo pomembno vlogo afine transformacije, ki vsako premi-
co ravnine ./ preslikajo v vzporedno premico. Izkaze se, da ima taka trans-
formacija, ¢e ni identi¢na preslikava, natanko eno negibno toCko ali pa nobe-
ne. V prvem primeru se imenuje razteg, v drugem pa translacija ali vzporedni
premik. Translacija je natanko doloCena s sliko ene tocke, razteg pa s slikama
dveh tocCk, pri tem mora biti zveznica P'Q’ preslikanih toCk vzporedna zvez-
nici PQ originalnih to¢k P in Q. Toda aksiomi /1 —./3 ne povedo, ali te
translacije in raztegi obstajajo. Dokazati se da, da velja v ravnini .« izrek D,
natanko tedaj, kadar za vsak par toCk P in Q obstaja translacija, ki preslika
P v Q. Izrek D, pa velja natanko tedaj, kadar za poljubne razii¢cne kolinearne
tocke P,Q, R obstaja razteg, ki ima negibno toCko P in preslika Q v R.

23
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1.5. Definicija. Naj bodo Ay, As, ..., A, take tocke v ravnini J], da se zaprte
daljice AiAs, AsAs, ..., A, 1A, stikajo le v teh tockah, sicer pa nimajo skupnih
tock. Unijo zaprtih daljic AjA; U A;A3 U ... U A, A, imenujemo lomljeno ¢érto
(z oglisCi A4, A, ..., A, in stranicami AiAs, AsAs, ..., A,_4A,). Ce je Ay = A,,
pravimo tej crti poligonalna kroznica, ¢e je A;== A,, pa poligonalen lok (ki
veze A1 in An)

1.6. Izrek. Naj bo .# mmnoZica v ravnini I1. Ce za poljubni tocki iz .4 ob-
staja poligonalen Ilok, ki ju veZe in ki leZi v M, je mnoZica 4 povezana.

Dokaz glej v [3], str. 186, 187. — Po tem izreku so ocitno povezane na
primer vse konveksne mnozice v ravnini. |

An-f

Slika 2

Sh’_ka 3

1.7. Definicija. Bodita of, # mnoZici v ravuini II in f : o/ — % poljubna pre-
slikava (funkcija). Preslikava f je zvezna, e velja za vsako tocko X e <7 : k po-
ljubni okolici U tocke f(X)eZ# obstaja taka okolica tocke X, ki se z f presli-
ka v %.

1.8. Definicija. Preslikava f:.o % je homeomorfizem, e je zvezna in
mjefcfwna ter je tudi inverzna preslikava {-1: % — o zvezna. — MnoZici .of
in & v II sta homeomorfni, ée obstaja kak homeomorfizem f:of —~B.

Homeomorfnost je ekvivalen¢na relacija med mnozicami v ravnini 7. Upo-
Stevati je mamreC treba, da je identiCna preslikava homeomorfizem, da je
inverzna preslikava homeomorfizma spet homeomorfizem in da je kompomw
tum dveh homeomorfizmov spet homeomorfizem. |

Za primer homeomorﬁzma se izkaZe vsaka afina preslikava (transformacx-
ja) f: II = II ravnine J]. O¢itno sta potem poljubna zaprta (ali odprta) trikot-
nika AABC in NA'B'C’ homeomorfna Obstaja namreC taka afina preslikava
f:a—>mn da je f(4) = 4, f(B) = B’, f(C) = C’ in se tedaj AABC z f preslika
na AA’ 'C’. |

- Mnozica v ravnini /7, ki je homeomorfna kroznici, se imenuje enostavno
sklen;ena krivulja (slika 3). Primer zanjo je med drugim poljubna poligonal-
na kroZnica (saj je homeomorfna robu trikotnika, ta pa kroZnici).

Za konec razdelka bomo izpe]_jaﬁ dve geometrijski ugotovi‘wi o poligonal-
nih kroznicah, ki ju bomo rabili pri dokazovanju J ordanovega. in Schoenflieso-
vega izreka. |

1.9. Trditev. Ce ima poligonalna kroinica k v ravnini II vsaj Stiri ogliséa,
obstaja daljica, ki spaja dve njeni oglisci in razen v njiju ne seka k.

Dokaz. Naj bodo Ay, A3, A3 zaporedna, nekolinearna ogliS¢a kroznice k. Nasi
trditvi ustreza daljica AiAg, Ce razen v A; in Az ne seka k. V nasprotnem pri-
meru pa vsaj eno oglisCe od k lezi znotraj daljice A;A3 ali znotraj trikotnika
AN\AiAxAs (slika 4). (Stranica od k, ki seka A;A;, mora namre¢ imet eno kra-
jis¢e v AA;ApA3.) Skozi vsa oglisCa kroznice k, ki so znotraj A;A; ali znotraj
/N\AiAs4s, poiommo vzporednice k premici skozi A4, A;. Naj bo p tista vzpo-
rednica, ki je najblizja ogliS¢u As. Premica p seka stranici 4;4y in AsAs v tod-
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Komplement Ck je tedaj po 1.4 nepovezan. Enostavno sklenjena krivulja
k tako razdeli ravnino na dva »kosa« — prav tako kakor jo razdeli premica
ali rob trikotnika (glej tu str. 00).

Izkaze se, da je ena od mnozic o/ in % v 2.1 omejena in druga neomejena;
prvo imenujemo notranje polje, drugo pa zunanje polje krivulje k. O tem
glej [8], str. 139; v [8] je tudi izCrpno razloZzen pomen Jordanovega izreka in
podana njegova razSiritev na visje dimenzije. V [3] pa najdemo na str. 14—17
zanimiv primer uporabe nasega izreka.

Izrek 2.1 seveda obvelja, ¢e za k vzamemo poligonalno kroznico, saj je ta
poseben primer enostavno sklenjene krivulje. — Tu bomo izpeljali:

Dokaz Jordanovega izreka za primer, ko je k poligonalna kroZnica v rav-
nint I1. V komplementu Ck izberimo taksni tocki A in B, da seka daljica AB
kroznico k v eni sami tocCki, ki ni ogliSCe (slika 6). Naj bo .&/ mmnozica, ki
vsebuje toCko A in vse tiste tocCke iz Ck, ki jih lahko povezemo z A s poligo-
nalnim lokom, ki ne seka k. Enako definiramo mnozico £, pri Cemer vzamemo
toCko B namesto A. Mnozici &/ 1n # sta seveda neprazni; za naS dokaz se
moramo Se prepricati, da sta disjunktni, odprti in povezani, da je Ck = &/ U %
in da je k skupni rob za &/ in 4.

Recimo, da imata mnozici &7 in # kaksSno skupno toCko U. Ce je Ud=A
in U &= B, lahko U poveZzemo s tokama A in B s poligonalnima lokoma v Ck.
Unija obeh lokov in daljice AB vsebuje poligonalno kroznico j, ki seka k
v eni sami tocki, ki ni ogliS€e za j ali k. To pa je v protislovju z 1.10. Podobno
dobimo protislovije, ¢e je U = A ali U = B. — Zato je &/ 1% = 0.

Pokazimo, da je poljubna toCka T e/ notranja za o/ in je tako ./ odprta
mnozica. Naj bo r pozitivno S$tevilo, ki je manjsSe od vseh razdalj tocke T od
stranic kroznice k. (Razdalja tocke od daljice je razdalja med to toCko in
njej najblizjo tocko daljice.) Odprti krog 4 (T, r) tedaj ne seka k. Za poljubno

tocko Ve A (T, r) dalji-

ca I’V ne seka k in po-

tem lahko V povezemo
skozi T' s toCko A s po-
ligonalnim lokom v

Ck; torej je Ve

X Krog A4 (T, r) tako lezi
v.e/ in s tem je T not-
ranja tocka za /. —
Enako pokazemo, da
Slika 6 je tudi mnozZica % od-

prta.

Ce sta X in Y poljubni tocki v &, razlicni od B, ju lahko poveZemo s toc¢ko
B s poligonalnima lokoma v Ck. Unija obeh lokov vsebuje poligonalen lok 7,
ki veze X in Y. (Tega dobimo tudi, ¢e je X = B ali Y = B.) Poljubno tocko
Wel, W= B, ocitno lahko povezemo z B s poligonalnim lokom v Ck; torej
je Wed. Lok [ tako lezi v 4. Po 1.6 je tedaj mnozica # povezana. — Enako
dokazemo povezanost mnozice /.

Komplement Ck vsebuje mnozici &/, # in s tem njuno unijo. Pokazali
bomo, da poljubna toCka Z e Ck spada v/ ali v 4 in je tako Ck = A UH. —
Ce daljica AZ ne seka k, je olitno Ze.oZ. Sicer pa obstaja poligonalen lok, ki
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3. Schoenfliesov izrek

Leta 1908 je A. Schoenflies v [6] izpeljal tole dopolnitev Jordanovega izreka:

- 3.1. Schoenfliesov izrek. Naj bo k enostavno sklenjena krivulja v ravnini,
Unija krivulje k in njenega notranjega polja je homeomorfna zaprtemu krogu.

- Vec o tem izreku glej v {8]. Tam je med drugim dokazano, da je izrek 3.1
ckvivalenten naslednji trditvi, ki se zato tudi imenuje po Schoenfliesu:

3.2. Schoenfliesov izrek. Za poljubno enostavno sklenjeno krivuljo k v rav-
nini 11 obstaja tak homeomorfizem f : Il — Il ravnine I, da je f(k) kroZnica.

Seveda ze po definiciji obstaja homeomorfizem med enostavno sklenjeno
krivuljo in kroznico. Izrek 3.2 pa zagotavlja obsto] homeomorfizma celotne
ravnine, ki preslika dano enostavno sklenjeno krivuljo na kroZnico.

Jordanov izrek se izkaze za posledico Schoentliesovega izreka. Po 3.2 je
namrecC lega pojubne enostavno sklenjene krivulje k v ravnini I/ topolosko
enakovredna legi neke kroznice v I/ (zaradi homeomorfizma f : I1 — 11, ki pre-
slika k na kroinico) Ker kroznica deli ravnino na dve polji, ki jima je skupni
rob (v tem primeru sta to notranjost in zunanjost ustreznega kroga), ima tedaj
enako lastnost krivulja k.

Izrek 3.2 seveda obvelja, ¢e za k vzamemo poligonalno kroznico. Za ta
primer ga navadno povemo v tejle obliki:

3.3. Izrek. Za poljubno poligonalno kriZnico k v ravnini Il obstaja tak
homeowmorfizem f: II — II ravnine I, da je f(k) rob trikoinika.

Zamenjava »kroznice« z »robom ftrikotnika« na koncu izreka tu niCesar ne
spremeni: za poljubno kroznico in poljuben trikotnik v ravnini 77 namrec
obstaja homeomorfizem ravnine I7, ki preslika kroznico na rob trikotnika.

Dokazali bomo izrek 3.3 in v ta namen bomo najprej izpeljali naslednji
trditvi 3.4 in 3.5, ki se naslanjata na Jordanov izrek. (V 3.4 je omenjena odprta
daljica (4,,4,): dobimo jo, e (zaprti) daljici A4,,A, odvzamemo obe krajisci.)

3.4. Trditev. Poligonalna kroZnica k v ravnini II naj ima vsaj Stiri oglisca.
Potem ima k dve tak$ni oglis¢i A, in A, da leZi odprta daljica (A,,A;) v no-
tranjem polju kroZnice k.

Dokaz. OcCitno je to poostritev trditve 1.9. Dokaz za 3.4 je prav tak kot
za 1.9, le da tu upostevamo naslednje:

- Poljubna poligonalna kroznica k v ravnini /] ima taksno oglisCe A;, da so
toCke znotraj kota <tA4; ;A4;A;+1, ki so dovolj blizu A4;, vse v notranjem polju
kroznice k.

PrepriCajmo se o tem. Najprej privzemimo, da pri nobenem oglis¢u kroz-
nice k ustrezni stranici ne oklepata 1ztegnjenega kota; sicer taka oglis¢a od-
pravimo. Obhodimo zdaj vso kroznico k. Pri poljubnem ogliSCu se smer ob-
hoda obrne na levo ali na desno. Ce se pri vseh oglis¢ih obrne na levo ali
pri vseh na desno, je kroznica k rob konveksnega mnogokotnika. Notranjost
le-tega je notranje polje kroznice k in poljubno oglis¢e A4; ima tedaj zgoraj
navedeno lastnost. — Ce pa se smer obhoda pri nekaterih ogliS¢ih obrne na
Ievo 1n pri drugih na desno, ima kroznica k taki sosedni oglisCi 4; in A;4+4, da
je pri A; obrat na levo in pri A;+; na desno (slika 8). Izberimo zdaj taki

1 Q, R iz Ck, da seka daljica QR kroznico k v eni sami tocCki, ki lezi
v (4;4;_1). Potem na primer Q lezi znotraj kota <{A4; j4;4;+1 in R znotraj
JA;A;+14;+9. Dalje je ena od tock Q, R v notranjem in druga v zunanjem
polju krozZnice k, kar ugotovimo enako kakor na koncu dokaza Jordanovega
izreka za poligonalne kroznice. Tako je na primer Q v notranjem polju in
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kroznice k odprto daljico (4,,4,,) in notranje polje kroZnice k;. Z rastoéim j
se stevilo oglis¢ pri k; manjSa. Tako pridemo kon¢no do kroznice k; s samo
tremi oglis¢i A; 4, A;, A;+1, ki so zaporedna oglis¢a pri k. Pri tem sta
A; 4A; 1n A;A; sosedni stranici kroznice k, odprta daljica (4;_14;+1) in no-
tranjost trikotnika AA; _14;4;+1 pa lezita v notranjem polju krozZnice k. Zato
NA; _14;A;+1 seka k samo v stranicah A; {A4; in 4A;A;..

Dokaz izreka 3.3 napravimo z indukcijo na Stevilo oglis¢ poligonalne kroz-
nice k. V zacetku indukcije je k rob trikotnika in zanj olitno velja trditev
1zreka 3.3. (Za f vzamemo identi¢no preslikavo.)

Indukcijski korak. Naj bo n poljubno naravno Stevilo. Privzemimo, da
velja trditev v 3.3 za vsako poligonalno kroZnico z n oglis¢i. Naj bo k poli-
gonalna kroznica z n + 1 oglis¢i. Po 3.5 ima k tak$na zaporedna oglis¢a, re-
cimo kar Ai, As, As, da seka trikotnik
NAAAs kroznico k samo v stranicah
AjA; In AsAs. Naj bo B sredisCe stra-
nice A;As. Na premici skozi A, in B iz-
beremo tocki C in D tako, da imamo
vrstni red C, Ay, B, D (slika 10). Pri tem
naj bo C oziroma D dovol] blizu As
oziroma B, tako da cetverokotnik £ z

oglisCi A;CA3D seka kroznico k le v nje-
Slika 10 nih stranicah A;As in AsAs.

Vpeljimo zdaj homeomorfizem g: Z —~ % cCetverokotnika # takole. Naj bo
g(A) = Ay, g(C) =C, g(Ag) = 43, g(D) =D in g(As) = B. Nato razsSirimo g na
trikotnike AA;4,C, NAsd.C, NAiA;D, N\AsA;D: na vsakem od njih naj bo g
afina preslikava, ki je na oglis¢ih Ze predpisana. (Ti trikotniki se z g presli-
kajo zapored na ANA{BC, NA3BC, NA{BD, N\AsBD.) Tako smo dobili homeo-
morfizem g: # — %, ki je na robu Cetverokotnika # identi¢na preslikava. Ce
vzamemo identiteto $e na komplementu C#, dobimo v celoti homeomortizem
g: I1 — II ravnine 1. '

Unija stranic A;4, in AsAs se z g preslika na A;As, vse druge stranice kroz-
nice k pa g ohrani. Torej je g(k) poligonalna kroznica, ki jo dobimo, Ce od k
odvzamemo stranici A;4s in AsA4s ter dodamo A;As. Ker ima g(k) n oglisC (eno
manj kot k), obstaja po predpostavki tak homeomorfizem f: I —II, da je
f(g(k)) rob trikotnika. Trditev v 3.3 s tem velja tudi za kroznico k, saj jo ho-
meomorfizem fg: II — II preslika na rob trikotnika. — Nas izrek je tako z in-
dukcijo dokazan.
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Edine negibne toCke transformacije, to je sebi inverzne tocke, so tocke
kroznice K. Ko opise toCka T neko mnozico v ravnini £ (npr. neko krivuljo),
opiSe njena slika T’ inverzno mnozico (inverzno krivuljo). Tako je npr. kroz-
nica K sama sebi inverzna krivulja, medsebojno inverzni sta njej koncentricni
kroznici s polmeroma r oziroma a?/r. Sama sebi inverzna je tudi poljubna
premica ki poteka skozi sredisce inverzi]’e 0. Seveda pri tem toCko O s pre-
mice odvzamemo.

Ne sme nas zapelJau misel, da bi se odvzemu to¢ke O iz ravnine % 1zogmh
tako da bi inverzijo dopolnili s predpisom f(O) = O. Tedaj bi namreC inver-
zija ne bila veC zvezna transformacija. Lahko pa evklidsko ravnino dopolnimo
z neskoncno tocko T, ki jo nato vzamemo kot inverzno tocko sredisca 1n-
verzije pri poljubni kroznici inverzije. Tako dopolnjeno ravnino imenujemo
inverzivna ravnina. Ta interpretacija je zelo udobna. V njej obiCajno na pre-
mice gledamo kot na kroznice, ki potekajo skozi T, in imajo neskoncno velik
polmer.

2. Geometrijska konstrukcija inverzne tocke

Tocko, inverzno dani toCki glede na kroznico K, je moC konstruirati s Se-
stilom in ravnilom. Poglejmo.

Loc¢imo dva primera, glede na to ali lezi toCka T zunaj ali znotraj kroznice
K. Za tocCke s kroznice K vemo, da so negibne.

Naj bo T najprej toéka ki lezi znotraj K in je razlicna od O (slika 1).
risimo tangentl na kroznico K. Tangenti se seka‘ta na poltraku OT prav
v tocki 77, inverzni toCki toCke T.

Slika 1 ' ' Slika 2

Res. Pravokotna trikotnika AOTA in AOAT’ imata pri oglis¢u O
kot in sta tedaj podobna. Od tod takoj sledi

OT :a = a:OT

skupen

kar da OT . OT’ = a®.

Naj sedaj lezi toCka T zunaj kroznice K. V tem primeru konstruiramo iz
to¢ke T tangenti na K in spojimo dotikali$¢i. Preselis¢e dobljene tetive s pol-
trakom OT je iskana toCka 7°. Pri tem tangent pravzaprav ne potrebujemo,
ampak le njuni dotikalis€i s kroznico K. Dejansko delamo tako, da nariSemo
pomozno kroznico s premerom [OI]. ToCka 1" je presecCisCe skupne tetive te
krozZznice in kroznice K s poltrakom OT (Slika 2).
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4. Inverzna slika kroznice

Kot premice, moramo tudi kroznice pri obravnavi razdeliti v dve skupini:
na kroznice, ki potekajo skozi sredisCe inverzije, in na take, ki toCke O ne
vsebujejo. Za prvo skupino velja

Izrek 2. Inverzna slika kroZnice, ki gre skozi sredisce inverzije, je premica.
Ta premica je pravokotna na centralo dane kroZnice in kroZnice inverzije.

Dokaz. Poglejmo kar sliko 3 iz dokaza izreka 1. Naj bo L poljubna kroz-
nica skozi O, ki jo zelimo inverzno preslikati glede na K. Centrala obeh
kroznic seka kroznico L razen v O se v toCki A’. V toCki A4, inverzni sliki
tocke A’, konstruirajmo pravokotnico p na centralo. Inverzna slika premice
p je po dokazu izreka 1 ravno dana kroznica L. Ker pa je inverznost vzajem-
na, takoj sledi, da je premica p inverzna slika kroznice L. S tem je trditev
1izreka v celoti potrjena.

Tudi iz tega dokaza lahko povzamemo metodo za konstrukcijo dani kroz-
nici inverzne premice. Posebno preprosto gre v primeru, ko kroznica L seka
K ali se je dotika. Tedaj je zaradi negibnosti tock kroznice K inverzna slika
kroznice L kar skupna sekanta K in L oziroma njuna skupna tangenta.

Izrek 3. Inverzna slika kroZnice, ki ne poteka skozz sredisce inverzije, |
krozZnica, ki ne gre skozi sredisce mverzz]e

Dokaz. Naj bo K(O,a) kroznica inverzije in L dana KkroZznica, ki ne gre
skozi O (Slika 4). Nada-
ije naj bo T poljubna toc-
ka te kroznice. Ker T ==
== O, obstaja natanko ena
premica skozi O in 1. Ta
premica ima s kroznico L
skupno se tocko S, pri
cemer je lahko T = S.
OznaCimo kot obicajno
Slika 4 tock T in S in definiraj—

mo g(T) = &'

Ko T preteCe kroznico L, preteCe g(T) ofitno ravno njej inverzno krivuljo.
Hitro lahko vidimo, da je g za kroZznico L pravzaprav razteg z negibno tocko
0. Res. Imamo

O 1§~~~y

0S.0S =a> in OT.OS =k

kjer smo s k oznacili potenco tocke O glede na kroznico L. Odtod dobimo
0S8’ = (a2/k) . OT

in, ker so tocke O, §’, T kolinearne, tudi

08 = (a¥/k).OT

Pri tem sta a in k konstanti, neodvisni od izbire to¢ke T na kroZnici L in,
ker je 8" = g(T'), je g za L razteg z negibno tocko O in koeficientom a?/k. Za
raztege pa vemo, da preslikajo kroznice v kroznice.

Po 1zreku 3 torej obstajajo pari kroznic, medsebojno inverznih glede na
dano kroznico inverzije. Pri tem pa se sredi$¢i takih kroZnic z inverzijo ne
preslikata drugo v drugo. Brez dokaza navedimo izrek, ki podaja zvezo med
sredisCema obeh kroznic.
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inverzne iskani. Pri primerni izbiri kroznice inverzije lahko na ta nacin nalogo
mocno poenostavimo. Z inverzijo nato iz dobljene figure dobimo iskano.

O moci metode govori dejstvo, da lahko z njo dokaj enostavno reSimo
sploSno Apolonijevo nalogo: Konstruirati kroznico, ki se dotika treh danih
kroznic. Poseben primer te naloge, ko se dve od danih kroznic reducirata
v to¢ko, si bomo kasneje ogledali kot ilustracijo metode.

V prejsnjem poglavju smo videli, da je mocC tocCko, inverzno dani tocki,
konstruirati s Sestilom in ravnilom. Nadalje je iz vsega, kar smo ugotovili
za inverzne slike premic in krogov, ofitno, da so figuram, sestavljenim le iz
kroznic in premic oziroma njihovih delov, inverzne prav take figure. Od tod
lahko sklepamo, da se da vsaka konstrukcijska naloga, ki je resljiva samo
z uporabo ravnila in Sestila, izvesti zgolj s tema pripomockoma tudi pri upo-
rabi metode inverzije.

Ne bi bili temeljiti, ¢e ne bi na tem mestu omenili, da se da prav z upo-
rabo inverzije zelo preprosto dokazati (sicer starejSa) presenetljiva Mohr-
Mascheronijeva trditev, ki pravi, da lahko vsako geometrijsko konstrukcijo,
izvedljivo z ravnilom in Sestilom, izvedemo samo s Sestilom. Gre seveda za
‘principiaino izvedljivost konstrukéije kjer npr. §tej?emo premico za kon-
struirano, ¢e smo konstruirali dve njeni razlicni tocki, saj ravnih Crt s Sesti-
lom ne moremo vleci.

2. Primera .

Zgled 1. Konstruiraj kmzmco ki gre skozi dam tocki A in B in je orto-

gonalna na dano kroZnico K(O, a) (Slika 5).

Analiza. Oznac¢imo z L iskano kroZnico. Ce za kroZnico inverzije izberemo
kar K(O, a), se L po izreku 5 preslika nase, toCki A in B torej preideta v tocki
A’, B’ te kroznice. Ker tri razlicne nekolinearne toCke kroznico natanko do-
locajo, je za konstrukcijo dovolj poleg
A in B poznati Se denimo A'.

Konstrukcija.

| a) Konstruiramo tocko A’, mverzno
toCki A glede na K.

b) Narisemo kroznico L skozi A, B,
A’. To je iskana kroZnica.

Dokaz. Glej posledico izreka 6.

Diskusija. Korak a) lahko vedno iz-
vedemo, Ce je le AZ=0. Ce pa je A =
= 0, je L premica skozi A in B.

Za izvedbo drugega konstrukcijskega koraka morajo biti A, B, A’ tri raz-
licne in nekolinearne tocCke. Ce je A = A, zamenjamo vlogi to¢k A in B in
konstruiramo kroznico skozi A, B, B’. Ce pa je tudi B = B’, to pravzaprav
pomeni A, B € K. Tedaj konstrukcijo izvedemo preprosto tako, da v A in B
konstruiramo tangenti na K. Njuno presecisCe je sredisCe iskane kroznice L.

Ce so A, B, A’ kolinearne, je to ekvivalentno kolinearnosti to¢k O, A, B.
V tem primeru v skladu z izrekom 5 reSitev ne obstaja, Ce A in B nista
medsebojno inverzni toCki. Ce pa sta A in B medsebojno inverzni, je zaradi
posledlce izreka 6 ortogonalna na K poljubna kroznica, ki poteka skozi tocCki
A in B. | |

Slika 5
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so apolarni polinomi, enakost poliedrov, problem dimenzij, Mooreove druzine, uni-
verzalne algebre, glavni kolobarji itd. V znanstvenih razpravah pa se ukvarja s ka-
rakterizacijo Hilbertovega prostora in s teorijo regularnih kolobarjev. Med drugim
je dokazal, da je Banachov prostor Hilbertov, ¢e je kaksSna dovolj obsezna algebra
njegovih omejenih operatorjev C*¥ — algebra. Nasel je preprost dokaz izreka o struk-
turi polnih involutivnih kolobarjev. Obravnaval je tudi lastnosti projektorjev v in-
volutivnih regularnihh kolobarjih.

Profesor Prijately ni stuchral samo matematlko temvec tudi filozofijo, ker so ga
vedno zivo zanimala filozofska vprasanja. Tudi v matematiki ga zelo zanimajo
podrocja, ki so povezana s filozofijo: osnove matematike, matemati¢na logika,
teorija mnozic itd. V okviru matematicnega oddelka Instituta za matematiko, fiziko
in mehaniko vodi zadnja leta seminar iz osnov matematike. Ta njegova naravnanost
se kaze predvsem v njegovih knjigah. Najprej je izSlo delo Uvod v matemati¢no
logiko, ki je prva in edina knjiga te vrste v slovenskem jeziku. Doslej je bil Uvod
ze dvakrat ponatisnjen, pravkar pa je izsla nova temeljito predelana izdaja. Ob-
sezno delo je trilogija, ki nosi naslov Matemati¢ne strukture. V njej je avtor obde-
lal strukture, ki so osnova sodobne matematike. Prvi del z naslovom Mnozice —
Relacije — Funkcue obravnava teorijo mnoZic. Drugi del Operacije govori o osnov-
nih algebrskih strukturah, kot so grupa, kolobar, obseg, modul in vektorski prostor.
Tretji del Okolice pa je posveCen topoloskim strukturam in je uvod v sploSno
topologijo. Zadnja njegova knjiga je Uvod v matemati¢no analizo I. del. V nje;j
je zbral in obdelal poglavija, ki so osnova za matematiCno analizo. Ceprav je to
delo nastalo ob predavanjih predmeta Analiza I, pa vsebuje dosti ved snovi kakor
je predelamo v prvem semestru. Od bralca zahteva temehltost pri studiju in veselje
do osnovnih vprasanj.

Vsa svoja dela, pa naj gre za razprave, strokovne Clanke ali knjige, naplse pro-
fesor Prijatelj zelo skrbno, pretehtano in kolikor se da razumljivo.

Poleg znanstvenega, u¢nega in strokovnega dela je opravljal razne funkcije na
fakulteti, Institutu za matemaﬁko, fiziko in mehaniko, pri DrusStvu matematikov,
fizikov in astronomov ter pri Raziskovalni skupnosti. Bil je direktor Instituta
IMFM  (1961—65) in predstoinik njegovega oddelka za matematiko. Predsednik
DMFA je bil od 1. 1975 do 1976 Bil je prvi predsedmk tiskovne komisiie pri DMFA.
Sodeloval je pri predavanjih in seminarjih, ki jih je drusStvo organiziralo za srednje-
solce in za profesorje. Vec let je bil Clan komisije za matemati¢no-naravoslovne
vede pri RSS in delegat skupscme RSS za matemati¢no-fizikalne vede. Katerokoli
funkcijo je opravhai vedno si je prizadeval dosedi kaksSno korist tudi za mate-
matiko, pa naj je §lo za prostore, za matemati¢cno knjiznico, za subvencijo za tisk
matemati¢ne in fizikalne literature itd.

Profesorja Prijatelja odlikujeta odkritost in svobodoljubnost. Vsakomur pove
svoje mnenje in svoja stalis¢a odlo¢no zastopa, vendar vselej tako, da ne prizadene
sobesednika, ki je morda drugacnih nazorov.

Ob Sestdesetletnici Zelimo jubilantu vse najbohse predvsem seveda zdravja in
se veliko uspehov pri delu. Ker so se v zadnjem cCasu pokazale tezave pn 1zdajan3u
matemati¢ne in fizikalne literature, mu zelimo tudi to, da bi te tezave Cimpre]
minile in bi njegova nadaljnja dela zagiedala lu¢ sveta v tiskani obliki.

- Ivan Vidav

Prijatelja

m pomembnejsih objavljenih del profesorja
A Ucbeniki

1. Uvod v matemati¢no logiko. Knjiznica Sigma 3. MK 1960, 1969, 1973. Str. 150.
2. Matemati¢ne strukture I: Mnozice — Relacije — Funkcue Knjlzmca Sigma 9.
MK 1964, 1971, PK 1980. Popravljena izdaja. Str. 216
3. Matemati¢ne strukture II: Operacije. Knjiznica Sigma 15. MK 1967, DZS 1974.

Str. 319.
4, Matematicne strukture III: Okolice. Knjiznica Sigma 19. DZS 1972. Str. 256.
5. Uvod v matemati¢no analizo, 1. del. Matematika — Fizika. Zbirka univerzitet-

nih ucbenikov in monografij 13. DZS 1980. Str. 360.
6. Osnove matematicne logike, 1. del. Simbolizacija. Knjiznica Sigma 33. DMFA

SRS 1982. Stir. 188.
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- Na Silvestrovo 1981 nas je po kratki

o L 1n teZzki bolezni za vedno zapustil nas dra-
oi kolega Franc-Branko Kvaternik. Vse
nas je zelo presenetila in Se bolj razza-
lostila novica o njegovi smrti.

Profesor Franc Kvaternik se je rodil
leta 1919 v Osilnici ob Kolpi. Osnovno Solo
je obiskoval v domacem kraju, gimnazijo
in visoko $olo pa v Ljubljani. Po odli¢no
opravljeni srednji Soli se je vpisal na fi-
lozofsko fakulteto in diplomiral na mate-
maticno-fizikalnem oddelku.

Kot profesor je sluzboval na razlicnih
srednjih Solah v Sloveniji. Poucleval je
dolgih Sestintrideset let fiziko in matema-
tiko z veliko mero potrpezljivosti in razu-
mevanja. Svojega znanja pa ni razdajal
le neposredno v Solskih ucilnicah, temvec
tudi v pisni obliki. Deloval je kot pisec
stevilnih Clankov metodi¢no-pedagoske
vsebine in kot avtor ucbenikov fizike za
nizje in srednje sole. Med pomembnejSimi
so: Fizika za srednje Sole v treh delih in
Fizika za sedmi in osmi razred osnovne
sole (v sodelovanju z I. Stalcem in A.
Zabkarjem). Njegovi metodi¢no dognani
ucbeniki, ki so cetrt stoletja polnili slo-
venski fizikalni prostor, so bili prvi po-
vojni Solski ucCbeniki za fiziko v slovenskem jeziku. Kasneje je ucbenikom dodal
se Fizikalni priro¢nik in zvezke za laboratorijske vaje, ki jih je spisal v sodelovanju
s profesorjem S. UrSicem.

Pokojni profesor Kvaternik je zelo rad delal z mladimi; zato se je njegovo delo
nadaljevalo v krozkih in na srednjesolskih tekmovanjih v fiziki; dolgo let je bil
Cclan tekmovalne komisije. Na teh tekmovanjih so njegovi dijaki dosegali lepe re-
zultate in prejemali nagrade in pohvale.

Udejstvovanje profesorja Kvaternika pa se ni omejevalo le na delo z mladimi.
Bil je aktiven ¢lan nasSega strokovnega druStva in dalj ¢asa glavni urednik Obzor-
nika za matematiko in fiziko. Za svoje dolgoletno in plodno delo je bil ob petin-
dvajsetletnici Drustva matematikov, fizikov in astronomov SRS odlikovan z Redom
dela z zlatim vencem.

Profesor Kvaternik je bil eden tistih ljudi, ki jih je pmjemo sreCavati: prijazen,
prijeten, vesel, vedno poln zivljenjske vneme in delovnih nacrtov.

Tisti, ki smo poucevali skupaj z njim, smo ga poznali kot vzornega kolega in
dobrega prijatelja. Rad se je poveselil z nami ali pa se nam pridruiﬂ pri sportu.
Vedno in takoj pa je bil tudi pripravijen priskociti na pomoc, ¢ se mu Je le po-
nudila prilika. Zelo dobro ga je v nekrologu oznacil njegov nekdanji ucCenec in
zadnji njegov direktor, tovaris Ludvik Urekar: Bil je ambiciozen in skromen, po-
gumen in blag, ustvarjalen, nikdar ni nikogar ponizeval, zalil, ko je bilo treba trdo
delati za znanje in uspeh. Vse te in druge lastnosti so se v njem zdruZevale
s pravo mero. Njegovo uciteljsko delo in skromno osebno zivljenje sta mnogim
generacijam njegovih ucencev in kolegom vzor.

Na koncu je treba poudariti, da je bil profesor Kvaternik izredno dober moz in
oce, zato ga bo najbolj pogresala njegova druZzina, vsi pa ga bomo chranili v lepem
spominu.

Marjan Vagaja
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V razpravi o predlogu novega upravinega odbora in komisij je bilo izreceno
mnenje, da se v komisijo za Plemljev dom izvoli veC Clanov in da se osnuje komi-
sija za uporabno matematiko. Predloga sta bila sprejeta in obcni zbor je soglasno
izvolil nov upravni odbor.

In tako sta minila dva nepolna dneva srecanja, ki je bilo Se posebej prijetno

v petek zvecler. Za organizacijo in uspeSen potek obCnega zbora gre posebna zahvala

Mariji Andoljsek in Davorinu Tomazi¢u. Omeniti pa je treba, da je bila ves cas

obénega zbora razstava knjig in revij, ki jih izdaja nasa komisija za tisk. Tudi
njej hvala.

Janez Stepisnik

DRUGI SEMINAR

Seminar Beograd-Ljubljana iz teorije gratov je neformalno sreCanje jugoslo-
vanskih raziskovalcev, ki se ukvarjajo s teorijo grafov Prvi sestanek seminarija
je bil leta 1980 v Beogradu in o njem je Obzornik ze porocal (Obzornik mat. fiz.
28 (1981) 4). Drugi sestanek je bil v Ljubljani, 15. 1n 16. julija 1981. Ta termin je
bil izbran zato, da bi na seminarju sodeloval tudi prof. T. D. Parsons (Penn State
University, Pennsylvania, ZDA), ki je obiskal Ljubljano v zvezi z zagovorom doktor-
ske disertacije Tomaza Pisanskega.

Kljub poletnim poc€itnicam je bila udelezba na seminarju precejsnja. Navzoci
SO blh z naslednjih jugoslovanskih univerz: Beograd, Kragujevac, Ljubljana, Novi
Sad in Zagreb. Se posebe] pa smo bili veseli, da smo v svoji sredi poleg prof.
Parsona lahko pozdravili tudi prot. C. D. Godsila (Montanuniversitat Leoben, Avstri-
ja) in prof. B. D. McKaya (Vanderbilt University, Tennessee, ZDA).

Seminar je potekal precej delovno, saj je bilo skupno petnajst preda‘van], ki so
si sledila takole: |

Sreda, 15. julij 1981

1. D. M. Cvetkovié: Discussing Graph Theory with a Computer, II, Theorems
Suggested by the Computer
2. M. Petkovsek: Hypergraphs and Diagnostics of Functional Systems
B. Moha,r On Edge-Colorability of Composite Graphs
B. D. McKay in N. Wormald: On the Automorphism Groups of Random
Gr hs with Bounded Degrees
F. Dacar: A Lower Bound to the Number of Planar Graphs with 12 Vertices
of Degree 5 and no more than n Vertices of Degree 6
D. Marusi¢: Hamiltonian Paths in a Certam Class of Graphs
A. Malmc A Combinatorial Approach to Graph Embeddings
T. D. Parsons in B. Jackson: Longest Cycles in r-»Regular r—Conneeted Graphs

trtek, 16. julij 1981

I. Gutman in E. Ruch: Neke osobine stepena ¢vorova grafova

. C. D. Godsil: Inverses of Forests

. M. M. Petrovi¢: O spektru beskonac¢nih kompletnih multipartitnih grafova

. A. Torgasev: O spektru linijskih gratova nekih beskonacnih grafova

. T. Pisanski, J. Shawe-Taylor in J. Vrabec: Edge-Colorability of Graph Bundles
. V. Batagelj: Hamﬂtoman Cycles in Graph Bundles

1. T. D. Parsons: A Pursuit-Evasion Problem

Prvo predavanje prof. Parsonsa je potekalo hkrati v okviru seminarja za nume-
ricno in racunalniSko matematiko, drugo pa v okviru seminarja Oddelka za ma-
tematiko.

Kljub delovnemu ozrac¢ju smo imeli tudi dovolj casa, da smo navezali stike
in se neformalno pogovorili o nasem delu. V sredo smo imeli druzabni vecer
Pod lipo, v Cetrtek pa smo odsli na skupno kosilo.

Za konec naj omenim Se to, da se pri nas ze precej ljudi ukvarja s teorijo grafov
in da si Se Zelimo takih in podobnih srecan].

3.
4.
rap

5

De
6.
7.
8.

Ce
1.

2
3

4

5

6

Bojan Mohar
94 Obzornik mat. fiz. 29 (1982) 3



To je prvi del predelane izda]
1zsla pred dV&jS@ﬁMI leti. Uvodno p@gia&@@ in -o p@giawe ki gmr@n O povezavi
ﬁ.zmm se E@ ﬁﬁmﬁﬁ@ﬂﬁ mzmg j@m @d; ummzm p@gimf@ prejinje knjige. Tretje po-
ba j@ avtor skoraj v celoti na novo
dimo umetni lo; oicni jezik p
reda, to je j@zﬂ@ Y 1 se ummma, nosini in eksistencialnostni kvas ?Emkmm*
nmmgam samo na mndividualne spremenljivke. Abecedo tega jezika sestavljajo lo-
ividualne konstante, individualne spreme: ijﬁsﬁ@ mmﬂ za -- ik@m

naki, ind
1kcijski gnam sintaksa pa sestoji v bistvu
mule. primer, kaksna je izrazna moc tega jmﬁg

wmda*ﬁf@m@ odnose med ljudmi in nadalje osnove lastnosti ter mmguﬁ v
m in v naravnih m@mhh Na k@ncu je g@‘wr S@ O Mmm

znan g a niti iz
zell seznaniti, s kamm
resuje.

in vana'mp pm
je raz c 5 ena tako, d

mere, ko p audam

YBER - €] oznacene.
a k@ﬂ@u je d@ d ana @bggmm zbirka nalog.
ga predznanja iz racunalnistva, ni pa namenjena za-
@@mm@m Za sam%mm@ u@@m@ saj j@ bila napisana kot pon 108 pri tecaju. Gotovo
pa v njej tudi programeriji, ki cobol Ze znajo, najdejo $tevilne koristne ideje.

a Zumer

Knjigo sestavljajo p mgpw‘m 1z teorije grup in 1nj €ne upo ih vejah
teoretske fizike. Razdeljena je na naslednja poglavja: grupe umeritve in solitoni,
unitarne grupe v fiziki atomov, molekul in trdne snovi, tkivasto snopje (v geo-
metriji) in koncna razseznost osnovnih delcev (h admnav} teorija grup in kvantna
mehanika, grupe ﬁn polgrupe pri opisu nestabilnih Swiemov simplekticne Sfirukm
ture 1n geometricna kvantizacija , grupe s - h
delcev, grupe v Spmsm relafgwnasm jedrski fiziki in ﬁzﬂﬂ osnovnih delcev, me
aig@bm in Supﬂgmwmcua

je mocno matematicno obarvana, kar je znacilno za sedanje Stame v teo-
11 p pmavav Pri tem so uporabljene sicer zZe izde-

m topologije in algebre. Zbirka preda-
na teh specializiranih p@dméﬁh; Za

te 5@ koristen izrez iz akimain@ I‘Obi@matake
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Joze VRABEC, Bordism, homology and Stiefel-Whitney numbers. — Ljubljana :
DMFA SRS, 1982, 84 str. — (Postdiplomski seminar iz matematike ; 13),

Knjizica vsebuje podrobna dokaza dveh klasicnih Thomovih izrekov iz diferen-
clalne topologije. Natancneje, sestoji iz potrebne pripravljalne snovi in podrobno
1izdelanih dokazov teh izrekov, kot sta prikazana v cClanku: S. Buoncristiano, D.
Hacon, An elementary geometric proof of two theorems of Thom, Topology 20 (1981)
97—99.

Da bi bila izreka vsaj do neke mere razumljiva, pojasnimo najprej nekaj poj-
mov. Dve gladki, sklenjeni (tj. kompaktni in brez roba) n-mnogoterosti M in N sta
oordantni, Ce¢ je njuna disjunktna unija rob kake gladke kompaktne (n + 1)-mno-
goterosti. Posebej, mnogoterost M je bordantna nic¢, ¢e je rob kake gladke kom-
paktne (n + 1)-mnogoterosti. Fundamentalni razred [M] povezane sklenjene n-mno-
goterostti M nad Zp, je generator (tj. neniCelni element) n-te homoloske grupe
H,(M; Z;) = Z,. Stiefel-Whitneyevi razredi mnogoterosti M so po definiciji Stiefel-
Whitneyevi razredi tangencialnega svezinja mnogoterosti M; pri tem i-ti razred
wi(M) lezi v i-ti kohomoloski grupi HY(M; Z,),i=10,1, ..., n. Ce jen=14; +...+ 1,
razClenitev Stevila n, je produkt (»cup product«) w; (M) w; (M).. °.Wi:,-<M) v grupi
Hrn(M; Z3). Ker je Hn(M; Z,) dualni vektorski prostor (nad Z,) prostora H, (M; Zs),
lahko torej izraCunamo Kroneckerjev produkt <(w; (M) ...w; (M), [M]) € Zs; rezultat
imenujemo Stiefel-Whitneyvevo stevilo mnogoterosti M, pripadajoCe razllenitvi n =
mij_‘%“.‘.,“%‘i?m |

Omenjena Thomova izreka se glasita takole:

I. Stiefel-Whitneyeva stevila sestavljajo popoln sistem invariant za klasifikacijo
gladkih sklenjenih mmnogoterosti glede na bordizem. Z drugimi besedami, mnogo-
terost je rob tedaj in le tedaj, ko so vsa njena Stiefel-Whitneyeva Stevila enaka 0.

I1. Vsak singularni homoloski razred nad Z; poljubnega topoloskega prostora X
je mogoce predstaviti z gladko mnogoterostjo, tj. za vsak x€ H (X; Z3) obstajata

taka gladka sklenjena n-mnogoterost M in taka zvezna preslikava f: M — X, da je
f+([M]) = x.

Izvirna Thomova dokaza (iz leta 1954) uporabljata vel netrivialnih dejstev 1z
algebrai¢ne topologije, recimo kohomolosko strukturo Eilenberg-MacLaneovih

3 IV

narave in v dokazu izreka II se mnogoterost M konstruira eksplicitno.

Knjizica je nastala na osnovi niza predavanj, ki jih je imel avtor prof. Vrabec
na topoloskem seminarju Zagreb-Ljubljana v letu 1981. Sestoji iz 11 razdelkov in
ima poleg teh Se izvlecek, predgovor, bibliografske podatke in indeks. Prvih 9 raz-
delkov obravnava vso potrebno snov o vektorskih sveznjih, njihovi klasifikaciji,
o gladkih mnogoterostih, transverzalnosti, o Stiefel-Whiineyevih razredih in bor-
dizmu, 10. in 11. razdelek pa sta posveCena dokazoma navedenih izrekov.

Osnovni tekst je napisan v zelo preciznem in jasnem slogu in spremlja ga mnogo
hevristiCnih in bibliografskih napotkov. Ceprav je knjizica napisana v angleSCini,
jo smemo upraviceno Steti za prispevek k nasi matemati¢ni literaturi in jo toplo
priporociti podiplomskim S$tudentom topologije in vsem, ki se zanimajo za alge-
brai¢no in diferencialno topologijo.

Darko Veljan

Riemann surfaces and related topics : Proceedings of the 1978 Stony Brook
conference / Ed. by I. Kra, B. Maskit. — Princeton : Univ. press, 1981. 517 str, —
(Annals of mathematics studies ; 97).

V tej knjigi je objavljena vecina predavanj s konference, ki je Ze Cetrta s po-
dobno vsebino. Sodelovalo je mnogo novih (mladih in starejSih) strokovnjakov
s tega podrocCja. Vsebina: A geometric property of Bers’ embedding of the Teich-
muller space (W. Abikoff), Plane models for Riemann surfaces admitting certain
half-canonical linear series, p.l. (R. D. M. Accola), Nontriviality of Teichmiiller
space for Kleinian group in space (B. N. Apanasov), The action of the modular
group on the complex boundary (L. Bers), Some remarks on bounded cohomology
(R. Brooks), The dynamics of 2-generator subgroups of PSL (2, C) (R. Brooks, J. P.
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Matelski), Minimal geodesic on Fricke's torus-covering (H. Cohn), On variation of
projektive structures (C. J. Earle), Vanishing theta constants (H. M. Farkas),
Analytic torsion and Prym differentials (J. Fay), On a notion of quasiconformal
rigidity for Riemann surfaces (F. P. Gardiner), Spirals and the universal Teich-
miiller space (F. W. Gehrmg) Intersection matrices for bases adapted to auto-
morphisms of a compact Riemann surface (J. Gilman, D. Patterson), Homomor-
phism of triangle groups into PSL (2, C) (L. Gm@nberg) yperbdm manifolds,
oroups and actions (M. Gromov), Automorphisms of Cempact Riemani Surfamg
and Weierstrass points (E Guerrero), Affine and projektive S‘truaums on R
surfaces (R. C. Gunning), Boundary structure of the modular group (W. J. Harvey),
A realization problem in the theory of ama}ytm curves (M. Heins), The mmmdm 1Y/
of projective structures (J. H. Hubbard), Holomorphic families of Riemann surfaces
and Teichmiuller spaces (Y. Imayoshi), Qommmamrs in SL (2, C) (T. Jorgensen),
Two examples of covering surfaces (T. Jorgensen, A. Marden, Ch. Pommerenke),
Deformations of Symmefwic pmducfts (G. R. Kempfi), Remarks on projective stru-
ctures (I. Kra, B. Maskit), Some mmaﬂgs on Kleinian gmups (S. L. Krushkal)
Remarks on WEB gmups ('T. Kumda S. Mori, H. Takahashi), | @marks on Fuchsian
ogroups assoclated with open Riemann suﬁace& (Y. Ku_sunokl M. Taniguchi), On
ceneralized Weilerstrass points amd rings with no prime @E@memg {Ha Lauter), The
mpobgy of analytic surfaces: decompositions of elliptic surfaces (R. Mandelbaum),
Dense geodesics in m@uh space (H. Masur), Automorphismen ebener diskontinuier-
hch@r Grupp@n (G. Rosenberger), Remarks on the geometry of the Siegel modular
group (R. J. Slbn@r} On the ergodic ?[heory at inifinity of an arbitrary discmte
group of hyp@rbghc motions (D. Sullivan), On infinite Nielsen kernels (J. C. Wason),
Hyperbolic 3-manifolds which share a ﬁmdam@ntal pmyhedmn (N. J. W 1denberg)

The length spectrum as moduli for compact Riemann surfaces (S. Wolpert)
Ciril Velkovrh

319 535} (posamezma vaﬂka}

Semmar za ucitelje matematike (Obzornik mat. fiz. 28 (1981) 1)
 (1980/81)

. Presek — list za mlade matematike, fizike in astronome, 8
st. 3, 4, 5, (Krizanic¢ F., Ukrocena matematika. — Presekova knjizni-
ca ; 1), 6 (Ranzinger P., Presekova zvezdna karta. — Presekova
knjiziica ; 8); 9 (1981/82) st. 1, 2 (492, 509, 496, 512, 529, 537)
(posamezma Stevilka) 21.—40.
VI — letno pﬁmcﬂo E%@ (499) —
Republisko tekmovanje iz matematike (516) -
Republisko tekmovanje iz fizike (522) —
Obcni zbor, 33, = 1981 (536

2 urabe Lubl jana, 1981 (520) —
19. 3. Seminar iz teorije gmfmf 2., Ljubhana 1981 {53@) —

2@ h Ursm S Sun nestni logaritmi in druge tabele (305)

. 21 b. Hribar M., Zbirka reSenih nalog iz fizike z republiskih tekmovanj
(3 popmvh@na 1zda§a) (501) 144 —

22. 32. Weinberg S., Prve tri minute (503) 200.—

Viatematika-Fizika — zbirka univerzitetnih uc¢benikov in monografij
23, 6@ Vidav I., Visja matematika, 1. del (508) 592 .—
24. 14. Strnad J., Fizika, 3. del, P

Atomi (300) 576.—
%g 1da:v L, %fma in pmj@ktwna geometrija (494) 240.—
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27.
28.
29.

30.
31.
32,
33.

34.
33.
36.
37.
38. |
39.

40.
41.
42.
43,
44.
45.
46.
47.

48.
49.
50.

31.
52.

53.

53.
56.
57.

38.
59.

Zbirka izbranih poglavij iz matematike

4 d. Zakrajsek E., Programski jezik pascal (539)
12 b. Wirth N., Rac¢unalnisko programiranje (538)
17. Vidmar R., Zac¢ni s TOPS-10 (524)

Zbirka izbranih poglavij iz fizike
3 b. Rosina M., Jedrska fizika (541)
9c. Gros M. in dr., Naloge iz fizike (540)

11 a. KusScer 1., Zumer S., Statisticna mehanika (532)
18. Zupancic¢ 1., Fizikalni praktikum I1I (488)

Seminar za numericno in racunalniSko matematiko (posamezni izvod)

22. Batagelj V., Iskanje po razprsenih tabelah (525)

23. Dacar F., Domet in struktura zaporedij kvadratnih ostankov (526)

158./159. Dacar F., Logika rasti (533)

166. Vitek A., Skrwame nevidnih delov teles (489)

168. Te! <movame programov — kocki (490)

206. Suhadolc A., Nedefinitni skalarni produkt in J-sebi adjungirane ma-
trike (497)

207. Batagelj V., Podatkovna struktura graf (514)

208. Lozej M., Kodiranje Petrijeve mreze (498)

212. Horvat B., Uglasevanje glasbenih instrumentov (502)

213. Zakrajsek E., Karakteristicni polinomi v celih Stevilih (507)

214. Jevti¢ B., Sinhroni protokol CDC 200 UT (511)

218. Komelj J., LPT razdeljevanje poslov na procesorje (515)

222. Ferligoj A., Razvrscanje v skupine z omejitvami (534)

223. Feng Y. Y., Kozak J., On the generalized Euler-Frobenius polyno-
mial (518)

— Seminar za numeri¢no in racunalnisko matematiko — seznam pre-

davanj (521)

227. Dacar F., Efektivna eliminacija kvantifikatorjev iz algebraicnih iz-

razov (523)

228. Kozak J., Kako pois¢emo napako v programu? (527)

233. Dacar F., Tiling rectangular areas with rectangular pieces (531)

251. Bobkov V. V. O nekatoryh metodah Ccislennogo resenija zadac
s nacal'nymi uslovijami dlja obyknovennyh differencial’'nyh uravne-
ni1j vyssih porjadkov (543)

252. Bobkov V. V., Nejavnye raznostnye shemy i metody ih Ccisleno]
realizacii (544)

PriroCniki za racunalnis$tvo in numeriéno matematiko (posamezni 1zvod)

. 9. Batagelj V., Zakrajsek E., Structuran/DEC-10 (542)

Uc¢beniki in priro¢niki za osnovno in srednjo Solo

Stalec 1., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za 2. razred gim-
nazije (8. natis) (510)

Avsec F. in dr., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za 3. razred
gimnazije (5. natis) (504)

Zabkar A., Tablice kvadratov, kubov, kvadratnih in kubi¢nih korenov ...
(15. natis) (506) |

Strnad J., Fizika, Leksikon CZ (2. natis) (495)

Ranzinger P., Presekova zvezdna karta (517)

Studente 1n naroc¢nike Preseka.

DMFA SRS od leta 1951 do danes.

80.—
280.—

- 100.—

400.—
160.—
120.—
200.—

40.—

40.—

60.—
50.—
20—

260.—
10.—

Na desni strani seznama so navedene znizane cene, ki veljajo za ¢lane drustva,

Na koncu naslovov so v oklepajih zaporedne Stevilke izdaj Kormsue za tisk

Ciril Velkovrh

Obzornik mat. fiz. 29 (1982) 3



