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AFINA GEOM
IVAN VIDAV

Math. Subj. Class. (1980) 51—01, 51A 30

Članek obravnava osnove afine geometrije v ravnini. Podana je definicija pla-

narnega ternarnega kolobarja in nakazana zveza med lastnostmi tega kolobarja

ter Desarguesovim in Pappusovim izrekom.

AFFINE GEOMETRY

In this article the basic properties of affine plane are presented, the planar

ternary ring is introduced, and the relations between ihe properties of this ring

and the theorems of Desargues and Pappus are indicated.

1. Uvod

Afina geometrija je nastala najprej kot del evklidske geometrije. Osnovna

pojma v geometriji ravnine sta točka in premica. Množica točk in množica

premic določata afino strukturo ravnine. Pri vsaki strukturi nas zanimajo

njeni avtomorfizmi, to so preslikave, ki ohranjajo strukturo. Avtomorfizem

evklidske ravnine je taka povratno enolična (bijektivna) preslikava množice

točk ravnine nase, ki preslika premice na premice. Avtomorfizem ravnine

imenujemo afina transformacija. Množica vseh afinih transformacij dane

ravnine je grupa. Enota je v tej grupi identična preslikava.

S koordinatami se izraža amina transformacija o takole: V ravnini si izbe-

rimo koordinatni sistem. Naj preslika g točko 7 s koordinatama (x, y) v točko

6(T) — TI" s koordinatama (x',y'). Izkaže se, da sta x in y linearni funkciji

koordinat x, y prvotne točke T':

x saxsbytp, y<scocxtdyta (4)

Tu so koeficienti a, b, c, d, p, g za dano afino transformacijo g natanko dolo-

čena števila. Obratno pomeni vsaka transformacija oblike (1) afino transior-

macijo, če je determinanta koeficientov ad — bc -k:0. Ta pogoj pomeni, da

je preslikava (1) bijekcija: pri znanih koordinatah x, y' preslikane točke lahko

iz sistema (1) enolično izračunamo x in y, tj. koordinati originalne točke. Pri-

mer take transformacije je

x — 2X, V — 3Y (2)

Zdaj že lahko povemo, kateri del evklidske geometrije imenujemo aftina

geometrija:

Afina geometrija študira tiste lastnosti likov, ki se ohranjajo pri vsaki

atini transformaciji.

Tako je lastnost treh točk, da leže na isti premici, afina. Prav tako je vzpo-

rednost premic atina lastnost. Vsaka afina transformacija preslika namreč

vzporedne premice v vzporedne premice. Nadalje preslika afina transforma-

cija daljice na daljice, toda dolžine daljic ne ohranja. Transformacija (2) na

primer poveča vsako daljico na abscisni osi dvakrat, na ordinatni osi pa celo

trikrat. Zato tudi podobnost likov ni pojem, ki bi sodil v afino geometrijo.

Ker skladnost daljic in kotov nista pojma afine geometrije, lahko to vejo

geometrije opredelimo tudi takole:

Afina geometrija sestoji iz izrekov, ki jih dobimo z logičnim sklepanjem

iz sistema aksiomov za evklidsko geometrijo brez uporabe aksiomov o sklad-

nosti.
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Od tod sledi, da je afina geometrija splošnejša od evklidske. Vsi izreki

afine geometrije so tudi izreki evklidske geometrije. Narobe pa ni res. Pita-

gorov izrek na primer ne sodi v afino geometrijo.

Sistem aksiomov za evklidsko geometrijo je precej kompliciran. To je

razumljivo, saj imata ravnina in prostor bogato strukturo. Bistvene lastnosti

afine ravnine pa dobimo že iz preprostejšega sistema aksimov. Trije aksiomi

zadoščajo, da lahko opredelimo koordinatni sistem, v katerem ima vsaka

točka dve koordinati, in da priredimo vsaki premici enačbo. Vendar koordi-

nate niso realna števila. Množica [', katere elementi so koordinate, ima, po-

dobno kakor množica realnih števil, neko algebrsko strukturo, ki pa ni struk-

tura obsega.

2. Aksiomi za afino ravnino

Afino ravnino ,4 sestavljata dve neprazni množici. Elemente prve imenu-

jemo točke, elemente druge pa premice. Vsaka premica je neka podmnožica

množice točk. Točka T leži na premici p, če je 7 element podmnožice p, tedaj

Te p. V tem primeru tudi pravimo, da gre premica p skozi točko 7. Skupno

točko dveh premic p in g imenujemo presečišče.

Definicija. Premici p in g sta vzporedni, če sta ali identični premici ali pa

nimata nobene skupne točke.

Za množico točk in družino premic afine ravnine .% naj veljajo aksiomi:

<4 1. če sta P in O različni točki, obstaja ena in samo ena premica p, ki gre

skozi Pin O.

<4 2. Naj bo P poljubna točka in p poljubna premica. Obstaja ena in samo

ena premica p', ki gre skozi točko P in je vzporedna s premico p.

<4 3. Obstajajo vsaj tri točke, ki ne leže na isti premici.

[1 aksiomi so očitno izpolnjeni v evklidski ravnini.

vn, Zato je evklidska ravnina model za afino ravnino. Ni pa

| ; to edini model. Obstajajo afine ravnine, na katerih je

samo končno število točk. Vzemimo v evklidski ravnini

kvadrat. Naj sestoji množica točk afine ravnine ,4 iz

oglišč A, B, C, D tega kvadrata, množica premic pa iz

štirih stranic in obeh diagonal kvadrata (Sl. 1). Brez

težave se brž prepričamo, da so za to množico točk in

to množico premic izpolnjeni aksiomi.4l —./3. Diago-

Slika 1 nali AC in BD sta tu vzporednici, ker presečišče diago-

nal ni točka našega modela. |

Premico p, ki gre skozi točki P in O in je po./ 1 natanko določena, ime-

nujemo zveznica točk P in O in označimo s PO. Aksiom 4 1 pove, da imata

dve različni premici kvečjemu eno skupno točko. Če sta torej premici p in g

različni in nista vzporedni, se sečeta v natanko določeni točki. Pri tem je

presečišče T — pna.

Izrek 1. Vzporednost je ekvivalenčna relacija.

Dokaz tega izreka je preprost. Bralec ga najde v [2], str. 35.

Vzporednost kot ekvivalenčna relacija razdeli množico premic afine rav-

nine ,4 na ekvivalenčne razrede. Ekvivalenčni razred imenujemo šop vzpored-

nic. Šop vzporednic, v katerem je premica p, sestoji iz vseh premic, ki so

vzporedne s p.

Prav tako preprosta posledica aksiomov je
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Izrek 2. Na vsaki premici afine ravnine ./ je isto število točk in to število

je enako številu premic v poljubnem šopu vzporednic.

Dve množici imata isto število elementov, če imata isto kardinalno število,

to se pravi, če obstaja bijektivna preslikava ene množice na drugo.

Dokaz zreka 2 je v [2], str. 36.

3. Afin koordinatni sistem

V afini ravnini .%4 si izberimo poljubno točko O in skoznjo tri premice

(Sl. 2). Točko O imenujemo izhodišče, prvo premico abscisna os ali os (x),

drugo ordinatna os ali os (y), tretjo pa enot-

na premica. Na enotni premici si izberimo še

poljubno od O različno točko E. Te tri pre-

mice s točko E£ sestavljajo afin koordinatni

sistem. Vzemimo zdaj poljubno množico /',

kiima isto število elementov, kolikor je točk

na premici ravnine.x4. Zato obstaja bijektiv-

na preslikava y množice točk enotne premice

na množico /'. Zaznamujmo z 0 in 1 elementa / |

iz T, ki sta sliki točk O in E, torej y(0)<0. Slika 2

in v(£E) — 1.

Naj bo P poljubna točka ravnine .%. Skoznjo potegnimo vzporednici 7 in s

z ordinatno in abscisno osjo. Nobena od premic r in s ni vzporedna z enotno

premico. Zato seče enotna premica premico 7 v neki točki A, premico s pa

v točki B. Naj bo y(A) — x in y(B) — y. Elementa x, ye 7 imenujemo afini

koordinati točke P, in sicer je x abscisa in y ordinata. Pogosto pišemo P —

— (x, Y). Točka P očitno natanko določa elementa x in y. Vzemimo zdaj, da

sta daria x, ye[T. Ker je y bijekcija, obstajata taki točki A in B na enotni

premici, da je y(A) — x in y(B) — y. Skozi A potegnimo vzporednico r z ordi-

natno osjo, skozi B pa vzporednico s z abscisno osjo. Premici 7 in s nista

vzporedni in obstaja zato presečišče P — r[1s. Brez težave ugotovimo, da sta

x in y koordinati točke P.

Če leži točka P na abscisni osi, je premica s kar os (x); le-ta seče enotno

premico v točki O. Ker je y(O) — 0, ima vsaka točka na abscisni osi ordinato

0. Podobno ugotovimo, da je abscisa za vsako točko na ordinatni osi enaka 0.

Vse točke na vzporednici z ordinatno osjo imajo isto absciso, vse točke na

vzporednici z abscisno osjo pa isto ordinato. Kakšni pa sta koordinati točke

P na enotni premici? V tem primeru sečeta vzporednici r in s enotno premico

kar v točki P, tako da je A — B — PP, Od tod sledi x — y(A) — y(5) — y. Torej

ima vsaka točka na enotni premici koordinati (x,x). Posebej je E <— (1,1).

Narobe je tudi res, da leži točka s koordinatama (x, x) na enotni premici.

4. Planarni ternarni kolobar

Imejmo v afini ravnini .4 dan koordinatni sistem. Skozi točko E£ poteg-

nimo vzporednico z osjo (y). To premico imenujemo premico strmin. Vsaka

točka na njej ima absciso 1. Naj bo p poljubna premica, ki ni vzporedna

z osjo (y). Potegnimo skozi izhodišče O vzporednico p" s p (Sl. 3). Premica p"

seče premico strmin v neki točki s koordinatama (1, m), me. Ordinato m

imenujemo strmina premice p. Zapomnimo si, da smo strmino m priredili

samo premicam, ki niso vzporedne z ordinatno osjo. Abscisna os ima npr.
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strmino 0, enotna premica pa strmino 1. Premici p in p' sta vzporedni natanko

tedaj, kadar imata isto strmino.

Ali obstaja premica s strmino m pri poljubnem me 7? Točka P s koordi-

natama (1, m) leži na premici strmin. Zveznica OP je očitno premica s strmino

m. Takoj tudi vidimo, da za vsako točko P, in vsak me [ obstaja premica p,

ki gre skozi P, in ima strmino m.

Slika 3 Slika 4

Vzemimo poljubne elemente a, m, be 7. Točka (0, b) — B leži na ordinatni

osi. Naj bo p premica, ki gre skozi B in ima strmino . Je natanko določena.

Nadalje naj bo 7 premica, ki gre skozi točko A — (a,0) na abscisni osi in je

vzporedna z ordinatno osjo. Vse točke na r imajo absciso a. Premici p in r

nista vzporedni in se zato sečeta v neki točki P — (a,c) (Sl. 4). Iz konstrukcije

se vidi, da je ordinata c določena z elementi a, m, b. Zato pišimo c — Ta, m, b).

Tako smo dobili preslikavo 7, ki vsaki urejeni trojki (a, m, b) elementov iz /'

priredi natanko določen element Ta, m, b)ec T. Tako preslikavo imenujemo

ternarna operacija. Deluje v množici ['.

Element 5 določa točko B <— (0,0) na ordinatni osi. Premica p gre skozi

B in ima strmino m. Točka s koordinatama (x, y) leži na njej natanko tedaj,

kadar je y — T(x, m, b). Fo je neposredno razvidno iz definicije ternarne ope-

racije in iz tega, da vzporednica z ordinatno osjo seče premico p, ki ni vzpo-

redna s to osjo, v natanko določeni točki. Zato lahko vzamemo, da je

y — T(x, m, b) (3)

enačba premice p. Tako smo priredili enačbo vsaki premici, ki ni vzporedna

z ordinatno osjo. Če pa je p vzporedna z osjo (y) in seče os (x) v točki A —

— (a,0), imajo vse točke na njej absciso a. Zato lahko rečemo, da je x<—a
enačba vzporednice z osjo (y).

Naštejmo zdaj osnovne lastnosti ternarne operacije T'.

(T,) 700, m, bh) — T(a,0,b) — b pri poljubnih a, m, be T

(T,) T(a,1,0) — 7(,a,0) — a za vsak ac [7

(T,) Naj bodo rm, m', b, b'e T poljubni in m' -: m. Enačba

T(x, m, b) < T(x, m,b) (4)

ima natanko določeno rešitev xc /'.

(T,) Naj bodo a, a, c, ce I' poljubni in a J-a. Sistem enačb

T(a, x,y) —c in TI(4,x,y)) <c€ (5)

ima natanko določeno rešitev x, yc ['.

(T,) Pri poljubnih 4, m, ce ' je enolično rešljiva na x enačba

T(a, m, x) < c (6)
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Dokaz. (I,). Postavimo x — 0 v enačbi (3). Dobimo, da je 7(0, m, b) ordi-

nata točke B, kjer seče premica p ordinatno os. Ta ordinata pa je 5. Torej

Premica z enačbo y — T(x,0, Db) ima strmino m <— 0, torej je vzporedna

z osjo (x). Ker seče ordinatno os v točki B — (0,0), je njena enačba tudi

y — b. Od tod sledi T(a,0, b) — b.

(T.). Premica z enačbo y — T(x, 1,0) gre skozi izhodišče in ima strmino 1.

To pa je ravno enotna premica, katere enačba je y — x, saj sta koordinati

vsake točke na njej med seboj enaki. Torej T(x,1,0) — x.

Premica y — T(x,a, 0) gre skozi izhodišče, njena strmina je a. Po definiciji

strmine seče premico strmin x — 1 v točki (1,4). Zato je T(l,a4,0) —a.

(T.). Naj bo y — T(x,m, b) enačba premice p in y — T(x, m',b') enačba

premice p'. Ker m' gem, p in p' nista vzporedni in se sečeta v natanko dolo-

čeni točki P, — (x,,y,). Potem je T(x,, m, b) — y, — T(x,,m',b"). Torej je x, re-

šitev enačbe (4). Denimo, da obstaja še kaka druga rešitev x,. Postavimo

y, — T(x,, m, b) — T(x,, m,b"). Točka (x,,y,) leži na premicah p in p'. Od tod

sledi x, — x, in y, — Y,, Saj je presečišče eno samo.

(T,). Točki (a,c) in (g,c") sta različni zaradi pogoja d4 spa. Naj bo p zvez-

nica teh točk. Pogoj a' ska še pove, da p ni vzporedna z osjo (y). Zato ima

enačbo y — T(x, m, b) pri primerno izbranih m, be [. Ker gre p skozi točki

(a, c) in (a',c'), je T(a,m,b) — c in T(a,m,b) — c. Torej zadoščata x — m,

y — b sistemu (5). Da je to edina rešitev tega sistema, sledi od tod, ker je

premica p skozi točki (a,c) in (a',c') ena sama.

(T). Naj bo y — T(x, m, b) enačba premice, ki ima strmino m in gre skozi

točko (a, c). Potem je T(a, m, b) — c. Torej je x — b rešitev enačbe (6). Očitno

je to edina rešitev.

Definicija. Množica /' s ternarno operacijo 7 se imenuje planarni ternarni

kolobar, če sta v /' vsaj dva med seboj različna elementa 0 in 1 in če ima ope-

racija T lastnosti (T,)—(T,).

Planarni ternarni kolobar bomo na kratko označili z (/', 7). Pravimo mu

planarni zato, ker smo ga dobili iz ravninske afine geometrije. Ker so ele-

menti iz 7' koordinate točk, imenujemo (7,7) tudi koordinatni kolobar.

5. Seštevanje in množenje

V vsakem planarnem ternarnem kolobarju (7,7) lahko na naraven način

definiramo dve binarni operaciji: seštevanje in množenje. Ti dve operaciji pa

nimata istih lastnosti kakor v običajnih kolobarjih.

Za poljubna elementa a, be naj bo

a--b-—T(a,1,b) 60

S tem je v množici /' natanko določena binarna operacija seštevanja. Element

a - b imenujemo vsota elementov a in 5. Množico / z binarno operacijo

seštevanja bomo označili z ([, --). Oglejmo si lastnosti seštevanja:

(S) a-0<—0-azx—a za vsak ac[T

(S,) Pri poljubnih a, b</' sta enačbi

aJ-x—<b in ydJ-az<b (8)

enolično rešljivi na x oziroma na y.
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Dokaz. (S,). Definicija (7) in lastnost (T,) operacije 7 povesta, da je

a-0x<— I7(a,1,0) — a. Lastnost (T,) pa nam da še 0 -a<7(0,1,4a) — a. Torej

je 0 nevtralni element za seštevanje.

(S,). Prvo enačbo (8) zapišemo v obliki T(a, 1,x) — b. Lastnost (T,) pove,

da ima ta enačba natanko določeno rešitev x. Drugo enačbo (8) pa zapišimo

v obliki T(y,1,a) < b — T(y,0,b). Ker 1-0, je po (T,) tudi ta enačba eno-

lično rešljiva na y.

Če bi za seštevanje veljal zakon asociativnosti, bi bila (7, --) grupa. Ven-

dar zakona asociativnosti ne moremo izpeljati iz lastnosti (T,) — (T,) ternarne

operacije T oziroma iz aksiomov .4 1 —.4 3.

Algebrsko strukturo (7, --), ki izpolnjuje pogoja (S,) in (S,), imenujemo

kvazigrupa (angleško loop). Kvazigrupa je posplošitev pojma grupe. Kvazi-

grupa je namreč grupa, če velja v njej zakon asociativnosti.

Za poljubna elementa a, b e FT postavimo

ab — T(a,b,0) (9)

To binarno operacijo v / imenujemo množenje in označimo s ., ki je ponavadi

ne pišemo. Množenje ima tele lastnosti:

(M) a.0—0.a— 0 za vsak aeT

(M) a.1—-l1.a-—a za vsak ac[T

(M,) če sta a in b oba različna od 0, je tudi ab 4-0

(M,) Za vsak ac, a--0, in vsak be [' sta enolično rešljivi enačbi

ax—b in ya<b (10)

Dokaz. (M,). Iz definicije (9) in (T,) dobimo a.0 — T(a,0,0) —0 in 0.a —

— I(0,a,0) — 0.

Lastnost (M,) je kar (T,).

(M,). Naj bosta a--0 in b--0. Premica p z enačbo y — T(x, b,0) gre skozi

izhodišče in ima strmino b. Ker b 3-0, p ni abscisna os. Zato y — T(x,b,0) <0

za vsak x--0. Od tod ab — T(a, b,0) <0.

(M,). Naj bo a--0. Prvo enačbo (10) zapišemo v obliki T'a,x,0) — b.

Oglejmo si zdaj sistem enačb

T(a,x,y)<b tin T(0,x,y) <0

Ker a-:-0, ima ta sistem po (I,) natanko določeno rešitev (x,,y,). Druga

enačba pove, da je y, — T(0,x,,y,) — 0. Torej ax, — T(a,x,,0) — T(a,x,,y, — b.

Drugo enačbo (10) pa lahko zapišemo v obliki T(y,a,0) < T(y,0,b). Ker

a -E0, ima po (T,) natanko določeno rešitev y,.

Označimo z 7" množico 7 brez elementa 0. Lastnost (M,) pove, da je 7"

zaprta za množenje. Torej je v njej . binarna operacija. Nadalje je 1 nevtralni

element za množenje, enačbi ax — b in ya — b pa sta v 7" vselej rešljivi. Od

tod vidimo, da ima tudi (7",.) strukturo kvazigrupe.

Planarni ternarni kolobar je zelo podoben običajnemu kolobarju in celo

obsegu. Pač pa v njem ne veljajo asociativnostna zakona za seštevanje in

množenje in distributivnostni zakon.

6. Desarguesov in Pappusov izrek

Asociativnostna zakona za seštevanje in množenje sta v planarnem ter-

narnem kolobarju tesno povezana z veljavnostjo posebnih primerov Desar-

guesovega izreka v afini ravnini. Oglejmo si najprej
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izrek D,. Na bodo p,g,7 med seboj različne vzporedne premice afine

ravnine ./. Nadalje naj bosta A, A' različni točki na premici p, B, B' različni

točki na g in c, C različni točki na r. Če je zveznica AB vzporedna z AD' in

zveznica BC vzporedna z D'C', je tudi zveznica AC vzporedna z A'C'. (Sl. 5.)

Izrek D, se ne da dokazati iz aksiomov .4 1 —.Y 3. Velja pa

izrek 3. Naj bo .% taka afina ravnina, da v njej velja izrek D,. Potemje

seštevanje v ternarnem kolobarju (/,7) komutativno in asociativno. Velja
desni distributivnostni zakon (a - b)c — ac - bc, ternarni operator 7 pa se

izraža s seštevanjem in množenjem v obliki |

T(a, m, b) — am - b (11)

Če torej privzamemo k aksiomom 2/1 —.%43 afine ravnine še izrek D, kot

aksiom, ima koordinatni kolobar tele lastnosti:

(1) (7, --) je Abelova grupa z nevtralnim elementom

(2) ([",.) je kvazigrupa z nevtralnim elementom 1;

(3) a.0—0.a-— 0 za vsak acT;

(4). (a -- b)e — ac - be.

Množenje pa je asociativno, če velja tale posebni primer Desarguesovega

izreka:

0;

Izrek D,. Naj gredo med seboj različne premice p, g,r skozi isto točko O.

Nadalje naj bosta A, A' različni točki na premici p, 5, B' različni točki na g in

C, C" različni točki na r. Če je zveznica AB vzporedna z AB' in zveznica BC

vzporedna z B'C', je tudi zveznica AC vzporedna z A'C'. (Sl. 6.) |

| Pripomba. Izreka D, in D, se ločita v tem, da so p,g,r pri D, vzporedne

premice, pri D, pa gredo skozi isto točko O.
Izrek D, lahko v afini ravnini .4 velja ali ne. Obstajajo celo afine ravnine,

v katerih D, velja, D, pa ne.
Afina ravnina, v kateri veljata izreka D, in D,, se imenuje Desarguesova

afina ravnina. Koordinatni kolobar (/', 7) se v Desarguesovi afini ravnini od-

likuje s temile lastnostmi:

(1). (F, --) je Abelova grupa z nevtralnim elementom 0;
(2) ([",.) je grupa z enoto 1; |

(3) veljata distributivnostna zakona

(a- he <ac -bce in cla - b) — ca - cb

Koordinatni kolobar je torej v tem primeru za seštevanje in množenje obseg.
Naj bo / poljuben obseg. Definirajmo v njem ternarno operacijo 7 z enač-

bo (11). Brez težave se prepričamo, da je (7,7) planarni ternarni kolobar,
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operaciji seštevanja in množenja pa se v (/,7) ujemata s tema operacijama

v obsegu ['.

V afini ravnini.%4, ki sestoji iz štirih točk, pogoja izrekov D, in D, ne

moreta biti izpolnjena, ker na. ni 6 različnih točk. Ni pa težko videti, da je

v tem primeru koordinatni kolobar obseg Z,, ki ima samo dva elementa 0 in 1.

Koordinatni kolobar za evklidsko ravnino je obseg realnih števil, ki je

komutativen. Kakšno dodatno lastnost mora imeti afina ravnina, da je koor-

dinatni kolobar komutativen obseg? Komutativnost množenja je povezana

z veljavnostjo Pappusovega izreka.

Pappusov izrek. Naj bodo P,O,R različne točke na premici p in P,O0,R'

različne točke na premici g. Vse te točke naj bodo različne od presečišča

p NOIg<—O. če je zveznica PR' vzporedna z zveznico RO', zveznica RP' pa vzpo-

redna z OR', je tudi zveznica PP' vzpo-

redna z OO". (Sl. 7.

Pappusov izrek se ne da dokazati iz

aksiomov.4/1—./3 in izrekov D, ter D..

Velja namreč

Izrek 4. Koordinatni kolobar Desar-

guesove afine ravnine 4 je komutati-

ven obseg natanko tedaj, kadar velja

v ravnini.4 Pappusov izrek.

P Dokaze za izreka 3 in 4 in za druge

Slika 7 v tem razdelku navedene trditve najde

bralec v knjigi [1], str. 80—100.

V tem bežnem pregledu smo obravnavali le ravninsko afino geometrijo.

V prostorski geometriji imamo poleg točk in premic še ravnine. Aksiomi za

atini prostor so prva skupina aksiomov Hilbertovega sistema in aksiom

o vzporednicah. Desarguesov izrek tu vselej velja, je namreč posledica pro-

storskih aksiomov. Od tod sledi, da je koordinatni kolobar v vsakem afinem

prostoru obseg. Algebrske strukture, ki so posplošitve obsega, dobimo torej

samo pri ravninskih geometrijah. Zato je z algebrskega stališča najbolj zani-

miv študij afinih ravnin.

Na koncu se povrnimo še k afinim transformacijam. Izreka D, in D,

veljata v afini ravnini ,4 tedaj, kadar je grupa afinih transformacij dovolj

bogata. Pri tem imajo pomembno vlogo afine transformacije, ki vsako premi-

co ravnine .4 preslikajo v vzporedno premico. Izkaže se, da ima taka trans-

formacija, če ni identična preslikava, natanko eno negibno točko ali pa nobe-

ne. V prvem primeru se imenuje razteg, v drugem pa translacija ali vzporedni

premik. Translacija je natanko določena s sliko ene točke, razteg pa s slikama

dveh točk, pri tem mora biti zveznica P'O' preslikanih točk vzporedna zvez-

nici PO originalnih točk P in O. Toda aksiomi .41 —.43 ne povedo, ali te

translacije in raztegi obstajajo. Dokazati se da, da velja v ravnini. izrek D,

natanko tedaj, kadar za vsak par točk P in O obstaja translacija, ki preslika

P vO. Izrek D, pa velja natanko tedaj, kadar za poljubne različne kolinearne

točke P,O, R obstaja razteg, ki ima negibno točko P in preslika O v R.
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Obzornik mat. fiz. 29 (1982) 3

V JANEZ RAKOVEČ

Math. Subj. Class. (1980) 51-01, 57-01, 57N05

Za oba izreka sta podrobno izpeljana elementarna dokaza, ki se naslanjata na

ravninsko geometrijo.

PROOFS OF THE JORDAN AND SCHOENEFLIES THEOREMS FOR POLYGONAL

SIMPLE CLOSED CURVES IN THE PLANE

Elementary proofis of both theorems are carried out in detail, relying upon

plane geometry.

1. Priprava

V ravnino 1/J, ki jo izberemo za univerzum, vpeljemo topološko strukturo.

Za bazične okolice poljubne točke 7 ec (7 vzamemo vse odprte kroge s sro-

diščem T. (Pridevnik »bazičen« bomo odslej izpuščali.)

Pri formulaciji in dokazovanju omenjenih izrekov bomo rabili spodaj na-

vedene pojme in ugotovitve; več o teh glej npr. v [4], [5], [7].

1.1. Definicija. Naj bo .s4 množica točk v ravnini II in T poljubna točka

v II. Točka T je notranja (oziroma zunanja) točka za.w, če ima vsaj eno

okolico, ki leži v. (oziroma v C.%); T je robna točka za.s4, če vsaka njena

okolica vsebuje vsaj eno točko iz.4 in vsaj eno točko iz C.«4. — Množica vseh

notranjih (zunanjih, robnih) točk za .4 je notranjost (zunanjost, rob) mno-

žice 4.

1.2. Definicija. Množica 4 v ravnini II je zaprta v I], če vsebuje svoj rob.

Množica 4 je odprta v IJ, če ne vsebuje nobene svojih robnih točk.

Kaj odlikuje povezano množico (ki je »iz enega kosa«) pred nepovezano

množico (ki sestoji »iz dveh ali več kosov«), nam pove:

1.3. Definicija. Množica MY v ravnini II je povezana, če za poljubni neprazni

množici 4 in G, za kateri je ZUB-<./U in ZN 8-—0, obstaja ' V M4 točka T,

ki je robna točka za. in za S hkrati. (Slika 1.) —TI—

Primere nepovezanih množic nam da:

1.4. Trditev. Unija dveh nepraznih, disjunktnih

odprtih množic 4% in A v ravnini II ni povezana.

Dokaz. V 4 U B ni nobene točke, ki bi bila rob-

na točka za «4 in za 4 hkrati. (Vsaka točka iz 4

je notranja za. in zunanja za Z; analogno je s RJLO . —

točkami iz B.) Slika 1

Če je p premica v ravnini 77, njen komplement Cp ni povezan, saj je unija

dveh odprtih polravnin, ki sta neprazni in disjunktni. (Vse točke na p so

sicer robne za obe polravnini, a seveda ne spadajo v Cp.) Podobno vidimo, da

komplement krožnice ali roba trikotnika v ravnini ni povezan.

Kot primeri povezanih množic se izkažejo premice, daljice in poltraki

(glej [5], str. 183) pa tudi lomljene črte, ki jih bomo zdaj definirali (glej še

[5], str. 186). |

« Članek vsebuje osrednji del avtorjevega predavanja 7 opologija v evklidskih
prostorih na seminarju Geometrija, 30. 1. 1982 v Ljubljani. Vsebina se dopolnjuje

s člankom J. Vrabca Jordanov in Schoenfliesov izrek, Obzornik mat. fiz. 23 (1976)
5/6, str. 137—145.
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1.5. Definicija. Naj bodo A;, Ax, ..., A, take točke v ravnini I], da se zaprte

daljice A,As, AsAs, ..., A,, 14x stikajo le v teh točkah, sicer pa nimajo skupnih

točk. Unijo zaprtih daljic A,As U AsA5 U... UA,, ,A, imenujemo lomljeno črto

(z oglišči A,, As, ..., A,, in stranicami A,A3, AsA3, ..., A, —44,). Če je A; — A,,

pravimo tej črti poligonalna krožnica, če je A; --A,, pa poligonalen lok (ki

veže A; in A,,)).

1.6. Izrek. Naj bo .4 množica v ravnini II. Če za poljubni točki iz .M ob-

staja poligonalen lok, ki ju veže in ki leži v./, je množica .M povezana.

Dokaz glej v [5], str. 186, 187. — Po tem izreku so očitno povezane na

primer vse konveksne množice v ravnini. |

A;

An-?

Slika 2 Slika 3

1.7. Definicija. Bodita 4, $ množici v ravnini II in f:.4—> % poljubna pre-

slikava (funkcija). Preslikava f je zvezna, če velja za vsako točko Xe.Yd: k po-

ljubni okolici Y točke f(X)e obstaja taka okolica točke X, ki se z f presli-

ka v YU.

1.8. Definicija. Preslikava f:.4—> 8 je homeomorfizem, če je zvezna in

bijektivna ter je tudi inverzna preslikava (1: B->.4 zvezna. — Množici 4

in E v Il sta homeomorfni, če obstaja kak homeomorfizem f:4->8B.

Homeomorfnost je ekvivalenčna relacija med množicami v ravnini /7. Upo-

števati je namreč treba, da je identična preslikava homeomorfizem, da je

inverzna preslikava homeomorfizma spet homeomorfizem in da je kompozi-

tum dveh homeomorfizmov spet homeomorfizem.

Za primer homeomorfizma se izkaže vsaka afina preslikava (transformaci-
ja) f : I7 — II ravnine /7. Očitno sta potem poljubna zaprta (ali odprta) trikot-

nika NABC in AAB'C' homeomorfna. Obstaja namreč taka afina preslikava

f: a—a, da je (A) — A, f(B) — B', ((C) — C in se tedaj AABC z f preslika

na AABC'. |

Množica v ravnini /7, ki je homeomorfna krožnici, se imenuje emostavno

sklenjena krivulja (slika 3). Primer zanjo je med drugim poljubna poligonal-

na krožnica (saj je homeomorfna robu trikotnika, ta pa krožnici).

Za konec razdelka bomo izpeljali dve geometrijski ugotovitvi o poligonal-

nih krožnicah, ki ju bomo rabili pri dokazovanju Jordanovega in Schoenflieso-

vega izreka.

1.9. Trditev. Če ima poligonalna krožnica k v ravnini II vsaj štiri oglišča,

obstaja daljica, ki spaja dve njeni oglišči tn razen v njiju ne seka k.

Dokaz. Naj bodo A;, A», A; zaporedna, nekolinearna oglišča krožnice k. Naši

trditvi ustreza daljica A,As, če razen v A; in A; ne seka k. V nasprotnem pri-

meru pa vsaj eno oglišče od k leži znotraj daljice A,As ali znotraj trikotnika

AA;4-As (slika 4). (Stranica od k, ki seka A;As, mora namreč imet eno kra-

jišče v AA,A,4s.) Skozi vsa oglišča krožnice k, ki so znotraj A;A; ali znotraj

AN A,4.45, položimo vzporednice k premici skozi A;, Az. Naj bo p tista vzpo-

rednica, ki je najbližja oglišču A. Premica p seka stranici A,As in AsA; v toč-
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kah T in 7"; znotraj daljice 77" je neko oglišče A; krožnice k, znotraj ATA7'

pa ni nobene točke iz k. (Če bi namreč kakšna stranica od k segala znotraj

ATAsT', bi imela vsaj eno oglišče znotraj /7As7", kar po izbiri p ni možno.)

Tedaj daljica A,A; ustreza naši trditvi.

Slika 4 iu Slika 5
1.10. Trditev. Bodita j in k takšni poligonalni krožnici v ravnini IT, da njun

presek ne vsebuje nobenega oglišča krožnice j ali k. Tedaj se j in k sekata

v sodem številu točk.

Dokaz poteka z indukcijo na število oglišč krožnice k; število oglišč pri j

naj bo ves čas poljubno. — V začetku indukcije je k rob trikotnika A A;As4s.

Poljubna stranica 5,B;,, krožnice j seka k kvečjemu dvakrat. Če B;,B;,; seka

k v dveh točkah ali pa sploh ne, sta B,; in B;;, oba znotraj ali oba zunaj

A AMiHAshAs; če B,B;,, seka k v eni točki, je eno od oglišč B;, B;,, znotraj in

drugo zunaj / A;As4s. Obhodimo krožnico j od oglišča B, skozi Ba, Bs, ... do

B, nazaj. Če je pri tem med B; in kakšnim B,; liho število sečišč s k, je eno

od oglišč B;, B; znotraj in drugo zunaj / A,AsAs. Ker se pri celotnem obhodu

vrnemo v B;, je število vseh sečišč krožnic j in k sodo.

Indukcijski korak. Naj bo n poljubno naravno število. Privzemimo, da

velja naša trditev v vseh primerih, ko ima krožnica k manj kot n oglišč.

Bodita j in k poligonalni krožnici kakor v naši trditvi in naj ima k zdaj mn

oglišč. Po 1.9 obstaja daljica, ki spaja dve oglišči A in A krožnice k ter razen

v A in A ne seka k. Tisti oglišči pa razdelita k na poligonalna loka k, in k;,

ki oba vežeta A in A. Uniji AA U k; in AA U ks sta poligonalni krožnici z manj

kot m oglišči. Privzamemo lahko, da nobeno oglišče krožnice ; ne leži na

daljici AA'; sicer bi namreč j; malo spremenili v bližini AA', pri čemer bi

presek j [A k ostal kakor prej (slika 5).

Naj bodo s, s,, ss zapored števila sečišč krožnice j z AA, k,, ks. Števili

sečišč krožnice j s krožnicama AA'U k; in AA U k, sta enaki s -- s; in s - S9

ter sta sodi po indukcijski predpostavki. Potem je soda tudi njuna vsota

2s -- s, so in prav tako s; -- sa, kar je število sečišč krožnic j in k. — Tako

smo izvedli indukcijski korak in s tem dokazali postavljeno trditev.

2. Jordanov izrek

Enostavno sklenjena krivulja v ravnini (slika 3) »očitno« razdeli ravnino

na dve polji, ki jima je krivulja skupni rob. To dejstvo je kot izrek prvi

formuliral C. Jordan leta 1893 v [1]. Natančneje se njegov izrek glasi:

2.1. Jordanov izrek. Naj bo k enostavno sklenjena krivulja v ravnini Il.

Njen komplement Ck je unija dveh nepraznih, disjunktnih, odprtih in po-

vezanih množic .£ in 8. Krivulja k je rob za .4 in za B hkrati.
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Komplement Ck je tedaj po 1.4 nepovezan. Enostavno sklenjena krivulja

k tako razdeli ravnino na dva »kosa« — prav tako kakor jo razdeli premica

ali rob trikotnika (glej tu str. 00).

Izkaže se, da je ena od množic .4 in 4 v 2.1 omejena in druga neomejena;

prvo imenujemo notranje polje, drugo pa zunanje polje krivulje k. O tem

glej [8], str. 139; v [8] je tudi izčrpno razložen pomen Jordanovega izreka in

podana njegova razširitev na višje dimenzije. V [3] pa najdemo na str. 14—17

zanimiv primer uporabe našega izreka.

Izrek 2.1 seveda obvelja, če za k vzamemo poligonalno krožnico, saj je ta

poseben primer enostavno sklenjene krivulje. — Tu bomo izpeljali:

Dokaz Jordanovega izreka za primer, ko je k poligonalna krožnica v rav-

nini I1. V komplementu Ck izberimo takšni točki A in B, da seka daljica AB

krožnico k v eni sami točki, ki ni oglišče (slika 6). Naj bo.«% množica, ki

vsebuje točko A in vse tiste točke iz Ck, ki jih lahko povežemo z A s poligo-

nalnim lokom, ki ne seka k. Enako definiramo množico $, pri čemer vzamemo

točko B namesto A. Množici .4 in Z sta seveda neprazni; za naš dokaz se

moramo še prepričati, da sta disjunktni, odprti in povezani, da je Ck — 4 UB

in da je k skupni rob za .4 in $.

Recimo, da imata množici 4 in 4 kakšno skupno točko U. Če je U-kA

in U JE B, lahko U povežemo s točkama A in B s poligonalnima lokoma v Ck.

Unija obeh lokov in daljice AB vsebuje poligonalno krožnico j, ki seka k

v eni sami točki, ki ni oglišče za j ali k. To pa je v protislovju z 1.10. Podobno

dobimo protislovje, če je U — Aali U — B. — Zato je .4 NAZB<—9.

Pokažimo, da je poljubna točka Te.4 notranja za. in je tako .4 odprta

množica. Naj bo 7 pozitivno število, ki je manjše od vseh razdalj točke 7' od

stranic krožnice k. (Razdalja točke od daljice je razdalja med to točko in

njej najbližjo točko daljice.) Odprti krog.X (T,r) tedaj ne seka k. Za poljubno

točko Ve.X(T, r) dalji-

ca TV ne seka k in po-

tem lahko V povežemo

skozi 7 s točko A s po-

ligonalnim lokom v

Ck; torej je Ve.Y.

Krog X (T, r) tako leži

v.d in s tem je T not-

ranja točka za 4. —

Enako pokažemo, da

je tudi množica 4 od-

prta.

Če sta X in Y poljubni točki v 4, različni od B, ju lahko povežemo s točko

B s poligonalnima lokoma v Ck. Unija obeh lokov vsebuje poligonalen lok /,

ki veže X in Y. (Tega dobimo tudi, če je X — B ali Y — B.) Poljubno točko

Wel, W --B, očitno lahko povežemo z B s poligonalnim lokom v Ck; torej

je WeA. Lok ! tako leži v 4. Po 1.6 je tedaj množica Z povezana. — Enako

dokažemo povezanost množice...

Komplement Ck vsebuje množici .4, 4 in s tem njuno unijo. Pokazali

bomo, da poljubna točka Z e Ck spada v. ali v Z in je tako Ck — 4U 8. —

Če daljica AZ ne seka k, je očitno Ze.x. Sicer pa obstaja poligonalen lok, ki
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ne seka k in veže Z z eno od točk A in B; torej je Ze.Y ali Z e 4. Konstrukcija

takega loka je razvidna iz slike 6. Razdalje med stranicami krožnice k in njim

vzporednimi stranicami loka so vse enake d. Pri tem je d manjši od razdalj

točk A in B od krožnice k ter od polovice vsake razdalje med poljubnim

ogliščem krožnice k in poljubno njeno stranico, ki ga ne vsebuje. Zato kon-

struirana črta ne seka niti krožnice k niti same sebe. V nasprotnem primeru

bi namreč k imela takšno oglišče in takšno stranico, ki ga ne vsebuje, pa je

od njega oddaljena kvečjemu za d (slika 7a ali 7 b) — oziroma kvečjemu za

2d (slika 7 c) — kar po izbiri d ni možno.

Prepričajmo se še, da je krožnica k skupni rob množic «4 in S. Če je Pek,

vsebuje poljuben odprt krog s središčem P takšni točki O in R iz Ck, da seka

daljica OR krožnico k v eni sami točki, ki ni oglišče (slika 6). Tedaj je ena

od točk O, R v.4 in druga v 3. Če bi bili namreč obe v .%4 ali obe v $, bi ju

lahko povezali s poligonalnim lokom v Ck; podobno kot že prej bi dobili

poligonalno krožnico, ki bi sekala k v eni sami točki, ki ni oglišče — kar po

1.10 ni možno. Tako je poljuben Pek robna točka za .4 in za 4. — ločke

iz Ck pa niso robne niti za. niti za Z. Vsaka točka iz.4 je namreč notranja

za .4 in zunanja za 7; analogno je s točkami iz Z.

2.2. Trditev. Naj bo k poligonalna krožnica v ravnini II in X, Y različni

točki v komplementu Ck. Točki X in Y sta obe v notranjem ali obe v zuna-

njem polju krožnice k natanko tedaj, ko ju lahko povežemo s poligonalnim

lokom v Ck.

Dokaz. Vpeljimo točki A, B in množici .4, £ kakor v dokazu Jordanovega

izreka za poligonalne krožnice. Ena od množic .44, 4 je tedaj notranje in druga

zunanje polje krožnice k. Če sta točki X in Y obe v. ali obe v 4, ju lahko

povežemo s poligonalnim lokom v Ck — glej omenjeni dokaz in sliko 6.

Naj obstaja poligonalen lok v Ck, ki veže točki X in Y. Vzemimo, da je

X e./, in pokažimo, da je tudi Ye.%Y. Če je X —< Aali Y — A, je Y e.v po sami

definiciji množice.4. Sicer pa lahko, po isti definiciji, povežemo A in X s po-

ligonalnim lokom v Ck. Ker tak lok že veže X in Y, lahko povežemo tudi

A in Y s poligonalnim lokom v Ck in s tem je Ye.%. — V primeru, ko je

X e%, pokažemo podobno, da je tudi Y ce 4.

Dokazana trditev nam še pove, kdaj je od dveh točk X, Y iz Ck ena v no-

tranjem in druga v zunanjem polju krožnice k: to je natanko tedaj, ko X in

Y ne moremo povezati s poligonalnim lokom v (Ck — se pravi, ko vsak poli-

gonalen lok v ravnini 7/7, ki veže X in Y, seka krožnico k.
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3. Schoenfliesov izrek

Leta 1908 je A. Schoenflies v [6] izpeljal tole dopolnitev Jordanovega izreka:

3.1. Schoenfliesov izrek. Naj bo k enostavno sklenjena krtvulja v ravnini.

Unija krivulje k in njenega notranjega polja je homeomorfna zaprtemu krogu.

— Več o tem izreku glej v [8]. Tam je med drugim dokazano, da je izrek 3.1

ekvivalenten naslednji trditvi, ki se zato tudi imenuje po Schoenfliesu:

3.2. Schoenfliesov izrek. Za poljubno enostavno sklenjeno krivuljo k v rav-

nini II obstaja tak homeomorfizem f : II —> II ravnine Il, da je f(k) krožnica.

Seveda že po definiciji obstaja homeomorfizem med enostavno sklenjeno

krivuljo in krožnico. Izrek 3.2 pa zagotavlja obstoj homeomorfizma celotne

ravnine, ki preslika dano enostavno sklenjeno krivuljo na krožnico.

Jordanov izrek se izkaže za posledico Schoenfiliesovega izreka. Po 3.2 je

namreč lega pojubne enostavno sklenjene krivulje k v ravnini /7 topološko

enakovredna legi neke krožnice v // (zaradi homeomorfizma f: // —> I], ki pre-

slika k na krožnico). Ker krožnica deli ravnino na dve polji, ki jima je skupni

rob (v tem primeru sta to notranjost in zunanjost ustreznega kroga), ima tedaj

enako lastnost krivulja k.

Izrek 3.2 seveda obvelja, če za k vzamemo poligonalno krožnico. Za ta

primer ga navadno povemo v tejle obliki:

3.3. Izrek. Za poljubno poligonalno križnico k v ravnini II obstaja tak

homeomorfizem f:II-—>TIl ravnine II, da je f((k) rob trikotnika.

Zamenjava »krožnice« z »robom trikotnika« na koncu izreka tu ničesar ne

spremeni: za poljubno krožnico in poljuben trikotnik v ravnini /7 namreč

obstaja homeomorfizem ravnine 77, ki preslika krožnico na rob trikotnika.

Dokazali bomo izrek 3.3 in v ta namen bomo najprej izpeljali naslednji

trditvi 3.4 in 3.5, ki se naslanjata na Jordanov izrek. (V 3.4 je omenjena odprta

3.4. Trditev. Poligonalna krožnica k v ravnini II naj ima vsaj štiri oglišča.

Potem ima k dve takšni oglišči A,, in A,, da leži odprta daljica (A,,4,) v no-

tranjem polju krožnice k.

Dokaz. Očitno je to poostritev trditve 1.9. Dokaz za 3.4 je prav tak kot

za 1.9, le da tu upoštevamo naslednje: |

Poljubna poligonalna krožnica k v ravnini /7 ima takšno oglišče A;, da so

točke znotraj kota <A; ,4;4A;,,, ki so dovolj blizu A;, vse v notranjem polju

krožnice k.

Prepričajmo se o tem. Najprej privzemimo, da pri nobenem oglišču krož-

nice k ustrezni stranici ne oklepata iztegnjenega kota; sicer taka oglišča od-

pravimo. Obhodimo zdaj vso krožnico k. Pri poljubnem oglišču se smer ob-

hoda obrne na levo ali na desno. Če se pri vseh ogliščih obrne na levo ali

pri vseh na desno, je krožnica k rob konveksnega mnogokotnika. Notranjost

le-tega je notranje polje krožnice k in poljubno oglišče A; ima tedaj zgoraj

navedeno lastnost. — Če pa se smer obhoda pri nekaterih ogliščih obrne na

levo in pri drugih na desno, ima krožnica k taki sosedni oglišči A; in A;;;, da

je pri A; obrat na levo in pri A;,, na desno (slika 8). Izberimo zdaj taki

točki O, R iz Ck, da seka daljica OR krožnico k v eni sami točki, ki leži

v (AA; 4). Potem na primer O leži znotraj kota <A; ,4;A;,; in R znotraj

JA,A;HA;2. Dalje je ena od točk O, R v notranjem in druga v zunanjem

polju krožnice k, kar ugotovimo enako kakor na koncu dokaza Jordanovega

izreka za poligonalne krožnice. Tako je na primer O v notranjem polju in
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v njem so potem vse točke znotraj A, ,A,A;,,, ki so blizu A; — saj jih lahko

povežemo s O s poligonalnim lokom v Ck.

Pravkar dokazano trditev uporabimo pri iskanju oglišč A,, in A, z lasit-

nostjo kot v 3.4. Ponovimo postopek iz dokaza za 19, kjer predpostavimo,

da so točke znotraj kota <£A,AsAs, ki so blizu As, vse v notranjem polju krož-

nice k. (Oglišča lahko tako oštevilčimo — kakor je to že na sliki 4.) Tam

(AsA;) je tedaj v notranjem polju krožnice, saj so v njem že tiste njene točke,

ki so blizu As (upoštevamo 2.2). Če pa že daljica A,As ustreza trditvi 19, je

(A,A3) v notranjem polju krožnice k, če le znotraj /AA;4AsA5 ni oglišč od k;

v nasprotnem primeru pa lahko dobimo, kakor zgoraj, odprto daljico (A4A,),

ki je v notranjem polju krožnice k.

Slika 8 Slika 9

3.5. Trditev. Poligonalna krožnica k v ravnini II naj ima vsaj štiri oglišča.

Potem tma k takšna zaporedna oglišča A; ;, A;,, Aj;,,, da seka trikotnik

NA, 4AA;H krožnico k samo v stranicah A; ,A; in AA;,.

Dokaz. Po 3.4 ima krožnica k takšni oglišči A,, in A,, da leži odprta daljica

(A,,4,) v notranjem polju krožnice k. Oglišči A,, in A, razdelita k na dva

poligonalna loka; naj bo k' eden od njiju. Unija k UA,4, je poligonalna

krožnica; imenujmo jo k;. Pokazali bomo, da notranje polje krožnice k, leži

v notranjem polju krožnice k.

Krožnici k in k; ter njuni notranji polji so vsebovani v dovolj velikem

krogu v ravnini //. Poljubna točka O zunaj tega kroga je potem v zunanjem

polju tako krožnice k kakor tudi k;. Naj bo T točka v notranjem polju krož-

nice k (slika 9). Poljuben poligonalen lok / v /7, ki veže 7 in O, tedaj po 2.2

seka k; v vsaj eni točki X. (Tako /7 ni v k, saj bi sicer lahko 7 povezali z O

s poligonalnim lokom, ki ne seka k,.) Če je Xe k', s tem [ seka tudi k. Sicer

pa je X c(A,A4,) in je tako X v notranjem polju krožnice k. Potem po 2.2 lok

I v svojem delu od X do O seka k. Torej vsak poligonalen lok v //, ki veže

T in O, seka krožnico k in po 2.2 je točka 7 v njenem notranjem polju. Tako

notranje polje krožnice k; leži v notranjem polju krožnice k.

Po 3.4 ima tudi krožnica k, takšni oglišči A,,, in A,,, da leži odprta daljica

(A,,,4,,) V njenem notranjem polju — in s tem v notranjem polju krožnice k.

Oglišči A,,, in A,, razdelita k, na dva poligonalna loka; naj bo k" tisti od

obeh, ki ne vsebuje daljice A,,A,. Unija k" U A,,,4A,, — Ks je poligonalna krož-

nica; njeno notranje polje leži v notranjem polju od k; (sklepamo kakor zgo-

raj) in s tem v notranjem polju od k.

Če tako nadaljujemo (uporabimo 3.4 za ks itd.), dobimo zaporedje poligo-

nalnih krožnic k;, ]—1,2,3, ..., kjer je vsak k; unija nekega loka v k in

daljice A,,'A,,, ki veže dve oglišči pri k. Za vsak j; vsebuje notranje polje
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krožnice k odprto daljico (A,,4,,) in notranje polje krožnice k;. Z rastočim j

se število oglišč pri k; manjša. Tako pridemo končno do krožnice k; s samo

tremi oglišči A; 4, A; A;y;,, ki so zaporedna oglišča pri k. Pri tem sta
A; 4A; in A,4A;,, sosedni stranici krožnice k, odprta daljica (A; 4A;,,) in no-

tranjost trikotnika NA; 44A;A;44 pa ležita v notranjem polju krožnice k. Zato
NA; 44,4;-, seka k samo v stranicah A; ,A; in A,A;,,.

Dokaz izreka 3.3 napravimo z indukcijo na število oglišč poligonalne krož-

nice k. V začetku indukcije je k rob trikotnika in zanj očitno velja trditev

izreka 3.3. (Za f vzamemo identično preslikavo.)

Indukcijski korak. Naj bo n poljubno naravno število. Privzemimo, da

velja trditev v 3.3 za vsako poligonalno krožnico z m oglišči. Naj bo k poli-

gonalna krožnica z m - 1 oglišči. Po 3.5 ima k takšna zaporedna oglišča, re-

cimo kar A;, As, As, da seka trikotnik

AA4i42A3 krožnico k samo v stranicah

AjA> in AsAs. Naj bo B središče stra-

nice Aj;As. Na premici skozi As in B iz-

beremo točki C in D tako, da imamo

vrstni red C, Ax, B, D (slika 10). Pri tem

naj bo C oziroma D dovolj blizu A,

oziroma B, tako da četverokotnik % z

m oglišči A;CAsD seka krožnico k le v nje-

Slika 10 nih stranicah A;As in AsAs.
Vpeljimo zdaj homeomorfizem g: $ —- 4 četverokotnika 4 takole. Naj bo

£(A,) — A, g(C) — C, g(As5) — A3, g(D) — D in g(4) — B. Nato razširimo g na

trikotnike /AA;AsC, /AAs4sC, /NAj4AaD, NČ AsAsD: na vsakem od njih naj bo g

afina preslikava, ki je na ogliščih že predpisana. (Ti trikotniki se z g presli-

kajo zapored na /AA;BC, /AAsBC, AA;BD, AAsBD.) Tako smo dobili homeo-

morfizem g: $ —> %, ki je na robu četverokotnika € identična preslikava. Če

vzamemo identiteto še na komplementu C.%, dobimo v celoti homeomortizem

g: II —> II ravnine [/1.

Unija stranic A,As in AsA; se z g preslika na A;A;s, vse druge stranice krož-

nice k pa g ohrani. Torej je g(k) poligonalna krožnica, ki jo dobimo, če od k

odvzamemo stranici A;A> in AsA3 ter dodamo A;As. Ker ima g(k) n oglišč (eno

manj kot k), obstaja po predpostavki tak homeomorfizem f: //—>I], da je

f(e(k)) rob trikotnika. Trditev v 3.3 s tem velja tudi za krožnico k, saj jo ho-

meomorfizem fg: I7 —> I/ preslika na rob trikotnika. — Naš izrek je tako z in-

dukcijo dokazan.
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UKCIJE Z R
MARIJA VENCELJ

IN K

Math. Subj. Class. (1980) 51-01

Sestavek obravnava inverzijo na krog v ravnini in njeno uporabo pri konstruk-

cijskih nalogah elementarne geometrije.

INVERSION AND CONSTRUCTIONS WITH RULER AND COMPASS ALONE

[he paper discusess inversion with respect to a circle in the plane and its

application to construction problems in elementary geometry.

V okviru seminarja Geometrija je bilo tudi predavanje z naslovom Kon-

strukcije z ravnilom in šestilom. Predavanje je bilo razdeljeno na tri dele.

Prvi del je vseboval razlago problema konstrukcij z ravnilom in šestilom ter

zgodovinski pregled s posebnim poudarkom na slavnih antičnih problemih.

Težišče drugega dela je bil algebraični vidik problema in konstrukcije pra-

vilnih m-kotnikov. V tretjem delu smo poskušali sistematično obravnavati

nekatere principe, ki jih je moč uporabiti pri konstrukcijskih nalogah. Žal

zaradi omejenega časa dosti dlje od opisa metod in njihovih ilustracij z nekaj

zgledi nismo prišli.

Očitno je, da se vse navedeno ne da opisati na nekaj Obzornikovih straneh.

Zato sem se na pobudo nekaterih udeležencev seminarja odločila izrabiti

razpoložljivi prostor za podrobnejšo obravnavo ene same metode, tako ime-

novane metode inverzije. Ta nam omogoča rešiti vrsto razmeroma težkih kon-

strukcijskih nalog elementarne geometrije preprosteje kot druge metode.

Žal ima tudi hibo; je namreč nekoliko okorna, kar je posledica običajno ve-

likega števila konstrukcijskih korakov. Omenimo še, da je metoda glede na

dvatisočletno starost konstrukcijskih problemov razmeroma mlada. Sega tja

v trideseta leta preteklega stoletja.

inverzija in njene lastnosti

1. Definicija inverzije

V evklidski ravnini A naj bo dana točka O in krožnica K(O, a) s središčem

v O in s polmerom a. Če iz ravnine odvzamemo točko O, dobimo tako ime-

novano punktirano ravnino. inverzija punktirane ravnine 4A(O) glede na

krožnico K je bijektivna preslikava

f: 410) >4INOJ

definirana na naslednji način. Če je Te (Oj, je njena slika 7" — f(T) točka

na poltraku OT (z izhodiščem O, skozi točko 7), za katero je

OT.OT"'—a?

Iz definicije takoj sledi, da je inverzija punktirane ravnine imvolucija, saj je

očitno slika točke 7" kar točka 7. Pravimo, da sta 7 in 7" inverzni točki.

Nadalje je očitno, da se poljubna točka, ki leži v notranjosti krožnice

inverzije K, preslika v točko zunaj krožnice in obratno. Čim bolj se 7 pri-

bližuje O, tem bolj se 7" od O oddaljuje.

« Predavanje na seminarju Geometrija.



Edine negibne točke transformacije, to je sebi inverzne točke, so točke

krožnice K. Ko opiše točka 7 neko množico v ravnini A (npr. neko krivuljo),

opiše njena slika 7' inverzno množico (inverzno krivuljo). Tako je npr. krož-

nica K sama sebi inverzna krivulja, medsebojno inverzni sta njej koncentrični

krožnici s polmeroma 7 oziroma až/r. Sama sebi inverzna je tudi poljubna

premica, ki poteka skozi središče inverzije O. Seveda pri tem točko O s pre-

mice odvzamemo.

- Ne sme nas zapeljati misel, da bi se odvzemu točke O iz ravnine 4 izognili,

tako da bi inverzijo dopolnili s predpisom f(O0) — O. Tedaj bi namreč inver-

zija ne bila več zvezna transformacija. Lahko pa evklidsko ravnino dopolnimo

z neskončno točko T,,, ki jo nato vzamemo kot inverzno točko središča in-

verzije pri poljubni krožnici inverzije. Tako dopolnjeno ravnino imenujemo

inverzivna ravnina. Ta interpretacija je zelo udobna. V njej običajno na pre-

mice gledamo kot na krožnice, ki potekajo skozi T',, in imajo neskončno velik

polmer.

2. Geometrijska konstrukcija inverzne točke

Točko, inverzno dani točki glede na krožnico K, je moč konstruirati s še-

stilom in ravnilom. Poglejmo.

Ločimo dva primera, glede na to ali leži točka 7' zunaj ali znotraj krožnice

K. Za točke s krožnice K vemo, da so negibne.

Naj bo T najprej točka, ki leži znotraj K in je različna od O (slika 1).

rišimo tangenti na krožnico K. Tangenti se sekata na poltraku O/ prav

v točki 7", inverzni točki točke T.

Res. Pravokotna trikotnika AOTA in /AOAT" imata pri oglišču O skupen

kot in sta tedaj podobna. Od tod takoj sledi

OT:a—a:OT"

kar da OT.OT' — aa.
Naj sedaj leži točka T zunaj krožnice K. V tem primeru konstruiramo iz

točke T' tangenti na K in spojimo dotikališči. Presečišče dobljene tetive s pol-

trakom OT je iskana točka 7". Pri tem tangent pravzaprav ne potrebujemo,

ampak le njuni dotikališči s krožnico K. Dejansko delamo tako, da narišemo

pomožno krožnico s premerom [OT]. Iočka 7" je presečišče skupne tetive te

krožnice in krožnice K s poltrakom OT' (Slika 2).
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Omenimo še, da je moč dani točki inverzno točko konstruirati tudi samo

s šestilom, brez uporabe ravnila. Bralec lahko najde opis konstrukcije in po-

trditev njene pravilnosti v [1].

Obstajajo tudi posebne priprave, ki omogočajo narisati krivuljo, inverzno

poljubni dani krivulji. Običajno jih imenujemo kar inverzorji. Najbolj znana

sta Paucellierova kletka in Hartov inverzor. Pri obeh je posebej presenetljiva

njuna preprostost, seveda pa risanje z njima ne sodi med elementarne geo-

metrijske konstrukcije.

3. Inverzija premice

S šestilom in ravnilom lahko konstruiramo le figure, sestavljene zgolj iz

krožnic in premic oziroma njihovih delov. Če naj tedaj inverzijo uporabimo

kot pomoč pri reševanju konstrukcijskih problemov, se je naravno vprašati,

v kaj se z inverzijo preslikajo premice in krožnice v evklidski ravnini. Na to

vprašanje bomo odgovorili v tem in v naslednjem razdelku. Da se izognemo

stalnemu opozarjanju na odstranitev točke O,

se odločimo za delo v inverzivni ravnini.

Videli smo že, da se pri inverziji premice, ki

potekajo skozi središče inverzije, preslikajo

same nase. To smo ugotovili za inverzijo punk-

tirane ravnine, ker pa se točki O in 7,, presli-

kata druga v drugo, velja to tudi v inverzivni

ravnini,

Za druge. premice velja
Li s 8 SEO

Izrek 1, Premici, ki ne poteka skozi središče
OV V

inverzije, je inverzna krožnica skozi središče

inverzije. Njen premer s krajiščem O je pravo- | Slika 3

koten na dano premico.

Dokaz. Naj bo K(O,a) krožnica inverzije in p premica, ki ne poteka skozi

O (Slika 3). Z A označimo nožišče pravokotnice iz O na p in z A inverzno

sliko točke A. Če je T ec p poljubna nadaljnja točka premice, leži njena slika

T" na poltraku OT. Imamo |

at — OA'.OA — OT'.OT

odkoder dobimo

OA:OT-—OT':OA

Zo pa pomeni, da sta trikotnika AOTA in AOAT" podobna, saj imata pri O

skupen kot. Ker je AOTA po konstrukciji pravokoten, je pravokoten tudi

AOTA' s pravim kotom pri 1". Točka 7" se torej nahaja na krožnici, katere

premer je [OA]. Očitno je, da gre pri tem za povratno enolično preslikavo

med točkami te krožnice in premice p. S tem je izrek dokazan.

Opomba. Na sliki 3 premica p in krožnica K nimata skupnih točk, vendar

v dokazu ta posebna lega ni nikjer upoštevana. Izrek torej velja tudi za tan-

gente krožnice K in za njene sekante, če le ne gredo skozi središče inverzije.

Dokaz podaja tudi postopek za.geometrijsko konstrukcijo krožnice, inverzne

dani premici.
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4. Inverzna slika krožnice

Kot premice, moramo tudi krožnice pri obravnavi razdeliti v dve skupini:

na krožnice, ki potekajo skozi središče inverzije, in na take, ki točke O ne

vsebujejo. Za prvo skupino velja

Izrek 2. Inverzna slika krožnice, ki gre skozi središče inverzije, je premica.

Ta premica je pravokotna na centralo dane krožnice in krožnice inverzije.

Dokaz. Poglejmo kar sliko 3 iz dokaza izreka 1. Naj bo L poljubna krož-

nica skozi O, ki jo želimo inverzno preslikati glede na K. Centrala obeh

krožnic seka krožnico L razen v O še v točki A. V točki A, inverzni sliki

točke A', konstruirajmo pravokotnico p na centralo. Inverzna slika premice

p je po dokazu izreka 1 ravno dana krožnica L. Ker pa je inverznost vzajem-

na, takoj sledi, da je premica p inverzna slika krožnice L. S tem je trditev

izreka v celoti potrjena.

Tudi iz tega dokaza lahko povzamemo metodo za konstrukcijo dani krož-

nici inverzne premice. Posebno preprosto gre v primeru, ko krožnica L seka

K ali se je dotika. Tedaj je zaradi negibnosti točk krožnice K inverzna slika

krožnice L kar skupna sekanta K in L oziroma njuna skupna tangenta.

Izrek 3. Inverzna slika krožnice, ki ne poteka skozi središče inverzije, je

krožnica, ki ne gre skozi središče inverzije.

Dokaz. Naj bo K(O,a) krožnica inverzije in L dana krožnica, ki ne gre

skozi O (Slika 4). Nada-

lje naj bo 7 poljubna toč-

ka te krožnice. Ker T s:

zE O, obstaja natanko ena

premica skozi O in 7. Ta

) premica ima s krožnico L
loje, —

skupno še točko S, pri

| ča —. čemer je lahko T — 5.
Ro —A Označimo kot običajno

k s T' in S inverzni sliki

Slika 4 točk 7 in S in definiraj-

| mo g(T) — S.

Ko T preteče krožnico L, preteče g(T) očitno ravno njej inverzno krivuljo.

Hitro lahko vidimo, da je g za krožnico L pravzaprav razteg z negibno točko

O. Res. Imamo

OS.OS'— a? in OT.OS-k

kjer smo s k označili potenco točke O glede na krožnico L. Odtod dobimo

OS' — (a2/k).OT

in, ker so točke O, S', T kolinearne, tudi

OS — (ai/k). OT

Pri tem sta a in k konstanti, neodvisni od izbire točke 7 na krožnici L in,

ker je S' — g(T), je g za L razteg z negibno točko O in koeficientom a2/k. Za

raztege pa vemo, da preslikajo krožnice v krožnice.

Po izreku 3 torej obstajajo pari krožnic, medsebojno inverznih glede na

dano krožnico inverzije. Pri tem pa se središči takih krožnic z inverzijo ne

preslikata drugo v drugo. Brez dokaza navedimo izrek, ki podaja zvezo med

središčema obeh krožnic.
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Izrek 4. Če sta dve krožnici medsebojno inverzni glede na krožnico K,

sovpada inverzna slika središča prve krožnice glede na K z inverzno sliko

središča inverzije glede na drugo krožnico in obratno.

Središče krožnice, inverzne dani krožnici, konstruiramo torej tako, da naj-

prej poiščemo inverzno sliko središča inverzije O glede na dano krožnico in

nato izvedemo še inverzijo dobljene točke glede na krožnico inverzije.

5. Invariantne krožnice

V prvem razdelku smo videli, da neposredno iz definicije inverzije sledi,

da je krožnica K inverzna sama sebi. Ali razen K obstajajo še druge krožnice,

invariantne pri inverziji? Vemo že, da se sama nase preslika poljubna pre-

mica, ki poteka skozi središče inverzije O. Če na te premice gledamo kot na

krožnice z neskončno velikim polmerom v inverzivni ravnini, imamo tu že

cel šop invariantnih krožnic. Razen tega, da vse potekajo skozi O, jim je

skupna še lastnost, da sekajo krožnico K pravokotno. Videli bomo, da je ta

lastnost značilna za krožnice, invariantne pri inverziji glede na K. Velja

namreč

Izrek 5. Potreben in zadosten pogoj za to, da se krožnica, različna od K,

pri inverziji ohrani, je, da je ortogonalna na K.

Dokaz. Če se krožnica L pri inverziji glede na K ohranja, potem ne poteka

skozi O. Koeficient raztega g iz dokaza izreka 3 je tedaj enak 1, torej a2/k — 1.

Potenca k točke O glede na krožnico L je torej enaka a? in lahko iz O kon-

struiramo na L tangenti dolžine a. Ker je a polmer krožnice K, ležita dotika-

lišči na K, kar ne pomeni nič drugega, kot da se K in L sekata pravokotno.

Naj se sedaj K in L sekata pravokotno. Točka O leži tedaj zunaj krožnice

L in njena potenca glede na L je v tem primeru k — až?, Gre torej za razteg g

z negibno točko O in koeficientom raztega 1, ki krožnico L ohranja.

Oglejmo si še

Izrek 6. Vsaka krožnica, ki poteka skozi dve medsebojno inverzni točki,

se pri inverziji ohranja.

Dokaz. Naj bo L dana krožnica in A, B e L dve medsebojno inverzni točki

slede na K(O,a). Točki A in B ležita na istem poltraku, ki izhaja iz O, in,

ker sta inverzni, je RH

OA.OB-—a?

To pa po drugi strani za potenco točke O glede na L pomeni k — až?, torej

je koeficient a?/k prirejenega razteza g enak 1 in se krožnica L ohranja.

Posledica. Krožnica, ki poteka skozi dve medsebojno inverzni točki, je

ortogonalna na krožnico inverzije.

Seznam lastnosti inverzije naj zaključi

Izrek 7. Velikost kota dveh sekajočih se krivulj se pri inverziji ohranja.
Pustimo izrek brez dokaza, ker ga v nadaljevanju ne bomo potrebovali.

Pride pa tu in tam prav pri kakšni konstrukcijski nalogi.

Uporaba inverzije pri konstrukcijskih nalogah

1. Metoda inverzije

Bistvo metode je v tem, da ne opazujemo neposredno danih in iskanih

figur v ravnini, ampak njim inverzne, oziroma njihove dele. Danim figuram

konstruiramo inverzne figure in nalogo prevedemo na konstrukcijo figure,
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inverzne iskani. Pri primerni izbiri krožnice inverzije lahko na ta način nalogo

močno poenostavimo. Z inverzijo nato iz dobljene figure dobimo iskano.

O moči metode govori dejstvo, da lahko z njo dokaj enostavno rešimo

splošno Apolonijevo nalogo: konstruirati krožnico, ki se dotika treh danih

krožnic. Poseben primer te naloge, ko se dve od danih krožnic reducirata

v točko, si bomo kasneje ogledali kot ilustracijo metode.

V prejšnjem poglavju smo videli, da je moč točko, inverzno dani točki,

konstruirati s šestilom in ravnilom. Nadalje je iz vsega, kar smo ugotovili

za inverzne slike premic in krogov, očitno, da so figuram, sestavljenim le iz

krožnic in premic oziroma njihovih delov, inverzne prav take figure. Od tod

lahko sklepamo, da se da vsaka konstrukcijska naloga, ki je rešljiva samo

z uporabo ravnila in šestila, izvesti zgolj s tema pripomočkoma tudi pri upo-

rabi metode inverzije.

Ne bi bili temeljiti, če ne bi na tem mestu omenili, da se da prav z upo-

rabo inverzije zelo preprosto dokazati (sicer starejša) presenetljiva Mohr-

Mascheronijeva trditev, ki pravi, da lahko vsako geometrijsko konstrukcijo,

izvedljivo z ravnilom in šestilom, izvedemo samo s šestilom. Gre seveda za

principialno izvedljivost konstrukcije, kjer npr. štejemo premico za kon-

struirano, če smo konstruirali dve njeni različni točki, saj ravnih črt s šesti-

lom ne moremo vleči.

| | | 2. Primera |

Zgled 1. Konstruiraj krožnico, ki gre skozi dani točki A in B in je orto-

gonalna na dano krožnico K(O,a) (Slika 5).

Analiza. Označimo z L iskano krožnico. Če za krožnico inverzije izberemo

kar K(O,a), se L po izreku 5 preslika nase, točki A in B torej preideta v točki

A', B' te krožnice. Ker tri različne nekolinearne točke krožnico natanko do-

ločajo, je za konstrukcijo dovolj poleg

A in B poznati še denimo A'.

Konstrukcija.

a) Konstruiramo točko A', inverzno

točki A glede na K.

b) Narišemo krožnico L skozi A, B,

A'. To je iskana krožnica.

Dokaz. Glej posledico izreka 6.

Diskustja. Korak a) lahko vedno iz-

vedemo, če je le A-O. Če pa je A --

— O, je L premica skozi A in B.

Za izvedbo drugega konstrukcijskega koraka morajo biti A, B, A tri raz-

lične in nekolinearne točke. Če je A — A, zamenjamo vlogi točk A in B in

konstruiramo krožnico skozi A, B, B'. Če pa je tudi B — B', to pravzaprav

pomeni A, Be K. Tedaj konstrukcijo izvedemo preprosto tako, da v A in B

konstruiramo tangenti na K. Njuno presečišče je središče iskane krožnice L.

Če so A, B, A' kolinearne, je to ekvivalentno kolinearnosti točk O, A, B.

V tem primeru v skladu z izrekom 5 rešitev ne obstaja, če A in B nista

medsebojno inverzni točki. Če pa sta A in B medsebojno inverzni, je zaradi

posledice izreka 6 ortogonalna na K poljubna krožnica, ki poteka skozi točki

Ain BB. | |
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Zgled 2. Naj bo dana krožnica L, tn točki A in B, ki ležita v njeni zunanjo-

sti. Skozi točki A tn B konstruiraj "krožnico L, ki se bo dotikala krožnice L,
(Slika 6).

Analiza. Figuro bi radi preslikali tako, da bo slika iskane krožnice L premi-

ca. V ta namen izberemo točko B za središče inverzije in AB za polmer krožni-

ce inverzije K(B, AB). Dana krožnica L, se pri inverziji na K preslika v neko

krožnico L,' (izrek 3), iskana krožnica L pa v premico L' (izrek 2). Premica

L' mora potekati skozi A' (ki sovpada z A) in se dotikati krožnice L,', ker se

L dotika L,. Nalogo smo torej prevedli na konstrukcijo tangente na dano

krožnico iz dane točke zunaj krožnice.

Konstrukcija

a) Narišemo krožnico K s središčem B in polmerom AB.

b) Konstruiramo krožnico L,', inverzno krožnici L,. To konstrukcijo lahko

izvedemo tako, da poiščemo inverzne slike treh točk s krožnice L,. Posebno

preprosto je, če se krožnici K in L, sekata, ker se presečišči pri inverziji

ohranjata. Lahko si pomagamo tudi z izrekom 4.

c) Iz točke A konstruiramo |

tangento Z' na krožnico L,/'. | La-TTIT- Li

d) Poiščemo krožnico L, in- z ; Ne

verzno premici Z'. Poteka sko- |

zi točki A in B (izrek 1) ter

skozi inverzno sliko dotikali-

šča tangente Z' s krožnico L".

Dokaz in diskusijo kon-

strukcije naj po vzoru prejš-

njega zgleda opravi bralec

sam. Na sliki 6 sta narisani

obe možni rešitvi. Ena od obeh

in tudi pot do nje je narisana

črtkano, oznake so dane v

oklepaj. Potek konstrukcije se

razveji pri koraku c), saj iz A

lahko konstruiramo dve tan-

genti na krožnico L,'.

Omenim naj še, da nalogo lahko rešimo tudi tako, da središče inverzije
izberemo na krožnici L,. S tem nalogo prevedemo na konstrukcijo krožnice

skozi dve dani točki in z dano tangento.
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