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V sestavku obravnavamo tri preproste modele bioloških sistemov in njihovo

optimalno upravljanje glede na neki ekonomski kriterij.

BIOLOGICAL SYSTEMS AND OPTIMAL CONTROL

The paper discusses three simple models of biological systems and their optimal

control with regard to an economic criterion.

Modeliranje bioloških procesov za matematike gotovo ni novo področje,

Saj segajo začetki še v prejšnje stoletje. Kasnejši razvoj je potekal v različnih

smereh. Če lahko sodimo po dostopnih virih, je seznam smeri zelo obsežen;

med tistimi, ki so zanimive tudi zaradi uporabljenih matematičnih orodij, pa

moramo omeniti predvsem genetiko, ekologijo in populacijsko dinamiko, ste-

reologijo, fiziologijo in farmakologijo, teorijo epidemij. Primerni virl za se-

znanjanje s tem delom uporabne matematike so na primer revija Mathe-

matical Biosciences in knjižni seriji Biomathematics ter Lecture Notes in

Biomathematics založbe Springer.

V tem prispevku se bomo lotili treh preprostih primerov, ki kljub močni

poenostavljenosti spominjajo na praktično uporabne modele vsaj s tem, da

vključujejo tudi upravljalske elemente. Lahko bi namreč rekli, da je po

obdobju, ko se je opisovala avtonomna dinamika bioloških sistemov, nastopil

čas modelov, ki poleg notranjih (endogenih) spremenljivk sistema in (ekso-

senih) spremenljivk, na katere nimamo nobenega vpliva, vsebujejo tudi člene,

s katerimi opisujemo upravljanje (vodenje) sistema (primerjaj [9], str. 457 in

dalje). S primernim upravljanjem sistema želimo doseči neki cilj ali se mu

vsaj čimbolj približati, zato bi lahko namesto o upravljalskih modelih lahko

nekoliko ohlapno govorili kar o optimizacijskih modelih. Matematična teorija

optimalnega upravljanja, ki pod isto streho rešuje optimizacijske probleme

različnih konkretnih (bioloških, tehničnih, ekonomskih ...) sistemov, je zato

eno od najpogosteje uporabljanih področij sodobne matematike. Ker obvla-

danje tega področja zahteva precej tehničnega znanja, smo izbrali takšne

primere, ki jih lahko uženemo s preprostim premislekom in običajnim ma-

tematičnim arzenalom.

Splošna podoba izbranih modelov je pravzaprav dvojna. Na eni strani od-

sevajo raznolikost področij, za katera matematika danes pomeni nepogrešljivo

orodje, na drugi strani pa bo bralec brez težav ugotovil, na kako trhlih te-

meljih (beri predpostavkah) so zgrajeni ti trije modeli. Delno je to posledica

omejitve na tehnično nezahtevne primere, delno pa smo hoteli opozoriti na

vedno navzoči razkorak med prakso in (še obvladljivimi) modeli, ki je pri

izbranih treh seveda zelo izrazit. Tako ne bo odveč, če pričujoči prispevek

proglasimo predvsem za »vabilo k nadaljnjemu branju«.
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1. Preprečevanje epidemij

O širjenju epidemij je Obzornik pred časom že pisal (glej [6], tokrat pa

se bomo lotili zadeve nekoliko drugače. Epidemija nalezljive bolezni je poleg

medicinskega tudi ekonomski problem, ker povzroča različne motnje v re-

produkcijskem sistemu (pomislimo samo na zmanjšanje proizvodnje zaradi

izostankov z delal). Finančne posledice teh motenj bomo nekoliko ohlapno

imenovali stroški epidemije. Zaradi vsega povedanega je tudi hladno misle-

čemu ekonomistu jasno, da je koristno tako ali drugače epidemijo zatirati.

Dinamiko njenega širjenja je mogoče kontrolirati predvsem na dva načina,

z izolacijo in imunizacijo. Čeprav prvega načina ne kaže zanemarjati (primer-

jaj [11], je za teorijo in prakso drugi vendarle pomembnejši.

Dokler se z imunizacijo ukvarjajo samo zdravniki, pravzaprav ni veliko

računanja: pred okužbo je treba zavarovati čim hitreje čim več ljudi. Eko-

nomist pa se takoj domisli, da zatiranje epidemije v splošnem zahteva pre-

cejšnja sredstva (stroški medicinskih ekip, cepiva...) in v skrajnem primeru

skrbi za imunizacijo samo toliko časa, dokler so stroški imunizacije manjši

od tistih stroškov epidemije, ki jih s tem prepreči. Ne glede na grozljivost

take logike je treba priznati, da obstajajo tudi praktični primeri, pri katerih

tako razmišljanje ni preveč sprto z etiko (nekaj smo o tem pisali v [7]. Zato

si z mirno vestjo oglejmo enega od modelov za optimalno upravljanje procesa

imunizacije, ne da bi pozabili na zelo omejeno področje njegove uporabnosti.

Za opis širjenja epidemije bomo uporabili t.i. Kermack-McKendrickov

model za populacijo konstantne velikosti (podrobneje je pojasnjen v [2]), ki

ga bomo dopolnili z upravljalskimi členi. V tako dobljenem sistemu diferen-

cialnih enačb (s črtico smo označili odvajanje funkcij po času)

S(b) < — bS() I(0) — u(2) g(S(0)) (1)

I() <bSbI()b—ceIb) (2)

V') < cI() -t u(t) g(S(8)) (3)

S(t) — število osebkov, ki so (še) dovzetni za okužbo

I(t) — število okuženih osebkov

V(t) — število »varnih« (na primer imunih) osebkov

b — infekcijska konstanta (b > 0)

c — imunizacijska konstanta (c> 0)

K sistemu enačb (1)—(3) spadajo še začetni pogoji, na primer podatka

o začetnih številih dovzetnih in okuženih osebkov

S(0) <5, 0) — 4 (4)

kajti tretji začetni pogoj lahko dobimo iz predpostavke o konstantni velikosti

populacije, V, < N— S, —I,, pri čemer N pomeni moč populacije.

Funkcija g(S), ki nastopa v prvi in tretji enačbi, naj bo neka odvedljiva ne-

padajoča nenegativna funkcija števila za okužbo dovzetnih osebkov, za do-

pustna upravljanja u(f) pa proglasimo vse realne merljive funkcije z zalogo

vrednosti na zaprtem intervalu [0, 1]. Produkt obeh funkcij tako meri intenziv-

nost imunizacije, s katero zmanjšujemo število dovzetnih osebkov (enačba

(1)) in povečujemo število varnih (enačba (3)). V enačbi (2) upravljalskih
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členov ni, ker imunizacija samo posredno vpliva na števila okuženih osebkov.

Oblika drugih elementov enačb (1)—(3) je dovolj nazorna, predpostavke pa

smo podrobneje pojasnili v [6], zato se zdaj posvetimo drugemu delu modela,

namreč funkcionalu, po katerega minimalni vrednosti bomo spraševali. Vze-

mimo, da nas ne moti relativno veliko število okuženih v celotnem toku

epidemije, če je le proces obolevanja takšen, da v nobenem posameznem tre-

nutku število obolelih ni preveliko. Pri nekaterih tehnoloških procesih je na

primer pomembno, da število delavcev nikoli ne pade pod minimum, ker je

sicer proces povsem onemogočen, zmeren odstotek izostankov z dela pa ni

tako kritičen. Za stroškovni funkcional lahko v takih primerih vzamemo

F(S,I,u) — max l(0) - ( u(s) (5(5)) ds (5)
izo 0

Prvi del funkcionala ustreza stroškom epidemije (če primerno transfor-

miramo enote; vsekakor pa jim je premo sorazmeren), drugi del pa stroškom

njenega zatiranja oziroma preprečevanja, torej stroškom imunizacije dovzet-

nih osebkov. Funkcija 4%, ki nastopa v integralskem delu, naj bo odvedljiva

pozitivna funkcija. (Takšna definicija stroškovnega funkcionala je seveda samo

ena od mnogih možnih, primerjaj [12].)

Problem optimalnega upravljanja je z enačbami (1)—(3), začetnima po-

gojema (4) in z zahtevo po minimalni vrednosti funkcionala (5) korektno

zastavljen. Kot pokaže splošna teorija (glej na primer [10], str. 259), ima

opisani problem vedno rešitev. Preden le-to opišemo, najprej nekoliko pre-

delajmo funkcional. V ta namen definirajmo relativno imunizacijsko kon-

stanto r — c/b in transformirajmo enačbo (2) v

F()/UD) — b(S0D—n (0)

Ker je S(f) gotovo padajoča funkcija, je očitno, da funkcija I(£) v točki

7 — inf4t,5() < rj doseže maksimum, nato pa monotono pada. Zato na in-

tervalu [7, co) imunizacija nima smisla, saj povečuje integralski del funkcio-

nala (5), maksimalnega števila obolelih (in s tem stroškov epidemije) pa ne

more več zmanjšati. Drugače rečeno, na intervalu [/,co) je optimalno uprav-

ljanje gotovo identično enako 0. Namesto funkcionala (5) lahko zato prouču-

jemo ustrezen funkcional na končnem intervalu [0, 7]. Iščemo torej

ui u

min F(S,I,u) — min ( [4(5) h(S(s) ds 4 IG) (7)
0

Ker se u(f) v vseh enačbah in v kriterialnem funkcionalu pojavlja samo

linearno, je optimalno upravljanje u"(£) stopničasta funkcija, ki lahko zavzame

samo obe dopustni robni vrednosti 0 in 1, torej gre za t.i. »bang-bang«

upravljanje. (Za dokaz bi se lahko spet sklicali na [10] in splošno teorijo,

vendar bo bralec zmogel ustrezen premislek tudi brez nje.)

Število preklopov z 0 na 1 in obratno je lahko v splošnem zelo veliko. Pri

nekaterih dodatnih pogojih glede para funkcij g(S) in 4h(S) (tem pogojem na

srečo zadošča večina praktično uporabnih funkcij) pa je preklop en sam in

optimalno upravljanje ima obliko

us) — |. (S. OSPST (8)
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Predpis (8) pomeni, da opravljamo imunizacijo z maksimalno intenziv-

nostjo od £t< 0 do ft — it", nato pa s tem popolnoma prenehamo in pustimo

epidemiji prosto pot med preostalimi dovzetnimi osebki. Čes preklopa z" je

seveda neposredno odvisen od obeh funkcij, ki se pojavljata v funkcionalu

(7) in v osnovnem modelu (1)—(3). Recept za izračun časa optimalnega pre-

klopa je v bistvu preprost: t" je (edina) rešitev enačbe

(S() —1) g(S(0)) — S(D h(S(b)) (9)

Pri konkretnem delu je računanja kar precej, saj moramo integrirati

sistem diferencialnih enačb, s katerim smo opisali kontrolirano širjenje epi-

demije, in sproti preverjati enačbo (9). Brez računalnika pri tem seveda težko

shajamo. V [7] smo pripravili dva numerična primera za določanje t" oziroma

optimalnega upravljanja (8). V prvem primeru so stroški zatiranja epidemije

premo sorazmerni s trajanjem tega postopka, v drugem pa smo privzeli, da

so premo sorazmerni s številom opravljenih imunizacij (prva možnost ustreza

imunizaciji, pri kateri so stroški po času plačanih medicinskih ekip bistveni

del vseh stroškov zatiranja epidemije, druga varianta pa je uporabna pri iz-

redno dragem cepivu ali takrat, ko so medicinske ekipe plačane »po glavi«).

V obeh primerih so dobljeni numerični rezultati potrdili pričakovanja: čim

dražje je zatiranje epidemije, tem manjši je optimalni čas preklopa t", tem

manj osebkov (pri dani intenzivnosti) zaščitimo pred okužbo. Matematična

plat rešitve je čisto jasna, etična oziroma (ne)moralna pa tudi...

2. Ribolov

Z naslednjim primerom posegamo na področje optimalnega upravljanja

»obnovljenih naravnih bogastev« (angl. renewable resources). Zaradi perečih

vprašanj v zvezi s prehrano svetovnega prebivalstva, energetsko krizo in so-

rodnimi problemi so modeli te vrste iz dneva v dan številnejši, njihovo pro-

učevanje pa ena od ključnih nalog matematične bioekonomike (primerjaj [3],

za komplementarno — energetsko — področje tudi [8]).

Model, ki smo ga izbrali za predstavitev, ni čisto trivialen, je pa vendarle

še daleč od zahtevnih nelinearnih modelov, ki jih uporabljajo pri praktičnih

nalogah. Proces, ki ga bomo upravljali, je dinamika ribje populacije, ki jo

najenostavneje opišemo kot

novo stanje — staro stanje -- naravni prirastek — ulov

Nekoliko bolj formalno bomo isto opravili z diferencialno enačbo in začet-

nim pogojem

dP/dt — g(PG)—AO, PO) -P, (10)

ter razumljivo zahtevo P(t) Z 0, t — 0. Pri tem pomeni P(f) velikost ribje po-

pulacije v danem trenutku, funkcija g opisuje njen naravni prirastek (avto-

nomno dinamiko), funkcija 4 pa intenzivnost zmanjševanja števila rib zaradi

ribolova. Za slednjo bomo privzeli, da ima obliko

ho) —< bubP0D (11)
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pri čemer je b pozitivna konstanta, funkcija u(i) pa meri intenzivnost ribo-

lova, 0 < u(£) < Umax« Pri fiksiranih vrednostih b in u(£) je ulov (za ortodoks-

ne matematike dodamo: na infinitezimalno kratkem časovnem intervalu) pre-

mo sorazmeren s trenutno velikostjo populacije P(t). Ta predpostavka verjet-

no ni povsem pravilna, čisto neumna pa tudi ne.

Izbrati je treba še primeren funkcional, s katerim bomo merili čiste do-

nose od ribolova in katerega vrednost bomo poskusili maksimirati. Ekonom-

ska teorija ima tak funkcional že v zalogi:

FGu) — f (p h(b) — cu(b)) exp (— 40) dt (12)
0

V (12) pomeni konstanta p ceno rib in c stroške ribolova (na časovno eno-

to). Zato izraz ph(t) —cu(t) meri presežek prodajne vrednosti ujetih rib

nad stroški za njihov ulov, torej po domače povedano dobiček od ribolova.

Če smo natančnejši, je treba dodati, da gre za trenutno velikost te razlike in

dobimo celoten dobiček (izražen v dinarjih ali kakšni drugi denarni enoti) kot

integral po danem časovnem intervalu, v (12) kar »od tod do večnosti«. Ekspo-

nentni faktor, ki se pojavlja v integrandu funkcionala (12), opravlja t.i. di-

skontiranje zneskov, ki bodo realizirani v kasnejših trenutkih, na začetku

časovnega intervala. Vsaki gospodinji je namreč jasno, da en dinar jutri sploh

ni isto kot en dinar danes, zato je potrebno pri primerjanju zneskov, ki do-

spevajo v različnih trenutkih, najprej izračunati njihovo sedanjo vrednost.

Kot se lahko naučimo iz različnih virov (primerjaj npr. [1], str. 167—169), je

za ta postopek v našem primeru eksponentni faktor, kakršen se pojavlja

v (12), ravno pravšen. Konstanta g pri tem pomeni veljavno obrestno mero,

inflacijsko stopnjo ali kaj podobnega. Naša naloga je potemtakem maksimira-

nje sedanje vrednosti vseh dobičkov na intervalu [0, co) pri danih konstantah

p, c in g ter funkciji g, ki opisuje naravni prirastek. Pot, ki je nakazana v [4],

ni prav simpatična, zato smo se problema lotili z bolj domačim instrumentari-

jem variacijskega računa in po krajšem računu pridelali naslednjo (Eulerjevo)

enačbo za ekstremalo funkcionala (12):

g(P) -egiP)/(pbP'—cP) —< g (13)

V tem implicitnem pogoju za velikost populacije smo s črtico označili

odvajanje po spremenljivki P. Izkaže se, da je (13) samo poseben primer

enačbe 2.16 iz [3], str. 40. Ker nam prostor ne dopušča spopada z zadostnimi

pogoji za nastop ekstrema, verjemimo avtorju pravkar citiranega dela, da

lahko pri večini praktično uporabnih funkcij g(P) in smiselnih naborih kon-

stant p, b, c in g pričakujemo od enačbe (13) enolično določeno optimalno

rešitev P — P", ki pomeni ravnovesno velikost proučevane ribje populacije.

Do optimalnega upravljanja u"(t) zdaj ni več daleč: ne glede na to, kakšna

je začetna velikost populacije, jo moramo čimprej spremeniti v P — P", nato

pa jo zadržati na tem nivoju. To pomeni, da je optimalno upravljanje dano

s predpisom

0 P(t) < P"

uč(t) — |, g(P")/b P" PG) <P" (14)

Umax PG) > P"
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Iz varnostnih razlogov zapis (14) še enkrat prevedimo v slovenščino:

— če »ribja biomasa« (kot temu pogosto rečejo) ne dosega optimalne ve-

likosti, je ribolov seveda prepovedan (u"(f) — 0), populacija pa se razvija, kot

ji zapoveduje preprosta enačba dP/dt — g(P); ker v tem ribjem rojstno-smrt-

nem procesu običajno prevladujejo rojstva, nas eksponentno naraščanje po-

pulacije prej ali slej pripelje do njene optimalne velikosti P";

— od trenutka, ko se velikost populacije na ta ali oni način izenači s P",

je naše upravljanje ribolova omejeno na vzdrževanje tega nivoja, kar dose-

žemo z »žetvijo« 4(f), ki je natanko enaka naravnemu prirastku g(P"). Ob

upoštevanju enačbe (11) dobimo drugo vrstico v (14);

— če je rib preveč (P(f) > P"), se lotimo ribolova z maksimalno možno

intenzivnostjo u,,4x in vztrajamo, dokler ne zmanjšamo populacije do P",

Zapisani recepti, ki so sicer načelno lepi in preprosti, imajo cel kup napak.

Med bistvene bi lahko šteli na primer problem ugotavljanja trenutne velikosti

proučevane (beri: uničevane) ribje populacije. Različne metode vzorčenja sicer

dajo koristne rezultate, vendar običajno prepozno, da bi lahko v pravem tre-

nutku ustavili ribolov. Na drugi strani je rešitev (14) samo parcialna, izraču-

nana izključno s stališča ekonomsko optimalnega ribolova. Ne upošteva niti

možnih stranskih ekonomskih učinkov (kako na primer ribičem zagotoviti

socialno varnost v času prepovedi ribolova) niti vprašanj ekološkega ravno-

težja. Od modela, ki je že na prvi pogled preveč poenostavljen, kaj boljšega

pravzaprav ne smemo pričakovati. Vsak praktično uporaben model ribolova

je gotovo nelinearen, poleg tega je cena rib p odvisna od ponudbe le-teh na

tržišču in s tem od trenutne velikosti ribje populacije (težko na primer ver-

jamemo, da bi v času uporabe u,ax — glej (14)! — cena p ostala nespremenje-

na). Zanimivo pa je, da je v kompleksnejših modelih (npr. Beverton-Ilolto-

vem, primerjaj [3] optimalno upravljanje sicer bolj zamotano, vendar sestav-

ljeno v osnovi iz podobnih kosov, kot so zapisani v (14).

3. Gozdarstvo

Tudi v tem primeru bomo pri oblikovanju modela zelo ozki, pozabili bomo

namreč na mnogotere koristi, ki jih imamo od gozda, in ga opazovali samo

kot naraščajočo lesno maso, ki jo bomo v najprimernejšem trenutku posekali

in prodali. Poenostavljeno lahko rečemo, da je vrednost drevesa določena

s prostornino in kvaliteto lesa, ki jo dobimo iz njega. Tipično obliko funkcije

V(), ki opisuje vrednost v odvisnosti od starosti drevesa, lahko opišemo

takole: do neke mejne vrednosti t, drevo nima nobene vrednosti (s stališča

lesne mase, lahko pa kakšno drugo, na primer kot novoletna jelka), nato z leti

vrednost narašča sorazmerno z naraščanjem lesne mase, z biološko zrelostjo

drevesa doseže svoj maksimum, nakar začne zaradi postopnega odmiranja

drevesa počasi padati. Če poznamo funkcijo V(t) in če je znano, kolikšni so

stroški poseka (označili jih bomo s c in privzeli, da so konstantni), lahko

izračunamo, v kateri starosti £ — T se posek drevesa (ali bolje, posek sestoja

dreves iste vrste in starosti) najbolj izplača. Maksimirati je treba sedanjo

vrednost razlike V(t) —c, torej funkcijo

) — V(D— o exp(—49 (15)
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(vlogo eksponentnega faktorja smo že razložili, glej primer z ribolovom). Po

odvajanju te funkcije dobimo potrebni (in zaradi predpostavljene oblike funk-

cije V(£) tudi zadostni) pogoj za nastop maksimuma, namreč

V(D/V(I)—0 <— ag (16)

Ta enačba nam da pravilno rešitev samo za primer, ko obravnavamo eno

samo generacijo dreves. V splošnem kaže upoštevati, da lahko izpraznjeno

zemljišče znova pogozdimo, zato moramo namesto maksimuma funkcije f(),

definirane s (15), določiti zaporedje časov /.,, T,, ..., ki zagotovi največjo

vrednost vsote

S<(V(T[)—oexp(—]gT) -(V(Tr,—T)—coexsp(—gT)-

t (V(T, —T)— c)exp(—gT)-... (17)

Ker gre v (17) vsaj načelno za neskončno vsoto (»načelno« zaradi ekspo-

nentnega faktorja, ki zmanjšuje pomen bolj oddaljenih členov), je optimiza-

cijski problem na prvi pogled izjemno zahteven. Težav se znebimo, če vztra-

jamo pri (zelo naivnih) predpostavkah, da so stroški poseka konstantni, da

je tudi diskontna mera g nespremenljiva in da so sploh pogoji za vse bodoče

generacije dreves enaki. To namreč pomeni, da je vsem generacijam name-

njeno tudi enako dolgo življenje, za to za optimalne čase posekov /7');, velja

T, — kT (k<l, 2, ..., pri čemer je T tako imenovana optimalna rotacijska

perioda. Če upoštevamo to resnico, lahko enačbo (17) prepišemo v

S — Y(V(D)— o) exp(—kaT) (18)
ki

Še preden se lotimo odvajanja, je koristno ugotoviti, da gre v (18) za vsoto

geometrijske vrste s prvim členom (V(7) —c)exp(—gT) in količnikom

exp (— g 7), kar nas po uporabi znanega obrazca za vsoto geometrijske vrste

ter razširitvi tako dobljenega ulomka s faktorjem exp (g T) pripelje do zapisa

S — (V(T)— d/(exp (g1)—1) (19)

Zdaj z odvajanjem ni težav in izenačitev prvega odvoda dS/dT z nič nam da

pogoj
VXDAVIT) — co < g1 — exp (—' g 7)) (20)

To pravilo za izračunavanje optimalne rotacijske periode je staro celih

sto trideset let in ga gozdarji imenujejo po stanovskem kolegu M. Faustman-

nu, ki je sredi prejšnjega stoletja prvi objavil formulo (20) (primerjaj [3],

str. 259).

Zanimivo je primerjati pogoja (16) in (20). Ulomek, ki nastopa na levih

straneh obeh enačb, je padajoča funkcija spremenljivke 7, zato je rešitev

enačbe (20) manjša od ustrezne rešitve enačbe (16). Imenovalec na desni strani

(20) je namreč manjši od 1, celoten ulomek potemtakem večji od g in pada-

joča leva stran zato to vrednost doseže prej, kot doseže g v enačbi (16). Če

nam je že model sam sumljiv, nas torej lahko vsaj delno potolaži dejstvo,

da pravilno napove zgodnejši posek v primeru rotacije oziroma ponovne po-

gozditve. Ekonomisti vedo povedati marsikaj o pomenu pogoja (20) in nje-

govih izpeljank, vendar bi bil potreben predolg uvod iz teorije stroškov, zato

samo postavimo kažipot: vir [3], poglavje 8. Tam se avtor loteva tudi gozdar-
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sko bolj zanimivih stvari, kot je preprosta rotacija golosek-pogozditev, s ka-

kršno smo se ravnokar ukvarjali, in obravnava izkoriščanje gozda s postopnim

sekanjem (redčenjem, prebiranjem), kar je gotovo bliže praksi vsaj na pod-

ročjih, ki jih ogroža erozija. Kot se običajno zgodi, tudi tu približevanje

praksi pomeni istočasno izdatno povečanje zahtevnosti matematičnega instru-

mentarija. Kdor ne verjame, lahko sam poskusi...
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NOVE KNJIGE

ar!

L. B. KOVACS, Combinatorial methods of discrete programming, Akademiai

Kiado, Budapest 1980, 282 str.

Najprej vsebina: Modeli diskretnega programiranja za ekonomske probleme in

za določene probleme matematičnega programiranja, Implicitne enumeracijske me-

tode z enim razvejiščem, Algoritmi razveji in omeji, Dinamično programiranje kot

orodje za reševanje problemov diskretnega dinamičnega programiranja, Večfazni

dualni algoritem, Popravljeni aditivni algoritem, Bendersova dekompozicija, Po-

pravljena filtrska metoda, Hevristika v diskretnem programiranju, Nova rešitev

splošnega problema pokritja množice, Sestavljeni algoritmi, Nove smeri v diskret-
nem programiranju.

Prvih enajst poglavij je izšlo že leta 1969 v madžarščini. Tedaj je bila to brez

dvoma ena najboljših knjig s tega področja. Čeprav je avtor v dvanajstem po-

glavju skušal ujeti v bežen pregled dosežke preteklega desetletja, ostaja knjiga

v duhu zastarela. Danes si diskretnega programiranja brez analize zahtevnosti

algoritmov ne moremo več predstavljati. Teorija NP-polnosti, ki sta jo začela Cook

in Karp na začetku prejšnjega desetletja, sodi danes že v osnove in jo je treba

pri vsakem algoritmičnem reševanju problemov upoštevati. V tej luči npr. »Nova
rešitev splošnega problema pokritja množice« ne zasluži celega poglavja v knjigi,

saj je znano, da je ta problem NP-poln; zanj ne obstaja učinkovit algoritem.
Seveda ne trdimo, da je knjiga slaba, le zastarela je. V pomanjkanju boljših

utegne koristiti študentom matematike pri predmetu Višje programiranje.

Tomaž Pisanski
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V članku je opisana konstrukcija ulomkov nad poljubnim komutativnim kolo-

barjem z enoto.

In the paper we describe a consiruction of fractions over any commutative ring

with a unit.

Racionalna števila moremo konstruirati iz celih števil na različne načine.

Ogledali si bomo dve konstrukciji.

1. metoda je splošno znana. Na ta ali oni način smo jo — seveda brez vzvi-

šenih besed — srečali že v gimnaziji. Zato naj le osvežim spomin. Naj Z po-

meni množico celih števil. V množico Z X (Z — 10h uvedemo

seštevanje (a,b) -- (c,d): — (ad - bc,bd) in

množenje (a,b).(c,d) : — (ac, bd).

Elemente množice Z X (Z — (04) imenujmo ulomke. V Z X (Z — [0)) uvedemo

še ekvivalenčno relacijo:

(a, b) z (c,d) > ad — be

Ekvivalenčni razred ulomka (a,b) označimo z a/b. Lahek račun nas prepriča,

da je relacija združljiva z operacijama. To pomeni: če ekvivalenčna razreda

a/b in c/d seštevam takole a/b - c/d — (ad - bc)/bd, je seštevanje nedvoumno

definirano, ker je neodvisno od izbire predstavnikov. Analogno velja za mno-

ženje. Faktorska množica Z X (Z — (0;)/z je komutativen obseg. Taka je bila

pot do dobro znanih racionalnih števil.

2. metoda gleda na ulomke drugače. Vzemimo npr. ulomek 4/6. Nanj lahko

sledamo kot na endomorfizem aditivne grupe celih števil. Natančneje: defi-

nicijsko območje preslikave 4/6 je ideal 6Z, zaloga vrednosti 4Z, predpis pa je

takle: 67 — 4z. Analogno je ulomek 6/9 homomorfizem z definicijskim območ-

jem 9Z, zalogo vrednosti 6Z in predpisom 9z —> 6z. Ta dva ulomka sta v kla-

sičnem smislu (v smislu 1. metode) ekvivalentna. Kaj storiti v našem primeru,

ko nimamo več parov števil ampak preslikave? Rekli bomo, da sta ulomka

ekvivalentna, če se ujemata na preseku definicijskih območij. V našem pri-

meru je presek definicijskih območij ideal 18Z — 6Z A 9Z. Tu se predpisa

ujemata, saj oba ulomka preslikata 18z v 12z.

Prvo metodo lahko uporabimo za konstrukcijo kolobarja ulomkov nad

poljubnim komutativnim kolobarjem R z enoto. Analogno kot v primeru ko-

lobarja celih števil jemljemo pare iz množice R X (R — (delitelji ničaj) in

imamo isto ekvivalenčno relacijo: (a,b) z (c, d) - ad — bc. V faktorsko mno-

žico R X (R — (delitelji ničaj])/R uvedemo seštevanje in množenje z istima
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predpisoma kot prej pri racionalnih številih in spet dobimo komutativen

kolobar. Tega bomo imenovali klasični kolobar ulomkov nad R in ga označili

s O,/(R). S formulo (7) : — 7/1 (re R) je definirana kanonična homomorfna

vložitev p: R- 0,(R).

Tudi drugo metodo lahko uporabimo za konstrukcijo kolobarja ulomkov

nad poljubnim komutativnim kolobarjem R z enoto. Faktorsko množico ulom-

kov, ki jo dobimo s to metodo, bomo imenovali popoln kolobar ulomkov nad

R in jo označili s O(R).

Spoznali bomo, da nam ti konstrukciji ne dasta istih rezultatov: popoln

kolobar ulomkov je v splošnem večji od klasičnega kolobarja ulomkov. Do-

kazali pa bomo, da nam dasta obe metodi ob konstrukciji ulomkov nad ce-

limi števili isti rezultat.

Naj bo R komutativen kolobar z enoto. Prikličimo v spomin definicijo

ideala. Ideal L je taka neprazna podmnožica v R, za katero velja: če sta ele-

menta a in b vsebovana v L, spada tja tudi razlika a— b; ax spada v L za

poljubna ae R in xeL.

Definicija. Ideal D je gost, če za vsak reR iz rD — 0 sledi r— 0.

Oglejmo si nekaj lastnosti gostih idealov v R, ki jih bomo pozneje potre-

bovali:

1. R je gost ideal.

2. Če je D gost in D Cc D', je D' gost.

3. Če sta D in D' gosta, sta taka tudi DD in DND'.

4. Če je kolobar R različen od 40), potem (40; ni gost ideal.

Dokaz. 1. Naj bo rR — 0. Ker kolobar R vsebuje enoto, je r.1 — 0, torej

—0.

2. Naj bo rD' — 0. Ker je D c D', velja rD — 0. Ker je D gost, je r — 0, kar

pomeni, da je tudi D' gost ideal.

3. Dokažimo najprej, da je DD' gost ideal. Naj bo rDD' — 0. Torej za vsak

de D velja rdD' — 0. Ker je D' gost ideal, je rd — 0. Ker je D gost ideal, je

r — 0, kar pomeni, da je DD' gost ideal v R. Ker je DD' c DAD", je po last-

nosti (2) DAN D' gost ideal.

4, Očitno.

Definicija. Naj bo D gost ideal v R. Naj bo preslikava f: D ->R

a) homomorfizem aditivne grupe: f(x -- y) — fx - fy,

b) naj velja: f(dr) — (fd)r za vsak deD, reR.

Množico vseh takih preslikav označimo s NHom«g,(D,R). Preslikavo fe

e HomRa(D, R) imenujmo ulomek.

Definirajmo še ulomke:

— fe HomR(D, R), ki takole preslikuje: (— f)d: — — (fd)

0,1 c Homa(D, R), ki preslikujeta tako: 0r.: — 0, lr: — r

Definirajmo operaciji med ulomki. Naj f; c Homai(D;, R) za i—1,2.

f, - f,e HomaxD NAD,,R) (, tf)d:<fd4fd

ff, e Homaf, XD), R) (,f)d: <144)
Je definicija operacij smiselna? Očitno je, da je vsota dveh ulomkov spet

ulomek. (Definicijsko območje je gost ideal in predpis ima zahtevani lastnosti

(a) in (b) iz definicije ulomka.) Je produkt dveh ulomkov spet ulomek? Da

kompozitum preslikav ohranja lastnosti (a) in (b) iz definicije ulomka, je

očitno, preveriti je treba le, da je f,—i(D,) gost ideal. Zaradi 2. in 3. lastnosti
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gostih idealov je dovolj pokazati, da je D,D, c f,-4D,). Vzemimo zato polju-

ben element x< a,b, -... 4 a,b, iz D,D,, kjer aje D,, b;eD..

f,(X) — Z f,la;b;) — Xf,la))b;e D,, ker je D, ideal. Torej xef,-WD,).

- Množica ulomkov F je aditivna Abelova polgrupa (F,0, --) z ničlo in pol

srupa (F,1,.) z enoto. Kolobarja še nimamo, ker f - (—f) sz 0 (definicijsko

območje leve strani je D, desne pa ves kolobar R). Zato uvedemo ekvivalenčno

relacijo — : ulomka sta v relaciji, če se ujemata na preseku defrinicijskih

območtj.

Lema 1. Ulomka f, in f, sta v relaciji natanko tedaj, ko se f, tn f, ujemata

na kakem gostem idealu.

Dokaz. V eno smer je trditev že dokazana, saj je presek gostih idealov spet

gost ideal.

Naj se zdaj f, in f, ujemata na gostem idealu D' CD, AD, in naj bosta

deD, NAD, in deD' poljubna elementa. Z upoštevanjem lastnosti ulomkov in

ideala D' dobimo: (f,d)d' — f.(dd) — f,(dd) — f,d)d'. Od tod sledi (,d —

—1J,d)D' — 0. Ker je D' gost ideal, je f,d — f,d, kar pomeni, da sta ulomka

f, in f, v relaciji —.

Lema 2. — je ekvivalenčna relacija v F. Relacija je združljiva z operacijo

seštevanja in množenja.

Dokaz. Relacija — je očitno simetrična in refleksivna. Preverimo še, da je

tranzitivna. Naj bo f, — f, in f, — f,; torej se f, in f, ujemata na D [A D,,

f, in f, pa na D, A D,. Potem se f, in f, ujemata na D, NAD, AND,, ki je gost

ideal. Lema 1 nam zagotavlja, da je f, — f,.

Pokažimo, da je relacija usklajena s seštevanjem. Naj bo f, — f, inf, — f,.

Tedaj sta preslikavi f, - f. in f, -f, definirani na idealu D,AD,NAD,NAD,

in na tem idealu tudi enaki.

Kaj pa združljivost relacije z množenjem? Definicijsko območje produkta

ff, Je f,MUD,), produkt ff, pa je definiran na f,-Y(D,). Zaradi tretje lastnosti

gostih idealov je tudi ideal D: — f,-(D, AD)Afr4D,ADJINA(DD, AD) gost.

Kratek račun nas prepriča, da se preslikavi ff, in f,f, ujemata na tem idealu:

vzemimo xe Db.

Gf)A — f,.%) — 1,4%), ker f,xeD, h D, in f, — f,
— [,G,4), ker xeD, NAD, inf,-—f,

— Od).
Odtod po lemi 1 sledi, da ff, — ff,

Trditev. F/— — : 0(R) je komutativen kolobar. Obstaja homomorfna vlo-

žitev g kolobarja R v O(R), ki deluje takole: p:r-—>-[f,], kjer je [f,] ekviva-

lenčni razred s predstavnikom f,: R— R, f,(5) : — rs. pg imenujemo kanonični

monomorfizem iz R v O(R).

Dokaz. Ker sta operaciji seštevanja in množenja združljivi z relacijo -,

za seštevanje v faktorski množici velja: seštevanje je notranja, asociativna in

komutativna operacija. Množenje je notranja asociativna operacija. Preveriti

je treba še:

|) fa(—p-0.
(2) distributivnost: f,(f, > f.) — ff. ff

(3) komutativnost množenja: ff, — [.f,.

Irditev v prvi točki očitno drži, saj se preslikavi f - (—f) in 0 ujemata na

idealu D, kjer je definirana preslikava f. Dokažimo zdaj distributivnost: pre-
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slikava (f,f,) -£ (f,f,) je definirana na f,-4D,) Nf,-4(D,). Ko smo dokazovali,

da je produkt dveh ulomkov spet ulomek, smo tudi ugotovili, da f,-((D,) >

> D,D,. Upoštevajoč to ugotovitev, dobimo: f,-4(D)) Nfy"4D)S5D,D, n

A D.D, > D D,D;,. Torej definicijsko območje preslikave (f,f,) -- (f,f,) vse-

buje gost ideal D,D,D,. Z enakim sklepom dobimo, da je preslikava f.(f, -- f,)

definirana na (f, t- f,)-4(D)) 2 (D, NADJD, 5 D D,D,. Leva in desna stran re-

lacije v trditvi (2) sta torej definirani vsaj na gostem idealu D,D,D,. Da se

tu predpisa ujemata, je očitno: (f,(f, -f.)))x —< f,(f, tf)O) —< f,G x t [4 —

— (f.f.)A En ff) — Gf. -t tf)X.
Dokažimo še komutativnost množenja. Preslikava ff, je definirana na

f,- UD), f.f, pa na fy7XD,). Obe sta torej definirani na preseku f,-(D,) N

A f,-KD,), ki vsebuje ideal D,D,. Preverimo, da se na tem idealu predpisa

ujemata. Vzemimo poljuben element a,b, ba,b, -...- a,b;, — Xža;b; iz D.D,

(a; € D,, b; € D).

ff.) ab) — (,($ f.(a;b;)), ker je f., aditiven homomorfizem

— f (3%f,la)b;) zaradi lastnosti (b) ulomka f,

— f,( bif,(a))), ker je R komutativen kolobar

— ž f,(b)f,(a)) zaradi lastnosti (a) in (b) ulomka f,

— f,(% f,(b)a;) zaradi lastnosti (a) in (b) ulomka f,

— [,f,(> ba), ker je f, ulomek

— 1,f, (Xi a;b,), ker je R komutativen.

Ostala nam je še dolgočasna naloga, da preverimo, ali ima preslikava g

res vse tiste imenitne lastnosti, o katerih govori trditev. Ker je dokaz pre-

prost in nezanimiv, ga izpustimo.

Druga metoda je tako predstavljena. Poskusimo najti še zvezo med ulom-

ki, konstruiranimi po prvi in drugi metodi.

Za vsak deR, ki ni delitelj niča, konstruirajmo gosti ideal dR. Vzemimo

poljuben element 7 iz kolobarja R. S simbolom f,/; označimo preslikavo

dR — R, ki deluje takole:

f,/4(ds) : — rs za vsak se R. Očitno f,/; e Homp(dR, R), torej je f,/, poseb-

ne vrste ulomek v smislu druge metode.

Trditev. Ulomka f,/g in f,/, sta ekvivalentna natanko tedaj, ko je rg — pd.

Oziroma: frla — fyla > V, d) "z (v, 0) »—r/d — pig
Dokaz. Naj bo f,/; — f,/, Preslikavi f,/; in f,/, se torej gotovo ujemata na

idealu dgR: f,/4(dgs) — f,/,(dags). Ker velja ta enakost za vsak seR, velja

tudi za s — 1, zato rg — pd.

Dokažimo trditev še v nasprotno smer: f,/, in f,/, naj bosta ulomka, za

katera velja rg — pd. Kratek račun nas prepriča, da sta ulomka ekvivalentna,

ker se predpisa ujemata na idealu dgR:

f,/a(das) — rgs — pds — f,/,(dgs) za vsak seR.

Iz te trditve sledi, da je s predpisom 7/d —> [f,/4] nedvoumno definirana

neka preslikava v: O,;(R) > O(R) in da je injektivna. Za poljubne elemente

d, e, g, re R, od katerih d in e nista delitelja niča, velja

Fala) se (rle des) — figeyra)ldeldes) — (ge rd)s
— €. fglalds) d..f,/eles)
— f4/a(des) -£ fr/eldes).

Fala) rle) (des) — far/deldes) < gYrS
— falaldrs) — felalfr/eldes)).

140



Na gostem idealu deR kolobarja R se torej preslikava f,,/4.,.6/e) Ujema Z VSO-

to f,/g - f,/e preslikava f«/4o/e pa s kompozitom (,/4f,/e To pa pomeni, da

je o homomorfizem, torej vložitev kolobarja 0,(R) v kolobar O(R).

Kompozitum kanonične vložitve y kolobarja R v O,(R) in vložitve o ko-

lobarja O,(R) v O(R) se očitno ujema s kanonično vložitvijo g kolobarja

R. v O(R). Če torej štejemo R za podkolobar v O,(R), s tem da vsak reR

identificiramo s %(r) — 7/l1c0,(R), lahko rečemo, da je vložitev w razširitev

vložitve g.

Definicija. Kolobar R je glavni, če za vsak ideal 7 obstaja tak xeR, da

je Z! — xR. (Ideal Ii je generiran z elementom x.)

Posledica. Če je R glavni kolobar, je klasični kolobar ulomkov O0,(R) izo-

morfen popolnemu kolobarju ulomkov O(R). Izomorfizem med njima je o.

To pomeni, da nam dasta v tem primeru obe metodi konstrukcije ulomkov

isti rezultat.

Dokaz. Najprej ugotovimo, da je ideal dR gost le, če d ni delitelj niča.

Naj bo f ec Homa(dR, R) poljuben ulomek. Presiikava f je natančno določena

že, če vemo, kam se preslika generator definicijskega območja. Naj bo fd <— x.

Od tod sledi [f] < [f,/4]. To pomeni, da je preslikava w surjektivna, zato je

tudi izomorfizem.

Posledica. Ker je Z glavni kolobar, nam prva in druga metoda dasta isto

množico racionalnih števil,
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bdi Sod dd

naslov, razlaga funkcionalno analizo ea z aspekta a oreke teorije. Po-
učno je navesti imena poglavij: Normirani prostori, Normirani funkcijski prostori,
Funkcionali in operatorji na Hilbertovih prostorih, Normirane algebre in spekter,

Kompaktni simetrični (hermitski) operatorji, Hahn-Banachov izrek, Princip enako-

merne omejenosti (Banach-Steinhausov izrek), Izrek o odprti preslikavi, Riemann-

Stieltjesov integral z uporabo ter Spektralni izrek za hermitske, unitarne in nor-

maline operatorje.

lahko je razkriti dva osnovna avtorjeva cilja: podati čim bolj popoln pregled

snovi, ne da bi pri tem zašel v tehnično zahtevnejšo teorijo. To se mu je tudi

povsem posrečilo. Mnogi zgledi, zanimivi dodatni izreki in pregled novejših rezul-

tatov pa nedvoumno kažejo, da je bilo avtorju pisanje te knjige v veselje. Tako

najdemo v tekstu izrek Lomonosova o hiperinvariantnih podprostorih kompaktnega

operatorja, nuklearne operatorje na Hilbertovih prostorih, dokaz kompaktnosti

nekaterih integralskih operatorjev, vektorske in operatorske analitične funkcije,

problem komplementiranja v Banachovih prostorih, Schauderjev izrek o fiksni

točki itd. Knjiga ima tudi stvarno kazalo, v seznamu literature pa najdemo zelo

popoln pregled naših in tujih učbenikov s področja funkcionalne analize.
Upajmo, da bo nekaj avtorjevega navdušenja nad funkcionalno analizo prešlo

tudi na bralce. Pri nas bo knjiga uporabna za študente druge in tretje stopnje

matematike, prav pa bo gotovo prišla tudi fizikom, ki bi želeli bolje spoznati

osnovne pojme in izreke s tega danes že zelo razvejanega področja.

| Peter Legiša
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O ZAPOREDJU ZA RAČUNANJE KVADRATNIH KORENOV

PETER PETEK

AMS Subj. Class. (1980) 65-02, 40A 05, 10 K 25

Članek odgovarja na vprašanje, kakšno je Newtonovo iteracijsko zaporedje za

računanje kvadratnega korena, in sicer v primeru, ko je začetni približek tak, da

zaporedje ne konvergira. Ugotovljeni so trije tipi zaporedij in njihova odvisnost od

začetnega približka xs.

ITERATIVE CALCULATION OF SOUARE ROOTS

The subject of the article is the Newton iteration seguence for the computa-

tion of the sguare root, but for the case when it does not converge. Three different

types of seguences are detected and their dependence on the initial approximation

xo established.

Naj bo A pozitivno realno število in C — -- VA. Po Newtonovi metodi ra-
čunamo približke za ta kvadratni koren z zaporedjem, ki ga določa rekurzivna

tormula

Izrek I. Zaporedje 4x,] je konvergentno za vsak realen x, > 0. Če je za-

četni približek x, pozitiven, je limita zaporedja C, če pa je x, negativen, je

limita — C.

Dokaz. Izrek dokažemo tako, da rešimo diferenčno enačbo (1). Najprej

postavimo

Xy, — Un/V;, (2)
in ker je potem

lahko zapišemo za u,, in v, Sistem enačb

U,,1 up? S Av, ?, V,41 — 2U,V, (3)

Za začetni pogoj postavimo u, — x, in v, — 1.

Iz obeh enačb (3) skušamo sestaviti popolni kvadrat s seštevanjem in od-

števanjem. To nam uspe, če pomnožimo drugo enačbo s C in jo prištejemo

prvi ali pa jo od nje odštejemo. Tako dobimo

U,,1 7 Cv, 1 — (u,, T Cv,)?

U,,1 UH Cv,,1 — (u, UE Cv,)?

Zdaj je jasno, da močno poenostavimo reševanje, če vpeljemo novi za-

poredji

za kateri veljata rekurzivni formuli

Pn,1 — Pnč, dnji — dn?
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Ker sta začetna pogoja

Pp, <X,bC, g,<x,—C

očitno velja

Pn — Pet — (x, £ C)2",. g, — dye" — (x, — C)2a (5)
Iz (4) sledi

U, — (BD, Ka an)/2, V, — (BD, UN ap M2C)
iz (2) pa

Ka — Cip, K gn)/(Px UN an) (6)

Če v formulo (6) vstavimo rešitev (5), dobimo za člene zaporedja x, analiti-

čen izraz

Xn < C.((x, -- C)2n -- (x, — C)2nj/((x, - C)2" — (x, — C)2n) (0)

Iz formule (7) so trditve izreka neposredno razvidne. Ko gre m preko

vsake meje, težita števec in imenovalec v formuli (7) tudi preko vsake meje.

Če je x, > 00, teži x, proti C, kar postane očitno, če delimo števec in imenova-

lec s prvim sumandom. Če je x, < 0, pa teži x, proti — C, kar sledi iz (7), če

števec in imenovalec delimo z drugim členom.

Iz formule (7) sledi tudi konvergenčni izrek za kompleksni začetni pri-

bližek.

Izrek II. Zaporedje 4x,), ki je definirano z rekurzivno formulo (1), je

konvergentno za vsak x, — a - ib, če je le a z 0. Zaporedje ima limito C,

če je a>0, in limito — C, če je a< 0.

Oglejmo si sedaj, kako se vede zaporedje 4x,), če je začetni približek čisto

imaginaren, če je torej a— 0 in x, — 1b. Iz formule (1) razberemo, da je tedaj

imaginaren tudi člen x, — %b — A/b) in z njim vred vsi nadaljnji členi. Tako

postane hitro jasno, da zaporedje ne more konvergirati. Vzemimo namreč,

da obstaja limita zaporedja (x,) in je enaka ic, ce R. Potem v limiti iz (1)

sledi, da je

ic — "(ec —A/c
2

Od tod pa sledi c? — — A, kar je očitno protislovje.

Zato lahko nastopi le ena od treh možnosti:

(1) računanje po formuli (1) se ustavi pri nekem x, — 0;

(ii) členi zaporedja se periodično ponavljajo;

(111) členi zaporedja so vsi različni.

Da ugotovimo, kdaj nastopi katera od teh treh možnosti, vpeljimo kot vw

med — 4/2 in zx/2 z enačbama

COS yp — C/(C? -- b2)'", sinap — D/(C2 -- bt)" (8)

Vstavimo x, — zb v formulo (7) ter delimo števec in imenovalec s (C? -- b2)2n-1,

Ker je po (8)

(ib - C)/XC2 -- D2)'h: — cosa -- 1.sin — exp (iv)

(ib — C)/(C? - b?)'? — — cosa - i.siny — —exp (—iv)

dobimo iz (7)

X, — C.cos 2" y/t.sin 2" yp — —iC.ctg 2" vy (9)
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Označimo zdaj z r razmerje med kotom w in iztegnjenim kotom x:

v sar

Najprej ugotovimo, da pri iracionalnem r lahko nastopi le tretja možnost.

Prva možnost, ki pomeni x, — 0 in ničlo v imenovalcu formule (1), nastopi

le, ko je 2""l, celoštevilski mnogokratnik kota x, 2"4y pa še ni celoštevilski

mnogokratnik z. Torej r — p.2-"-1 in je p liho celo število, m pa naravno

število.

Ali pa se v primeru iracionalnega r členi lahko ponavljajo? Izkaže se, da

ne, saj če bi imeli x, — x,, za n »< m, bi sledilo iz (9)

pri nekem celem številu 4% ali

Torej je tudi ta primer možen le pri racionalnem r.

Ugotovimo le še to, kdaj se členi zaporedja (1x,) periodično ponavljajo.

Naj bo razmerje r racionalno in naj bo zapisano v obliki okrajšanega ulomka

r — S/(2k.L)

kjer je ZL liho število, m pa nenegativno celo število. Če je L — 1, že vemo, da

se računanje ustavi, saj je tedaj x,. , — 0. Torej lahko vzamemo L > 1. Ozna-

čimo z a kot

a — a/L

Ker je tedaj x, — —iC.ctg S a, se tudi vsi nadaljnji členi izražajo s ko-

tangesi mnogokratnikov kota a. Funkcija kotangens je periodična s periodo

m, Zato se pojavljajo v zaporedju le kotangensi kotov

pa še ti ne nujno vsi. Ker je število 2 tuje proti Z, velja Eulerjeva kongruenca

29(L) — 1(modL)

kjer pomeni g(L) Eulerjevo funkcijo, ki šteje, koliko je od števil 1, 2, 3,....,

L—1 tujih proti L (glej [3], str. 148). Zato je lahko kotov 2:)S kvečjemu g(L)

po modulu ;,; različnih. Le v primeru, ko je L praštevilo, je g(L) —< L—1,

a tudi tedaj se lahko zgodi, da je

2m — 1 (mod L) (11)

čeprav je pozitivni eksponent m manjši od ZL— ]1, npr. L— 7, m — 3. Če je

najmanjši pozitivni eksponent m, za katerega velja enačba (11), pravimo, da

je število 2 primitivni koren za praštevilski modul L (glej [3], str. 181). In le

v tem primeru pridejo na vrsto vsi koti (10).

Tudi če L ni praštevilo, obstaja po Eulerjevem izreku minimalni pozitivni

eksponent m, za katerega velja (11); kajpak je m delitelj števila g(L). Število

m imenujemo red dvojke za modul ZL.
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Vse ugotovitve združimo v

izrek Ill. Če je razmerje r — «/x iracionalno, so vsi členi zaporedja (x,

različni. Naj bo racionalni r zapisan kot okrajšani ulomek r — S/(2X.[L), kjer

je L liho število. Če je L — 1, se računanje zaporednih členov ustavi na k-tem

koraku zaradi deljenja z nič. Če pa je Z > 1, se od vključno k-tega člena

najprej členi periodično ponavljajo, ponavljajoči se členi so enaki

— iC..citg x S/L, — iC .ctg 27 S/L, ..., — iC.. ctg 2m—-17 S/L

in je perioda m enaka redu dvojke za modul L.

Na prvi pogled se zdi, da so v primeru iracionalnega z členi zaporedja

(x, povsod gosti na imaginarni osi. Brez dokaza povejmo, da to gotovo

velja, če je število r normalno v bazi 2 (definicijo normalnosti glej v [2], str.

124) in da so skoraj vsa števila normalna.

Oglejmo si le primer, ki kaže, da lahko izberemo Db in s tem vw ali r tako,

da zaporedje 4x, ni povsod gosto na imaginarni osi. Število r naj bo za-

pisano v binarnem sistemu takole:

r — 0.1101001000100001000001..

Konstrukcija števila v je jasna: med posamezne enice v zaporedju dvo-

jiških »decimalk« postavljamo vedno več ničel. Med prvima dvema enicama

še ni nobene, med drugo in tretjo je ena, med tretjo in četrto sta dve itd.

Formula (9) in periodičnost funkcije kotangens povesta, da računamo

zapored kotangense kotov

z . 0.1101001000100001000001... — v

77 .0.1010010001000010000010... — v,

zz . 0.0100100010000100000100... — v,

7, . 0.1001000100001000001000... — v, itd.

Kot 37/4 zapišemo binarno v obliki 77.0.11 in vidimo, da je kot 1 za več

kot 7.0.0001 — ,:/16 večji od njega, vsi drugi koti pa so vsaj za toliko manjši.

Torej na imaginarni osi med — iC. ctg (37/4 — z/16) in — iC. ctg (37/4 -- 7/16)

ni členov zaporedja (x,) in iC.ctg 32/4 — h ;

— iC ne more biti stekališče zaporedja. | /

Če je število A -£ 0 kompleksno, mu /

ravno tako lahko računamo kvadratni ko- Tol

ren z zaporedjem (1). Oba kvadratna ko-

rena C in — C sta kompleksna. Simetrala

daljice (C, — C) deli kompleksno ravnino

na dva dela (glej sliko!).

Če leži začetni približek x, v istem

delu kot C, konvergira zaporedje (1x,

proti C, če leži v drugem delu, pa proti

— C. Za začetni približek na simetrali pa

dobimo divergentno zaporedje.
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NOVICE

BELE PRITLIKAVKE

Bele pritlikavke so zvezde s šibkim izsevom, visoko površinsko tempera-

turo in radijem, ki je kakih stokrat manjši od radija Sonca. Take zvezde so

ena izmed možnih končnih razvojnih stopenj. Ko v jedru zvezde zgori večji

del vodika, se izdatnost jedrskih reakcij v sredici zmanjša. Zato se zvezda

začne krčiti in njena temperatura narašča. lonizirani plin v jedru postaja

vedno gostejši. Pri zvezdah, katerih masa je manjša kot 1,4 mase Sonca, se

plin tako zgosti, da se elektroni začno obnašati kot degeneriran (Fermtjev)

plin [1].

Tlak Fermijevega plina je skoraj neodvisen od temperature in je v belih

pritlikavkah mnogo večji od tlaka jeder in radiacijskega tlaka. Oba zadnja

prispevka pri računih navadno zanemarimo. Ker se tlak Fermijevega plina

veča z naraščajočo gostoto, lahko ustavi krčenje zvezde, kljub temu, da se

zvezda še naprej ohlaja. Nekatere bele pritlikavke so spremljevalke večjih

zvezd v dvojnih sistemih, zato lahko določijo njihovo maso. Iz opazovanj so

ugotovili, da ima tipična bela pritlikavka maso enake velikostne stopnje, kot

je masa Sonca. Gostota snovi je večja kot 10? kg/m", gostota števila delcev pa

je večja kot 1036 m-. Ker so fizikalne razmere v beli pritlikavki zanimive, si

jih oglejmo nekoliko podrobneje. V odgovoru na vprašanje [2] so zapisane

nekatere enačbe, ki jih lahko takoj uporabimo.

Izpeljimo enačbo, ki opisuje poenostavljene razmere v beli pritlikavki.

Gradient tlaka uravnovesi gostoto gravitacijske sile

dp/dr < —xM(r) o(r)/r?

o je gostota snovi (masa vseh prostih elektronov in jeder v enoti prostornine).

Masa snovi v krogli z radijem r, je M <— 4x 41? e(r) dr. To odvajamo, uporabi-

mo enačbo za gradient tlaka, še enkrat odvajamo in po preureditvi dobimo

2 (r? ple)! — —dano

Črtica označuje odvod po r. Pri popolnoma ioniziranem plinu je v prostor-

ninski enoti n elektronov in n/Z ionov. Gostota snovi je o— nmA/Z - nm,"

z:n mA/Z — nmy, če je m masa protona in m, masa elektrona. A in Z sta

masno in vrstno število. Ker belo pritlikavko sestavljajo različni elementi,

vzamemo za A/Z povprečno vrednost. Gostota snovi v zvezdi je odvisna le od

gostote elektronov.

Povprečna kinetična energija elektrona v Fermijevem plinu je pri zelo

nizki temperaturi enaka $W;, če je Wp — k? (3N/87 V):3/2m, Fermijeva ener-

gija. Notranja energija Fermijevega plina N elektronov je tedaj

W -—N Wr — 34 N (3N/8x V)?3/10m,

Iz energijskega zakona dW — dA - dR — — pdV - T dS sledi v limiti T —>0

za tlak

| | p — — dW/dV — h'3/n)?3 n58/20m, — K eš 4)
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Ker je tlak plina sorazmeren z nš3/m, prispevajo k skupnemu tlaku pred-

vsem elektroni. Razmerje med delnima tlakoma ionov in elektronov p;/p, —

— (n;/n,)58% (m,«/m, je največje pri vodiku, nato pa hitro pada proti nič, ko

masa ionov narašča. V približku lahko torej belo pritlikavko obravnavamo

kot zvezdo iz plina s politropnim indeksom 3/2.

Izraz za tlak vstavimo v enačbo ravnovesja in vpeljemo brezdimenzijski

spremenljivki y — (e/e,)?? in x — r/B, če je po, gostota v središču in (? —

— SK g,-18/87 x. Tako dobimo

y" be 2y]x yeR —

z robnim pogojem y(0) <— 1 in y/(0) — 0, saj mora biti gostota v središču

končna. Tu označuje črtica odvod po x. Rešitev diferencialne enačbe enako-

merno pojema z naraščajočim x in ima v točki x — X — 3,605 vrednost y(X) —

— 0, odvod v tej točki pa je y(X) — Yv' < — 0, (3]. Ker ničla funkcije določa

tudi radij zvezde R, je masa zvezde

R X

M <— 4x (r? po(r) dr — dne, BS [ x? y3? dx — — do, Bi X? Y'
O O

Saj je x? y3/? — — (x? y')'. Če je masa zvezde znana iz astronomskih opazovanj,

lahko izračunamo radij zvezde in njeno gostoto. Ker je B? p,W — 5K/8x — a

in Bše, — — M/dx X?Y' — b, sledi še B— ab-i$ in o, — a?b?, Za radij in

povprečno gostoto bele pritlikavke dobimo

R<BX o < — 3Y' 0/X 5 0,6

Pri tako poenostavljenem računu se rezultati ujemajo s izmerjenimi vred-

nostmi po velikostni stopnji. Opis je namreč uporaben le za zvezde z relativno

majhno gostoto v središču, ko je plin v beli pritlikavki še nerelativističen.

Podatki za tri znane bele pritlikavke [4] so (M, je masa in R, radij Sonca):

M/M, R/R,

Sirius B 0,98 0,05

Prokion B 0,65 0,01

40 EridanB 0,45 0,016

Pri gostoti snovi nad 101% kg/m postane elektronski plin relativističen.

Zato se poznajo relativistični pojavi že v belih pritlikavkah z maso, ki je večja

kot približno 0,5 mase Sonca. Tlak relativističnega Fermijevega plina pri /' —-0

je"
p — (m me" c5/3h5) (ish 49, — 2sh 29, -- 39) — (z met c3/3h3) f(m) < Cj(m)

če je sh $ — G/m,c, nj — sh 9, — Gy/m,c in Gp — (3n, h3/87,)18 Fermijeva gibal.

na količina. Termični in radiacijski tlak plina lahko še vedno zanemarimo. Go-

stota delcev in gostota snovi sta

u je povprečno število elektronov, ki odpadejo na en proton. Kot prej je

enačba ravnovesja |

1-7? ple)" < —tano



in dalje

C B-i rr? F(m/mš] — — da x B n

Iz definicije f(;) sledi še f'(x) — 8x%(4? -- 1)-W:,', kar da ob vpeljavi g? —
— 4)? - 1 enačbo

r—-(r? o) — — 4 Be? — 1)32/2C

Če sta nj, in pg, vrednosti ; in g v središču ter r — B x — (2C/xx)"? x/B p, in

g, < pg, Y — (ge t 112 y, sledi

x-2(x2 y) — (y2 go?)

Enačbo je v splošnem mogoče rešiti numerično. Razmere so preproste le

v dveh mejnih primerih. V nerelativističnem primeru (Gr < m,ec) je f(n) —

— 8;5/5 — 8(Gr/m, c)5/5 in sledi rezultat (1). V ulirarelativističnem primeru

(Gp > m,c) pa je f(;) — 21' — 2(Gy/m, c)4 in je zveza med tlakom in gostoto

p — a.ch(3/7)43 ne8/24 — x ch(3/7 yu m)48 os8/24 — K' osi

Taka zvezda ni stabilna in se lahko neustavljivo krči ali širi, odvisno od prejš-

njega razvoja [5]. ; tnik

anez Žitni
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« [lak relativističnega Fermijevega plina izračunamo tako, da zapišemo gostoto

gibalne količine delcev, ki udarijo na steno posode na časovno enoto

— (Ba]3I6) 4 Gs(dW/dG) dG
Za relativistične delce je

W << m,e -t Gifimž? 8€)? —1] in dW/dG<— (1 -t Gž/m,? c')-1? G/im,

Tako imamo

< (82/3m, hi) Gi t Gm? c?)—-iR dG

Vpeljemo sh $ < G/m,c, n < sh %o — G,/m, c in Gy < (3n, hš/87)4 in dobimo končno

< (87 m,? c5/3h$) h shi 9 dd — (x m, c5/3h5) (1/4sh 490 — 2sh 29 -- 390) —
0

— (ar m,' cšj3E") fi)

Gostota delcev je
G

n — N/V — (8a/h5) $ G? dG — 8x Gy']3h8 — 8am,š c' shs $0/3h5
0
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GRAVITACIJSKO POLJE TOČKASTEGA TELESA

V fiziki se je že nekajkrat primerilo, da smo morali spremeniti mnenje

o enačbah, ki smo jih sprejemali kot samoumevne. Morda se pripravlja nekaj

takega za opis prostora-časa okoli točkastega telesa v splošni teoriji relativ-

nosti [1], [2], po domače bi rekli gravitacijskega polja točkastega telesa. Na

to možnost je nedavno opozoril Abrams [3]. O njegovem razglabljanju je vred-

no na kratko poročati.

Kvadrat razmika med infinitezimalno bližnjima dogodkoma x4 in x" -- dxe

izrazimo v štirirazsežnem prostoru-času kot

ds? — g,, dxe dx"

£,y je metrični tenzor, grški indeksi zavzemajo vrednosti 0, 1, 2, 3 in držimo
3

se Einsteinovega dogovora, da je a, brx z a, b'. Metrični tenzor lahko v da-
—0

nem dogodku x," diagonaliziramo takole: Byy (X,%) — č,, pri čemer ima po
glavni diagonali 1, —1, —1, —i, drugod pa same ničle. Kvadrat razmika okoli

dogodka x," je tedaj ds? — c?dt? — dx? — dy? — dz?. Tu so c hitrost svetlo-

be, x? — ct časovna koordinata in x! — x, x? — y, x8 — z krajevne koordinate.

Če je prostor-čas raven, najdemo opazovalni sistem, v katerem je povsod

Sw — Oyy. Če pa je prostor-čas ukrivljen, velja g,, — d,, samo lokalno v do-

godku x,4, povsod drugod pa so elementi metričnega tenzorja funkcije x7,

Splošna teorija relativnosti povezuje ukrivljenost prostora-časa z gravita-

cijskim poljem. Daleč stran od mas, kjer ni gravitacijskega polja, je ukriv-

ljenost enaka nič in prostor-čas raven. Na področju, kjer je gravitacijsko

polje, pa je ukrivljen. Zvezo med ukrivljenostjo prostora in porazdelitvijo

mas podajajo Einsteinove enačbe polja [1]. To so nelinearne diferencialne

enačbe drugega reda za metrični tenzor g,, (x"), ki ima vlogo potenciala gra-

vitacijskega polja.

Zanimajmo se za gravitacijsko polje nerotirajočega, nenabitega, neseva-

jočega točkastega telesa. Rešitev g,, (x) Einsteinovih enačb za ta primer mora

imeti iste simetrije kot telo. Biti mora invarlantna proti časovnemu obratu,

časovnim translacijam, krajevnemu zrcaljenju in krajevnim zasukom ter kra-

jevno asimptotsko ravna. Tako rešitev je odkril že leta 1916 K. Schwarzschild.

Vpeljimo sterične koordinate

X — Tr SINJ$ Cos g y — rsin $ sin g Z — Tr cos 9

O<r O< dB <a 0 S pg < Ža

pa izrazimo kvadrat razmika za Schwarzschildovo rešitev g,," kot

dst — (1— a/De?dtt —(1— a/f-i f? drž — fe dg2 — J? sin? 9 de? (1)

Tu je a — 2mG/c?, m masa delca, G gravitacijska konstanta ter

— (8 -- a3)18 (1 a)

Leta 1917 sta J. Droste in H. Weyl neodvisno drug od drugega izpeljala

rešitev g,,?, za katero je kvadrat razmika

ds? — (1 — a/r)c? di —(1— a/r)-idr2 — r'? dg2 — r'tsin? 9 dež (2)
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Pri tem je r >0. Droste-Weylova rešitev napoveduje obstoj črnih lukenj [1j,

[2], saj postane ds? pri Schwarzschildovem radiju r' — xa — 2mG/c? neskončen.

Zaradi tega med drugim ne more uiti iz območja 7 < a noben delec niti svet-

loba. Ker lahko (2) s transformacijo

r — f(r) — (8 -- aš)48 r >—0 rv >a (2a)

prevedemo v (1), sta Droste in Weyl mislila, da sta g,,Š in g,,P ekvivalentni

rešitvi in sta zato pripisala prvenstvo Schwarzschildu. Nekaj let kasneje je

D. Hilbert izrazil mnenje, da je rešitev g,,? prikladnejša od g,,". Od tedaj

v literaturi uporabljajo izključno g,,? in jo imenujejo Schwarzschildova re-

Šitev.

Abrams [3] pa je ugotovil, da rešitvi g,,Š in g,,? nista ekvivalentni. V no-

vejšem času namreč velja, da pri ugotavljanju »fizikalne ekvivalence« dveh

rešitev ni dovolj poznati samo relacijo med metrikama, ampak tudi relacijo

med prostoroma. Prostor-čas (M, g,,!) je ekvivalenten prostoru-času (M, g,,"),

če transformacija prevede metriko g,,' v g,," in če je preslikava difeomorti-

zem, se pravi, da mora zajeti enaki mnogoterosti ali po domače vse točke

obeh prostorov. Transformacija, ki prevede (M, g,,5) v (M, g,,?), ni difeomor-

fizem. Iz preslikave je namreč izločen del mnogoterosti M', ki ustreza vred-

nostim r' < a. Zato Schwarzschildov in Droste-Weylow prostor-čas nista ekvi-

valentna.

To lahko najbolje ponazorimo z naslednjim primerom. Vzemimo prostor-

čas Minkowskega (K, g,,4), v katerem je kvadrat razmika v polarnih ko-

ordinatah

ds? — c? dt? — drž — rd(d92 -- sin? de?) r —>0 (3)

Koordinatna transformacija

r —rda a 20 (3a)

prevede kvadrat razmika (3) v

ds? — c? diet — dr2z— (r — ajd? -- sin? 9 dp") r xa (4)

s spremenjenim metričnim tenzorjem g,, 4. Transformacija (3 a) je dovoljena

in prostor (K,g,,/M4) je še vedno prostor-čas Minkowskega. Pri tem pa ne

smemo pozabiti, da je x — (x? -- y? -- z?)Y/? -- a, tako da zavzame 7' vrednosti

v za. Vrednosti r' < a v enačbi (4) so prav tako nesmiselne kot vrednosti

r < 0 v enačbi (3). Če pa v enačbi (4) vzamemo 7' za radialno, »centrirano«

koordinato r — (x? - y2 -- z'2)i/2, za katero velja 7.0, pa prostor-čas

(K, g,y 4) (za r 20) ni ekvivalenten prostoru-času Minkowskega (K, g,,M).

Tudi prostor-čas (M',g,,)) (za r 20) ni ekvivalenten prostoru-času

(M, g,,5). Samo tisti del prostora-časa (M', g,,2), ki ustreza vrednostim r ža,

je ekvivalenten prostoru-času (M, g,,5).

Do sem je bilo sklepanje matematično. Sedaj se pojavi vprašanje fizikalne

interpretacije. Katero metriko g,,> ali g,,? naj uporabimo za točkasto telo?

Abrams se je po izčrpni primerjavi obeh rešitev odločil za g,,%. Njegovo

mnenje sloni, kot se zdi, na dokaj tehtnih razlogih, ki pa jim na tem mestu

ne moremo slediti. Povejmo le to, da nekateri njegovemu sklepanju naspro-

tujejo. Druge pa je toliko prepričal, da na osnovi njegovih razglabljanj delajo
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nadaljnje račune. Tako je D. Ross izpeljal gravitacijsko polje vrtečega se toč-

kastega telesa in ugotovil, da tudi v tem primeru ne nastopa črna luknja [5].

Če bo obveljalo Abramsovo mnenje in se bo prvotna Schwarzschildova re-

šitev g,,S izkazala za edino pravilno, bo treba ponovno obdelati gravitacijsko

polje v bližini točkastega telesa in gravitacijski kolaps. Schwarzschildova re-

šitev namreč ne vsebuje črne luknje in ne uvaja zunanje in notranje metrike

(zunaj in znotraj »Schwarzschildovega« radija). Pozna samo zunanjo metriko,

tako da črna luknja sploh ne nastane, ne glede na to, kako daleč napreduje

sravitacijski kolaps. Če obstajajo črne luknje, obstajajo od nekdaj in niso

nastale z gravitacijskim kolapsom.

Kot je v fiziki običaj, bodo končno rešitev prinesla merjenja in opazova-

nja. Že dosedanja zgodba pa je zanimiva, ker kaže na ovinkasto pot v razvoju

fizike.

Matej Pavšič
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Na podlagi Pravil o podeljevanju priznanja učiteljem matematike,

fizike in astronomije za delo z mladimi

vabimo

podružnice DMFA, aktive matematikov in fizikov na šolah,

da do 1. oktobra 1981 predlagajo kandidate za priznanje za delo z mladimi.

Predloge z utemeljitvami pošljite na naslov:

DMFA SRS, Komisija za pedagoško dejavnost, 61111 Ljubljana, Jadranska 19,

p. Pp. 6.
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DOMAČE VESTI

NAGRAJENCI SKLADA BORISA KIDRIČA V LETU 1981%

Sklad Borisa Kidriča pri Raziskovalni skupnosti Slovenije je v letošnjem letu

podelil sedem Kidričevih nagrad, petnajst nagrad sklada Borisa Kidriča ter šest-

indvajset nagrad za izume in tehnične izboljšave. Med nagrajenci je tudi sedem

članov našega društva, ki so dobili nagrade sklada Borisa Kidriča za uspešno delo

v fiziki oz. meteorologiji ali nagrade za izume in tehnične izboljšave.

NAGRADE SKLADA BORISA KIDRIČA

Dr. Andrijan LEVSTIK in Cene FILIPIČ, dipl. ing. — za dosežke na področju

dielektrične spektroskopije.

Avtorja sta zgradila laboratorij za dielektrično spektroskopijo in z obravnavo

faznega prehoda v feroelektričnih tekočih kristalih kot prva določila dinamično

dielektrično susceptibilnost ter dokazala obstoj Goldstonove ekscitacije. Raziskala

sta dielektrične lastnosti plastičnih perovskitov, ki so kristalni analog dvojnih

lipidnih plasti — umetnih bioloških membran, in dielektrične lastnosti psevdoeno-

dimenzionalnih feroelektričnih kristalov.

Prof. dr. Zdravko PETKOVŠEK — za raziskave o posebnih meteoroloških raz-

merah v kotlinah,

Sestavil je matematično-fizikalne metode za nočne pobočne vetrove in model za

določitev njihovega stekanja znotraj jezer hladnega zraka. To je pomembno za

nastanek nekaterih vremenskih pojavov in za širjenje onesnaženja zraka v kotli-

nah. Izdelal je metode za določevanje višin jezer hladnega zraka in prostornine

kotlinske atmosfere iz reliefnih karakteristik, ki ne zahtevajo dolgotrajnih in

zahtevnih meritev.

NAGRADE ZA IZUME IN TEHNIČNE IZBOLJŠAVE

Janko LUŽNIK, dipl.ing., Janez PIRNAT, dipl. ing., Franc Kogovšek, dipl. ing.,

dr. Zvone TRONTELJ — za tehnično izboljšavo Aparatura za merjenje barvnih

koordinat.

Dr. Viktor DIMIC, Andrej Kužnik, mag. Marjan Levstek, Ivan Mrčun, dr. Marjan

Erjavec, dr. France Guna — za tehnično izboljšavo Razvoj metode za proizvajanje

radioaktivnega fluora 18 za medicinsko uporabo.

56. Seznam lanskih nagrajencev je bil objavljen v Obzornik mat. fiz. 27 (1980)

— 157,

PROSLAVA OB 30. OBLETNICI IZDAJATELJSKE DEJAVNOSTI

IN 500. IZDAJI DRUSTVA

V začetku junija je na skromni slovesnosti Društvo matematikov, fizikov in

astronomov SR Slovenije proslavilo tridesetletnico izdajateljske dejavnosti in 500.

izdajo društva. Prva publikacija, ki jo je izdalo društvo pred tridesetimi leti, je

bila prav prva števila Obzornika za matematiko in fiziko, univerzni učbenik Fizika,

3. del Janeza Strnada pa je že 500. izdaja društva.

Slovesnosti, katere pokrovitelj je bila Raziskovalna skupnost Slovenije, so se

med drugimi udeležili: Mitja Rotovnik, član izvršnega odbora republiške konference

SZDL Slovenije, ki je nadomeščal predsednika RK RZDL Mitjo Ribičiča, mag. Tone

Zimšek, predsednik skupščine RSS, prof. France Galič, prorektor Univerze Edvarda

Kardelja v Ljubljani, predstavniki visokošolskih organizacij, inštitutov, založb in
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tiskarn, predstavniki sredstev javnega obveščanja ter mnogi drugi naši člani. Tov.

Rotovnik" in tov. Zimšek sta imela pozdravna nagovora, v katerih sta izrazila
priznanje za opravljeno delo društva v izdajateljski dejavnosti in podčrtala vlogo,

ki jo ima ta dejavnost v naši družbi.

Tridesetletno izdajateljsko delo društva je podrobneje orisal prof. Jamez

Strnad." Poleg revij Obzornik in Presek izdaja društvo knjige, skripta in razne

druge publikacije v zbirkah z različno zahtevnostjo in namenom. Zelo zgovoren je

diagram, ki kaže naraščanje skupnega števila društvenih izdaj. Na njem je označen

začetek izhajanja posamezne revije in glavnih knjižnih zbirk. Kratice pomenijo
naslednje zbirke: M — Matematika, PSM in PSF — Postdiplomski seminar iz ma-
tematike oz. fizike, IPM in IPF — Izbrana poglavja iz matematike oziroma fizike,
M-E V orematika-Fizika in SNRM — Seminar za numerično in računalniško ma-
tematiko.

skupnoh
stevilo |
izdaj |

500

400 |

300 |

200 |

100 | -

195] 1961 1971 1981 čas

Za tako obsežno izdajateljsko dejavnost društva imajo največ zaslug številni

avtorji, recenzenti, uredniki in drugi sodelavci ter Raziskovalna, Izobraževalna in

Kulturna skupnost Slovenije, ki so izdajanje finančno podpirale. K uspehom pa so
prispevale tudi založbe Mladinska knjiga, Državna založba Slovenije, Cankarjeva

založba, Partizanska knjiga ter tiskarni ČGP Delo in Ljudske pravice.

Želeli bi, da bi bilo društvo tudi v naprej tako plodovito pri izdajanju matema-
tične, fizikalne in astronomske literature, čeprav postaja to spričo vse večjih fi-

nančnih zadreg vse težje.

Ob koncu proslave so si udeleženci z zanimanjem ogledali razstavljene knjige in

revije.

Edvard Kramar

« Uvodni nagovor tov. M. Rotovnika objavljamo na naslednji strani.

ss Referat J. Strnada je bil objavljen v Naših razgledih, 30 (1981) str. 15, str. 434.
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POZDRAV V IMENU RK SZDL

Pomembnima jubilejema Društva matematikov, fizikov in astronomov SR

Slovenije se s čestitkami in ponosom nad delom, ki ste ga v društvu opravili,

pridružuje tudi RK SZDL Slovenije. 500 publikacij in 30 let delujoča društve-

na revija — čeprav so le del društvene dejavnosti — so dokaz o delu, ki ste

ga vložili v utrjevanje družbenega položaja in vloge matematike, fizike in

astronomije.

Rezultati tega dela so namreč danes v naši družbi vse bolj očitni. Vse tri

vede so doživele izreden strokovni razvoj. S tem, da je društvo posvetilo pisani

besedi tolikšno pozornost, je vzpostavilo temeljni pogoj za združevanje vse

širšega kroga ljudi, zlasti pa mladih, ki jih matematika, fizika in astronomija

še posebej zanimajo.

To je omogočilo ugodne razmere za strokovno izpopolnjevanje in tudi nji-

hovo usmerjanje v poklice, v katerih so znanje matematike, fizike in astro-

nomije najbolj potrebni. To zaslugo vašega društva in njegove izdajateljske

dejavnosti bi rad še posebej poudaril.

V tem je treba videti izredno družbeno vlogo vašega društva. Naša sociali-

stična družba pa ne bi smela ostati le pri izražanju pohval. S kar največjim

zanimanjem bo v prihodnje morala še bolj prisluhniti problemom, s katerimi

se srečujete.

V SZDL dobro poznamo vaše težave. Veliko truda smo vložili, da bi prek

družbenega dogovora o mladinskem periodičnem tisku zagotovili normalno

izhajanje publikacij za mladino. Nobena skrivnost ni, da so stabilizacijski

ukrepi na eni in prešibko obvladana inflacija na drugi strani močno prizadeli

prav založniško dejavnost — tudi vašo. Tega dejstva se zavedajo delegati

v Raziskovalni skupnosti Slovenije, Izobraževalni skupnosti Slovenije in Kul-

turni skupnosti Slovenije, zato poskušajo glede na materialne možnosti obrav-

navati vašo izdajateljsko dejavnost čim bolj prioritetno. Toda materialne mož-

nosti so zelo omejene. Prav na tej točki bo morala SZDL še bolj podpreti tudi

vašo založniško dejavnost. Od nje je namreč bistveno odvisen nadaljnji razvoj

vseh strok. Na tem mestu ni treba posebej poudariti, kakšno prednost ima

lahko ob koncu tega tisočletja v svetu računalništva, kibernetike, mikropro-

cesorjev, vedno zahtevnejše tehnologije in vse hitrejšega razvoja znanosti

družba, ki ima razvito matematiko, fiziko in astronomijo.

Podpora SZDL izdajateljski dejavnosti vašega društva je hkrati tudi pod-

pora reformi našega šolstva, saj je prav novo zasnovano matematično naravo-

slovna usmeritev ena najpomembnejših družbenih potez v sklopu te reforme.

Irdno smo prepričani, da boste tudi v prihodnje s svojo dejavnostjo eden

najbolj čvrstih temeljev šolstva socialistične samoupravne družbe.

Mitja Rotovnik
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Steven WEINBERG, Prve tri minute (prev. Seta Oblak). — Ljubljana : DMFA

SRS, 1981. — 184 str. — (Knjižica Sigma ; 32). Cena 250.— din (200.— din).

Pred kratkim je izšel slovenski prevod knjige Prve tri minute predlanskega

nobelovca Stevena Weinberga. Knjiga govori predvsem o »standardnem kozmolo-

škem modelu«, to je o nastanku vesolja z velikim pokom. Nastala je iz predavanja,

ki ga je imel avtor ob otvoritvi Harvardskega znanstvenega centra za dodiplomske

študente v letu 1973. Šele tri leta kasneje je bil končan rokopis za to res zanimivo

in prepričljivo delo o tem, kaj naj bi se dogajalo v našem vesolju nekaj delov

sekunde po »nastanku« do nekaj minut po nastanku.

Knjiga je sestavljena iz osmih poglavij. Pod šaljivim naslovom Velikan in krava

avtor na kratko predstavi človekovo davno željo, da bi razumel, kako je nastal

svet. Ob tem opiše osnovne dileme in privlačnosti kozmoloških teorij. Poglavje je

zaključeno s kratkim opisom standardnega kozmološkega modela in nekaterih

drugih modelov.

V drugem poglavju beremo o širjenju vesolja, o modelu vesolja, ki sledi iz tega

odkritja, in o tem, kako se razni podatki o starosti vesolja ujemajo s standardnim

modelom.

V tretjem poglavju je govor o odkritju in o načinu merjenja kozmičnega pra-

sevanja. Zdi se, da je to sevanje najpomembnejši podatek za razumevanje zgodnje

stopnje v razvoju vesolja. Posebno zanimivo je prikazano, kako znanost različne

vrste podatkov o svetu sestavlja v celovito sliko.

V četrtem poglavju dobimo »recept za vroče vesolje«. Poudarjen je pomen

toplotnega ravnovesja v začetnih fazah razvoja vesolja. Avtor pokaže, kako je mo-

goče na osnovi te in še nekaterih plavzibilnih podmen priti do razmeroma ostrih

zaključkov o stanju vesolja.

V naslednjem poglavju so povezani izsledki iz prejšnjih poglavij in avtor iz-

pelje nekakšen filmski prikaz dogajanja v zgodnjem vesolju. Prikazani so uspehi

standardnega modela (predvsem napoved pogostnosti helija), posebej zanimivo pa

so nanizana nerešena vprašanja.

V šestem poglavju se avtor ozre na hitri razvoj kozmologije v zadnjih desetih
ali dvajsetih letih in pri tem pokaže, kako je nastala in se razvila ta znanost.

Potem ko nas je prepričal, da nekaj vemo o vesolju od prve stotinke sekunde
naprej, se Weinberg v sedmem poglavju sprašuje, kakšno je moglo biti vesolje, ko

je bilo staro manj kot stotinko sekunde. O tem obdobju še ne vemo dosti, ker ne
znamo dosledno računati z močnimi silami oziroma zatrdno ne poznamo spektra
»osnovnih« delcev. Prikazane so dileme in v grobem opisane nekatere ideje v fiziki
osnovnih delcev, ki bodo morda prispevale k boljšemu poznavanju še bolj zgodnjih

stopenj razvoja vesolja in s tem tudi k boljšemu poznavanju sedanjega in bodočega
vesolja

Na koncu ostane vprašanje, kaj je bilo prav na začetku in kaj bo na koncu, če

konec je. Avtor postane v zadnjem poglavju ob tem seveda nekoliko filozofičen in
najde v odkrivanju narave kot celote enega najlepših smislov življenja.

Knjiga je po avtorjevih besedah napisana za »bistrega starejšega advokata, ki

ne govori mojega jezika, a vendar ne bo vsega verjel, dokler ne sliši nekaj pre-

pričljivih argumentov«. Ža razumevanje dela torej fizikalno predznanje ni potreb-

no. Prepričan pa sem, da daje fizikalno izobraženemu bralcu še več užitka, ker

ponuja vrsto zanimivih problemov, ki jih lahko bralec sam rešuje ali pa brska za

njihovimi odgovori po literaturi — ta je obširno citirana na koncu knjige.

Prve tri minute so delo mnogih kvalitet. Weinberg zelo živo in prepričljivo,

a vendar objektivno prikaže, kaj danes vemo in česa ne vemo o tistem nenavadnem

obdobju, ko je bilo vesolje staro komaj nekaj minut. Ob analizi pojavov pa se nam

razgrne, kako veliki fizik gleda na podobo razvoja neke znanosti z rinogimi potmi

in še več stranpotmi, z vsemi uspehi in mnogimi neuspehi. Delo je vsekakor za-

nimivo branje in ga priporočam vsakemu, ki ga zanima fizikalni pogled na svet.

Andrej Čadež
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SEZNAM REVIJ, KI SMO JIH V LETU 1980 PREJELI V ZAMENO

V zadnjih treh letih se je število naslovov revij, ki jih prejemamo v zameno

za Obzornik za matematiko in fiziko ter Presek, še povečalo (zadnji seznam je bil

objavljen v Obzornik mat. fiz. 25 (1978) št. 5., III. in IV. str. ovitka). Ob pomanjka-

nju finančnih sredstev, še posebej pa ob kritičnem stanju deviznih sredstev, ki so

na razpolago za nabavo strokovne literature, je to še posebej pomembno. Razve-

seljivo pa je tudi to, da večina med njimi prihaja zelo redno že vrsto let in s tem

mnogo prispeva k bogatenju knjižnega fonda v matematični knjižnici in knjižnici

za fiziko na fakulteti za naravoslovje in tehnologijo.
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OBSEG OBZORNIKA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO

Raziskovalna skupnost Slovenije je zmanjšala za 309/6 podporo,

ki jo je dodeljevala namensko Obzorniku. Uredniški odbor je zato

moral zmanjšati obseg s šestih predvidenih številk na pet. Pričujoča

številka je tako zadnja številka 28. letnika. Naročnike Obzornika in

člane društva lepo prosimo, da sprejmejo ta neljubi ukrep z razume-

vanjem.
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