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Obzornik mat. fiz. 28 (1981) 4

AMS Subj. Class. (1980) 96-XX

Članek navaja nepravilnosti v učbenikih za matematiko za nižje razrede osnov-

ne šole.

ONCE MORE ABOUT SETS IN LOWER CLASSES OF ELEMENTARY SCHOOL

The article is concerned with irregularities in the school books for mathematics
in lower classes of the elementary school.

V člankih [1], [2] in [3] sem opozoril na pomanjkljivosti pri uvajanju osnov-

nih pojmov teorije množic v nižjih razredih osnovne šole ter v mali šoli.

V tem sestavku, ki je njihovo nadaljevanje, poskušam, tako kot v prejšnjih

člankih, pokazati, da je način, kako se uvajajo pojmi, precej zgrešen. Tako je

na primer s pojmi enakosti množic, prazne množice, urejenega para.

Pojmi teorije množic so matematični pojmi in jih uporabljamo skoraj

izključno v matematiki. Čeprav lahko izrazimo trditev »Janez je učenec našega

razreda« tudi v terminologiji množic »Janez je element množice učencev na-

šega razreda« — je prednost prvega načina izražanja očitna. Še en primer:

»Ana, ki je učenka prvega razreda, hodi v šolo z rumeno rutko« oziroma »Ana

je element preseka množice z določilno lastnostjo biti učenka prvega razreda

ter množice, katere elementi imajo lastnost, da hodijo v šolo z elementom

iz preseka množice rutk ter množice elementov z lastnostjo biti rumen«. Tu

gre pravzaprav za princip, ki ga simbolično zapišemo takole

P(x) <»xe(x P(x))

preberemo pa

x ima lastnost P natanko tedaj, kadar je x element množice vseh tistih

reči, ki imajo lastnost P.

Zato menim, da ni pametno uporabljati terminologijo teorije množic tam,

kjer ni potrebno, še posebej ne v trditvah, ki ne sodijo v matematiko.

Še preden bo otrok začel hoditi v šolo, bo razumel stavek »Na mizi je pet

jabolk«. Lahko rečemo, da otrok pozna pomen besed ena, dva, tri, štiri in pet.

Toda te besede zase ne označujejo nikakršnih lastnosti, v posebnem primeru

ne lastnosti množic. Lahko torej rečemo, da ni nobene potrebe, je pa tudi

napačno uvajati števila kot lastnosti množic.

Na težave z množicami konkretnih predmetov sem opozarjal že v prejšnjih

člankih, tu naj ponovim: Obravnavajmo le množice matematičnih in logičnih

objektov, torej predvsem množice števil. Lahko sicer v principu obravnavamo

množice kakršnih koli objektov, toda za matematiko so važne le množice

matematičnih objektov, zunaj matematike pa množice niso važne.

Če že uvajamo kakršenkoli simbol iz teorije množic, moramo najprej

uvesti znak e. Uvedba tega simbola bi bila veliko bolj koristna kot skoraj sto

simbolov za delo s ploščicami.
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Če je otrok lahko dojel osnovne pojme teorije množic, je moral pred tem

že dojeti osnovne stavčne povezave ter univerzalnost in ekstencialnost, torej

osnovne pojme predikatnega računa vsaj toliko, kolikor so ti predstavljeni

v vsakdanjem jeziku. Zato bi morali tem pojmom posvetiti nekaj pozornosti.

Popolnoma nepotrebno se mi zdi obravnavanje računanja v različnih šte-

vilskih sestavih, tako kot so v fiziki nepotrebni različni merski sistemi. Dovolj

je, da povemo, da bi bil sistem lahko tudi drugačen, torej ne desetiški.

1. Najprej preberimo nekaj odstavkov iz priročnika za drugi razred [6, str.

16, str. 18, str. 21, str. 27].

Če učenci tega niso še pozabili, ni to zanje nič novega.

Sedaj jim pa učitelj reče: Zmenimo se, da bomo v prihodnje

napravili to tudi drugače, in jim nariše na tablo zaviti

oklepaj, vanj pa vstavi v eni vrsti (ali pa le nariše, kar

je še bolje) elemente iz Vennovega diagrama, npr.

VL], A,O,A;
Pove jim še, da se tisti zaviti črtici na začetku in koncu

imenujeta zaviti oklepaj | h . Eden ali dva učenca naj pono-

vita učiteljevo izvajanje, da preveri, ali so si zapomili,

kar jim je povedal. Nekaj primerov naj učenci sedaj rešijo

sami. Učitelj jim nariše ali napiše na tablo neko možico

na podlagi Vennovega diagrama, učenci pa jo naj prikažejo

z zavitim oklepajem. Temu naj sledi obraten proces: učitelj

zapiše možico z zavitim oklepajem, učenci pa jo ponovno

prikažejo z abkrožitvijo., Zaradi več vzrokov, zlasti pa za-

radi jasnosti, nedvoumnosti in preprostosti priporočamo je-

mati za elemente možice črke in števila.

Primer:

raso fab,c,č in obratno 43,5,7,9]

Edino, kar

bi priporočali ob teh nalogah, je, da naj bi učitelj dodal

nekaj nalog, s katerimi bi navajali učence na drugačne

elemente množic. To bi naj bile črke in številke, npr.

[ab,cič]- [O], (3,5,7,911,13]- itd. Pri tem

naj poskrbi, da nastopa vsak element v isti možici le

enkrat, torej a - le enkrat, prav tako b -, 3, 15 itd.

Tega otrokom ni treba razlagati, temveč naj učitelj za to

kratkomalo poskrbi. Vnovič poudarjamo, da takih vaj ni

treba veliko, saj bi s tem le zapravljali čas, ker učen-

ci znajo šteti,
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Pri tem je treba paziti,

da se v uniji dveh množic elementi, ki nastopajo v obeh

danih množicah, ne ponavljajo. Glede na definicijo unije je

to skoraj odveč ponavljati.

Primer: M s [a,b,c,č , N s ( c,č,d]. Unija teh dveh nmmo-

žic je: MUN < Ja,b,c,č,d] in nefa,b,c,č,c,č,dl.

Podobnih vaj je v učbeniku več. Utemeljitev v tem primeru

je preprosta. Iz definicije unije sledi, da nastopa isti

element v množici le enkrat.

Še nekaj tehničnih nasvetov za pisanje in risanje pri na-

logah o uniji, preseku in razliki dveh množic. Kadar ele-

pa elemente, kot so črke ali cifre, navajamo, postavimo
DOSaM lemente vej lice m npr. B pa | a he) Me: b

C s 2, 3,4 4,5], da ne bi prihajalo do nesporazumov

Ti odstavki dokazujejo naslednje:

a) avtorji ne razlikujejo številk od števil. V matematiki je (2, 3, 4, 5) ved-

no množica števil;

b) avtorji ne razlikujejo množice od njene oznake, sicer ne bi pisali »kadar

elemente rišemo ... med elementi ne delamo vejic« oziroma »Kadar pa ele-

mente, kot so črke ali cifre, navajamo, postavimo med posamezne elemente

vejice«;

c) v matematiki izraz fa, b, cj; nikoli ne označuje množice črk. Črke v ma-

tematiki uporabljamo kot spremenljivke; (a-- b) -c<a-(b-c) npr. ni

asociativnostni zakon za črke, temveč za števila;

Čč) kaj naj pomeni zahteva, »da nastopa vsak element v isti množici le

enkrat«. Zdi se mi, da gre tu za dvojno zmešnjavo. Prvič za to, da so avtorjem

oklepajni izrazi množice, drugič pa gre za zahtevo, da v takem izrazu nastopa

ime vsakega elementa (ne pa element) samo enkrat. Na prvi pogled je ta

»optimalni' zapis res najboljši, toda zakaj prepovedovati zapise, v katerih se

ime ponavlja. Ta zahteva prepoveduje izraze, kot je npr. (11, 1, 1), ki ga upo-

rabljam v članku [2].

Vzemimo zdaj vzporedno dva primera

(x, Y] — (V, x] o X.$5Y.E

Gre za dva matematična izreka; prvi je iz teorije množic, drugi iz teorije

števil. Če je osnovna teorija predikatni račun, z vstavo dobimo

(1,1) —4(1,1].' 1.1—1.1

Če torej želimo prepovedati rabo izrazov 41,1], moramo spremeniti pravilo

vstave, torej logiko. |
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Toda te zahteve se tudi pisci

učbenikov ne drže, kot je vidno

iz naslednjega primera. To je na-

loga za učence prvega razreda.

Če je vprašanje: Koliko ele-

mentov ima množica 411,1,1)?

preveč enostavno, postavimo raje

vprašanje: Koliko elementov ima

množica (14 - 6, 12 -- 7, 8 -- 10,

15 - 3, 20—1, 10-41, 11--2,

18 — 5:2?

604.

Poveži s puščico eiemente množic!

—»> pomeni ,,... je enako ..."

2. V članku [2] sem opozoril na nevarnosti uporabe takšnihle oznak

(xx xx). Tu znaki enakih oblik označujejo različne objekte, kar pomeni, da

zakon identitete x — x enkrat velja, drugič pa ne.

V nasprotju s tem pa lahko znaki različnih oblik označujejo isti objekt,

npr. izrazi 2, 1 -- 1, 3—1 označujejo isto število. Na strani 26 v [6] najdemo

tale primer

Pri nadaljnjem delu naj učenci iz dveh danih mošie zapi-

šejo razliko, presek in unijo.

Npr.: E z j b,e,di

F z|b,d,e|

E—F z fej

F—E z jej

E OF < [|b,dj

EUF z|b,c,d,e |

Zdi se mi, da so avtorji tu želeli podati splošno pravilo, ki bi ga v simbo-

liki lahko izrazili takole |

6— (b,c,d] nI (|b,d,ej]>oG 5 Ic) AGNG6O< (ej) aonNgI—

— [b,d)] a čUG-— (b,c,d,e)

To seveda ni izrek, protiprimer zanj je npr.

b—1,c<2,d—<3,e—1-:1. Če velja c< (1,2,3] in $—(41,3,1--1)

potem imamo

ASG-O, AE—- O, 6NI— (1,2,3) in US (1,2,3)
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3. Števila kot lastnosti množic.

Res je, da lahko v teoriji množic definiramo številske lastnosti množic, da

jih imenujemo kardinalna števila in da rečemo končnim kardinalnim števi-

lom naravna števila. Zanje lahko izberemo oznake 0, 1, 2 itd. Toda nedopustno

je branje nič, ena, dve itd., saj je nesmiselno reči za neko množico, da »ima

lastnost dve« ali da »je dve«. Za te lastnosti so primerni izrazi brezelementna,

enoelementna, dvoelementna itd. Simbolično bi pisali

2(.4) za: 4 je dvoelementna

Relacijo 2 < 3 bi morali brati: dvoelementnost je manjša od troelementnosti.

Koliko smisla ima reči za dve lastnosti, da je ena manjša od druge, naj vsakdo

sam premisli. Gre seveda za preneseni smisel.

Rečemo lahko, da je učenec dojel številsko lastnost množi-

ce, Če zna prirediti dani množici ustrezno število ne glede na

to, kateri elementi sestavljajo množico in kako so ti elementi v

množici prostorsko razporejeni. Učenec mora tudi razumeti, da

obstaja mnogo ekvipolentnih množic, katerih skupna lastnost

je npr. pet, ena, tri itd., torej isto število elementov, in da ima

število svoje ime, ki ga lahko zapišemo na različne načine: s

sliko, z besedo ali s cifro (številko).

Bralca opozarjam še na nesmiselni izraz »prostorska razporejenost ele-

mentov v množici«.

4, Za te učbenike je značilna uporaba simbolike. Toda v njeni uporabi so

avtorji precej nedosledni. Tako trikotnik pomeni včasih element množice,

drugič ime, tretjič lastnost biti trikotnik in četrtič začasno konstanto (A < l).

Podobno velja za krog in kvadrat. Oznaka [R| pomeni lastnost biti rdeč ter

tudi rdečo tanko kvadratno ploščico.

Na strani 25 v [6] najdemo

To lahko tudi zapišejo: možica | velikih pravokotnih

ploščice b B z | velike pravokotne ploščice|, in ugotavlja-

jo razliko teh dveh mošie:

(] | I—4 | | - ( j prazna mnošica)

Ob takšni rabi nam lahko oznaka 4| |A (0? pomeni množico kvadratno okrog-

lo trikotnih ploščic, torej prazno množico. Drugič oznaka iste oblike označuje

množico s tremi elementi.

V zvezi s tem imam tole vprašanje:

Ali velja: | —4[])?

(Ali so kvadrati pravokotniki?)

5. Ploščice za matematiko so namenjene razvijanju logičnega mišljenja.

Za delo z njimi je uvedena posebna simbolika, ki jo sestavljajo:

imena za posamezne ploščice ( RN za malo, trikotno, rdečo, debelo ploščic
itd),
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znaki za lastnosti (l,.,mm, —, R, M, Ru, A,[ ],O, I—),

znaki za relacije (—, —, z, <,B,0, DD, V),

znaki za operacije nad lastnostmi (/, v, A),

brez označbe pa je operacija komponiranja relacij (BO, VO, BB, BOVD).

Relacije, ki nimajo simbolov: »je enake barve kot«, »je enake oblike kot«,

»je enake velikosti kot«, »je enake debeline kot«.

Naslednji simboli imajo takšen pomen:

V pomeni »je druge velikosti«,

B pomeni »je druge barve«,
O pomeni »je druge oblike« ter

D pomeni »je druge debeline« [7, str. 127].

Toda primera [7, primer 351 ter 353] kažeta, da V označuje odnos »se le v ve-

likosti razlikuje od«, B odnos »se le po barvi razlikuje od« itd.

Seveda pa je precejšnja razlika med relacijo biti druge barve ter relacijo

se razlikovati le po barvit.

V nalogi 73 (4, str. 26] pa nastopata dva znaka za lastnosti skupaj: [1] Jel:

[— [R| itd., ti znaki pa očitno pomenijo isto kot [1 A [5 [- A [R]: zato

bi morda kdo pomislil, da tudi BO pomeni presek dveh relacij. —

6. V zvezi z naslednjimi stavki, ki so vzeti iz priročnika za prvi razred,

imam samo eno vprašanje za pisce učbenika: Ali morda ne velja za vaše

množice x — (x)?

Bralec naj bo posebej pozoren na izraze, ki sem jih podčrtal.

Že v mali šoli so se otroci srečali z

množicami, ko so predmete razvrščali v kupe, butare, šope, in

naštevali imena predmetov v množicah.

Z vajami ob konkretnih predmetih usmerimo otroka na

opazovanje skupin, kupov predmetov, ki jih določajo po članih

(elementih) in poimenujejo kot množice. Obeh pojmov ne

definiramo, temveč naj jih otrok preprosto uporabija.

| Množice naj si učenci tudi

izmišljajo, ne da bi jih videli pred sabo, npr. množica dreves v

gozdu, množica ovac na paši, množica danih golov na košar-

karski tekmi ipd.

Pravilna raba znakov all simbolov je za uspešen pouk mate-

matike zelo pomembna. Zato naj se učenci urijo tako, da ob

pokazanem znaku položijo na klop ustrezne ploščice in obrat-

no, da k množici ploščic položijo ustrezen znak. Podobne vaje

naj delajo tudi z narisanimi množicami.

Pri

verbalizaciji ni treba biti preveč zahteven in zadovoljimo se tudi,

če učenec pove npr.: Na klopi je množica rdečih ploščic. To je

podmnožica matematičnih ploščic.

Šele ko so si učenci pridobili potrebna spoznanja ob

matematičnih ploščicah, lahko gremo na delo z drugimi

predmetnimi množicami, npr. s sadjem. V skodeli (košarici,

lahko tudi le na mizi) imamo nekaj jaboljk, hrušk in sliv. Da se

ne bi preveč zadrževali, lahko začne kar učitelj: Na mizi imamo

množico sadja. Kdo bi v tej množici znal najti kako podmno-

žico? Skoraj vsi učenci bodo takoj znali najti ustrezne pod-

množice, Naj jih tudi imenujejo, npr.: Množica jabolk je delna

množica ali podmnožica množice sadja itd.
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Učitelj določi dve množici učencev, ki stopita pred tablo.

Značilnost prve množice bi naj bifa, da ima npr. vsak učenec

modro jopico, značilnost druga pa, da ima vsak učenec npr.

bele copate. Vsekakor pa naj učitelj vnaprej preudari tako, da

bo nekaj učencev imelo hkrati prvo in drugo, v našem primeru

torej modro jopico in bele copate.

Preidemo na delo z narisanimi množicami. Na tabli imamo

narisanih nekaj množic (2 do 4) s takim številom elementov,

kakor ga obravnavamo. Učenci spet s prirejanjem ugotovijo, da

je v vseh množicah enako število elementov. K vsaki množici

pritrdimo številsko sliko iz črt ali pik, ki ustreza številu ele-

mentov v narisanih množicah.

Združevanje dveh ali več množic v eno, združeno množico

učenci že poznajo iz vsakdanjega življenja, saj se dečki in

deklice združijo v učence nekega razreda, otroci in starši v

družino, osebni avti in tovornjaki v vozila itd. Zdaj gre za to, da

te otrokove izkušnje ob delu s predmeti poenotimo in usme-

rimo v določeno smer, saj bomo unijo dveh množic potrebovali

pri uvajanju učencev v seštevanje. |

Dva učenca pritrdita na tablo vsak po eno množico ploščic.

Naj eden nastavi množico rdečih kvadratnih ploščic, drugi pa

množico modrih kvadrainih ploščic. Učenci povedo značilno

lastnost vsake od obeh množic. Obe. množici potem poberemo

in spravimo npr. v škatlo. Učence vprašamo: Kaj smo z množi-

cama napravili? Odgovor: Spravili v škatlo ali združili. Kako bi

sedaj lahko rekli tej množici, ker sme združili vanjo obe prejšnji

množici? Združena množica.

1. Najtežje naloge v učbeniku za prvi razred se mi zdijo tiste, v katerih

je treba »sestaviti množico«, npr.: Sestavi iz ploščic nekaj množic s po enim

elementom! Ena od ,rešitev' tega problema je podana v priročniku [5, str. 64].

Učencem naročimo, da položijo na klop en predmet. Reče-

mo jim, da Je to njegova začetna ali prva množica. Desno od

nje položi ponovno to množico in Ji doda še en predmet,

drugačen od položenega. Tako smo sestavili drugo množico.

Tako zaporedoma sestavlja množice do vključno množice s

šestimi elementi.

Seveda se lahko vprašamo o kriteriju, ki odloča, ali je neka množica že

,sestavljena' ali še ni, toda zaman ga bomo iskali v omenjenih priročnikih.

Prva dva stavka v citatu imata za posledico, da je predmet ista stvar kot

množica, ki ima ta predmet za edini svoj element, da torej velja x — (x).

Izrek teorije množic pa pravi x si [x].

Za izraz »Desno od nje pa položi ponovno to množico« pa bi vsakdo, ki ne

pozna ,enakosti" množic iz male šole, rekel, da gre za nenamerno napako.

Prazna množica' seveda ne dela nobenih težav [5, str. 24]. —

Na koncu je narisana tudi prazna množica. Učenci naj

povedo, da je to prazna množica, ker nima nobenega elementa.

Podobno množico naj sami narišejo na tablo in v zvezke.

Na koncu naj učitelj poudari: »Narisali smo veliko podobnih množic.« Če

pa je slučajno kateri izmed učencev narisal krog namesto elipse, naj učitelj

reče: »Tudi to je prazna množica, vendar pa ni podobna tisti v knjigi.«
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8. V tem razdelku bomo obravnavali nekaj posameznih nalog iz učbenika

za prvi razred.

a) Naloga 16 nam dokazuje, kako je mogoče resnico »ribe so ribe« izraziti

na kompliciran način.

16. S PUŠČICO PRIKAŽI NA KATERO MESTO MORAMO DATI POSAMEZNO
ŽIVAL, DA BOMO SESTAVILI ZAHTEVANE MNOŽICE!
ALI SMO TAKO PORAZDELILI VSE ŽIVALI?

fi se ri

b) Naloga 294 zahteva: Poveži množice z ustreznim številom! Dobra pri-

prava za ,reševanje' te naloge bi bila tale: Poveži s črto števili 2 in 3! Nekaj

takega zahteva naloga "324 v učbeniku za tretji razred: Poveži s puščico šte-

vila po pravilu ,... je tretjina od ...'. Naloga bi morala biti označena z dvema

zvezdicama.

c) Naloga 232 se glasi: Katera tri števila sledijo številu sedem? Napiši jih!

Kdaj bomo rekli, da število x sledi številu y? Morda takrat, ko je x večje

število od števila y. Toda potem ima naloga neskončno mnogo rešitev. Izraz

»napiši število« bi bilo treba vedno zamenjati z »zapiši število«.

č) Naloga 248 je dvoumna. Kdor misli, da ni tako, naj odgovori na vpra-

šanje: Katera množica je obkrožena z modro barvico?

AAAAAAAAA
AAAAAAAA

AAAAAAAA

a) Z rdečo barvo obkroži po tri trikotnike!

b) Obkroži po tri take množice z modro barvico!

c) Koliko je množic, obkroženih z modro barvico? Odgovor:

č) Koliko je množic, obkroženih z rdečo barvo,
pa niso v modro obkroženi množici? Odgovor:

d) Koliko trikotnikov sploh ni obkroženih? Odgovor:

Tako kot ta naloga so slabo formulirane naloge v zvezi z različnimi šte-

vilskimi sestavi v učbeniku za tretji razred.
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d) Naloga 229 Se glasi: 

Začni z najmanjšim,

da števila so Že urejena z relacijo <, Bolje bi bilo, če |;

piši števila Po velikosti! Začn;e) Naloge, kj S
izraziti takole: »naštej nekaj

uži dano Množico« bj lahko izrazjl;

kot unijo tujih si azili »zapiši dano množico

Množic«,

je današnje Slanje naravna posledi
INeTu prejšnjih učbeni ICA preteklosti, v tem pri.
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Če so pisci in recenzenti mislili, da računalnik »odvzemi |||« izračunava

razliko množic, so se zmotili. Množica sedmih elementov ima 35 podmnožic

s tremi elementi. Katero od teh »odvzame«? Morda pa so mislili, da takšna

razlika pomeni: Če imamo množico sedmih črtic in od nje odvzamemo mno-

žico treh črtic, dobimo množico štirih črtic. To bi lahko v simbolizmu množic

izrazili takole:

4 — (x|x je črtica J a M(4) —< 7A 8 —

— 1x|x je črtica] a m(3) — 3A 8 C A > m(AV 3) — 4
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Obzornik mat. fiz. 28 (1981) 4

O VZAJEMNEM VPLIVANJU

) MATEMATIKO IN FIZIKO"

B.L. VAN DER WAERDEN

Math. Subj. Class. (1980) 00 A 25

Avtor na primerih pokaže, kako je fizika vse do današnjih dni bistveno prispe-
vala k razvoju matematike.

ON MUTUAL INFLUENCE BETWEEN MATHEMATICS AND PHYSICS

The author shows in his speach that physics played a decisive role in the

developement of mathematics throughout the history to this day.

Med tem predavanjem se je spet in spet pokazalo, kako pomembna je

matematika za teoretično fiziko. To velja tako za klasično fiziko kot tudi za

kvantno mehaniko. Primer: brez izreka J. von Neumanna o spektralni raz-

členitvi sebi adjungiranega operatorja bi se kvantna mehanika niti ne dala

logično zadovoljivo opisati!

Torej: fiziki potrebujejo matematiko. To je tako splošno znano.

Zdaj pa vam želim na primerih pokazati, da tudi matematika potrebuje

fiziko za svoj razcvet in uspevanje. Cele veje klasične pa tudi moderne ma-

tematike so nastale iz vzpodbud iz fizike in astronomije. |

Štiri pitagorejske znanosti

Beseda matematika je izpeljana iz grške besede »ta mathemata«, učni

predmet, eksaktne znanosti. Pitagorejci so imeli sistem štirih znanosti

aritmetika, geometrija, muzika in astronomija,

ki so bile med seboj povezane. Deli aritmetike so nastali predvsem zaradi

njene uporabe v muziki. Nekateri izreki iz geometrije so bili vključeni v Ele-

mente prav zaradi uporabe v astronomiji, kot npr. konstrukcija pravilnega

petnajstkotnika. Dolžina loka med polom ekliptike in polom ekvatorja je

znašala po tedanjih meritvah 24, to pa je prav lok, ki pripada stranici krogu

včrtanega pravilnega petnajstkotnika. Konstrukcija pravilnega petnajstkot-

nika je torej pomagala astronomiji in Proklos nam poroča v Komentarjih, da

je bila zato ta konstrukcija vključena v Elementih.

Proklos navaja v komentarju h konstrukciji pravokotnice (Evklid, Ele-

menti I. 23), da je ta problem prvi obdelal Oinopides iz Chiosa, ker je spoznal

njegov pomen za astronomijo. Geometrija je dobila torej že v 5. stoletju

pomembne vzpodbude od astronomije, prav tako kot je dobila aritmetika

vzpodbude od muzike. Po nauku Pitagorejcev pripadajo ubranim glasbenim

intervalom točno določena številska razmerja. Oktavi pripada razmerje 2:1,

« Poslovilni govor z dne 12. julija 1972 kot sklep predavanja o teoriji grup in
kvantni mehaniki, ki je izšel v Elemente der Math. 28 (1973) 33—41. Prev. Anton
Suhadoic.
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kvinti 3:2, kvarti 4:3. Zato so Pitagorejci potrebovali pri zgradbi muzike

nekatere izreke iz aritmetike razmerij.

Če takih zvez v zavesti Pitagorejcev ne bi bilo, ne bi nastal sistem štirih

mathemata v sedaj znani obliki.

Arhimedova Metoda

Ko Arhimed še ni bil star ampak mlad Grk, je odkril tri slavne izreke:

1. Ploščina paraboličnega odseka je enaka 2/3 ploščine odseku očrtanega

trikotnika.

2. Prostornina krogle je enaka 2/3 prostornine krogli očrtanega valja.

3. Površina krogle je enaka 4-kratniku ploščine ekvatorialnega kroga.

Slika 1 Slika 2 Slika 3

Arhimed je bil tako ponosen na ta odkritja, da je želel, naj se mu vkleše

v nagrobni kamen krogla z očrtanim valjem. Ko je Arhimeda pobil rimski

vojak, je rimski vojskovodja Marcellus res izpolnil željo svojega velikega

nasprotnika. Ko je bil Cicero kvestor na Siciliji, je še videl nagrobnik z vkle-

sano kroglo in valjem.

Kako je Arhimed odkril ta izrek? O tem poroča sam v odprtem pismu

Eratostenu, ki ga najdemo v Arhimedovih delih pod naslovom Metoda.

Arhimed si je mislil, da je parabolični odsek narejen iz tanke pločevine

in obešen na ročico vzvoda. Razmislek velja tudi za poševne parabolične od-

seke, vendar ga bomo zaradi enostavnosti upoštevali le za simetričen odsek.

Dolžino ročice je vzel enako dolgo, kot je dolga tetiva paraboličnega odseka.

Nato je Arhimed položil tangento v enem oglišču paraboličnega odseka

in konstruiral pravokotni trikotnik (na sliki 4 je ta izvlečen črtkano). Tak

trikotnik je izrezal iz iste pločevine kot odsek in ga obesil vzdolž druge ročice

vzvoda, z ostrim kotom stran od osi vzvoda.

Slika 4
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Arhimed sedaj trdi, da sta parabolični odsek in trikotnik v ravnovesju. Da

bi to trditev nazorno utemeljil, je odsek in trikotnik razrezal na tanke navpič-

ne pasove, ki jih je mogoče obravnavati kot daljice. Vsaka taka daljica

v odseku je v ravnovesju z neko daljico v trikotniku," kot zlahka ugotovimo

iz enačbe parabole, ki jo je Arhimed seveda že poznal, in iz ravnovesnega

pogoja za vzvod, ki ga je Arhimed sam že dokazal. Torej, zaključuje, mora

biti tudi ves parabolični odsek v ravnovesju z vsem trikotnikom.

Po drugi strani moremo obesiti trikotnik tudi v njegovem težišču; to ne

poruši ravnovesja. Ker je ročica, na kateri visi segment, trikrat daljša od

ročice težišča trikotnika, mora biti teža trikotnika trikrat večja od teže od-

seka, ali, kar je isto, ploščina paraboličnega odseka mora biti enaka 2/3

ploščine trikotnika, ki je odseku očrtan.

To seveda ni dokaz, kar je vedel tudi Arhimed, saj ploščina ni vsota

daljic. Vendar je opisani premislek Arhimeda prepričal o pravilnosti njegove

domneve. Tudi to je veliko vredno, pravi Arhimed, saj: »Če približno poznamo

iskano resnico, je mnogo lažje poiskati zanjo dokaz, kot pa, če o njej še

ničesar ne vemo.«

Za naslednji problem si je Arhimed zadal izračunati po isti poti prostor-

nino krogle. Mislil si je kroglo s premerom a, obešeno na ročici dolžine a.

Na isti ročici si je mislil obešen še krožni stožec s polmerom osnovne ploskve

a in višino a, kot je narisano na sliki 5. Na drugo ročico pa je obesil krožni

valj s polmerom a in višino a.

Zdaj pa si je predstavljal, da so vsa tri telesa sestavljena iz tankih krožnih

plošč. Trdil je: krožna plošča v valju v razdalji x od osi vzvoda je v ravno-

vesju s krožnima ploščama v krogli in v stožcu, ki sta za x oddaljeni od

zgornjega temena krogle oziroma od vrha stožca.

Narišimo te tri krožne plošče!

« Prevajalcu ni jasno, kateri daljici v paraboličnem odseku in v trikotniku sta

v ravnovesju.
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Slika 6

Sedaj moramo pokazati, da je vsota ploščin prvih dveh krogov v istem raz-

merju s ploščino večjega kroga, kot sta ročici x in a. Arhimed je vedel — to

je dokazal že Evdoks — da so ploščine krogov proporcionalne kvadratom

njihovih polmerov. Dokazati moramo torej le, da je

(rž -- xi): ah — x:a

Za polmer r je dobro znana formula

vr? — x(a — x)

torej

re? — x — ax

tedaj res velja

ax:a?' — xla

in trditev je dokazana.

Ker so torej posamezne krožne plošče v ravnovesju, je očitno, da sta tudi

krogla in stožec v ravnovesju z valjem. Spet si mislimo vso maso valja

skoncentrirano v njegovem težišču. Tedaj sta ročici v razmerju 2:1, zato

morata biti teži v razmerju 1:2:

krogla -- stožec — 1/2 valja

Po Evdoksu je prostornina našega stožca enaka 1/3 prostornine valja. Torej

imamo

krogla -- 1/3 valja — 1/2 valja

ali

krogla — 1/6 valja

Valj na desni ročici ima prostornino 4-krat tolikšno kot valj, ki je krogli

očrtan. Zato je prostornina krogle res enaka 4/6 prostornine krogli očrtanega

valja, kar je bilo treba dokazati.

Če se Arhimed ne bi že prej ukvarjal z ravnovesjem na vzvodu, mu ta

izpeljava ne bi nikoli prišla na misel.
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Newton in diferencialni račun

Skočimo v 17. stoletje! Newton je odkril diferencialni račun, ker ga je
potreboval v svoji teoriji o gibanju planetov. Želel je dokazati: če se planet

siblje okoli sonca po Keplerjevem zakonu, potem mora biti pospešek planeta

usmerjen proti soncu in mora biti po velikosti obratno sorazmeren kvadratu

razdalje planeta do sonca. Pri tem je moral obravnavati hitrost planeta kot

vektor in ta vektor hitrosti tudi odvajati po času. Prisiljen je bil torej iznajti

vektorski račun in diferencialni račun hkrati.

Ko je Newton našel ta rezultat, ga je korektno dokazal tudi v stilu grške

seometrije, brez diferencialnega računa, z epsiloni in deltami.

Morda boste rekli: že, že, a diferencialni račun bi odkrili tudi brez Newto-

na. Leibniz je na Pascalovo pobudo izhajal iz popolnoma drugih razmišljanj

in brata Jakob in Johan Bernoulli sta zgradila na Leibnizovih idejah ves di-

ferencialni in integralni račun.

To je gotovo res, a tudi variacijski račun je nastal iz fizikalnega problema,
ki sprašuje po obliki krivulje med dvema točkama v prostoru, po kateri bi

masna točka padla pod vplivom teže v najkrajšem času od višje do nižje

ležeče točke. Nadalje:

— Obravnava nihanja strune je pripeljala do Fourierovih vrst in do teorije

lastnih vrednosti diferencialnih operatorjev.

— Fourierove študije prevoda toplote so vodile tega znanstvenika do poj-

ma Fourierovega integrala.

— Mnoge plodne Eulerjeve ideje so nastale pri študiju mehanike kon-

tinuumov,

— Sekularna enačba (karakteristični polinom matrike) izvira iz astrono-

mije, in sicer iz teorije sekularnih motenj gibanja nebesnih teles.

— Vsa teorija potenciala je zrasla iz fizike.

— lsto velja za teorijo ergodičnosti.

Riemann in Abelovi integrali

Sedaj vam bom povedal zgodbo o Riemannovi teoriji algebrskih funkcij

in njihovih integralih. To je lepa zgodba, najdete jo v znamenitem delu Fe-

liksa Kleina Predavanja o zgodovini matematike v 19. stoletju.

Naj bo z kompleksna spremenljivka in w algebrska funkcija z-ja, detini-

rana z enačbo

(z, w) <0

kjer je f polinom obeh spremenljivk. Funkcija w je enolična na neki Rieman-

novi ploskvi, ki ima nad ravnino kompleksne spremenljivke z več listov.

Riemann je želel konstruirati Abelove integrale, kot jih je sam imenoval, to

je integrale oblike ( u dz, kjer je u racionalna funkcija spremenljivk z in w.

Riemann je ločil tri vrste Abelovih integralov:

1. vrsta: Diferencial u dz nima polov, če ga izrazimo z lokalno uniformizi-
rajočo spremenljivko.

2. vrsta: Diferencial ima le pole drugega in višjih redov brez residua;

integral ima torej le pole prvega in višjih redov.

3. vrsta: Diferencial u dz. ima le pole prvega reda, integral torej le logarit-

mične singularnosti.
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Začnimo po Kleinu z integrali 3. vrste. Riemann si je predstavljal Rieman-

novo ploskev v prostoru narejeno iz tanke pločevine. V dveh točkah te

ploskve je namestil elektrodi in vključil napetost.

Iz pozitivnega pola teče torej k negativnemu polu stacionarni tok. Po-

tencial U je povsod enolično določen, v bližini polov se vede kot realni del

funkcije £ clogz, drugod pa zadošča enačbi potenciala

4U-0

Poleg tega obstaja taka večlična funkcija V, da je U -- 1V analitična na Rie-

mannovi ploskvi. Ta funkcija U -- iV je iskani integral tretje vrste.

Na podoben način se dasta skonstruirati tudi integrala prve in druge vrste.

To zgodbo so pripovedovali še za mojega študija v Gottingenu in name je

napravila globok vtis.

Pogledal sem, kot se spodobi za zgodovinarja, v Riemannova dela. Vendar

tu ni nikjer omenjen električni tok niti ne tok toplote ali tekočine; pač pa

Riemann izpelje obstoj Abelovih integralov iz principa, ki ga je sam postavil

in v čast svojemu učitelju imenoval Dirichletov princip.

Kaj pa sedaj? Ali si je Klein izmislil to zgodbo sam ali mu jo je morda

Riemann le povedal?

Klein pravi v svoji knjigi, da je to zadevo izčrpno obdelal v članku O Rie-

mannovi teoriji Abelovih integralov v časopisu Mathematische Abhandlungen.

Zato sem pogledal tudi tja. Kaj pa piše v tem članku? Najprej: Klein ni

Riemanna nikoli videl in tudi ni dobil nobenega sporočila, kako je Riemann

sprva konstruiral Abelove integrale. V resnici se je zgodilo tole.

Prym, Riemannov učenec, je povedal Feliksu Kleinu, da Riemann ni štu-

diral le takih Riemannovih ploskev, ki leže nad kompleksno ravnino, ampak

tudi bolj splošne ploskve v prostoru. Tudi na takih ploskvah se dajo študirati

analitične funkcije, ki posredujejo konformne preslikave.

Nadalje je Klein vedel, da se je Riemann ukvarjal tudi s fiziko. Zato se

je Kleinu posvetilo: tako torej, Riemann si je pri premišljevanju pomagal

z električnimi polji! |

Vsa ta lepa zgodba je torej moderna pravljica. Nekaj resničnega pa je le

v njej. Prvič: Riemann je uporabil za rešitev problema iz analitičnih funkcij

teorijo potenciala, ki je nastala iz fizike. Drugič: Feliks Klein si je zamislil

lepo metodo, kako se da s študijem potencialnih tokov nazorno izpeljati

teorija Abelovih integralov. To izpeljavo je prikazal v predavanjih, ki so

delovala na poslušalce zelo vzpodbudno.
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Kvantna mehanika

Tudi v tem stoletju so se matematika, fizika in astronomija vzajemno

oplajale, vse do današnjega dne.

Danes se bom omejil le na fiziko in bom pustil ob strani dela matematikov

Siegla in Stiefla v zvezi z nebesno mehaniko.

Utemeljitelji kvantne mehanike so privzeli za samo po sebi umevno dej-

stvo, da ima vsak sebi adjungiran operator v prostoru valovnih funkcij spek-

ter, to je realne lastne vrednosti, pripadajoče lastne funkcije pa tvorijo poln

sistem. V Bornovem času je bilo to dokazano v delih Hilberta in Hellingerja

le za omejene operatorje. Ni pa se še niti vedelo, kako naj bi definirali pojem

sebi adjungiranega operatorja pri neomejenih operatorjih. Kljub temu je po-

čivala vsa kvantna mehanika na privzetku, da moremo vsako funkcijo razviti

v vrsto po lastnih funkcijah. To velja tako za matrično mehaniko Heisenber-

ga, Borna in Jordana, kot tudi za Schrodingerjevo valovno mehaniko.

Te stvari je postavil na trdno logično osnovo John von Neumann. Najprej

je definiral pojem maksimalnega simetričnega operatorja v Hilbertovem pro-

storu. Uvidel je, da mora operator ustrezati še krepkejši zahtevi. Operatorje,

ki zadoščajo tej krepkejši zahtevi, je imenoval hipermaksimalne. Danes jih

imenujemo kar sebi adjungirane.

Von Neumannu je uspelo dokazati, da ima vsak hipermaksimalni operator

spektralno razčlenitev. Ta izrek je osnova današnji teoriji linearnih operator-

jev v Hilbertovem prostoru. Pomembna veja današnje funkcionalne analize

je torej nastala iz fizikalnih pobud.

Stone je podal novo, enostavnejšo utemeljitev spektralne razčlenitve. Naj-

demo jo v njegovi lepi knjigi Linearne transformacije v Hilbertovem prostoru

in njihova uporaba.

Enoparametrične polgrupe

Isti Stone je l. 1932 dokazal izrek o grupah unitarnih operatorjev v Hil-

bertovem prostoru. Izrek sta pri splošnejših pogojih dokazala Hille in Yosida

leta 1948. Kot posebni primer dobimo izrek: če je družina unitarnih opera-

torjev U(t) zvezna za ft > 0 in zadošča pogojema

U(s) U(£) — U(s - Lb

U(0) — /

potem obstaja tak sebi adjungiran operator H, da velja

U(t) — exp (— iHt)

Tudi za ta izrek so prišle vzpodbude iz fizike, in sicer od časovno odvisne

Schrodingerjeve enačbe. Kot sem pokazal na predavanju, sledi iz tega izreka,

da velja v vsaki kvantnomehanski teoriji izrek: če velja princip kavzalnosti,

potem obstaja tudi Hamiltonov operator H.

Iz tega primera vidimo, da so pobude iz fizike do današnjega dne krepko

vplivale na razvoj matematike.
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Reprezentacija grup z linearnimi transformacijami

Kako dobimo vse zvezne reprezentacije kakšne Liejeve grupe G z linear-

nimi transformacijami? Če se omejimo na linearne transformacije v končno

dimenzionalnem prostoru, potem imamo v delih Elija Cartana in Hermanna

Weyla tako popoln odgovor na to vprašanje, kot si ga le moremo želeti.

Poznejše raziskave J. von Neumanna in drugih so prinesle nekaj dopolnitev,

v bistvu pa je bila teorija zaključena že okrog leta 1930.

Fizik Wigner je spoznal, da za fiziko niso pomembne le končno dimenzio-

nalne reprezentacije, temveč tudi reprezentacije v Hilbertovem prostoru. Pri

kompaktnih Liejevih grupah ostane teorija v bistvu ista, za nekompaktne

grupe, kot je npr. Lorentzova, pa imamo mnogo več možnosti. Wigner sam

je podal prve primere in dokazal nekaj izrekov. Iz problema, ki ga je zastavil

Wigner, se je danes razvila čisto matematična teorija, ki pa je silno pomemb-

na za kvantno mehaniko.

Teorija motenj spektralne razčlenitve

Schrodinger, ki je osnoval valovno mehaniko, je potreboval metodo, po

kateri bi mogli vsaj približno obravnavati komplicirane kvantnomehanske si-

steme, npr. atome z več elektroni. Iznašel je teorijo motenj. Malo pred njim

je tudi Born v okviru matrične mehanike razvil metodo, ki je ekvivalentna

Schrodingerjevi teoriji motenj.

Ia teorija motenj pa matematično ni bila neoporečna. Rellich je bil prvi,

ki si je zastavil nalogo osnovati teorijo motenj matematično eksaktno.

Iz zastavljenega problema je nastala z deli Rellicha, Friedrichsa, Kata,

Wightmana in drugih nova matematična teorija. Kato je med drugim dokazal,

da je Hamiltonov operator atoma ali molekule res sebi adjungiran. Ta rezultat

je za kvantno mehaniko atomov in molekul osnovnega pomena.

O najnovejšem stanju teorije motenj je nadvse zanimivo poročal Kato na

matematičnem kongresu v Nici leta 1970.

Zaključek

Vsaka veja matematike lahko obstaja sama zase kot logičen sistem. Če pa

gledamo na matematiko kot na živo, rastočo znanost, potem jo moremo

razumeti le v sožitju s fiziko in astronomijo. Le v tem sožitju more naša

ljubljena znanost cveteti, se razvijati in ostati vedno mlada.
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ASTRONOMSKI VAJI S TABORA

Od 8. do 15. 8. 1980 je bil na Javorniku pri Idriji tretji astronomski tabor.

Zbral je 21 mladih astronomov, ki so delali v štirih skupinah in opravljali

12 skupinskih opazovalnih vaj. Navajamo dve vaji, ki ju lahko brez večjega

truda izvedemo v šoli.

Merjenje zornega kota Sonca. Zaradi navideznega vrtenja neba opiše sre-

dišče Sonca v času f kot

a < w tcosd (1)

wo je kotna hitrost navideznega vrtenja neba (x <— 15%h — 15'/min — 15"/s),

d pa deklinacija središča Sonca [1].

Zorni kot Sonca lahko ugotovimo, če izmerimo čas ft, v katerem slika

Sonca na zaslonu prečka svoj premer. Na papirju na zaslonu načrtamo dve

pravokotnici a in b (sl.1). Daljnogled utrdimo in projiciramo sliko Sonca

na zaslon. Slika Sonca se mora premikati vzporedno s pravokotnico a.

Izmerimo čas t,, ko se slika Sonca dotakne pravokotnice b na eni strani,

in čas t,, ko se slika dotakne te pravokotnice na drugi strani. Napravimo

čim več meritev (najmanj pa dve) in izračunamo povprečno vrednost za

i — t, —i,. Zorni kot izračunamo iz (1), pri čemer 8 vzamemo iz efemerid [2].

Vaja lahko rabi za osnovo pri ugotavljanju drugih podatkov za Sonce, npr.

premera, izseva, površinske temperature.

be t,-t,
SI. 1 SI. 2

Sl. 1. Slika Sonca na zaslonu mirujočega daljnogleda. Puščica kaže smer gibanja
slike Sonca.

SI. 2. Pot svetlobe od zvezde do pazovališča 0 skozi planparalelno zemeljsko ozračje.
Z — zvezda na višini h < 60, Z' — zenitna zvezda.

Udeleženci tabora so merili z reftraktorjem 60/900 mm pri 60-kratni pove-

čavi. V eni uri in pol so napravili 20 meritev. Za povprečno vrednost so dobili

t — 2,2 min. Deklinacija Sonca za dan opazovanja 11. 8. je bila 15,3%. Ugotov-

ljen zorni kot je bil x — 31,8', ustrezni podatek iz efemerid pa je 31,6'.
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Ocenjevanje ekstinkcije zemeljskega ozračja. Zaradi absorpcije in sipanja,

to je zaradi ekstinkcije, svetloba z zvezde v zemeljskem ozračju oslabi. Vze-

mimo najpreprostejši primer, da je ozračje homogena planparalelna plast

z višino s — 104m in s povprečnim absorpcijskim koeficientom ,, neodvisnim

od valovne dolžine svetlobe, in da ni loma (sl.2).

Z, zvezde na višini 4 nad obzorjem pride do opazovališča gostota svetlob-

nega toka
j — 1, .e—-uslsinh (2)

Tu je j, gostota svetlobnega toka z zvezde na vrhu ozračja [2].

Z definicijo sija m — m, — —2,5log (/j,) izrazimo oslabitev svetlobe

takole:

| m —m, — ajsinh (3)

Koeficient a — 1,08 ys — m" — m, ustreza oslabitvi svetlobe zenitne zvezde

(4 — 90%). To je ekstinkcija, ki jo želimo ugotoviti.

Sije m, na vrhu ozračja imamo zbrane v zvezdnih atlasih, katalogih, dobrih

priročnikih [4]. Sij m in m pa vidi opazovalec na Zemlji (sl. 2). Za izbrano

zvezdo je sij m odvisen od višine (m — m(%)), sij m, pa je konstanten, od nje

neodvisen.

Zvezdam z višino Z, večjo od 60? (imenujemo jih kar zenitne zvezde), prak-

tično enako oslabi svetloba, zvezdam z višino 4, manjšo od 60? (nizke zvezde),

pa ne. Izberemo najmanj deset zenitnih zvezd, ki naj imajo čim bolj različen

sij. Nato poiščemo nizke zvezde na različnih višinah (tudi 10? nad obzorjem),

tako da imajo enak sij kot zenitne zvezde. Enakost sija izbrane zenitne in

nizke zvezde ocenjujemo s prostimi očmi. Nizki zvezdi ocenimo npr. s križno

palico ali pa z višinomerom še višino (na stopinjo natančno) [1], [3].

V (4] nato identificiramo opazovane zvezde in poiščemo njihov sij m,.

Pokaže se, da je sij m,' zenitne zvezde manjši (magnituda večja) od sija m,

nizke zvezde. To sledi iz (3). Za nizko zvezdo Z na višini 4 velja m — m, —

— ajsin h, za zenitno zvezdo Z' pa m —m, —a. Zvezdi Z in Z' izberemo

tako, da je m — m'. Iz zapisanih enačb dobimo za razliko sijev zvezd izbra-

nega para Am, —< my —m, — a (l/sinh—1). Pri tem zanemarimo vpliv

ozračja.

Načrtamo Am, kot funkcijo 1/sin 4. Slika je premica. Načrtamo najboljšo

premico med točkami, ki ustrezajo meritvam. Štrmina premice a — ig a do-

loča ekstinkcijo; x je naklonski kot premice, ki ga izmerimo.

Za opazovanje izberemo svetlejše zvezde, nekako do 4. magnitude. Opazo-

vanja izvedemo v mirni noči ob mlaju, ko je čisto nebo. Opazujemo več noči

in čim več parov zvezd na noč. Izračunamo povprečno vrednost za ekstink-

Cijo, oziroma absorpcijski koeficient ozračja nad opazovališčem.

Udeleženci tabora so dve noči ocenjevali sij 33 takih parov zvezd. Za

povprečno vrednost ekstinkcije so ugotovili 0,23 magnitude. Ekstinkcija za

Čisto ozračje v vizualnem pasu meri 0,20 magnitude [5] in z nadmorsko višino

pada. Nadmorska višina Javornika je 1200 m. Ugotovljena vrednost za ekstink-

cijo ozračja nad Javornikom je nekoliko prevelika, vendar je glede na okoli-

ščine pri opazovanju kar dobra.

Marijan Prosen
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Spoštovani!

Iz nekaj misli," ki jih je v prejšnji številki objavil univerzitetni profesor

dr. Josip Globevnik, sledi, da sledamo na matematiko popolnoma različno.
To pa je tudi vse, kar je bilo treba dokazati.

France Križanič

Nekaj dodatnega branja:

[1] E. Hille, Analysis, Blaisdell Publ. Comp., New York, 1964.

[2] C. B. Allendoerfer, Mathematics for Parents, MeMillan Comp., 1965.
[3] V. S. Vladimirov, L. S. Pontrjagin, A. N. Tihonov, O škol'nom matemati-

českom obrazovanii, Matematika v škole 3 (1979), str. 12—14.
4] L. V. Kantorovič, S. L. Sobolev, Matematika v sovremennoj škole, Matema-

tika v škole 4 (1979), str. 6—11.
[5] A. I. Markuševič, O školnoj matematike, Matematika v škole 4 (1979), str.

11—17.

6] B. V. Gnedenko, Razvitie matematiki i matematičeskogo obrazovanija
v SSSR, Matematika v škole 6 (1980), str. 3—9.

7 N, G. Kilina, O sovremennom uroke matematiki, Matematika v škole 6
(1980), str. 9—12.

[8] F. Križanič, Smernice in matematika, Vzgoja in izobraževanje 3 (1972), ši. 8,
str. 4—].

[9] F. Križanič, Pogovarjam se, (NR, Ljubljana, januar 1981, ni izšlo).""

UH

« "Te misli ne marajo splošnih izjav brez otipljive opore, Pontrjaginovo, skoz in

skoz aksiomatično, trditev pa priškrnejo tik pred konkretizacijo. Za navedenim

stavkom beremo v Pontrjaginovi knjigi: /deologija teorije množic pripelje na pri-

mer do takih spak, kot sta zamenjava izraza »enakost« geometrijskih likov z iz-

razom »kongruentnost«, in vektor, definiran kot »vzporedni premik prostora«. (Več

o tem glej v [3] in v [4].)

ss Pogovora v »Delu« nisem niti zapisal, niti avtoriziral, zato ni moj. Ko je

izšel, sem se prijel za glavo. Ni mi do lasanja z novinarji »ad personam«, raje

katero razderem »ad rem«, pa sem se izognil »Delu« in, naiven kot sem, zavil

k NR. Urednik si je pravkar v NIN-u ogledoval novi červonec in ni me bil vesel.
Miznica je zazijala, zgrnila se je nad rokopisom, potem pa vse tiho je bilo. Kako

naj se bijem, kako odgovarjam, sam, golorok, proti tolikim škarjam? Misel pre-

drzna, prismojena šala hira zaklenjena v temi predala. Kakšna nepremagljiva
sla vas žene srebati opinijonmejkersko žlobodro? Kaj res ni nihče opazil, da ima

lestev, po kateri ste planili v boj, polomljene kline?
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ODGOVORI

Vprašanje 118

Dokaži: če velja v trikotniku neenačba Bb? -- c? > 3a?, potem mora biti

a < 509.

Boštjan Hostnik

Rešenje

Na osnovu kosinusne teoreme dobijamo

a? — b? - c? — 2bce cos a,

2bc cos ga — b? - cet—a? (1)

Iz uslova zadatka b? -- c? > 3a? 1 (1) sledi

až

COS x > — (2)

be

Primenom odnosa izmedu aritmetičke i geometrijske sredine pozitivnih

brojeva na (1) dobijamo

2be cos g — bž - c2— ai >2bec—a?

odakle je
a?

— 2 2(1— cos a) (3)
bc

Iz (2) i (3) sledi

COS a > > 0,66

Kako je funkcija kosinus opadajuča u intervalu (0,7) i cos 509 — 0,64279,

to iz prethodnih nejednakosti dobijamo xx 509.

Dragoljub M. Miloševič

VPRAŠANJA

Vprašanje 119

Koliko molekuli ostane v kozarcu vode?

V učbeniku za anorgansko kemijo za 7. razred osnovne šole beremo v po-

glavju o molekulah in atomih:

»V čaši je voda. Izlijemo polovico vode. Voda, ki ostane v čaši, ima enake

lastnosti kot prej. Odlivamo še in še. To delamo toliko časa, da ostane v čaši

še en najmanjši delec vode, ki ima enake kemijske lastnosti" kot voda. To je

molekula vode. ...« Podobnih trditev, na katere postane fizik pozoren, je

v učbeniku več.

Naslednje vprašanje je mišljeno resno: oceni, koliko molekul vode ostane

na kvadratnem centimetru steklene stene kozarca, če pustimo, da se osuši pri

209C v zraku pri relativni vlažnosti 45 9/0?

Marjan Hribar

% »Menda skoraj ni druge lastnosti, v kateri bi se voda kot snov in vodna mole-
kula ujemali, kakor ta, da se oboje piše H30...« 0

I. Kuščer, A. Moljk, Fizika,

3. del, DZS, Ljubljana 1980, str. 170

(Opombo pod črto dodal urednik za fiziko.)
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FINANČNO POROČILO KOMISIJE ZA TISK DMFA SRS ZA LETO 1980

V lanskem koledarskem letu se je promet pri Komisiji za tisk DMFA SRS po-

večal za približno 20%, nekaj na račun podražitev, precej pa tudi zaradi izdaje
večjega števila Presekovih značk in ponatisov v obeh zbirkah skript. Vrednost

prodanih knjig in značk je ostala na lanski višini. Iz tega sledi, da se je promet

relativno zmanjšal. Pri režiji smo imeli skoraj 15% več izdatkov kot dohodkov.

V letošnjem letu bomo ponudili šolam knjige iz Zbirke izbranih poglavij iz fizike

(spomladi), Zbirke izbranih poglavij iz matematike (jeseni), knjige iz Zbirke

univerzitetnih učbenikov in monografij pa takoj po novem letu, da bomo lahko

stanje popravili. V splošnem lahko koledarsko leto 1980 ocenimo za uspešno, saj

smo ob odobrenih subvencijah izdali razmeroma veliko publikacij (seznam glej

Obzornik mat. fiz. 28 (1981) 2). Z opazno zamudo so izšle vse številke revij. Za

Obzornik mat. fiz. smo dobili subvencijo pri RSS 238.000.— din, pri ISS 34.200 —

din in za Presek pri RSS 424.984.— din, pri ISS 185.280.— din. Za kniižne izdaje

pa smo prejeli subvencijo pri RSS v višini 299./00.— din, pri ISS pa 71.000.— din.

Finančna sredstva na posameznih partijah so strogo namenska, zato pozitivni

in negativni saldo pomenita le nedokončano proizvodnjo oz. nujno potrebni obratni

kapital za prve številke revij v letu 1981. Za nekatere knjige v knjižnih zbirkah še

nismo našli založnika, izplačali pa smo že večino avtorskega honorarla za: Prve

tri minute, Osnove matematične logike, 1. del, Fizika, 4. del, Matematika za eno-

letni kurz, Afina in projektivna geometrija, Linearna analiza na grupah, Matema-

tika kroz kulture 1 epohe. Saldo na žiro računu je samo navidezno velik, saj bomo

porabili denar za redno izhajanje revij in še za samostojne izdaje nekaterih drugih

poblikacij. Tako je skoraj tretjina vseh sredstev rezervirana za ponatis Logaritmov.

Nadzorni odbor je 24. 3. 1981 pregledal poslovanje Komisije za tisk DMFA SRS

in ugotovil, da je poslovanje urejeno.

Dohodki Izdatki Saldo

Presek 1647.772,45 1175.370/70 -- 472.401,75

Obzornik za matematiko in fiziko 644.432,05 549.665,45 -- 94.766,60

Matematika- Fizika 648.590,00 869.875,15 — 221.285,15

Sigma 4TI911,35 531.361,35 — 53.450,00

Zbirka izbranih poglavij iz matematike 374.980,00 441.052,00 — 66.072,00

Publikacije IMEM 242.541,40 99.694,50 -- 142.846,90

Zbirka izbranih poglavij iz fizike 237.144,30 225.231,95 -- 11.912,35

Postdiplomski seminar iz matematike ne — —

Postdiplomski seminar iz fizike 53.200,00 53.200,00 —-—-

Zbirka izbranih poglavij iz mehanike 71.084,35 74.000,00 — 2.915 65

Letno poročilo DMFA 2.450,00 2.450,00 —

»Vega« 325.979,80 143.784/70 -- 182.195,10

Učbeniki za osnovne in srednje šole 133.870,00 252.370,00 —— 118.500,00

Prodaja knjig, skript in značk 1689.183,95 1022.767,65 -- 666.416,30

»Plemelj« 92.693,60 52.085,60 -- 40.608,00

109/5 režija 615.765,10 . 571.363,70 -- 44.401,40

Skupaj 7257.598,35 6064.272,75 -- 1193.325,60
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Dohodki OMEF št. 1—6/80 Presek št.3,4,6/VII, 1, 2,5/VILI

Saldo 1979 69.883,55 213.852,10

Subvencije: RSS 232.000,00 501.868,00

ISS 34.200,00 108.396,00

ZŠ SRS 30.000,00

Naročnine 249.763,00 820.906,30

Drugi dohodki 28.585,50 2.750,05

Skupaj 644.432,05 1647.772,45

Izdatki

Tisk 285.742 00 138.883,00

Avtorski honorarji 191.300,45 326.481,70

Članarina DMFA 1979 22.653,00

109/0 režija 49.970,00 106.852,00

Drugi izdatki 3.154,00

Skupaj 549.665,45 1175.370,70

Saldo -- 94.766,60 -- 472.401,75

Dolžniki: naročniki 29.400,00 600.687,50

TLP, TD 45.120,00 39.100,00

Skupaj -- 169.286,60 -- 1112.189,25

V letu 1980 smo prodali naslednje število knjig v vrednosti din

Sigma 16.191 611.348,00

Matematika-Fizika 1.024 217.204,00

Zbirka izbranih poglavij iz matematike 2.078 233.288,00

Postdiplomski seminar iz matematike 41 692 00

Index 3 648,00

Seminarji 101 1.652,00

Izbrana poglavja iz mehanike 219 43.800,00

Zbirka izbranih poglavij iz fizike 746 66.328,00

Postdiploanski seminar iz fizike 172 7.636,00

Razne knjige 1.477 123.088,00

»Plemelj« 2.383 23.358,00

»Vega« 24.215 303.084,00

Skupaj 48.650 1632.126,00

Režija: Dohodki Izdatki

Saldo 1979 110.076,00 OD 200.384,10

OME 49.970,00 Intelektualne storitve 121.877,15

Presek 106.852,00 Bančni stroški 71.864,90

Prodaja, natisi 335.254,90 PTT OMF in Presek 68.730,20

Drugo 13.612,20 Materialni stroški pisarne KT 172.507,35

Skupaj 615.765,10 571.363,70

Saldo -- 44.401,40
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Dolžniki: OME (večina iz leta 1980) 29.400,00

Presek (VIII. letnik) 600.687,50

Sigma in druge knjige 71259,00

Skupaj 107.346,50

V skladišču imamo še knjig, značk in drugih predmetov v vrednosti 2479.582,00

Gotovina v ročni blagajni 8.944 20

Gotovina na žiro računu DMFA 1193.325,60

Skupna vrednost našega premoženja je 4389.198,30

Janez Markelj, Ciril Velkovrh

PROF, FRANCETU SUSTERSIČU V SPOMIN

Pred kratkim mi je prof. France Šu-

šteršič želel, da bi se mi življenjska kri-

vulja še dolgo in prav počasi približevala

isti, za nas vse žive usodni asimptoti

y — U,
Tedaj si nisem mogel niti misliti, d

bo njegova življenjska krivulja pra

kmalu in nezvezno strmoglavila na

usodno asimptoto. Dobro se še spom

njam, kako vzravnano je hodil, pol

zdravja in dobre volje; zato me je vest

o njegovi nenadni smrti pretresla.

Prof. France Šušteršič se je rodil 1.

avgusta 1906 na Rakeku. V težkih gmot-

nih pogojih in z inštrukcijami se je pre-

bijal skozi študeniska leta. Diplomiral] je

1. 1935 na ljubljanski univerzi iz matema-

tike in fizike. V času vsesplošne brezpo-

selnosti je bil po diplomi zaposlen iz te-

danjega bednostnega fonda kot prefekt

v Učiteljskem domu. Pozneje je kot redno

nastavljen poučeval matematiko in fiziko

na poljanski gimnaziji in bežigrajski gim-

naziji v Ljubljani, na gimnaziji v Postojni

in končno od l. 1958 dalje do upokojitve

1. 1975 na Cankarjevi gimnaziji v Ljub-

ljani.

Ves čas po osvoboditvi je sodeloval

v Društvu matematikov, fizikov in astro-

nomov, kjer je bil vrsto let tajnik in kot

tak duša društvenega delovanja, za kar je

dobil ob 25. obletnici Zveze društev matematikov, fizikov in astronomov Jugosla-

vije posebno diplomo. Poleg uspešnega pedagoškega dela, ki ga je močno izčrpa-
valo, in živahnega sodelovanja v našem strokovnem društvu pa je gojil še svojega
nadvse prijetnega konjička: ptice pevke. Na področju ornitologije si je pridobil
svetovni sloves; za amaterske zasluge na tem področju ga je Prirodoslovno društvo

Slovenije izvolilo za svojega častnega člana.

Nenadna smrt prof. Franceta Šušteršiča. je globoko pretresla njegove učence, ki

se ga s hvaležnostjo spominjajo, njegove stanovske sodelavce, ki jim je bil vzoren

tovariš in prijatelj; pogrešali pa ga bodo tudi njegovi drobni ptički, ki so ostali

brez gnezda.

Alojz Vadnal

O 460
bami abi

5
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SODELOVANJE Z BEOGRADOM NA PODROČJU TEORIJE GRAFOV

Odkar se je pri nas nekaj ljudi začelo intenzivneje ukvarjati s teorijo

grafov, skušamo navezati stike z drugimi raziskovalci v domovini in na

tujem, ki delajo na tem področju.

Kolegi iz Beograda imajo bogato tradicijo in so znani po vsem svetu.

Ukvarjajo se predvsem s spektralno teorijo grafov, z grafovskimi enačbami

in ne nazadnje z uporabo grafov v kemiji. Pri nas je poudarek na topološki

in algebrski teoriji grafov in še na algoritmih teorije grafov.

Z Beograjčani smo se neorganizirano sestali že večkrat. Za prvi organi-

zirani sestanek pa smo izkoristili obisk enega vodilnih ameriških matemati-

kov na področju grafov prof. Franka Hararya v Srbiji. Poslušali smo njegovo

predavanje, ki ga je imel 21. 11. 1980 na Matematičnem inštitutu.

Naslednjega dne, 22. 11. 1980, je bil na Elektrotehnični fakulteti v Beo-

sradu prvi sestanek Seminarja za teorijo grafov: Beograd-Ljubljana. Na se-

minarju, ki je trajal približno sedem ur, so predavali:

1. 'T. Pisanski, Neorijentabilni rod dekartovog proizvoda regularnih gra-

fova

2. Z. Radosavljevič, Neekvivalentne regularne faktorizacije regularnih gra-

fova sa osam čvorova

3. V. Batagelj, Slučajno razbijanje grafa na k komponenata; bojenje

grafova

S. Simič, Grafovske jednačine za grafove grana i razdaljinske grafove

B. Mohar, Bojenje grana jedne familije regularnih grafova

D. Cvetkovič, Kompjuterski sistem »Graph«

I. Gutman, Prilog spektralnoj teoriji stabala

A. Torgašev, Neki rezultati o spektrima beskonačnih grafova

D. Acketa, O E-mrežama i nekim vezama matroida i grafova

Sklenili smo, da bo naslednji sestanek seminarja ob koncu šolskega leta

1980/81 v Ljubljani.

oomnaw ae
Tomaž Pisanski

NOVI čLANI DRUSTVA V LETU 1980

1238. Bogatič Irena 1246. Germ Miroslav 1255. Marjanov Neda

1239. Bratina Ivan 1247. Gobec Monika 1256. Murovec Dušan

1240. Brelez Martin 1248. Grom Andreja 1257. Potočnik Aleksander

in Elizabeta 1249. Habič Marko 1258. Prijatelj Andreja

1241. Cijan Edvard 1250. Hajdinjak Anica 1259. Rojs Zlatko

1242. Dolenc Janez 1251. Kranjc Anton 1260. Rudel Breda

1243. Dulmin Marko 1252. Kribel Zvonko 1261. Velikonja Helena

1244. Dvoržak Bojana 1253. Križnik Rajko 1262. Zajc Danilo

1245. Frangež Stanislava 1254. Lavrač Nada

Lani je izpolnilo pristopnico 25 novih članov društva. V večini primerov so to

absolventi matematike in mlajši diplomanti. Razen teh rednih članov se je na

Obzornik za matematiko in fiziko naročilo še 12 rednih študentov matematike in

fizike. Društveno revijo je prenehalo prejemati 38 članov (odpoved, preselitev,

smrt), 30 pa smo jih črtali s seznama članov zaradi nerednega plačevanja članarine

in naročnine. Danes šteje naše društvo 782 članov. | NE
Marija Hrovath, Ciril Velkovrh
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SEZNAM DIPLOMANTOV PRVE, DRUGE IN TRETJE STOPNJE IZ MATEMATIKE

bo 2 PO to bo bo bo bo boh homo jeoenah jh jevmlh resi press | jermecih
M2 MOD kem OD
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344.
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DOJI Ro bom

TACIJ V LETU 1980:

Pedagoška akademija — Maribor

Matematika-izika

. Anica Vehovar

. Vitoslava Božič

Ferdinand Mahkovec

Marko Brumen

Tvan Miklavc

Frančiška Šmid
Anica Gradeščak

Sonja Poslek

Ivan Kresnik

. Marina Korepec

. Ivanka Turinek

222. Branko Kancler 209. Andrej Kodela

223. Vincenc Zobec 210. Franc Glazer

224. Majda Kolenko 211. Silvester Arnečič

225. Marija Goričan 212. Ivan Furjan

226. Magda Pestotnik 213. Angela

221. Marija Rizman-Holc Pungeršek-Janšek

228. Štefan Celec 214. Marjan Kovše

a IH 215. Danijel Jakl

Tehniški pouk-fizika 216. Jožefa Kričej-Viher
206. Marijan Kajnčan 217. Ivan Brodar

207. Darinka Benko 218. Anton Pogelšek

208. Anica Pukšič 219. Dušan Lavrič

Pedagoška akademija — Ljubljana

Matematika-fizika

Jurij Slapnik

Veronika Antolič

Miroslava Debeljak

Silva Slokan

Sonja Tomšič
Marija Gašperin

Majda Kalan
Marija Kirn

Marjana Kogelnik
Marija Pavec

551. Lojzka Petek 562. Romana Kranjc

552. Aleksander Potočnik 563. Ida Zorman

553. Nevenka Černe

554, Oleandra Dekleva Tehnična vzgoja-fizika.

5)). Maja Korenč 564. Marija Golmajer
556. Jožica Golob 565. Ivana Madronič
557. Milenka Cerovski 566. Janez Burger

558. Francka Vižintin 567. Franc Divjak

559. Marjeta Cvirn 568. Bogdan Sušnik
560. Vanda Glavica

561. Vida Kovačič

Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo

Matematika — pedagoška smer

Smiljana Vončina

Gabrijela Selevšek

Franc Oblak

Marija Zidarič

Alojzija Hiržica

Andrej Ruter

Franc Rant

Edvard Cijan

Bojana Dvoržak

Marija Šušteršič

Soraya Sternad

Irena Lapajne

Mira Špur-Babič

Tatjana Gantar

Anica Hajdinjak

Frančiška Doberšek

Loris Kragelj

Terezija Igrišnik

Majda Juren

Igor Meze

Anica Dacar

Alenka Kovačič
Marta Novak

Abelove grupe brez torzije

Splošne afine in projektivne ravnine

Poskus izgradnje elementarne geometrije brez uporabe
realnih števil

Rešeta in njihove uporabe

Jacobi-Perronov algoritem (njegova teorija in uporaba)

Zvezne igre

Evklidski kolobarji

Aritmetika krožnodelitvenega polja

Konstrukcije z ravnilom in šestilom

Krivulje tretje stopnje

Lokalni kolobarji holomorfnih funkcij

Številski obsegi

Geometrično reševanje enačb

Racionalne aproksimacije s pitagorejskimi števili
Kroneckerjev izrek

Laplaceova transformacija

Fermatov problem

Afina diferencialna geometrija v ravnini

Linearna algebra in nekateri problemi prostorske

geometrije

Enakomerna porazdelitev zaporedij po modulu 1
Nekaj lastnosti kroga

Gaussovi kolobarji z delitelji niča

Trigonometrijske in Fourierove vrste

« Seznam diplomantov iz leta 1979 je bil objavljen v Obzornik mat. fiz. 27 (1980)
27—IV.
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