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Strokovni svet za vzgojo in izobrazevanje SR Slovenije je julija 1979
potrdil vsebino skupne vzgajn@imbmzb@n@ osnove, s é@@m tudi ucni nacrt za
matematiko, junija 1980 pa je sprejel Skiepy da se v Solskem letu 1980/81
uvaja poskusni ucbenik Matematika 1 dr. F. Krizanica v E mzmd Stiriletnih
srednjih Sol, ki imajo v predmetniku 3 ali 4 ure matematike v 1. razredu.
Ucbenik je nastal na podlagi sodobno zasnovanega ucnega nacrta za matema-
tiko v skupni vzgojnoizobrazbeni osnovi.
ﬂ@SU‘pﬂO pﬁéakovaﬁ [zSel naj bi Ze pred seminarjem za
Qnd‘ge matematike, njim v pamog in za orientacijo. Zaradi n@hu’b@ zamud@,
mamu lahko 1zmenjali le prve viise ob Se »toplih« 1zvodih 1
tiskarne. Beseda predavateljev je razjasnila marsikatero nejasnost.
uém nacrt in ucbenik sta korak k poscdobitvi srednjesolske matema-
tike, ki na zacCetku srednjega i1zobrazevanja na algebrski ravni zaokroza in
poglablja znanje iz osnovne sSole. Vektorsko zasnovana ravninska geometrija
je vpletena v celotno zgradbo obravnavane snovi, zaradi siroge obravnave in
vsebinske zgoscCenosti pa gotovo predstavlja zahtevnejsi del ucnega nacrta in
ucbenika. Tudi na seminarju smo najvec pozornosti posvetili prav temu
poglavju. |
Priporocilo glede razporeditve ucne snovi za pouk matematike s Stirimi
in tremi urami na teden odraza Casovno stisko pri skrajSevanju poti skozi
ucbenik, Ceprav je vsebina ucbenika ze notranje diferencirana. Notranji di-
ferenciaciji so namenjeni znaki, ki oznacujejo temeljno znanje ter poglobljeno
in razSirjeno znanje — za lazje delo ucitelja in ucenca. Pestra likovna in
oraficna oprema pripomore k razumljivosti, vzpodbuja aktivne m@md@ dda;
Izvedljivost ucﬂ@ga nacrta i obdelava vsebine ucCbenika s tremi urami pouk
na teden pa je vsekakm khucng mesan}@ S kaﬁt@m

ljava }@ - na neposmno vzgojnolzobrazevalno delo umm]éj@m - S po-
klicnih sol, in med drugim vkljucuje:

analizo obseznosti in zahtevnosti vsebine;

ugotovitev, kako teme omogocajo delo z ucbenikom;

vlogo 1lustracij in spremnega teksta pri pouku ter potrebe po udilih;

analizo ucnega uspeha ucencev.

Na matematicnem podrocju se srecujemo s precej kriticno kadrovsko si-
tuacijo. Posebno pozornost bo treba posvetiti dopolnilnemu izobrazevanju
uciteljev.

Ze Solsko leto 1980/81 skriva obilico nalog in le s skupnimi modémi
bomo kos. |

Aleksander C
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SONJA KRIZANIC IN MARJAN VAGAJA

AMS Subj. Class. 97 A 99

Sestavek obravnava matemati¢ni uCbenik za prvi letnik usmerjenega izobraze-
vanja. Avtorja Zelita dati nekaj sugestij uciteljem pri njegovi uporabi.

The present article deals with the mathematical text-book for the first year of
“directed education”. The authors want to give teachers some suggestions on how
to use it. |

Odlocitev, kako in koliko, je prepusCena vsakemu posamezniku glede na
razpolozljivi fond ur in dojemljivost ucencev. Profesor naj se skusa prilago-
diti ucencem. Ce so bistrejsi, veC razlage, zakaj je tako, veC dokazov in iz-
peljav; pri manj nadarjenih, v glavnem, kako se naredi, veC vaj in utrjevanja.

Ucbenik je lepo zgrajena celota, ki je porazdeljena na Sest poglavij, ki pa
niso enako zgoscena. V prvem poglavju nas avtor seznani z osnovami teorije
mnozic, s katerimi so se Ze precej ukvarjali v osnovni soli, z osnovnimi pojmi
1z matematiCne logike, preslikavami in grupo. Poglavje zakljuci transforma-
cijska grupa kot praktiCni primer prej obdelane algebrske strukture. Prvo
poglavje moramo vzeti predvsem kot uvod in se ob njem ne smemo predolgo
zadrzevati. Pri slabSih ucCencih in pomanjkanju Casa opustimo preproste fizi-
kalne enacbe in transformacijsko grupo, nikakor pa ne smemo izpustiti poj-
ma transformacije, ki je vez med geometrijo in analizo.

Drugo poglavje je povsem algebrsko. Dijaka pouci o zgradbi kolobarja in
urejenega kolobarja. V razdelku Deljivost celih Stevil so vsebovani osnovni
pojmi in izreki o prastevilih in sestavljenih Stevilih. Poglavje zakljuci osnovni
izrek o deljenju in njegova uporaba — Stevilski sestavi. Vsebina poglavja se
veC ali manj ujema s prejSnjim ucbenikom, vendar je snov marsikje precej
skrcena in lepsSe napisana. Morda bi bilo mogoce v sili izpustiti Stevilske
sestave 1n se zadovoljiti z znanjem 1z osnovne sole. Problem je z zakonom
o popolni indukciji, ki je kot mocno dokazovalno orodje zelo pomemben,
miselno pa precej zahteven. Glede na okolisc¢ine se lahko zadovoljimo le s pre-
prostimi primeri, lahko pa posezemo po tezjih primerihh dokazovanja formul,
relacij in lastnosti.

Tretje poglavje obravnava zgradbo obsega in urejenega obsega. Preko ra-
cionalnih Stevil nas pripelje do mnozice realnih $tevil, ki je poln urejen obseg.
Pika na i je bijekcija med mnoZico realnih Stevil in mnoZico toc¢k na premici.
Tega motiva nikakor ne smemo prezreti, hitreje pa lahko preidemo desetiski
zapis racionalnih stevil (brez dokazovanja), racunanje s priblizki in periodic-
ne decimalne Stevilke. Poudariti pa velja decimalni zapis realnih Stevil, v ka-
terem se skriva limitni proces.
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Cetrto poglavje obravnava osnove vektorske algebre, s katero pripravimo
orodje za naslednje poglavje, je pa tudi dobra osnova za pouk mehanike.
Ravnina in prostor postaneta posebna prim matematiCne strukiure
— vektorski prostor. Poglavje moram
P poglavje je posveleno geome kemmu modelu ravnine.
mi, izbrani na zacetku poglavja, S0 osnova za izpelj avo izrekov. Do kla-
ih izrekov planimetrije, konstrukcij in lastnosti likov n no po V@kmp
ski poti. Podrobno so @ddana oibanja, ker z njimi °
in orientacijo. Pri uporabi gibanj se lahko opremo na nﬁh@vg d@mongﬁmmw
in se tako izognemo obseZni teoriji. Izogniti pa se ne moremo podobnostni
preslikavi, ki jo potrebujemo za definicijo podobnosti. Prav tako Eahk@ PO
pmr@}; Gpugmf"m zahtevnejSe pasuse (potenca tocke glede na krog itd
Poslednje p@gﬁaw@ obravnava realne funkcije. Ceprav je p@uamk na li-
nearni funkciji, soc obravnavane tudi koitne funkcije in resevanje pravok otnega
trikotnika. Vsi razdelki, ki so v zvez: z linearno ﬁmkmm so popolnoma Kk
sicni. zj@ma je prvi, v katerem avtor s pomocjo vektorske oblike enacbe
premice izpelje normalno obliko enacbe premice in razdaljo toCke do premi
V tem poglavju je mogoce opustiti zadnja dva razdelka, ki sta uporabne
narave,

Vse to so le sugestije. Pocakati moramo na izkusnje; v bliznji prihodnosti
bomo lahko skupaj se marsikaj izboljsali.

5

MARIJA VENCEL]

MS Subj. Class. 97 A 15,

manﬁk je p@%@mm vektorskemu modelu evklidske ravnine, kot ga uvaja novi
Matematika za 1. razred srednjih sol. Predstavlja ga z obrav-
wm primerov ravninske geomeirije.

The article discusses a vector-based ,approach io plane geometry in the form
introduced by the textbook by F. KriZani¢, Mathem atics for the first class of
middle schools. This approach is introduced by treating some interesting examples
plane geom @u‘y

Gotovo Jje z novim ucbenikom dozivela najveCjo spremembo prav geo-
metrija. Obsezno peto poglavije je v celoti posveCeno spoznavanju vektorskega
modela ravnine in njene geometrije. Sledi neposredno poglavju o vektorskih
ih, ki ga mora dijak dobro obvladati, ¢e naj bo kos zasnovi in me-

dam »nove« geometrije.
V Clanku bomo najprej iz uclbenika povzeli najosnovnejSe definicije in
nato metode, ki iz njih slede, ilustrirali z obravnavo nekaterih znanih izrekov
piamm@finw Da ne bo predolgolasno, bomo pustili ob strani rezultate, ki

Obzornik mat. fiz.




sodijo v najozji program slehernega ucbenika planimetrije in jih najdemo
tudi v novem ucbeniku, ter raje dokazali nekaj nekoliko zahtevnejsih trditev.

Predstavimo sedaj evklidsko ravnino ®. Za to potrebujemo najprej dvo-
dimenzionalen evklidski vektorski prostor, to je dvorazseZzen vektorski pro-
stor, v katerem je definiran skalarni produkt. ObiCajno ga oznacimo z ¢&,.
Njegove elemente bomo oznacevali z a, b, ¢, ... ali tudi Se kako drugace. Rav-
nino R obravnavamo kot neprazno mnozico; njene elemente bomo oznacevali
z velikimi ¢rkami A, B, C, in jih imenovali tocCke. Zanje postavimo naslednje
aksiome:

I. Urejenemu paru tock (A, B)eR X R ustreza natanko doloceni vektor
AB € ¢,.

II. Tocki Ae R in vektorju ae ¢, ustreza natanko dolocena tocka B e R,
da je AB = a. |
I11. Vsaka trojica tock A, B, C zadoSca Chaslesovi identiteti

AB + BC +CA=20

T1 aksiomi skupaj z aksiomi prostora ¢, doloCajo evklidsko ravnino R. 1z
teh osnov je moc izpeljati vso ravninsko geometrijo.

Omenimo, da je mozen tudi splosnejs$i nacin obravnave. Ce namesto pro-
stora ¢, vzamemo poljuben dvorazsezen vektorski prostor, v katerem ni ome-
jitve s skalarnim produktom, dobimo ob ohranitvi vseh drugih aksiomov
splosnejso afino ravmnino. Seveda pa tisti izreki, ki so v evklidski ravnini
bistveno odvisni od skalarnega produkta, v afini ravnini ne veljajo vec.

Pomemben pojem ravninske geometrije je tudi premica. Z vso strogostjo
b1 bilo treba tudi premico obravnavati kot osnovni pojem in z aksiomi urediti
odnose med toCko in premico, vendar geometrije ne spremenimo, Ce zaradi
enostavnostli obravnavamo premico kar kot mnozico tocCk, ki leze na njej.
Kot taka je premica natanko opisana, brz ko lahko za vsako tocko T e R ugo-
tovimo, ali lezi na premici ali ne. Tak dober opis nam podaja naslednja
definicija:

Pravimo, da lezi tocka T na premici p skozi tocki A in B (A # B) natanko
takrat, ko sta vektorja AT in AB linearno odvisna.

Definicija je smiselna, saj se takoj vidi, da je A,Bep in da je premica
neodvisna od izbora tock A, B v definiciji (izmed toCk premice seveda). Vidi-
mo tudi, da je za dolocitev premice dovolj poznati dve njeni razlicni tocki.

Naj bosta A in B dve razlicni toCkil ravnine in p premica, ki poteka skoz-
nju. Iz definicije sledi, da pripada poljubni to¢ki T premice p realno Stevilo
t, tako da je AT = t AB; ta preslikava med tockami premice In mnozico real-
nih Stevil je bijektivna. Posebno ime damo mnozici tock, za katere je
0 <<t <<l. Imenujemo jo odprta daljica s krajiSCema A in B, ¢e dodamo Se
to¢ki A in B, pa zaprta daljica. Prvo ozna¢imo ]AB[, drugo [AB].

Zahteva po skalarnem produktu omogoCa uvedbo pojma pravokotnosti
v ravnini in razdalje med danima toCkama ravnine. Razdalja toCk A, B ali
dolzina daljice s tema krajisCema je dolzina pripadajoCega vektorja AB, torej

d(A, B) = |AB| = |/AB . AB

Vso dosedanjo zgradbo lahko udobno ponazorimo, denimo, na tabli. Po-
nazoritev je utemeljena v ucCbeniku, zato jo le opisimo. Ravnino predstavlja
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povrsina table, podaljsana na vse strani, tocke so pike in pmmi@e ravne crte
na tabll. Dahm@ SO ravne Smms@ S‘mﬁh krajisC. Vektor AB, ki po aksiomu
[ pripada urejenemu pa B), p@nazm“zmﬂ Z uswmer j eno daZ jico z za-
cetno tocko A In kongna - Ozn am_ mo jo kar z oznako AB, enako kot

di, da usmerjena daljica z zacCetkom
in koncem v 1sti écckz; pf@Sfﬁ&Vh& @ da usmerjeni daljici z zamenjano
kakor tudi pravilo

za@emo 111 E@ngn@ - egmﬂmm ﬂagmma V@kmﬂa

dal ﬂgami 3@@ S1 ga eno od krajiscC Se p@% jhbﬂﬁ 1izberemo. Dejansko lahko
do izomorfizma natanko gledamo na vektiorje kot na @kwvaﬁﬁnéne razrede
em@mh daljic za @wvakncne rdamg Smemem amu sta ek vivalentni,
¢e urejenima paroma n th krajisc¢ pripada p@ Sm mu |
Ta ponazoritev nam je lahko v veliko - pri obravnavanju ravninske
ceometrije, saj iz nazorne slike ¢esto dobimo idejo za msnmf problema
Pogosto si lahko dd@ poenostavimo tudi z izbiro primern omdmmm
nega sistema v ravnini. lega uvedemo preprosto tako, da mbem mo na ravnini
tocko O in jo imenujemo koordinatni zacetek. Tedaj pripada Vsaki tocki
T e natanko dolocen vektor OT. ObiCajno ga oznacCimo z r in ga imenujemo
krajevni vektor md@ T gk@ na }.ZhOdESCQ (zadetek) O. Ce sta A in B dve
poljubni toCki s krajevnim ktorjema a in b, potem iz Chaslesove identitete
sledi, da pripada urejenemu parn {A . m,kmf AB =Db . Ta vektor je, k
je tudi edino smiselno, nmmsen od 1zbire koordinatnega izhodisca.
Pripravili smo dovolj osnov, da bi se lahko spoprijeli s spoznavanjem rav-
ninske geometrije, to je, definirali izpeljane pojme (poltraki, polravnine, koti,
veCkotniki itd.) in navajali ter dokazovali izreke. Vendar smo se Ze uvodoma
domenili, da se bomo temu deloma izognili, saj je vse lepo in pregledno
napravljeno v novem ucbeniku. Za nadaljnje razumevanje to ne bo nobena
ovira, saj gre za znane pojme in trditve, le obravnava je drugacna. Zgolj
v ilustracijo navedimo lep primer iz ucbenika.

[zrek. Trikotnik je pravokoien natanko takrat, ko je ena njegovih stranic
premer ocriane kroZnice,

Dokaz: V trikotniku ABC naj bo § sredisce stranice JAB[. Pokazali bomo,
da je kot pri C pravi natanko takrat, ko je § tudi sredisce @@rmn@ kroznice.
Oznadimo SHU&QUO kot na sliki 2. Ce oznacimo |¢| = ¢ in |d
dmce oCrtane kroznice natanko ’iakméﬁ ko bo ¢ =d. Ker je
d—c, sledi iz a.b = d2— ¢? nasa trditev, saj je a p

tanko takrat, ko je ¢ = d.

H




Cevin, Stewartov in Menelajev izrek

Ogledali si bomo neckaj 1zrekov, ki so v glavnem posplositve sorodnih pla-
nimetri¢nih rezultatov, ki iz njih neposredno slede. Pred tem se na delo Se
nekoliko pripravimo.

Uvedba koordmatnega sistema v ravnini omogoca govoriti o enacbah, ].u
pripadajo posameznim mnozicam. Nam bo potrebna le enacCba premice p sko-
zi dani toCki A in B. Ce sta a in b krajevna vektorja toCk A in B in r krajevni
vektor poljubne toCke T na premici p, potem se enacba premice glasi

r=a+ t(b—a), feR
ali tudi

r = sa -+ tb, m s—+17t=1

<0

Slika 3

Stevilo ¢ doloCa medsebojno lego tock A, B, T. Zat=0je T = A, za t = 1 je
T = B, za druge vrednosti pa prikazimo polozaje kar s sliko (slika 3).

Naj bo sedaj t-..._.--l i , m =% —1 in C pripadajoCa toCka premice p.
+ m
Takoj vidimo, da lezi C med A in B, Ce je m pozitiven, in zunaj daljice [AB],
ce je m negativen. Nadalje je C = A pri m = 0 in C se priblizuje tocki B, ko
m —oco. Njen krajevni vektor je

C — ! a-{—mb

1+ m 1+ m

Iz preoblikovane zveze

: (c—a) = nz(h—d

1 + m 1 +m

dobimo Se en pomen Stevila m

lm — }c-—-—-—-a] : ]c-—-—-—— b| — ]AC} . !BCl

Absolutna vrednost stevila m je torej razmerje dolzin odsekov, ki jih tocCka
C ustvarja s tockama A in B na premici p. Vse je v redu tudi v toCki B, saj
IAC|/|BC| - o, ko gre C proti B.

Smemo torej reci, da je m razmerje, v katerem toCka C deli usmerjeno
daljico AB. Za notranje delilne toCke je pozitivno, za zunanje negativno.

Ne spreglejmo Se, da je m kvocient koeficienta pri b s koeficientom pri
a v linearnem razvoju vektorja ¢ po a in b. OcCitno je tudi, da razmerje m
tocko C natanko doloca.
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Cevin izrek

Ceva. Se-
10, Za

Gilovanni
se. Pa poglejn

Cevine linije, 1z vsakega Qghgga poO €no, po-
da so tal <€ Cevine

10 mgmﬁ

Ce nansg 10 V Emka@mku tri
hko sek vse tri ‘v 1st1 ah pa tudi ne. Vemo

h Cevine linije mivama; ' ha nasprotnih
. P zwbm in zadosten p@g@j za to, da gredo vse tri
produkt razmerij, v katerih te tocke delijo

@kamm@ na}pmj potrebnost p@g@ja
presecisce O, ki ga bomo vzeli za koordin
kot na sliki 4.

linije si upna
Oznacimo vektorje

azliCna

iz pogojev, da toCke K,

mo razmerja, v katerih fm toCke Swamw delijo.
v razmerju koeficientov pri b in ¢ in




Ko smo tako dokazali potrebnost pogoja, poglejmo Se, kako je z njegovo
zadostnostjo. Naj bodo JAL[, 1BM[ in JCK]J tri Cevine linije, take da izpolnju-
jejo pogoj (1). Oznacimo s P presecisce linij JAL[ in 1BM][. Ce gre tudi tretja
linija JCK][ skozi tocko P, nimamo ve¢ kaj dokazovati. V nasprotnem primeru
polozimo premico skozi tocki P in C. Ta seka stranico JAB[ v tocki K’, pri
cemer je K # K’ (slika 5). Daljice JAL[, 1BM][, JCK'[ so tri Cevine linije
s skupnim presec¢isCem. Za ustrezne odseke na stranicah torej velja zveza

AK’| |BL| |CM

1

K'B| |LC| |MA

Slika 4

Odtod 1n iz (1) dobimo
lAK”'; AK]

K'B|  |KB]

Absolutni vrednosti razmerij, v katerih delita tocki K oziroma K’ daljico
AB, sta torej enaki, ker pa sta obe toCki notranji delilni tocki, pomeni to tudi
enakost razmerij samih. Vemo, da delilno razmerje delilno toCko natanko
doloca, torej je K = K’, kar je protislovje. Primer, da bi pri izpolnjenem
pogoju (1) tretja linija ne Sla skozi preseciSCe prvih dveh, torej sploh ne more
nastopiti. |

Izrek je tako v celoti dokazan.

Uporaba Cevinega izreka je siroka. Z njim iahko na pamet ugotovimo, da

Slika 6



skozi isto tocko, obenem pa je tudi uspesno dokazovalno sredstvo v plani-
metriji, posebno v teoriji pedalnih trikotnikov.

Tu za njegovo ilustracijo poglejmo le neko zanimivo trikotnikovo tocCko,
o kateri govori Gergomnneov izrek (zgodnje 19. stoletje): Spojnice, ki veZejo
ogii§éa trikotnika z dotikalisci vcrtanega krvoga, gredo skozi isto tocko. To
tocko imenujemo Gergmmeowz tocka danega tmko’mika (Shka 6). Trditev pre-
prosto dokazemo. [ ° = | BL| in |CL| = |CM|, je

M| = 1MA| @ |KB§ ILC

odkoder sledi
BL

: Ic :

Stewartov izrek

Prvi ga je objavil leta 1746 Maclaurinov ucenec Matthew Stewart. Izrek
izraza dolzino Cevine linije s trikotnikovimi stranicami in z odsekoma, ki ju
linija uswarja na obravnavani stranici.

Oznacimo trikotnik kot na Shh /. Naj bosta m 1n n dolzini odsekov ]BLJ
in 1LC[ in a = |a], b = |b|, [, = |I,|. Imamo

I 4a =1 + n

gl sk hel T SRR S R B e 5 R o T R L e 1 R SRS A et B LR LA R T e e
Wi

.......

Shka 7 Slika &

Vektorja b in ¢ sta linearno neodvisna, torej lahko pisemo |
Ker tocka L lezi na premici skom B inC,jea+ =11 ker deli _BC vV raz-
merju m : n, velja g : f = m : n. Dobimo

1, = (mb + ne)/a

11 |
2 = (m2b2 + n2c? 4 2mnb . c)/a2
Po preoblikovanju _
aly? = [m(m + n)b2 + n(m + n)c2 — mn(b2 —2b . ¢ + c?)]/a =
= [mab? + nacz — mn(b — ¢)2]/a

sledi Stewartov izrek |
al,? = mb2 + nct — mna

9



Menelajev izrek

Potrebnost pogoja, ki nastopa v tem izreku, je uvidel ze Menelaj iz Alek-
sandrije, pravo bistvo izreka pa je izluscCil Carnot in ga uporabil za osnovo
v svoji teoriji transverzal. Oglejmo si preprost dokaz izreka, kot sledi iz naSe-
ga modela geometrije.

Naj bo ABC poljuben trikotnik in K, L, M toCke na nosilkah njegovih
stranic ]ABJ[, 1B(C[, 1CA], razlicne od oglisc. Menelajev 1zrek govori o potreb-
nem in zadostnem pogoju za to, da so toCke K, L, M kolinearne. Enega od
primerov, ki lahko nastopijo, prikazuje slika 8.

Oznacimo s x razmerje, v katerem deli toCka K usmerjeno daljico AB,
z ) razmerje, v katerem deli L daljico BC, in z u delilno razmerje, ki pripada
toCki M glede na CA. Ce si izberemo koordinatno izhodiSCe v oglis¢u A in
oznacimo posamezni toCki pripadajoCi krajevni vektor z ustrezno malo Crko,
imamo, ker je a = 0, |

kar da

o » k ®
1+ 2 % 142
Tocke K, L, M bodo kolinearne natanko takrat, ko bo vsota koeficientov

v tem razvoju vektorja 1 enaka 1. Torej

1 l—l—%+ Yl (1)1
14+4 % 142" -

odkoder sledi vsebina Menelajevega izreka.

xAu=—1

Iz izreka neposredno sledi, da poljubna premica v ravnini trikotnika bodisi
ne seka nobene izmed trikotnikovih stranic bodisi seka natanko dve, ker je
le tako lahko produkt ustreznih razmerij negativen. To pa ni niC¢ drugega kot
Paschev 1zrek. |

Za ilustracijo omenimo Se naslednjo trikotnikovo lastnost, ki sledi iz Me-
nelajevega izreka. Simetrale zunanjih trikotnikovih kotov sekajo nosilke tri-
kotnikovih stranic v treh kolinearnih tockah. Trditev lahko uvidi na pamet
bralec sam.

Na seminarju smo obravnavali tudi problem skladnosti in podobnosti v evklid-
ski ravnini. O tem bo v Obzorniku izsSel samostojen cClanek.
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Math. Subj. Class. (1981) 97 A 99

Clanek najprej opravi z didaktiko in z m potem pa poda itinerar skozi
tecaj matematike za prvi letnik srednjega 1mbrmwama kakmﬂ@ga predlaga novi
ucbenik. Vodi¢ skozi snov 3@ kar premica. Srecamo jo kot mmoZico realnih Stevil,
@@kmmh @mgfmf @dmnﬁmm na alini in na evklidski ravnini. Nazadm@
v koordinatnem zapisu, nas pospremi Se v analifi¢no geometrijo in v linearno pro-
; e, N u cClanek zaupno izda, kako je bil Ohmov zakon kriv, da so

- pmdﬂ@ v pm@p@giw je.

wsﬂyg the article deals shortly with dida@tmg and m@ﬂa@domgyg and then
describes t] he contents of mathen atics ﬁor the first class of “directed education”
(secondary ed ucation), as proposed by the new text-book. The guide through the
material is the stright Em@a We meet it as the set of real numbers, as a vector
space, as a subset of the affine and euclidean plane. Finally, it accompanies us to
analytic geon @fwy and linear programming. The article also discloses confiden-
tially that the Ohm’s law was regpenmbm for the appearence of groups in the first
chapter of the text-book.

Priznati moram, da j@ naslov mojega prispevka kolektivno delo, ustvarjeno
u za Solstvo. Sam se nerad spusSCam v diakﬁzimme pa tudi obvla-
. K ar po pmwa p@v@m dzda]ﬁik} km nauku in sistemu ne zaupam.
moram nadaljevati, moram
h koncev moram naj ti

S@ESE@ m je obletelo nas planet v povojnih desetletjih. Tudi
kK nam so privrsale, nismo zaos‘sa}ah Nekaj teh je zajelo ¥olstvo v gdoﬂ
druge spet so se lotile 1 predmetov. Delijo pa se te mirme % dvg
mﬁmm v manjso m v vecjo. Locnica m
ucitelja. ManjsSina gmdi solo na ucitelju, vecina postavlja SOE@ proti uuwhu
Sam pripadam mamgzm zato dovolite, da strnem nekaj njenih izhodiscC. Za
dmr@hem@ prosim, ker so mnaslovljena bolj na organe in telesa prosvetnih
oblasti kot pa na zbrano posluSalstvo. Najprej naj prisluhnejo prvemu:

DAJTE MLADINI ZADOVOLJNEGA IN SPOCITEGA UCITELJA.

In nelznorjenega

od takega, nepreobremenjenega
kako je z drugi-

zahtevall tudi strokovno neoporecnost in gorecnost.
mi predmeti, za matematiko velja:

UCI MATEMATIKO LE TAKO, KAKOR JO

RAZUME.

VSAKDO LAHKO




Zato so lahko vsi napori za visjo raven pouka usmerjeni le v boljSe uci-
teljevo razumevanje. Seveda lahko njihove ucinke pricakujemo Sele, ko je
izpolnjen prvi pogoj. Novi zakon o usmerjenem izobrazevanju za to ze ve,
V svojem 195. ¢lenu predpisuje najvisjo dovoljeno obremenitev. Zastavljena
zgornja meja, 23 ur na srednji, 11 na viscki soli, je se vedno strasna, toda
prvic je v naSih gradivih zapisana zgornja meja. Zase na primer vem, da je¢
ze 9 tedenskih ur predavanj na univerzi smrtna doza, ob 23 tedenskih urah
na srednji soli tudi ne moremo pricakovati ve¢ kot ponavljanje ze osvojene
(ali pa tudi ne) plosce. Dogovorimo se, da bomo zakon smiselno uporabljalj,
da bomo v predpisani zgornji meji nasli tudi mero za kakovost Sole:

Vecja ko je razlika med predpisano zgornjo mejo in resnicno obremenit-
vijo ucitelja, kvalitetnejsi utegne biii pouk.

Na tem sodilu bi moral temeljiti vsak smotrn razvojni nacrt za nase
Solstvo. Z njim bi lahko ocenjevali delo ravnateljev, Zavoda za Solstvo, izo-
brazevalnih skupnosti, strokovnih in druzbenih svetov, vseh pac, ki se tako
ali drugacCe ukvarjajo z usodo Solstva in izobrazbe.

Utegne biti, sem zapisal, ker gre za zunanje, oCitno samo potrebne pogoje,
ki jih terja prvo vodilo. Do zadostnih nas bo pripeljalo drugo, kako je ucitel]j
v stroki podkovan, kako je zanjo vnet. V razredu je ucitelj na milost in ne-
milost prepusCen svojemu znanju, nobenih didakticnih pravil ne more biti,
ki bi omogocala poucevanje tistih poglavij, ki jih ucitelj ni osvojil. Osvojil
pa pomeni veC kot razumel, se naucil, obvladal. Osvojil pomeni, da je znanje
v sebi tako prekuhal, da ga je sprejel za svoje, da ga rahlo razdaja neposred-
no iz samega sebe. Didakticni pripomocki — ucbenik, ravnatelj, mentor, sve-
tovalec Zavoda za Solstvo — so le pomagala, osnovnega poustvarjalnega na-
pora pa ucitelja ne more nihcCe razbremeniti. In tudi ucencu ne more noben
didakti¢ni trik nadomestiti tiste radosti ucenja, tistega notranjega zadovolj-
stva, zadosSCenja in navdusenja, s katerim ga lahko navda sodozivljanje po-
ustvarjanja.

O metodiki sem se dovolj razpisal Ze pred leti v Vzgoji in izobraZevanju,
takrat ko so bile v modi smernice. Naj ponovim, kakor je bilo v rokopisu,
brez stilistiCnega popravka:

Kaj pa metodika? Ali ni zato tu, da pomaga uciti tudi neukemu? Ali ni svoj
»kako« izbrusila tako umetelno, da je »kaj« Ze povsem nepotreben? Ali ni pre-
dolgotrpno pripravljati ucitelje, ki bi suvereno ravnali z ucCnimi pripomocki? Ali
niso cenejsi in preprostejsi pI‘lpOHlOCkl ki vodijo ucitelje? Od ure do ure: kje a,
kje b, kam z roko, kam z nogo, s kaksnim naglasom in z glavo sklonjeno kako.

Ne, tu se nase poti loéijo. Jaz se¢ bom s tako metodiko vse zivljenje tepel, vam
se bo otepala.

Naslednja rec, ki me v naslovu zbada, je pregled vsebin. Doslej je bila
v navadi ednina: vsebina in ne vsebine. Med ednino in mnozino zija globok
spoznavnoteorijski prepad. »Vsebina« govori o notranji povezanosti snovi,
»vsebine« jo razbijajo. Z vidika uprave in sluzb so seveda »vsebine« priroc-
nejsSe, dajo se odkljukati, zvenijo kot »vescinex.

Dosedanji pouk matematike na gimnazijah je v prvih dveh razredih Se
poznal dve vsebini, tekel je po dveh tirih, algebrskem in geometrijskem. Pred
novim ucbenikom je bila postavljena naloga: strniti matematiko prvih raz-
redov v eno samo, povezano vsebino. Zato bom besedo Se naprej uporabljal
v ednini.
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2

S@pf@davatem bodo na predlagano vscbino pogledali 1z razlicnih
zornih komv Moja naloga pa g@ skoznjo potegniti kako rdeco nit. Kaj
v ta namen primernejse, kakor je premical

Premico sreCamo in potem srecujemo v eni sami podobi, kot pmmi@@
realnih stevil* BR. Samo po sebi ni to ni¢ novega. Realna Stevila smo s1 ze prej
predstavljali s tockami na premici, v geometriji smo tudi hiteli k uvedbi
Stevil. V novem sozitju analize in geometrije opravimo to delo enkrat sam
krat. Z definicijo

D

szdn

R je poln urejen obseg

povemo O premici vse, kar potrebujemo o nje] v geometriji. N
dovol] poudariti, kako pomembna za ves nas tecCaj maf@emaﬂke je mtuitivna
@ﬁm@:u@ Poudariti pa moram, ker se bojda te] poti radi izognete.
m na postaje ob njej: geomeirijska slika racionalnih sStevil,
 racionalnimi tofkami, desetiska Stevilka, enkrat periodicna, drugic
Arhimedov izrek fi¢i za vsem skupaj. Predstava ¢ priblizkih, o na-
tancni zgornji meji mnozice realnih Stevil je osnova za vse analitiCne izreke,
za naivno uvajanje odvoda, plos€ine in integrala v drugem razredu. V novem
ucbeniku se ta poglavja ne locijo dosti od starega, so pa napisana in narisana
malce bolj vsiljivo; morda bo le kdo popustil in ta del povedal otrokom 71vo.
Ves cas, do zadnjega razdelka je geomewuska slika le intuitivni pripomocek,
v zadnjem razdelku pa odnose prevrzemo. Mnozico realnih Stevil imamo z de-
finicijo strogo zasnovano, z njo opredelimo premico in geometrijske odnose
na njej.

V cCetrtem poglavju se s premico posebej ne ukvarjamo. Omenimo pa ga
le, zaradi nekaterih pripomockov. Vse poglavje plava v intultivnih vodah,
dokler ne pristane ob trdmi skali, vektorskem prostoru. Za nazorno rabo
spre: E}ama vektorje na ravnini, dozivimo osnovne tri Opmﬂa@u@ ma, a + b,
a . b. Seznanimo se z bazo in z razseznostjo prostora. Na ravnini 1zber@my na
primer, bazo i, §, ki jo sestavljata pravokotna smerna vektorja

i— 1 i.j=0 j.ij=1 | (1)

Poljuben vektor r razvijemo po bazi, r = xi + yj. Vsoto in skalarni pro-

dukt dveh vektorjev izrazimo s koordinatami

r, T I, = @51 + x,)i + 671 + V,)] r,.r, = XX, + Y, (2)

Ravnino, to boste Se videli in slisali, definiramo po tej pripravi kot dvo-
razsezni realni afini prostor. Poljubnemu urejenemu paru tock (A4, B) na rav-
nini ustreza vektor AB iz dvorazseznega vektorskega prostora. Usmerjena
daljica AB, pravimo vcasih, je le predstavnik tega vektorja.
- Premico p skozi tocki A, B, A % B, definiramo kot mnozZico to¢k: T e p =
= AT kolinearen AB, ali
(3)

* Stevilske mnozice obicajno umaumo Z dvoputummg ¢rkami N, zZ, @, R, O
V ucbeniku so oznacene s polkrepkimi N, Z, @, R, €. Tiskarna 7al nima ustreznih

ZNaxov.




Vektor n je pravokoten na premico skozi tocki A in B, ¢e je n.AB = 0. Za
vsako tocko T e p je tedaj
n.AT =0 (4)

Tudi v nasprotni smeri bi §lo: naj bo n L AT. TocCka T, ki zadosca (4), lezi
na premici skozi A, B. Za dokaz razclenimo AT = sn + t AB, pomnozimo ska-
larno z n, zvemo s = 0 in (3).

Spotoma smo dokazali: dva ravninska vektorja sta pravokotna na tretjega na-
tanko takrat, ko sta linearno odvisna (kolinearna).

Za zgled pokazimo, drugace kot v ucbeniku, kako je s presecis¢em dveh premic.
Prva naj gre skozi tocki A, B, druga skozi C,D. Prvo premico zapisimo zZ enacbo
(3), drugo z normalno enacbo n.CT = 0. Vektor n je pravokoten na drugo premico,
n.CD — 0. Brz ko je T na obeh premicah, raz¢lenimo CT = AT — AC =t AB— AC
in skalarno pomnozimo z n. Tako dobimo enacbo za parameter ¢

(n.AB)t =n.AC

Dvoje je mogoce n.AB £ 0 ali n.AB —= 0. V prvem primeru ima enacba na-
tanko eno resitev, preseCisCe premic je natanko doloceno. V drugem primeru sta
AB in CD kohnearna premici, pravimo, sta vzporedni. Brz ko sta premici vzpored-
ni, moramo loditi n. AC # 0 in n.AC = 0. V prvem primeru premici nimata skup-
ne tocke, v drugem imata vse todke skupne.

Korak kasneje uvedemo vektorsko soredje na ravnini: Izberemo izhodiscCe
O. Tocki T priredimo krajevni vektor r = O7. ToCki A in B naj imata kra-
jevna vektorja a in b. Po Chaslesu je tedaj AB = OB — 0OA = b—a in prav
tako AT = r — a. Definiciji (3), (4) zapisemo tedaj kot enacbi premice, enkrat
parametricno
r=a + t(b—a) (5)
drugi¢ normalno

n.x—a) = (6)

V normalni enacbi radi izberemo za n smerni (normiran) vektor, vektor
z dolzino 1. Tako naj bo tudi poslej. Izraz n . A7 ima pomen za vsako tocCko
T na ravnini. Z njim razdelimo ravnino v tri mnozice: premico, Kjer je
n. AT = 0, in dva njena bregova, na pozitivhem je n. AT > 0, na negativnhem
n. AT <0. Bregova sta odprti polravnini. Predznak (natancneje reCeno signa-
tura) izraza n.AT pove, kako lezi T proti p, na njej ali na enem njenih
bregov. Absolutna vrednost izraza ima tudi lep pomen, z njo izmerimo raz-
daljo med 7' in p |
d(T, p) = n. AT| (7)

V zadnjem poglavju se lotimo premice z vsemi analitiCcnimi pripomocki.
Izberemo i1zhodisce koordinatnega soredja O in se vektorsko bazo i, j. Koordi-
nati vektorja r imenujmo x,y, koordinati vektorja n pa a,b. OznaCimo Se
n.a=c S koordinatami izrazimo 1n. AT =n.r—mn.a=ax + by—c. Nor-
malno enacbo premice zapisemo

ax +by—c=0 a2+b2=1 c¢c=0 (3)

e ]
——

¢ = 0 natanko takrat, ko gre premica skozi izhodisce, z zahtevo ¢ = 0 pa
poskrbimo, da zdrkne izhodiSCe s premice na negativni breg. EnacCbi bregov,
polravnin, sta pac

ax + by—c>0 ax + by —c <0 (9)
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pa ka§ l ravi 1Z posamezne tocke. V premem }
- gmf MNOZICo parov {x ﬂﬁm é,x }7} Eem
f natanko k m@gm @H&CE . v = f(x) ali

med funkcijo — ta je

Im Inostjo ﬂx} in enaCbo grafa v = f(x).
ina pa @Smja k )t prq Komur je ljubse, lahko recCe vsebine.

memo dve pmi‘mm n - no po HJEHH@EH preseciscu — analiticno

Slika 3 Slika 4

Shika 2

Vzamemo veC polravnin in vprasamo po njihovem preseku — obravnava-
Mgmm veg n@@nacb 7 dvema neznamkama Resitve tega sistema sestavljajo

1izboceni veckotnik.

Za levo stranjo normalne enacbe (8) lahko vidimo skrito linearno funkcijo
dveh neodvisnih spremenljivk

a je gmf f nkcu@ {H} ravnina. |

Mo do na stave O f unkcm 1 (11) dru Risemo nivojnice, na nivoj-
i ima ﬁm kcija stalno wenosé f(x,y) = K. N wmmgs linearne funkcije (11)

sestavljajo Sop vzporednih prem |

zimo Se, v kateri smeri funkcijska vrednost narasca.
i male n s koordinatama (a, b).

ax + by —c¢ =

/a na-




Bodimo $e bolj maturitetni. Sestavimo obe sliki in ze lahko zastavimo
vpraSanje: kaksSne vrednosti lahko zavzame funkcija (11) na izbranem vec-
kotniku. Iz slike kar lepo vidimo: vse med najmanjSo in najvecjo. Najmanjso
in najveCjo vrednost pa zavzame nekje na robu veckotnika, v ogliscu ali
vzdolz stranice.

Tako smo, povejmo odkrito, iznasli linearno programiranje. Pa nic¢ zato.

2

Vrnimo se v geometrijsko poglavje. Realna premica R nam mora odsluziti
Se eno tlako, pomagati nam mora pri merjenju lokov in kotov. V sinteticni
geometriji je merjenje kotov sitna reC, za njim tiCi preveC topologije. Zato
je boljsi zasukan vrstni red: najprej si pripravimo merilnik in racunalnik za
kote, potem se Sele lotimo merjenja kotov in racunanja z njimi.

Za pripravo potrebujemo locno mero, dolzino kroznega loka. To lahko,
naivno res, a vendar lepo definiramo, ¢e smo dovolj dobro pogledali v zgrad-
bo R. Zato Se enkrat opozarjam: minimizirajte program, kot hocCete, obsega R
ne izvrzite.

Ko vemo za locno dolzino, pripravimo kotomerno kroznico %, s polmerom
1, in nanjo preslikamo R. Preslikavo

R—>% (12)

zasnujemo takole: od zacetne toCke Qe X zacnemo meriti krozni lok, gremo
naokrog in na % preslikamo vse tocCke z intervala [0, 2x[. Nazorno si pred-
stavimo to z nitjo, ki jo navijamo na kroznico. Dodajmo Stevilo 25, ustrezna
tocka je spet Q. Potem pa nit R suCimo v eno 1 drugo stran, dokler ne pre-
slikamo vse premice R na %. Preslikava seveda ni injektivna. V toCko 0 se
preslikajo vsi celi veCkratniki Stevila 25. V sploSnem: v vsako tocko na kroz-
nici se preslika celo zaporedje Stevil, ki se eno od drugega loCijo za cel
veCkratnik 2.

Preslikavo (12) si lahko predoCimo se z drugo sliko: premico R v pravs-
njem razmerju raztegnemo, zvijemo Vv vijacnico, potem pa vijacnico proji-
ciramo na kroznico. Na tej sliki lepo vidimo vsa Stevila, ki leze nad 1sto tocko
kroznice. V topologiji pravimo, da je R krovni prostor za «.

Brz ko smo realna Stevila naselili na kotomerni kroznici, napravimo iz nje
Abelovo grupo. Elementom te grupe pravimo usmerjeni loki (ali kar usmer-
jeni koti). S toCkami na kotomerni kroznici raCunamo kot z realnimi Stevili
po modulu 25, Iz vsega zaporedja realnih Stevil, ki leze nad isto tocko koto-
merne Kkroznice (nad istim usmerjenim lokom), izberemo predstavnika, ki
lezi na intervalu —n, n]. Usmerjena kota sestejemo tako, da seStejemo njuna
predstavnika, od vsote pa odvrzemo tolikSen vecCkratnik 27, da ji najdemo
predstavnika na -, n]. Tako smo iz kotomerne kroznice napravili kotomerno
ali kar kotno grupo.

V ucbeniku tece beseda bolj pocasi, da se delo z usmerjenimi koti dobro usede.
V bistvu pa gre le za kotno grupo, ki jo lahko, Ce hocete, zapiSemo kot faktorsko
grupo R/Z 2.
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pnmﬂ}eno kotomerno kroznico se lotimo k@m‘v Vv onem pomenu be-

dimo urejeni par krakov (p, q), zapiSemo ga kot usmerjeni

: vrha @m mmu kotomerno kroznico. Zasucemo jo tako, da
kom p secCe v tocki 0. Tocka, v kateri sece kmzm@ krak g, je m

Kot pg je lahko Gznwsn ali negativen. Tudi je na dlani, k:

7a k@éﬁ pq ]
S@Swﬁ kota in gr.

gzb@ESMO smerni

Y|—€. i (E‘%}

Ker sta e in f smerna vektorja, je e.f projekcija enega na drugega, na

imer f na e.

Kaj pa v nasprotni smeri? Stevilo e.

naspmmmm s1 kotoma. |

Za predpisom (13) je skrita preslikava % — R. Taki preslikavi iz L v R
k@fm@ mmgcua Grafl kotne funkcije narisemo na premem produktu

nénem valju. Za zgled naj bo graf funkcije

i kota ne dolocCa natanko, isto stevilo

cos: X—~R  cos:gpl—e.l (14)

V drugem razredu bomo pokazali, da je ta graf presek valja z ravning,

elipsa torej.

Dokaz ni p V ravnini kotomerne kroinice izberimo pravokotno
bam e e. ?rm ‘vekmf naj kaze iz sredisc¢a kroznice proti tocki 0 na kroinici, drugi
Na osi valja izberimo smerni vektor k.

mei 10 kot ¢ s krakoma v smeri Vekmm ev e f. Vektor f razd@mm@
' m brz izracunamo ¢ =e.f ' funkcije @l Jm>- e.I, k

m f, ima mdaj krajevni vektor r =f + ck e + c'e’ + ck
vekmr do poljubne toCke na grafu lezi na ravnini, ki j
V@kmﬂa e + k in . Dokaz je koncan.

Slika 5

Kotno funkcijo lahko »razvijemo«, njenc definicijsko obmocje razSirimo
R. Stevilo xe R lezi nad natanko doloCenim ¢ e %. Vrednosti x priredimo
w*ednsfﬁ funkcije v o |

f(x) = flg)

Stevila, ki leze nad istim ¢, se drugo od drugega locijo za cel veCkratnik
stevila 27, zato

72 = f(x + 2nm) = f(x)
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Funkcija f: R — R, ki smo jo razvili iz kotne funkcije, je periodi¢na funk-
cija s periodo 25. Taka je v posebnem primeru tudi

cos: R —H COS: X |- COS X

Skoraj vseh poglavij smo se dotaknili, razen prvega. Prvo poglavje ima
svojo zgodbo. Dolgo sem se upiral tako natanCnemu uvodu, nazadnje so me
premagali fiziki. Cimpre] so hoteli na jedilniku preproste enacbe, kakrsne pri-
nese Ohmov zakon - |
IR =U (14)

V njem Ze nastopa dvocClena operacija. Upor R ima obratno koli¢ino, pre-
vodnost Z, da je RZ = 1. Pomnozimo (14) z Z

UR)Z = UZ

pa bi radi Se asociativnost, da bo I(RZ) = UZ in nazadnje I = UZ. Ob reSeva-
nju preprostih fizikalnih enacb se sreamo z vso orozarno grupnih aksiomov.
Pa je beseda dala besedo in je nastalo poglavje, kakrsno je. Osnovna vescina,
ki si jo je edino vredno zapomniti v dobrobit in za uporabo, pa ostane Se
vedno, kako iz IR = U potegniti /. Metodika pozna v ta namen Se druge
znanosti.

Sklepno besedo po vsej pravici zasluzi geometrija. Obravnava, naslonjena
na vektorje, pospesi potovanje skozi uporabne dele geometrije, geometrijo
naravno poveze z drugimi vejami matematike, ni pa »kraljevska pot« v geo-
metrijo. So pa¢ v geometriji naloge, ki se dajo lepo ugnati na en nacin, in
naloge, ki gredo lepse na drugega. In se se najdejo tretje, lotimo se jih tako
ali drugace, Ce v zaCetku zgresimo sivankino uho, ne pridemo skozi. Program
za prvi razred se je takim zankam previdno izognil. Zato pa se tudi ne od-
povedujemo sintetiCni poti v geometrijo povsod 1n za vselej. V visjih razredih
gimnazije, ¢e se smem tako izraziti, bo matematiki dodeljeno, Ce se ne motim,
Se nekaj ur za posebna poglavja. Med njimi bi morali na prvo mesto postaviti
prav geometrijo s sinteticnim — Hilbertovim — uvodom in z nalogami, ob
katerih se tako mikavno krese in iskri matemati¢ni bistrc mladih rodov.

Za konec, da bo tudi didakticno-metodi¢ni okvir sklenjen, razdrimo Se
zadnje nacelo

VSAKDO OBVLADA MATEMATIKO TAKO IN TOLIKO, KAKOR IN KOLIKOR SE JE SAM
NAUCI.

To velja tudi za ucenca: Ce se sam ne uci, mu noben ucitelj ne more
pomagati. V metodi¢no-didakti¢no-politicCnem jeziku izrazamo to nacelo Se
vedno v zelelniku-velelniku: ucenec naj postane subjekt ucenja (po slovensko

bi rekli: uenec naj se vendar ze zaCne uciti). S to isto Zeljo sem dal ucbeniku,
preden ga je prosvetna oblast oblekla v uniformo, delovni naslov:

MATEMATIKA ZA SREDNJESOLCE
Prvo berilo:
Osnovne strukture

18



Obzornik m

n mathematics, also re gard

V prejsnjih Casih so si mnogi matematiki prizadevali, da bi dali SVOJi
b@ﬁj enoino 0d@b0 Zacetna, 1zkustvena mammaﬁéna Sp@Zﬁ&Hj&
m sklepanjem in tako prisli do prvih mate-
m pa so Zelell dati skupen temel].
i@m@h SO pnagwq ci imeli naravno stevilo. SO
la npr. stranice in dmg@naﬁ@ istega kvadrata ni mogoce h
mmzm z naravnima $teviloma pri skupni dolZinski enoti. j@ bilo ﬁ:@a
za dolga @mkma strogo E@cmfau med klasi¢nima igdpﬁna ma, aritmetiko in
0. Do popolne aritmetizacije geometrije je prislo S@E@ v prejsnjem
gmﬂﬁm k@ se }@ @gmmm Hamn@ﬂ@ aritmeticno dsummfﬁ mama stevila, n
katerih ometrija. Po drugi SH’&E’H pa se je nato izkazalo, da
mamﬁga Smmm preozek za izpeljavo stevilnih nastajajoCih m
pmm@v in teorij. sele mnogo splosnejsi pojem mnozice daje enotno
dobno matematiko.
Na temelju mnozic razvija matem po aksiom
mdﬁ L@ to w @znah yAS Smm y@mdaz‘ unaw daﬁmg mgageu
Za Grke so bili aksiomi razvidne resnice, ki ‘WE jajo za
naprej - nmank u osnovine pojme teorije. V 19. stoletju pa so
ai@mamh ze pméagak naj v m@nﬁh ne @pmddw}@m@ @SH@VH‘Eh p@ﬁﬁ@y

znanosti ¢in

morali

Tako jb dan% osnova i@@m@ abstrakina mnozica; narava
ith elementov ni dolocena. Med elemente vpeljemo OHOS@ {Edam }@} ali
operacije, za katere naj veljajo izbrane predposfavke — aksiomi. Pravimo, da
smo s tem v mnozico vpeljali doloCeno matematicno gzmkmm
Ista struktura je lahko uresniCena v zelo razlicnih konkretnih
modelith. Modeli za grupo so npr. mnozice Stevil (celil
sestevanje, mnozica od nic razlicnih racionalnih Stevil za mnozenje Hd pa
tudi razne mnoZice bijektivnih preslikav (npr. gibanj v ravnini). Vektorski
prostor sestavljajo tako usmerjene daljice ali pa translacije v ravnini, kakor
tudi vse zvezne (ali vse mé@@mbﬂn@} rmm@ mnkcuﬁ nad zaprtim intervalom.
Dokazovanje 1zrekov je v matem d tega, kaj si predstavl] Ja-
mo pod elementi osnovne mnozice. Zato je seveda najbolj ekonomicno iz-

primerih
mdenaﬁénih ..) Za




peljati ugotovitve najprej v okviru strukture in jih nato uporabiti v vseh
posameznih primerih. Ta nacin dela pomaga tudi ucCencu k boljSemu pre-
gledu nad matematiko: za vsak izrek bo zdaj jasneje videl, na Cem temelji.
Tako na primer ne bo izvajal enakosti (ab)—! = b—'a—! posebej za mnozenje
Stevil in posebe] za komponiranje preslikav, ampak bo vedel, da izhaja ze
1z aksiomov za grupo.

2. Primeri struktur

Mnozica realnih Stevil R je z dvomestno relacijo < popolno (linearno)
urejena. Sploh pa v primeru poljubne mnozice &7 in v njej] dvomestne relacije
R pravimo, da je R popolna (linearna) urejenost, ce je:

1. antisimetricna: Ce je aRb in bRa, je a =b;

2. tranzitivna: Ce je aRb in bRc, je aRc;

3. popolnoma sovisna: za poljubna a, b e &/ je aRb ali bRa;

4. refleksivna: za poljuben ae .o/ je aRa.

Ker refleksivnost logicno izhaja iz popolne sovisnosti (v toCki 3 je treba
vzetl a = b), so zahteve 1, 2, 3 sistem aksiomov za popolno urejenost. Pravimo
tudi, da ti aksiomi doloCajo strukturo popolne urejenosti v mnozici & .

Poljubni relaciji R v kaksni mnozict & priredimo njen graf ®, ki je mno-
zlca vseh tistih urejenih parov (a, b) iz kartezijskega produkta &/2 = of X &,
za katere je aRb. Tako je npr. graf relacije < v R unija simetrale lihih
kvadrantov in njenega levega brega v R2. Na grafu vsake popolne urejenosti
se lepo odrazajo navedeni aksiomi 1, 2, 3. Da bi to videli, priredimo najprej
poljubni relaciji R v mnozici &/ Se tile mnozici: R~ = {(a, b); bRa}, R<R =
= {(a,c); (3b) (aRb N bRc)}. Naj bo F = {(a,a); aes/}. (Glej tudi [4], str.
69—72.) Izkaze se, da so zgornji aksiomi logi¢no ekvivalentni naslednjim, ki
se 1zrazajo z R, R™1, RoR 1n 7:

1. RNR 1< F 2% RoR R 3x RURl = of?

Sklepamo namreC: Ce je (a,b) e RN R, je aRb in bRa, torej zaradi anti-
simetrije a = b in s tem (q, b) e 7. Tako iz 1 izhaja 1*. Pa tudi obratno velja.
Ce je aRb in bRa, je (a,b) e R in (a, b) e R in po 1* je (a, b) e F# oziroma a = b.
— Podobno se prepricamo o drugih dveh ekvivalencah.

Pogosto enacCimo relacije z njihovimi grafi. Potem lahko definiramo popol-
no urejenost v mnozici & kot podmnozico R < 2 — In s tem element
R eP(Af?) — z lastnostmi 1%, 2%, 3*, V sploSnem seveda R e ?(o/%) s temi
lastnostmi ni enolicno doloc¢en. Tako imamo v koncni mnozici &/ zZ n elementi
kar n! razli¢nih popolnih urejenosti, kolikor je pac razporedb n elementov.
— Strukturo linearne urejenosti v kaksni mnozici &/ torej] doloca poljuben
element R e?(F?) 7 lastnostmi 1%, 2%, 3%,

Ustavimo se kratko Se pri grupi kot primeru algebrske strukture. V nje;j
imamo dvocleno operacijo, ki vsakemu paru (a, b) eg? priredi kompozitum
a° beg; enocCleno operacijo, ki poljubnemu a € ¢ priredi inverzni element a—;
niccleno operacijo, ki pribije enoto ee4. Te operacije so preslikave ¢2 — g,
¢l 5 ¢, ¢0 ¢ Poljubno preslikavo f: &/ -3 pa radi enaimo z njenim gra-
fom, ki je podmnozica v &/ X 3. Navedene operacije so tedaj podmnozice
Vgxe=ag el xg=¢g2 ¢0 x g=¢, EnoClena operacija je — kot podmno-
Zica v ¢2 — primer dvomestne relacije v ¢. Podobno je dvoclena (oziroma
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ni¢¢lena) operacija prim
grupi 1mamo ftore] opravka z operacijami kot relacijami poseb
S@V@da zadoscajo grupnim aksiomom.
Sploh se dajo vse matematicne strukture mmzm S pojt
najprej lepo vidimo pri gzmﬁicmm% urejenosti. Mednje sp popolna ure-
jenost (glej zgoraj), delna urejenost {mﬂekswnaﬁ anhm@%mcna in tranzitivna
relacija), stroga popolna urejenost, stroga delna urejenost... Tu L gre za dvo-
mestine relacije, ki so vsdq tranzitivine In s mm umgaw Ommma
razvrscajo elemente v mnozici. — Algebrske strukture: grupa, kolob
vektorski prostor... ten dm o vse na operacijah, ki so posebni prim
cij. — Omeniti je U’@ba Se ZOpOfOS?C@ gz‘mszzw”e med kaﬁ@mm@ ogmdnjc
mesto EOp@]&@S ki prostor (gE@ ] [6], str. 54). Tu 1m predvsem relacije med
podmnozicami 0SnNovne mnozice
Navedene tri vrste struktur, urq@n@ﬁn@ aﬁg@mk@ in topoloske, so v m
tematiki temel] jne, sa j lahko i1z njih izp druge, bolj zapletene struk
ture. Le-te dobimo s kombiniranjem temehmh vrst Swukﬁur v mm MNoZICl,
prl cemef se morajo mzh@n@ strukture med S@O} primn klad
Primer takega sestavljanja struktur imamo pri urejenem V 1st1
mnozici % imamo strukturo kolobarja in popolne urejenosti (<), ki sm
seboj u gbsgm z aksiomoma: za vsak ce¥ velja: a< b =a+c ﬁ b + C;
Od tod je le korak do kolobarja h Stevil,

a<b)y NO<Lc) = ac < be. —
ki je po definiciji najmanjsi urejen kolobar. Podobno sestavljajo racionalna
poln urejen obseg. (Glej [21,

Stevila najmanjsi urejen obseg, realna Stevila pa
str. 41, 59, 72.) Ta vpeljava stevil na p@iagi struktur je zelo naravna, Sa} se
nagmma na um}enosi stevil in na osnovne racunske zakone, Kk
s stevili najpomembnejse.

relacije.

naj obstaja bijektivna regﬁkaw; f:
Koy Oéni} o/ naj bo ﬂz}
M n&@ b@ dama kaksna Sﬁruk’@um mmdu na ( @E@@@m re-
o/ na j o ﬁc’ R’ y’ namnko tedaj, ko Ry. Ni tezko - eti, da 1m
zaradi te d@ﬁm@ue E‘damga R v of' iste E_agﬁmogn k@% mmmga

SO strukturo, ki }@ - dana v .

j@

er je R amisametm@@
tedaj x =y 1n s nx =y. | m‘@ j je tudi R ﬁﬁSHﬂ@@ﬂé@na — P
prepricamo $e o fzrnzmvnosﬁ in popoim Sm*isnogﬁ relacije R’.
Ce obstaja bijektivna preslikava f med of iIn o ter je v &f
definirana dvodllena operacija, p of” z zahtevo: f(x)°f(y) =
= f(x°vy). Ce imamo v &7 enoto e, pmg%ammo f(e) za enoto v &', prehod k in-
verznemu elementu pa prenesemo iz &/ v &/’ z zahtevo: {ﬂxﬂwl = f(x1). —
Enaka algebrska struktura kakor v &/ (npr. grupa) je s tem definirana tudi
v/’ (Saj je npr.: f(x)o f(e) = f(xee) = f(x); itd.)
Kadar sta dve mnozicl &7 in «&¢" enako mocni, lahko na tak nacin prenesemo
z bijektivno preslikavo poljubno strukturo iz o/ v o/’. Ce gledamo elemente
iz MV km vmmk@ @E@memov iz of, je prenesena struktura v .7’ namngem
netek prvotne strukture v of. — Taksni strukturi v dveh mnozicah of in




&', da je ena posnetek druge po neki bijektivni preslikavi f: of —.o/’, imenu-
jemo izomorfni; sama preslikava f je izomorfizem. OCitno gre tu za posplosi-
tev pojma izomorfizma iz algebre.

Primer. V kon¢ni mnozici &/ z n elementi imamo »n! razlicnih struktur po-
polne urejenosti, ki pa so vse med seboj izomorfne. Poljubni dve popolni
urejenosti namre¢ doloc¢ata dve razporedbi mnozZice o/, med katerima pa vse-
le] posreduje bijektivna preslikava mnozice o/ nase.

Tu smo imeli izomorfizem med strukturami v isti mnozici (torej & = .7’).
Seveda pa sploh ni nujno, da sta dve strukturi iste vrste in v isti mnozici
tudi izomorfni. Tako se npr. izkaze, da naslednji grupi s stirimi elementi
(glej [2], str. 23) nista izomor{ni:

e, ab,c e, ab,c
e | e,a,b,c c | e, a,b,c
a | ab,c,e a | a, e cb
b | b,cea b | b,c,e,a
c | ¢c,e,ab c | ¢,b,a,e

V drugi grupi, Kleinovem cetverCku, je kvadrat vsakega elementa enak e,
medtem ko ima prva grupa, cikliéni Cetverdek, element a z redom 4 (Sele
a* = ¢). Ze po tem vidimo, da sta grupni strukturi bistveno razli¢ni in tako
med njima ne more obstajati izomorfizem. — Izkaze pa se, da je poljubna
orupa s Stirimi elementi izomorfna eni od obeh navedenih grup.

Struktura grupe ima veliko bistveno razlicnih, to je neizomorfnih mode-
lov: poleg koncnih Se najrazlicnejSe neskoncne, npr. grupe Stevil, bijektivnih
preslikav ... — Vektorska prostora razlicnih koncnih razseznosti nista izo-
morina, noben koncnorazsezen vektorski prostor pa ni izomorfen neskoncno-
razseznemu (kakrSen je npr. prostor zveznih funkcij nad zaprtim intervalom).
Sploh ima neizomorfne modele vecCina struktur v danasnji matematiki.

Za kaksSno strukturo pa se izkaze, da velja naslednje. Ce imamo v dveh
mnozicah o/ in /' kakrSnakoli primerka te strukture, sta ta dva nujno izo-
morfna (in s tem mnozici </ in &/’ enako mocni). Struktura, ki ima to lastnost,
se imenuje univalentna, v nasprotnem primeru je multivalentna.

Prej omenjene strukture, ki imajo neizomorfne modele, so torej multi-
valentne. Za univalentno strukturo pa se izkaze poln urejen obseg. Ta je do
izomorfizma en sam; pravimo mu obseg realnih stevil. Tudi vektorski prostor
nad R z izbrano razseznostjo n je univalenten. Vektorjem iz n-razseinega
prostora namreC lahko priredimo pri izbrani bazi stolpce koordinat, ki so
n-terke realnih Stevil. Le-te sestavljajo svoj vektorski prostor, operacije z nji-
mi pa ustrezajo operacijam s prvotnimi vektorji (glej [2], str. 92). Tako so vsi
n-razsezni vektorski prostori nad R izomorini prostoru n-terk realnih Stevil.

4. Strukture v geometriji

Obravnava premice temelji v [2] na obsegu realnih Stevil, ravnina pa je
vpeljana s strukturo evklidske ravnine, ki se naslanja na dvorazsezni evklidski
vektorski prostor (str. 102). Tu je poleg toCke in ravnine tudi vektor nedefi-
niran pojem, medtem ko je premica definirana na pedlagl tock in vektorjev

(str. 103).
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ukturi evklidske
im 1n m‘vnma ki
kolikor se
Ce v f@@j ravnini vpeljemo vektorje kot
ﬁmh damg d@m:w dvmam@zm eﬂ«ghgm V@kéﬁi@ﬁ

Tudi pri sintetiCni obravnavi geom
mmmg @deﬁmmm @ﬁm SO Vv tem

be strukturi evklidske ravnin e, v [2] in
Zgnzm v tem

ekvivalentni. T
nacina.

struktura natancCen posnetek druge, ekvivalenini strukturi pa
odvisni v logi¢nem smislu, po obliki pa sta lahko zelo razli¢ni.
pﬂm@r gkmmmm g’imm iy gm @pama um;g 03‘& (<) in %mn

mmﬂncn@gm fgmmznwn%m in @p@m@ S@WSHOSB za < %Emmrmn@%
tranzitivnost in sovisnost za < 0 relacijo |

< b < {@ < D) v (a = b), Eagﬂi 10511 a} EJ iz lastnosti za <<.
M j@ na sﬂ” MZ navedena f& 1di struktura afmﬁ

- v [/]. Tam
mva mo E@ o nje.

mm@ﬁm@m g@@m@ww se izbira akgmmmf nagﬁiama na @pamvam@
obijektov. Cim m@ j1-d d mm }@ je tu izpeljan brez uporabe realnih vaﬂ

mo re ai gfﬁwﬂa ze v zalCetku, hkrati
hko kar najved u uporabljamo aﬁg@brgke me-
} O vanmf& Vektorski pristop, kakrsen
pregledno povezavo osnov geometrije z analiti¢no

11} pmsm rom. T
zelo 1

Théorie des ensembles, Hermann 1964.
, Matematika 1, Lj um . m’m ma‘*ma zaE@z ba S
Nicolas B @m%ﬁm Obzornik mat. fiz. 7 (1960)
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Obzornik mat. fiz. 28 (1981) 1

IZIDOR HAFNER

AMS Subj. Class. (1980) 03 B 10

V Clanku obravnavamo jezik prvega reda z enakostjo s primeri za pouk v sred-
njih solah.

The first order-language is considered in the article. Applications for secondary
school are given.

Jezik prvega reda z enakostjo

1. Jeziki prvega reda nam rabijo za formalizacijo matematicnih teorij, npr.
teorije obsegov. Vendar pa izrazna moc teh jezikov omogoca formalizacijo le
dela teorije, t.i. elementarnega dela, celotno teorijo pa lahko ponavadi opiSe-
mo v jeziku drugega reda. Za natancnejSi opis jezikov prvega reda glej [3]
in [4].

Jezik prvega reda je dolocen s spiskom osnovnih znakov, ki sestoji iz:

individualnih konstant (v elementarni teoriji urejenih obsegov (UQ) sta
to znaka 0 in 1);

individualnih spremenljivk (v UO bomo uporabljali a, b, ¢, d, x, x,, x,, ...);

znakov za relacije (<<, =);

znakov povezave (=, 1, V, A, <);

kvantifikatorjev V, 3 ter

locil (, ) in vejice.

Definicije terma, formule, vezane in proste spremenljivke ter okrajsav naj-
demo v [3].

- Uporabljali bomo Se x, v, z in w kot sintaktiCne spremenljivke za zaznameo-
vanje individualnih spremenljivk;

f in g za zaznamovanje funkcijskih znakov;

p In q za zaznamovanje predikatnih (relacijskih) znakov;

e za zaznamovanje individualnih konstant;

A, B za formule ter

a, b, ¢ in d za zaznamovanje termov.

Po potrebi bomo dodali sintaktiCnim spremenljivkam Se indekse.

Izraz b,[a] bomo uporabljall za oznacCevanje terma, ki ga dobimo iz terma
b, Ce vsako nastopanje spremenljivke x zamenjamo s termom a; izraz A,fa]
bo oznaceval formulo, ki jo dobimo z vstavo terma a na mesto vsakega pro-
stega nastopanja spremenljivke x v formuli A.

Rekli bomo, da je term a vstavljiv za x v A, Ce za vsako spremenljivko vy,
ki nastopa v a, velja, da noben del formule A oblike VyB (ali JyB) ne vse-
buje prostega nastopanja spremenljivke x v A. Te oznake razsirimo tudi za
primer vecjega Stevila spremenljivk. Tako bo izraz b,,, ..., 4, [a,, ..., @3] 0zna-
ceval term, ki ga dobimo iz b, Ce zamenjamo vsa nastopanja spremenljivk
X, X,, ..., Xy S termi a,, ..., a,. Kadarkoli bo nastopal izraz A, , ..., 4 [a,, ...
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a,|, bodo izrazi A, x <1, Ay, ..., @, Omejeni na primer, ko je a; vstavljiv
zax; VAzai=1, 2 n. Spremenljivke x, ..., x, bodo vedno zaznamovale
razlicne individualne spremenljivke. Vc¢asih jih bomo izpustili kot indeks v iz-
a,], e le-ta ne bo pomemben.

Xl $ & & ey Xﬂ 55,. j_ 7 ®

2. Naslednji korak pri formalizaciji pa je dolocCitev logi¢nih aksiom oV in
pravil sklepanja. Ker smo to v zadostni meri obravnavali v [1], se tu
le na tista, ki so v zvezl z @ﬂ&kosuo Kot je Ze znano, izraz »|4 A« berem
»formula A je dokazljiva v teoriji T

Aksiom identitete je tormula oblike x = x. Aksiom enakosti je formula
oblike

ali pa oblike

(stmetricnost)
(tranzitivnost)

ter bolj splosno pravilo enakosti:

_. term, ki ga dobimo iz terma b tako, da zamenjamo nekaj na-
stopanj termov a,, ..., a,, ki niso v podrocju kvanitifikatorjev, s termi a,’, ...,
/ bo formula A" dobljena iz formule A na podoben nacin. Ce velja

a,’, in naj
—a/’, ... |—a, = a), potem velja |—b

Naj bo 1

b
S —l-

Posledica 1: |—a
Posledica 2: |—a

Vidimo torej, da sta recimo pri stevilskih enacbah »mnozenje z leve oziroma
desne« Cisto Eogiéna koraka: posledica aksioma enakosti za funkcijo, ki dvema
Steviloma priredi mdukfﬁ

Ce velj ja —a X=a,.X1In |[—Xx.a, =X.a,.
mawmatmm E@gﬂq sta >>1d€m}cn05*w in »enakost« sinonim
pa ne V@ha za slovensko verzijo nove matematike. Ce namrec velja

m {XX XXX} =5

X =% X (M X = x), ker eno 1me oznacuje vec recl.

m velja X = x 1n

. Izrek, podoben pravilu enakosti, je pravilo ekvivalence:

Predpostavimo, da smo formz/d@ A" dobili 17 formufe
nekaterih nastopanj formul B B, s formulam: B

A z zamenjavo
B,. Ce velja

potem velja

pravil, ki

To pravilo je Se posebej vazno pri uporabi definicij. Od izvedenih
1ih najpogosteje uporabljamo, je pravilo vstave (zamenjave):
dobili z vstavo iz formule A ie A" oblike A

B/

, potem velja |—A’.

Pravimo, da smo A
a,]. Ce velja |—A




Tako z vstavo v formulo a + 0 = a dobimo 0 4+ 0 = 0. Tu smo vstavili 0 na
mesto spremenljivke a (to dejstvo bomo zapisovali z 0/a). V dokazovanju
obiCajno ne navajamo natancno, za katero vstavo gre, saj naj bi bilo to raz-
vidno iz obeh formul A in A’.

Razsiritev teorije z definicijami

Za vsako matematicno teorijo so znacilni tisti aksiomi, ki dolocCajo lastno-
sti te teorije, zato jih imenujemo lastni aksiomi te teorije. Te moramo razli-
kovati od aksiomov logike.

Oglejmo si zdaj problem uvajanja novega predikatnega ali funkcijskega
znaka v teorijo. Recimo, da Zelimo vpeljati znak < v teorijo urejenih obse-
ogov. To lahko naredimo tako, da se dogovorimo, da je a < b okrajsava za
a<b v a=Db. Seveda pa tedaj < ni predikatni simbol in izrazi, v katerih

PrE——
e ———

nastopa, so le okrajSave za formule, v katerth < ne nastopa.
Bolj sprejemljiva resitev pa je ta, da tvorimo razSiritev teorije UO tako,
da dodamo nov aksiom
XS Y X<YyVIE=Y

Oglejmo si splosno situacijo. Imejmo neko teorijo T, razlicne spremenljivke
X, ... Xy in formulo D, v kateri nobena spremenljivka razen x,, ..., X, ne
nastopa prosto. Potem tvorimo novo teorijo T’ tako, da dodamo k T novi
n-mestni predikatni simbol p in nov lastni aksiom

pxl.,.xn-wD

ki ga imenujemo definicijski aksiom za p.
Opisimo sedaj Se splosno situacijo za uvedbo funkcijskega znaka ali in-
dividualne konstante. Imejmo teorijo T, razli¢ne spremenljivke x,, ..., X,, V¥,
’ , v kateri ne nastopa prosto nobena spremenljivka razen

y' ter formulo D
X s o oy XDJ ya Imejmo ée

1’

& dy D (1)
FDAD[Y]=>y=Y ( 2)

Potem tvorimo teorijo T" iz T tako, da dodamo nov n-mestni funkcijski znak
f nov lastni aksiom
V=X ..., =D

ki ga imenujemo definicijski aksiom za znak f. Trditev (1) imenujemo eksi-
stenc¢ni pogoj in trditev (2) pogoj enolicnosii za znak f. EksistenCni pogoj
zahteva, da ima funkcija vrednost pri vsakem izboru argumentov. Pogoj]
o enolicnosti pa dopusca najveC eno funkcijsko vrednost.

Izrek, da obe vrsti definicij ne prispevata niC ,bistveno novega‘, preberi
v [4]. |

V posebnem primeru je D kar formula y = a, kjer je a term, v katerem
nastopajo le spremenljivke x., ..., x,. Eksistencni pogoj dy (v = a) sledi iz
a = a, pogoj enolicnosti

y=aNAy =a=y=Y

pa 1z lastnosti enakosti. V tem primeru funkcijskega znaka ne vpeljemo
z ekvivalenco vy = fx, ...x, <+ v = a, temvecC z identiteto fx, ...x, = a.
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Primer: V teoriji mnoZic je e osnovni simbol. Ce Zelimo vpeljati funkcijo

P r z definicijo
2=Pr{x,y) eVuuezsu=xvu=y)

moramo pre] dokazati naslednii formuli

dzVu(ezsu=x v u

|
S
R
-

2
Nt

Vu(ezesu=xvu=2WAVuuedsu=xvu=y)=2=272 (4

ogoj (3) je kar aksiom o paru. Iz hipotez v (4) sledi Vu (ue z <=
po aksiomu ekstenzionalnosti {4]. Zapomnimo s1, da
r(x,y)« in da je

Eksistencni p
< uez), nato pa 7 = 7’
je »{x, y}« okrajsava za »P

Prix,v) =

zati.
objektu

Pr(y,x) oziroma {x,y} = {y,x}

izrek, ki ga je treba doka
Funkcijo, ki poljubnemu
edini element, definiramo

Sgx) = Pr(x,x) (= {x,x})

in tu ni treba nicCesar dokazovati (»{x}« je okrajsava za
niramo »urejen par«

Up(x,y) = Pr(Sg(x), Pr(x,y)) (= {{x},{x,v}})

(namesto »Up(x, v)« pisSemo obicCajno »(x, y)«).

priredi mnoZico, ki ima to reC za svo]

»Sg(x)«). Nato defi-

mi teorije obsegov:

1. Naslednje formule (identitete) so

(a+b)+c=a-+ (b + ¢c)
a-+0=a

(wa)+am0

m by.c=a.(b.c)
aaﬁwﬁ
a=0=4b0((b.a=1)
a.b=>0.a

a.b +c¢c)=1(@a.b)+ (a.c)

2. Dogovorimo se, da bomo namesto »x . y« plsah »xy« i in da bomo opuscali
oidepaje glede na obiCajni prednosini red 0peracu Ker so formaim dokazi
mmkov doigi se dogovonmo da izpeljave »iz a = Db sledi b = a« ne bomo
& : da bom i goge upombh ah pravila.

tako, da bomo privzeli formule A, ..., A, kot hipoteze in jih bomo v dokazu

omenili kot HP(n). Dokaz formule B lahko tolmac¢imo kot implikacijo

B o




kjer je vsaka formula B; (ter B) logi¢na posledica formul A, ..., A, B

oo
B,_; ter ze dokazanih izrekov.

3. Nekaj izrekov teorije obsegov.

011. a + (—a) =0 104, 03]

Oglati oklepaj nasteva formule, katerih logiCna posledica je dana vrstica,
v tem primeru formul

a+(—a) =(—a) +a ter (—a)+a=0

012. x+a=x"4+a = x =%

DK HP (1) =

2) x+a)+ (—a) = +a + (—a) [(1)]

3) x+@+ (—a) =x + (a+ (—a)) (2), 01]

4) x+0=x"+0 (3), 011
X=X (4), 02]

03. x+a=bAx +a=b=>x=x [012]

DK

(1) b+0=25 02]

2) b+ ({(—a) +a)=> [(1), 03]

3) b+ (—a)+a="D> (2), 01]
Ix(x + a = b) (3)]

Sedaj lahko vpeljemo definicijo
Dl x=b—a=x+a=2">

Izreka 013 in 014 sta pogoj enoliCnosti in cksistencni pogoj za znak »—«.
015 x=b—a = x = b + (—a)

DK HP (1) -
2) x+a=25 (1), DI]
3) x+a)+(—a)=>b+ (—a) [(2)]
4) x+@+(—a)=>b+ (—a (3), 01]
5) x+0=>0+ (—a) (4), 011]
X =b+ (—a) (5), 02]
017 b—a =06 + (—a) [015 b— a/x]

Formulo 017 bi bili lahko vzeli za definicijo znaka »—«. Potem bi seveda for-
mulo D1 dokazali kot izrek.

018 a—a =20
DK
(1) a—a=a~+ (—a) 017]
a—a=0 (1), 011
019 a = 0—(—a) | [D1, 011]
020 ad=0—a D1, 03]
021 a =0+ (— (—a)) 019, 017, 0/b, — a/a]

022 a = —(—a)
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(a + | b} = (—a) + (— D)

(a"—“@}”“gmﬁm(b})m( @‘}“@)-i—'(wb—{—b}
(a+b) + (—a+ (—b)=0+0
<d“@%“0m@w+m>ﬁw

H @ (3), 012, 04
mutativnost in asociativnost uporabiti veckrat.

(Ucw+wmmbm( a+a)b

Formulo (1) smo dobili z vstavo v izrek 027 terma —b za spremenljivko b.

. Ce zelimo vsakokrat omeniti vse uporabe aksion
dahSL Tako identitete dokazen 10 npr. takole:

x+yv)+@+u=+2+ &+ u

10V, so dokazi Se prece]

1 &+ +G@+tuw=U+y) +2)+u 01 x + ya, z/b, ujc]
2 (x+yvy)+2tu=xx++2)+u I x/a v'b, 7 c]
B) +W+2)+tu=x+ @+ 2)+u




4) «c+@+y)+tu=(x+20+y +u 01 x/a, z/b, y/c]
6)«w+©+w+wudw+ﬁwowwn 01 x + z/a, y/b, u/c}
X+ +(z+u)=+2+H+u ﬂ)@)G)M)GN

Vrstici (1) in (5) smo dobili z vstavo v aksiom 01. Vrstict (2) in (4) smo dobili
tako, da smo k rezultatu vstavitve v 01 dodali na desni u. Vrstico (3) smo
dobili tako, da smo k komutativnostnemu zakonu (04) dodali x z leve, nato
pa u z desne. Iskani izrek je posledica (1), (2), (3), (4) in (5) ter tranzitivnosti
enakosti. Uéitelju priporotam, da na tak nacin dokaze z ulenci vec 1zrekov 1z
ucbenika [2]. |

5. Problem deljenja z 0
V teorijah prvega reda, v katerih velja princip identitete a = a, mora vsak
term brez spremenljivk oznaclevati objekt. V teorijo obsegov ne moremo uve-
sti definicije
X=a/besa==xb
saj niti eksistencni pogoj niti pogoj enolicnosti za znak / nista dokazljiva.
Formula
dx (a = x b)
ne velja zaradi primera a = 1, b = 0; formula
a=xbNa=x"b=>x=x

pa ne velja zaradi primera a =0, b =0, x = 1 x' = 2. Ena mozZnost bi bila,
da bi definirali

D2 XxX=a/besb=#0=>a=x)ANJb=0=x=0)

torej tako, da bi rezultat deljenja z niC poljubno izbrali. Seveda smo tako
pridobili nepricakovan rezultat

1/0=0=10/0

vendar pa je glede deljenja s Stevili, razlicnimi od nic, vse lepo in prav,
Pogoj o enoli¢nosti za / bomo pokazali z anahzo primerov: najprej bomo
predpostavili b == 0, nato b = 0.

029 (b=0=>a=xb) A(b=0=x=0) A
b#0=>a=xb)Ab=0=x"=0)=>x=2x

(&b¢0¢
6) a = x b [(1), (5)1
(7) a=xb [(3), (5)]
1y
(8) yb=1 (5), 07]
9) by =1 (8), 08]
(10) ay = (xb)y (6)]
(11) ay = (x'"b)y (7)]
(12) x(by) = x' (by) (6), (7), 05]
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[(9), (12)]
[(13), 06]

[(2), (15)]
[(4), (15)]
[(16), (17)]

o sledi 1z 1zreka b = 0 v b == 0 ter vrstic (14) in (18).

ksistencni pogoj bomo dokazali z analizo primerov

20 =>a=xb) AN (Db =0=x=0))

(2) z2b =1 r(1), 0

(3) (az) b = a [(2), 6
dx

(4) xb = a ‘ 3)]

b #0=2xb=u (4)]

(1), zakon protislovja]

[dx (x = 0) je izrek logike]
[zakon protislovja]

b = 0 ter (5), (6), (8) in (9).

itarno teorijo obsegov

Definicija. Urejena
kadar v domeni 9 veljajo

m ] @m S@S?E@ﬂu. - 'orimo o Sestmestni relaciji »M
Zica C%D Skwpag Z 0,1, —, 4+, .je obseg..
Ta definicija je torej odvi d osnovnih simbeiov

: i -, .) obseg, potem skoraj g

o, x, v, f, g h)?« ima trivialen odg
Komponenta ure j ene Ses tem ce. -



Ce zclimo temu vprasanju dati vsebino, moramo definirati:

Mnozica 9 skupaj z operacijami f, g, h je 'obseg’ natanko tedaj, kadar
obstajata taka elementa x in y iz 9, da je mnozica 9 z operacijami x, ,
f, g, h obseg.

2. Imejmo obseg (9, 0, 1, —, +, .). Potem lahko konstruiramo neki nov
obseg, ki bo le-temu izomorfen. Mnozica

D" = {{x} | xeD}

opremljena z operacijami {0}, {1}, —, +, .
kjer so zadnje tri operacije definirane z enacbami

—{X} = = xp X} F Y = XA YR AXE Y= XY

je obseg, izomorfen prvotnemu obsegu, kjer je izomorlizem preslikava, defi-
nirana na 9, ki xe 9 priredi {x}e2".

Bolj zanimiva pa je neka podobna struktura, v kateri so definirane opera-
clje z vsemi podmnoZzZicami mnozice 9, npr. sestevanje:

A +B={x+y | xed \yeB]

V tej strukturi velja
A +9=0 (@ je prazna mnozica)

o + {0} =
Tu lahko definiramo deljenje

XL=sA|B=>X - B ANV (X - BCA =X CX)

V tem primeru velja

{0}/{0} =2
A1}/ =0
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