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Na ovitku: Slovenski fizik Jožef Stefan (" 24. marca 1835 Sv. Peter pri Celovcu,

1 7. januarja 1893 Dunaj). V mladosti je pisal in objavljal pesmi in poljudne naravo-

slovne sestavke v slovenščini, pozneje pa se je ves posvetil znanstvenemu delu. Leta

1858 je bil promoviran za doktorj a filozofije in habilitiran za docenta za matema-
tično fiziko na dunajski univerzi. leta 1860 je bil izvoljen za dopisnega člana dunaj-
ske akademije znanosti in leta 1863 za rednega profesorja za višjo matematiko in

fiziko na dunajski univerzi. Leta 1865 je postal redni član akademije in — komaj

tridesetleten — ravnatelj fizikalnega inštituta. Delal je na področju hidrodinamike,

termodinamike, kinetične teorije plinov, akustike, optike, elektrike in magnetizma,

skratka na vseh področjih tedanje fizike. Po njem se imenuje inštitut Jožef Stefan

v Ljubljani — ena od naših največjih raziskovalnih ustanov, ki slavi letos trideset-

letnico obstoja. Fotografija reliefa v avli inštituta (foto M. Smerke).
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STO LET STEFANOVEGA ZAKO

| JANEZ STRNAD

UDK 535.23

Članek daje ob stoletnici Stefanovega zakona kratek prerez skozi zgodovino

zakona o sevanju. Najprej omeni Dulongov in Petitov zakon o sevanju. Nato obdela

znameniti Stefanov članek o zvezi med toplotnim sevanjem in temperaturo. Sledi

Boltzmannova izpeljava Stefanovega zakona v okviru termodinamike. Dodatka vse-

bujeta osnovne enačbe, ki zadevajo Newtonov zakon o ohlajanju, Dulongov in

Petitov zakon in Stefanov zakon, ter računa gostote energijskega toka in tlaka

v elektromagnetnem valovanju v votlini.

HUNDRED YEARS OF STEFAN'S LAW

On the occasion of the hundredth anniversary of Stefan's law the article gives

a short account of the history of the radiation law. First the law of Dulong and

Petit is mentioned. Then Stefan's remarkable paper on the relation of thermal

radiation and temperature is considered. Boltzmann's derivation of Stefan's law

in the framework of thermodynamics follows, Two appendices contain main

eguations concerning Newton's law of cooling, the law of Dulong and Petit, Stefan's

law, and also the calculations of energy current density and pressure of electro-

magnetic radiation in a cavity.

Med letošnjimi obletnicami v fiziki je tudi stoletnica Stefanovega zakona.

Te obletnice ne bodo proslavili s slovesnimi prireditvami in mednarodnimi

znanstvenimi sestanki, saj je Stefanov zakon samo eden izmed mnogih zakonov

fizike. Za nas Slovence pa ima obletnica poseben pomen. Štefanov zakon je

namreč edini zakon v fiziki, ki ga je odkril Slovenec in ki nosi njegovo ime. Že

zato ji kaže posvetiti nekaj pozornosti. Poleg tega so dogodki, ki so privedli

do odkritja in mu sledili, zanimivi tudi sami po sebi. Orišimo tedaj ob tej pri-

liki na kratko zgodovinski razvoj zakona o sevanju. Pri tem ponaredimo zgo-

dovino le toliko, da uporabimo današnje izrazje. |

Fiziki so se začeli zanimati za sevanje, ko so opazovali ohlajanje segretih

teles. Kot mnoga raziskovanja v 18. stoletju je tudi to izhajalo od Isaaca

Newtona. Newton je leta 1701 postavil zakon o ohlajanju: razlika temperature

telesa in temperature okolice pojema eksponentno s časom (glej Dodatek 1).

Zakon je bil menda bolj izraz Newtonove želje, da bi definiral temperaturo

kot povzetek merskih rezultatov [1]. Tedaj je namreč skoraj vsak raziskovalec

uporabljal drugačen termometer in lastno temperaturno lestvico. Newton je

na primer uporabil termometer z lanenim oljem, ko je opazoval ohlajanje

vročega kosa železa na zraku. Šele leta 1742 je Celsius vpeljal svojo lestvico;

ta se je v naslednjih desetletjih uveljavila med fiziki. Tudi o toploti tedaj ni

bilo enotnega mnenja. Večina fizikov je bila vsaj nekaj časa prepričana, da

je toplota nekakšna snov.

V 18. stoletju še niso razločevali med prehajanjem toplote v plinih in

kapljevinah s prevajanjem, s konvekcijo in s sevanjem. Tako ni čudno, da je

tedaj mnogo raziskovalcev poročalo, da se izidi merjenj ne skladajo z New-

tonovim zakonom. Med njimi je bil tudi J. Leslie, ki je leta 1819 navedel
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svoj zakon o ohlajanju in ki je prvi dosledno razločeval vse tri načine za

prehajanje toplote. Toda njegovo delo je ostalo skoraj popolnoma neopaženo.

Drugačno usodo je doživelo delo P. L. Dulonga in A. T. Petita iz leta 1817.

Zanj sta dobila nagrado francoske akademije znanosti in njun zakon o ohlaja-

nju je ostal v veljavi skoraj do konca stoletja. Živosrebrni termometer, ki je

imel bučko s premerom 6 cm, sta segrela do temperature med 0?C in 280 C.

Nato sta dala bučko na sredo okrogle bakrene posode s premerom 30cm

in s konstantno temperaturo 09 ali 20 "C ter merila hitrost spreminjanja tem-

perature bučke. Pri nekaterih poskusih je bila bučka neobdelana, pri drugih

pa posrebrena, pozlačena ali prevlečena s sajami.

Najprej sta merila pri navadnem tlaku zraka v posodi. Potem pa sta iz-

sesala iz posode zrak, da je bil tlak po vrsti 960 mb, 480 mb, 240 mb, 120 mb

in 60 mb. Tako sta lahko ekstrapolirala podatke za hitrost ohlajanja bučke

na vrednost tlaka 0. Ugotovila sta, da se ekstrapolirane vrednosti niso za-

znavno razlikovale od izmerjenih vrednosti pri tlaku 2,6 mb. Poslej sta merila

pri tlaku 2,6 mb in mislila, da sta izločila prevajanje in konvekcijo in da se

ohlaja bučka samo s sevanjem.

Ker naj bi bučka s temperaturo /' sevala in sprejemala sevanje posode

s temperaturo T7,, sta sklepala, da je hitrost ohlajanja bučke razlika dveh

funkcij. Prva naj bi bila odvisna od temperature bučke, druga pa od tem-

perature posode. Zakon o ohlajanju sta nastavila v obliki (glej Dodatek 1):

— dTidt — (e?T — ebTs)ibx ebT,

Konstanti b in 7 sta določila z merjenjem. Pri tem je bila konstanta 7 odvisna

od lastnosti bučke, konstanta D, za katero sta dobila b — 0,00767 K-t, pa ne.

Temperaturo sta merila v stopinjah Celzija. Po njunem mnenju je bila tedaj

gostota izsevanega energijskega toka sorazmerna z e?T,

F. de la Provostaye in P. Desains sta leta 1846 naredila podobne poskuse

in na navedenem območju temperatur potrdila Dulongov in Petitov zakon.

Naslednje leto je William Draper poskusil ugotoviti, pri kateri temperaturi

začne segreto telo sevati. O tem so bili v dotedanji literaturi nasprotujoči si

podatki. Draper ni dal dokončnega odgovora, ugotovil pa je, da gostota izse-

vanega energijskega toka narašča mnogo hitreje kot sorazmerno s tempera-

turo. Ponatis Draperjevega članka je prišel leta 1878 v roke Stefanu.

V tem času je J. C. Maxwell razvil kinetično teorijo plinov, v kateri opiše-

mo plin kot množico neprestano se gibajočih molekul. Izračunal je tudi

toplotno prevodnost razredčenih plinov. Tedaj je mnogo fizikov poskusilo

izmeriti to toplotno prevodnost, da bi preverili Maxwellovo napoved. Čeprav

sta to popolnoma ločena problema, so se stvari razvijale tako, da sta postala

tesno povezana.

Merjenje toplotne prevodnosti razredčenih plinov se je lotil tudi Jožef

Stefan (slika na ovitku). Izumil je preprosto napravo za merjenje — imenoval

jo je diatermometer. To sta bili dve stekleni posodi s tanko steno. Med

stenama je bila enakomerno tanka plast plina, ki mu je želel izmeriti toplotno

prevodnost. Zunanjo posodo je dal v taleči se led, v notranjo pa je uvedel

zrak pri temperaturi, večji kot 0"C. Z živosrebrnim manometrom, ki je bil

priključen na notranjo posodo, je določil tlak zraka in po njem temperaturo

zraka v notranji posodi. Iz hitrosti spreminjanja temperature zraka je bilo

mogoče izračunati toplotno prevodnost plina. Temperaturna razlika je bila
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majhna, tako da je bilo prehajanje toplote s sevanjem zanemarljivo, in plast

zraka je bila tako tanka, da ni bilo zaznavne konvekcije.

Pri 0%C je dobil na primer za vodik toplotno prevodnost 0,188 W/mK in

za zrak 0,0234 W/mK" [3]. Danes navajamo zanju 0,168 W/mK in 0,0241 W/mK.

Kot vidimo, je dosegel Stefan pri merjenju za tiste čase zavidljivo natančnost.

Pomembno je, da se je Stefan neposredno z merjenjem pri tlakih med 2 baro-

ma in 5 mb prepričal o pravilnosti teoretične napovedi, da toplotna prevod-

nost razredčenega plina ni odvisna od tlaka. ('To velja, dokler povprečna prosta

pot ne postane večja od debeline plasti.)

Stetanova merjenja in merjenja A. Kundta in E. Warburga (1876) ter dru-

gih so nedvoumno pokazala, da plin znatno prevaja še pri tlaku okoli 1 mb.

Po takšnem premisleku je postalo jasno, da sta sicer Dulong in Petit pri

merjenjih izločila prehajanje toplote s konvekcijo, ki zamre pri dovolj majh-

nem tlaku, nista pa izločila prevajanja. To je vzpodbudilo Stefana, da se je

lotil iskanja novega zakona o sevanju. Obširen članek, v katerem je predstavil

svoj zakon, je izšel 20. marca 1879 pod naslovom O zvezi med toplotnim seva-

njem in temperaturo v poročilih dunajske akademije znanosti [4] (sl. |).

Dulong und Petit haben aux ihren Beobachtuncen iber

die Abkiihlung čines grossen Guecksilherthermometerx, | dessen

kugel bei einigen Versachen naekt, bei anderen versilbert war,

das Resultat gezogen, dass die von einem Korper ausgestrahite

Wiirmemenge in einer geometrisehen Progression wiichist, wenu

seine Temperatur gleiclhifirmig zunimmt. Die in der Zeiteinheit

von emem Kčrper bei der Temperatur x ausgestrahlte Wiirme-

menge kann dureh die Formel zma" dargestellt werden, m bedentet

eine von der Grisse und Besehatfenheit der Oberfliiehe des

Kirpers abliingige Constante, « die ttir alle Korper gleiehe Zali

vo.

SI. 1. Stefanov članek o zvezi med toplotnim sevanjem in temperaturo v objavah

dunajske akademije znanosti [4].

« Zanimivo je, da sta se izmerjeni prevodnosti ujemali z Maxwellovo napovedjo.

Pozneje pa so zasledili napako v Maxwellovih računih in je bilo treba izdelati iz-

popolnjeno teorijo.
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Kaže, da so Stefana napeljala na novi zakon Tyndallova merjenja iz leta

1864. Zanje je zvedel iz učbenika fizike A. Wullnerja, ta pa je dobil podatke

iz prevoda Tyndallovega članka v berlinski reviji Annalen der Physik. Tyndall

je meril s platinsko nitko. Temperaturo nitke je uravnaval s spreminjanjem

električnega toka po nitki. Del sevanja je zajel z optično prizmo, ki ga je

razklonila na spektralne sestavine. V infrardeče območje tega spektra je po-

stavil baterijo počrnjenih termoelementov in jo priključil na občutljiv galva-

nometer. Tok, ki ga je pokazal galvanometer, je določal gostoto energijskega

toka v izbranem sevanju. Tyndall temperature nitke ni posebej meril, navedel

Je samo barvo nitke.

Stefan je prevzel le dva podatka od devetih. Pri izrazitem belem žaru

nitke, ki mu je Wullner pripisal temperaturo okoli 1200'C, je bil odklon

galvanometra 11,7-krat večji kot pri šibkem rdečem žaru, ki mu je pripisal

temperaturo okoli 525 %C. Stefan je predvideval, da je gostota izsevanega ener-

gijskega toka sorazmerna z neko potenco absolutne temperature nitke. Po-

sebno posrečena misel je bila, da je upošteval absolutno temperaturo, ki jo

je uvedel lord Kelvin šele leta 1851. Iz enačbe

[(1200 -- 273)K/(525 -- 273)K]" — (1473/798)1 — 11,7

je dobil za n 4,01, kar je zaokrožil na 4. Tako je prišel do Stefanovega zakona,

ki ga danes zapišemo kot

ji — ol" (1)

j je gostota izsevanega energijskega toka, og Stefanova konstanta in T abso-

lutna temperatura.

V prvem delu članka [4] je Stefan pokazal, da se rezultati njegovega zakona

približno tako dobro ujemajo z nepopravljenimi Dulongovimi in Petitovimi

merjenji kot rezultati njunega zakona. V drugem delu pa je posebej obdelal

delež prevajanja, ki ga Dulong in Petit sploh nista upoštevala. Po lastnih mer-

jenjih je dobro vedel, da toplotna prevodnost plina ni odvisna od tlaka in da

sta Dulong in Petit z merjenjem pri dovolj nizkem tlaku sicer izločila kon-

vekcijo, ne pa prevajanja. Ugotovil je, da sta napravila zaradi tega napako, ki

je bila pri neobdelani bučki termometra od 10"/, do 15 %6, pri posrebreni pa

celo od 20 %/ do 50 9/6.

V tretjem delu članka je Stefan dodatno izločil prevajanja in določil kon-

stanto o. Zanjo je dobil 4,5.10-8 W/m?K4, kar je nekaj manj od današnje vred-

nosti 5,67.10- W/m?K4. Stefan je moral pri teh računih sprejeti več nego-

tovih privzetkov (Dodatek 1). Te pomanjkljivosti se je zavedal in je raje kot

zakon (1) uporabljal enačbo j(T)/j(T,) — (T/T.)A.

[ako je storil tudi v zadnjem delu članka, ko je izračunal temperaturo

sončnega površja. Pri tem je uporabil Soretove podatke. Soret je primerjal

gostoto energijskega toka s Sonca in s cirkonove ploščice pri temperaturi

1900 %C do 2000 'C. Premer Sonca in premer ploščice sta se videla pod enakim

zornim kotom. Po temperaturi, ki jo je kazal počrnjen termometer, je ugoto-

vil, da sta gostoti energijskih tokov v razmerju 29:1. Sklepal je, da absorbira

ozračje kako tretjino vpadnega sončnega energijskega toka. Zato je vzel za

popravljeno razmerje gostot energijskih tokov ;.29:1 — 43,5:1. Če seva sončno

površje tako kot cirkonova ploščica, velja tedaj enačba

T — T,(j/j,)Y4 — (1950 -- 273)K (43,5)1/4 — 5700 K
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Stefan je po tem ocenil temperaturo sončnega površja na 5600 K do 5800 K ali

na 5300 "C do 55009C. To je samo malo niže od današnje ocene. Stefan je bil

prvi, ki mu je uspelo tako dobro oceniti temperaturo sončnega površja. Prej

so navajali od 1760 C (Pouillet 1838) do 10000 do 20 000'C (F. Rossetti 1878)

ali celo 13 milijonov %C (J. Waterston 1861). Prvi podatek je dobil Pouillet z

Dulongovim in Petitovim zakonom. Prav ta podatek je zbudil Stefanov sum

v veljavnost Dulongovega in Petitovega zakona pri visokih temperaturah.

Vendar prednost Stefanovega zakona za tiste čase ni bila prepričljiva. Za-

kon so imeli pač za enega izmed zakonov, ki na izbranem temperaturnem

območju bolj ali manj zanesljivo opišejo eksperimentalne ugotovitve o seva-

nju. V naslednjih petih letih je Stefanov zakon v svojih objavah sprejelo pet

fizikov, štirje zanj niso vedeli, eden pa ga je s poudarkom odklonil [1].

Razmere so se spremenile, ko je leta 1884 Stefanov učenec Ludwig Boltz-

mann teoretično izpeljal Stefanov zakon [5]. Zamislil si je toplotni stroj, ki je

namesto plina uporabljal svetlobo. Tudi svetloba namreč izvaja na steno

posode tlak. O svetlobnem tlaku so razpravljali že od 17. stoletja. Prvič ga je

izotermna adiabatna izotermna adiabatna

sprememba sprememba sprememba spremerba

, rezervoar

sevanja"

P. 1;

sevanja"

Tp

SI. 2a

Si. 2b v

Sl. 2. Namišljena Carnotova krožna sprememba z elektromagnetnim valovanjem
v valju z batom s popolnoma odbojnimi stenami (a) in njen diagram pV (b)
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ocenil leta 1852 lord Kelvin in menil, da je treba pri spreminjanju svetlobne

energije v delo poseči po Carnotovem prijemu. J. C. Maxwell je izračunal tlak

vzporednega curka elektromagnetnega valovanja in ugotovil, da je pri pravo-

kotnem vpadu na absorbirajočo oviro enak gostoti energije v elektromagnet-

nem valovanju. O tem tlaku je razpravljal tudi Adolfo Bartoli leta 1876. Boltz-

mann, ki so ga opozorili na Bartolijevo delo, je o delu poročal in se še sam

prepričal, da zahteva entropijski zakon obstoj svetlobnega tlaka. Ugotovil je,

da velja za elektromagnetno valovanje v votlini s popolnoma odbojnimi ste-

nami (Dodatek 2):

j<icw p<iw (2)

w je časovno povprečje gostote energije v elektromagnetnem valovanju.

Zamislimo si elektromagnetno valovanje v valju z batom in s popolnoma

odbojnimi stenami (sl. 2a). K sistemu štejemo valovanje v valju. Najprej pri

konstantni temperaturi 7' bat zelo počasi premaknemo, da se poveča prostor-

nina valja od V na V,. Ob tem moramo valj priključiti na veliko posodo, v ka-

teri je valovanje z enakimi lastnostmi kot v valju. Pri tej izotermni spremembi

dovedemo sistemu delo A —< — p(V, — V) (delo je negativno in ga sistem v res-

nici odda). Notranja energija sistema se spremeni samo zaradi povečanja pro-

stornine: AW, — w(V, — V). Po energijskem zakonu je dovedena toplota

Ogov — AW, —A — w(V,—V) - p(V,—V) — j w(V,— V), če upoštevamo na-

zadnje drugo enačbo (2).

Nato naredimo adiabatno spremembo. Bat počasi premaknemo, da se po-

veča prostornina od V, na V,. Pri tem ne dovajamo toplote in je sprememba

notranje energije enaka dovedenemu delu. Ker sistem delo odda, se zmanjša

temperatura od 7' na T, in tlak od p na p,. Potem pride na vrsto druga izo-

termna sprememba, pri temperaturi T,. Valj priključimo na veliko posodo,

v katerem je valovanje z enakimi lastnostmi kot v valju. Bat počasi premak-

nemo, da se prostornina zmanjša od V, na V,. Naposled naredimo še drugo

adiabatno spremembo, pri kateri preide sistem v začetno stanje. Opisane spre-

membe bi bilo mogoče narediti s poljubnim elektromagnetnim valovanjem, če

bi bile stene popolnoma odbojne in bi razpolagali z rezervoarjema takih valo-

vanj. A stene niso popolnoma odbojne, zato si je mogoče zamisliti spremembe

le s sevanjem črnega telesa. Da ne bi bilo nesporazumov, pri izvajanju sicer

privzamemo, da so stene popolnoma odbojne, a si mislimo v valju kos oglja, ki

zagotovi, da gre za sevanje črnega telesa pri ustrezni temperaturi.

Vse štiri spremembe sestavljajo Carnotovo krožno spremembo, če so rever-

zibilne. Tedaj lahko uporabimo enačbo za izkoristek Carnotovega stroja

(Apr) Ozov < (FT —T,)/T. Vzemimo, da se temperatura T, samo malo razlikuje

od temperature T in je T, — T — adT. Tudi tlak p, se samo malo razlikuje od

tlaka p in je p, < p— dp. Razlika prostornin V, — V je tedaj zelo blizu raz-

like V, — V, in je delo pri krožni spremembi A;, < dp(V,— V) (sl. 2b). Tako

preostane dp(V, — V)/; w(V, — V) — dT/T. Z drugo enačbo (2) v obliki dp —

:dw dobimo naposled dw/w — 4 dT/T. Te diferencialne enačbe ni težko inte-

srirati: Inw — 4ln7 - konst — ln(konst.T4 ali w < konst.I"4 To da Stefa-

nov zakon (1), če po prvi enačbi (2) postavimo konst — 4 6/c:

w — (da/c)TA (1a)

Po objavi Boltzmannovega izvajanja se je odnos fizikov do Stefanovega za-

kona — zdaj so ga pogosto imenovali Stefan-Boltzmannov zakon — spremenil.
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V njem so videli veljaven splošen zakon, ki pa se ne nanaša na sevanje kakega

resničnega svetila. 'čako so v naslednjih letih poročali o merjenjih, ki se niso

ujemala z njim. Nekateri so se celo še vedno sklicevali na Dulongov in Petitov

zakon. Drugi so predlagali nove zakone o sevanju. Tako stanje je trajalo vse

do leta 1895. Tedaj so dokončno uvideli, da velja Stefanov zakon za sevanje

posebnega svetila — črnega telesa, ki absorbira vse vpadlo valovanje.

Posrečilo se je namreč izdelati dober model za črno telo. V počrnjeno vot-

lino v kosu kovine, na primer platine, so naredili majhno odprtino. Sevanje,

ki je izhajalo iz nje, ko so kovinski kos segreli, je imelo lastnosti sevanja

črnega telesa ali votlinskega sevanja. Do leta 1899 so O. Lummer, EF. Prings-

heim, H. Rubens, F. Kurlbaum in še drugi z merjenjem natančno potrdili Ste-

fanov zakon (1). Dejstvo, da je bilo težko izdelati uporaben model črnega

telesa, je povzročilo, da je nekako do leta 1899 vodila teorija in jo je šele tedaj

dohitel eksperiment.

r dš -dS cos

dS

SI. 3. K izvajanju gostote energijskega toka in tlaka na steno posode v elektro-

magnetnem valovanju

Ob pogledu nazaj uvidimo, da je imel Stefan dobršno mero sreče, ko je

postavil svoj zakon. Tyndallovi podatki so se nanašali le na infrardečo svet-

lobo in ne na polno sevanje črnega telesa. Tudi Dulongovi in Petitovi podatki

niso bili dobljeni s črnim telesom. Srečna okolnost je bila, da sta bučka ter-

mometra in bakrena posoda sevali približno kot sivi telesi. Za sivo telo pa

velja j < (1— a)oT" in je a od valovane dolžine neodvsna odbojnost, to je raz-

merje med gostoto odbitega in gostoto vpadnega energijskega toka (za črno

telo je a — 0). Vendar to nikakor ne zmanjša Stefanovih zaslug, pač pa poitr-

juje prepričanje, da za odkrivanje zakonov fizike ni ustaljenih pravil. Tudi v

Stefanovem primeru se je potrdilo staro spoznanje, da je za uspeh potrebno

predano delo, a to ne zadostuje, če ni tudi precej sreče. Stefanov uspeh vidi-

mo v pravi luči, če upoštevamo, da vodi od njegovega odkritja ravna pot do

Planckovega zakona in do uvedbe kvantne fizike.
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DODATEK 1

Newtonov zakon o ohlajanju. S segretega telesa naj pri konstantnem tlaku teče

toplotni tok P v okolico. Naj bo ta tok sorazmeren z razliko med temperaturo telesa

T in temperaturo okolice T,, torej P< AS(7 —T),). Tu je A koeficient prehajanja

toplote in S površina telesa. Taka enačba velja za prevajanje toplote po trdni snovi

in pogosto tudi za prevajanje in konvekcijo po tekočinah. Sevanja pa ne sme biti.

Prehajanje toplote s sevanjem je na primer zanemarljivo v primeri s prevajanjem

in konvekcijo, če je temperaturna razlika zelo majhna.

Toplotni tok P naj teče le na račun zmanjšanja entalpije (ker je p < konst., bi

lahko rekli tudi toplote) telesa: P — — dH/dt — — mc,dT/dt. Pri tem je m masa

telesa in c, specifična toplota pri konstantnem tlaku. Temperatura mora biti po

vsem telesu enaka, denimo, da gre za kovinsko telo z zelo veliko toplotno prevod-

nostjo ali za tekočino, ki jo neprestano mešamo. Iz enačbe — mc, dT/dt —AS(T —T)

že sledi Newtonov zakon o ohlajanju v diferencialni obliki

— dTidt < (T—T,J/r (3)

Vpeljali smo časovno konstanto z < mc,/A5. Z integriranjem dobimo Newtonov

zakon o ohlajanju

T<T, t (T,—Toe-tr (3a)

T, je začetna temperatura telesa T4(t <— 0), temperatura okolice T, pa mora biti ves

čas konstantna. Med izvajanjem zakona smo morali postaviti več pogojev, ki jih

Newton pri svojih poskusih ni izpolnil; najbrž se jih sploh ni zavedal.

Dulong-Petitov zakon o ohlajanju. Newton si pri svojih poskusil ni delal skrbi

o tem, kako prehaja toplota s segretega telesa v okolico. Dulong in Petit pa sta sku-

šala doseči, da bi prehajala samo s sevanjem. Zakon" je bil v nekem smislu po-

splošitev zakona (3), saj preide vanj, če gre temperatura 7 proti 70 < 273 K. Ker je v

— dT/dt — (ebT — edT,)/br ebl (4)

konstanta Db zelo majhna, se zakona (3) in (4) znatno razlikujeta le pri visokih tem-

peraturah.

Dulongov in Petitov zakon o ohlajanju je danes popolnoma zatonil v pozabo.

Njuni imeni pa sta znani po izreku, da je toplotna kapaciteta pri konstantni pro-

stornini kilomola kristalne snovi pri dovolj visoki temperaturi enaka 3R.

Stefanov zakon. Zakon o ohlajanju s sevanjem v diferencialni obliki je

— mc,dT/dt <— S[(1— a)oT'— (1 — a)oT,] -t P,,evajanje

Tako ga je zapisal Stefan, ki je upošteval še prevajanje v ostanku plina. Izenačil
pa je odbojnost bučke termometra a z odbojnostjo bakrene posode a,. Od zakona

za neobdelano bučko je odštel zakon za posrebreno bučko pri enakih temperaturah

T in T, in dobil za razliko hitrosti ohlajanja

(dT/dt)a — (dT/dt)i — (30/rc,o) (TA — T,') (az — a)

Podatka z indeksom 1 se nanašata na neobdelano bučko, podatka z indeksom 2 pa

na posrebreno. Upoštevali smo, da je površina bučke S — 471? in masa živega srebra
v njej m — 4 arše. Iz zapisane enačbe je Stefan s privzetki o odbojnosti neobdelane

in posrebrene bučke približno izračunal konstanto o.

Dulong in Petit sta zapisala zakon v obliki s Celzijevo temperaturo 0

— dT/dt <— konst (a? — a9,)

in sta za konstanto a navedla vrednost 1,0077. Velja b < lna ali približno b < a—1.
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DODATEK 2

Gostota energijskega toka v elektromagnetnem valovanju. Opazujmo elektro-

magnetno valovanje v votlini s popolnoma odbojnimi stenami. Časovno povprečje

gostote energije naj bo w, tako da je v delu prostornine dV v votlini energije wdV.

Vzemimo del stene votline s ploščino d5 (sl. 3). Med pravokotnico na del stene in

med zveznico sredine dela stene in sredine dela prostornine v razdalji z naj bo kot

OM Valovanje potuje iz dela prostornine enakomerno na vse strani. Delež, ki pade

na opazovani del stene, je wdV(dScosvY/4ar?). Vse valovanje gre namreč skozi krog-
lo z radijem r in površino 471? okoli dela prostornine. Opazovani del stene prestreže

valovanje, ki pade na površino dScosd$, kolikor je projekcija ploščine dS na kro-

gelno površino.

Na sredino opazovanega dela stene postavimo izhodišče krogelnega koordinat-

nega sistema s polarno osjo z pravokotno na steno. Energijo, ki pade na opazovani

del stene v času ž, dobimo z integracijo po delu prostornine posode, iz katerega

dospe valovanje v označenem času do stene. Prostorninski element je v krogelnem

koordinatnem sistemu dV < r"sinddrd$dp. Integriramo po 7 od 0 do ct, če je c

hitrost valovanja, po ) od 0 do 37 in po g od 0 do 27. Zahtevati moramo, da je

glede na razsežnost posode čas z dovolj kratek. Dobimo

dW — wdV(dScosd/4ar") — [] J Il wr?sinddrddde(dScos0/4ar?) < iwdSct

Pri tem smo upoštevali, da je (sindcosddv — — (cosddcov — —icos?y.

Gostota energijskega toka je končno

j < dW/tdS < icw (2 a)

Enačba (2a) se razlikuje od enačbe j < cw, ki velja pri vzporednem (kolimiranem)

curku elektromagnetnega valovanja.

Tlak v elektromagnetnem valovanju, Podobno teče račun tlaka, ki ga izvaja va-

lovanje na steno posode. Le iz posebne teorije relativnosti ali iz Maxwellove elektro-

dinamike je treba prevzeti ugotovitev, da je gostota gibalne količine v elektro-

magnetnem valovanju w/c. Sprememba gostote gibalne količine pri zrcalnem od-

boju na opazovanem delu stene je (w/c) .2cos9. Iz izreka o gibalni količini dobimo

za sunek sile, ki ga valovanje v času ft preda delu stene,

tdF — | (w/c) 2 cos B(dS cos 9/4mr?) —

— [[[ (w/e) 2cos 9-r? sin 9 drd9 do (dS cos 0/4rcr?) — žwtdS

Pri tem smo upoštevali, da je (sindcos"9d) — — (cos"Yddcos? — —i cos?$, Končno je

tlak

p < dF/dS < 1w (2 b)

Enačba (2b) se razlikuje od enačbe za tlak vzporednega (kolimiranega) curka elek-
tromagnetnega valovanja: pri pravokotnem vpadu na steno je p — w, če stena vse

absorbira, in p < 2w, če stena idealno odbija.

LITERATURA

1] S. G. Brush, The Kind of Motion we Call Heat, Book 2, North Holland,

Amsterdam 1976.

[2] L. Čermelj, Jožef Stefan, življenje in delo velikega fizika, Mladinska knjiga,

Ljubljana 1976.

[3] J. Stefan, Untersuchungen ber die Wčirmeleitung in Gasen, Sitzungsberichte

der Akademie der Wissenschaften Wien, 65 (2) (1872) 45—69; Zweite Abhandlung,
latte Bestimmungen des Wirmeleitvermčgens verschiedener Gase, ibid., 72 (1875)
9—101.

[4] J. Stefan, Uber die Beziehung der Wdirmestrahlung und der Temperatur,

Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften Wien 79 (2) (1879) 391—428.

[5] L. Boltzmann, Ableitung des Stefanschen Gesetzes, betrefend die Abhdingig-

keit der Wčirmestrahlung von der Temperatur, aus der elektromagnetischen Licht-

iheorie, Ann. Physik 22 (1884) 291—294.

13



Obzornik mat. fiz. 26 (1979) 3

EINSTEIN IN PLANCKOV ZAKON
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Članek obravnava Planckov zakon o sevanju črnega telesa in Einsteinova od-

kritja, ki so zrasla iz njega. Tako v počastitev stoletnice Einsteinovega rojstva raz-

grinja pred bralcem razvoj dela fizike, ki je pomemben za sodobno fiziko. Podrob-

neje obdela pot do Planckovega zakona in Einsteinove teoretične dosežke v zvezi

s fotoefektom, specifično toploto trdnin, stimuliranim sevanjem in na kratko še

s kvantnim plinom.

EINSTEIN AND PLANCK'S LAW

Planck's radiation law and Einstein's achievements to which it lead are consi-

dered. Thus, in honour of Einstein's centennial the development of a part of phy-

sics is described which is of importance for modern physics. The way to Planck's

law is elucidated in some detail as well as Einstein's theoretical contributions con-

cerning the photoelectric effect, specific heat of solids, stimulated emission and —

in brief — the guantum gas.

Uvod

Albert Einstein je začel objavljati znanstvene članke z dvaindvajsetimi leti.

Njegov prvenec je izšel leta 1901 v berlinskih Annalen der Physik in je bil po-

svečen teoriji površinske napetosti. V naslednjih člankih pa je segel v termo-

dinamiko in statistično mehaniko. Tu se je spoznal s Planckovim zakonom

o sevanju črnega telesa, ki je pritegnil njegovo pozornost in h kateremu se je

vračal dobri dve desetletji. Planckovo odkritje in na njem zasnovana Einstei-

nova odkritja so med temelji sodobne fizike. Zanimivo je pregledati ta od-

kritja v zgodovinski perspektivi z današnjega gledišča. V tem sestavku je

najprej orisana pot do Planckovega zakona, razčlenjen sam Planckov zakon in

nato nanizana Einsteinova dela o kvantih elektromagnetnega valovanja, o spe-

cifični toploti trdnin, o stimuiranem sevanju in na kratko še o kvantnem plinu.

S tem sestavkom želimo počastiti stoletnico Einsteinovega rojstva, obenem pa

poučiti bralca o razvoju pomembnega dela fizike. Sestavek dopolnjuje in na-

daljuje razglabljanje o Stefanovem zakonu [1].

Do Planckovega zakona

Sevanje vročih teles so opazovali že od Newtonovih časov, čeprav ga na

začetku še niso prav razločevali od prevajanja in konvekcije. Za teorijo seva-

nja pa so se začeli zanimati šele v drugi polovici prejšnjega stoletja [2]. Sicer

je že Pierre Prevost leta 1809 trdil, da je sevanje telesa neodvisno od okolice

in da sta sevanje in absorpcija nekako uravnovešena. Toda šele Anders Ang-

strom je pomislil na posamezne sestavine v zveznem spektru, ko je leta 1853

zapisal, da žareče telo oddaja vse vrste sevanja, ki jih absorbira (napačno pa

je dostavil »pri navadni temperaturi«). Balfour Stewart je leta 1858 rekel, da

sevajo žareče kovinske plošče toliko, kolikor absorbirajo, in sicer za vsako

vrsto sevanja posebej. Vse to so bile vmesne postaje do zakona, ki ga je leta

1860 izrekel Gustav Kirchhoff: zmožnost za sevanje in zmožnost za absorpcijo
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sta pri dani temperaturi enaki. To velja za katerokoli svetilo in za sevanje

v bližini vsake valovne dolžine posebej. Tu se je pokazala možnost za vpeljavo

črnega telesa po teoretični strani: to je telo, ki vso vpadno valovanje absor-

bira, nič ga ne odbije in nič ne prepusti. Kirchhoff je tudi ugotovil, da je

spektralna gostota, na primer dw/dv — u, s katero opišemo spekter črnega

telesa, funkcija samo frekvence in absolutne temperature: u — u(v, [). Pri

tem je w časovno povprečje gostote energije v sevanju črnega telesa in dw

delež te gostote, ki odpade na ozek frekvenčni interval med y in v -- dv.

Kaj lahko pove o spektralni gostoti Maxwellova elektrodinamika? Izhajaj-

mo od izreka o enakomerni razdelitvi (ekviparticijskega izreka) iz statistične

mehanike. Po njem ustreza vsakemu kvadratnemu členu (vsaki »prostostni

stopnji«) v izrazu za energijo delca, katerih množica sestavlja termodinamični

sistem, v povprečju energija 1kT' [3], [7]. k — R/N, je Boltzmannova konstanta,

R plinska konstanta in N, Avogadrovo število.

V valovanju prevzamejo vlogo delcev lastna nihanja. Najprej je treba ugotoviti,
koliko različnih lastnih nihanj odpade na ozek frekvenčni interval. V ta namen vze-
mimo kockasto votlino z robom a v idealno prevodni kovini. Lastno nihanje ustreza
stoječemu elektromagnetnemu valovanju v votlini. Postavimo izhodišče koordinat.
nega sistema v eno od oglišč votline in usmerimo koordinatne osi po treh od njenih
robov. V kovini ni električnega polja, zato imajo na stenah votline tangentne kom-
ponente jakosti električnega polja vozel, a normalne komponente hrbet. Kompo-
nenta v smeri osi x je na primer

(E bazne — E, cos(zn,x/a) sin(orn,y/a) sin(zn,z/a) cos2avt

Drugi komponenti zapišemo podobno. Lastne frekvence določa trojica pozitivnih
celih števil" m,, n, in n,:

v < V — (nj? tn, -t n S)'re)2a (1)
hxhyriz

Število lastnih nihanj na frekvenčnem intervalu med v in v - dv določimo naj-

laže, če si zamislimo koordinatni sistem z osmi n,, n, in n,. V njem vodi od izho-

dišča do kake točke krajevni vektor n <— (n,, n,, n,), ki ima po enačbi (1) kvadrat

velikosti n"—<n.n<— nj? tn," - na? — (2avjc)?, Lastnim nihanjem ustrezajo tedaj

mrežne točke v kubični prostorski mreži. Sosednji mrežni točki sta v razmiku 1 in

na eno mrežno točko odpade prostornina 1. Če so števila n,, n, in n, dovolj velika,

je število lastnih nihanj na frekvenčnem intervalu kar enako prostornini telesa, ki

ustreza temu intervalu v prostoru n,n,n,. To je v našem primeru prostornina osmi-

ne krogelne lupine med mn in n - dn, torej 4zn?'dnj8 — 4rašy?dv/cš, Nazadnje smo po

enačbi (1) postavili dn — žadv/c. Osmino moramo vzeti, ker so vsa števila n,, n, in

n, pozitivna.

Doslej nismo upoštevali, da je elektromagnetno valovanje transverzalno in ima

dve mogoči polarizaciji, pomislimo na primer na linearno polarizirani valovanji

z jakostma elekiričnega polja v dveh med seboj pravokotnih smereh. Tako nasto-

pita za vsako irojico mn,, n, in m, še dve med seboj neodvisni možnosti in se po-

dvoji število lastnih nihanj na danem frekvenčnem intervalu. Na frekvenčnem

intervalu med v in v -- dv je tedaj 87zv?a3/c' lastnih nihanj. Število lastnih nihanj na

enoto frekvenčnega intervala in na prostorninsko enoto dobimo, če to delimo z dv

in s prostornino aš:

8xrv?/c$ (2)

Vsakemu lastnemu nihanju ustrezata v izrazu za energijo dva kvadratna

člena, eden energiji električnega, drugi pa energiji magnetnega polja. Lahko

« V kotnih funkcijah s krajevno odvisnostjo nastopajo komponente valovnega

vektorja zn,/a, an,/a in sn,/a, velikost valovnega vektorja pa je 27/4 — 2av/c.
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si mislimo, da ustreza vsakemu lastnemu nihanju eno premo sinusno nihalo,

ki ima potencialno (prožnostno) in kinetično energijo. Tako odpade na eno

lastno nihanje v povprečju energija 2.4kT — kT. Vzemimo zdaj, da stene vot-

line niso idealno odbojne, ampak neznatno absorbirajo, ali da so stene idealno

odbojne, pa je v votlini droben kos oglja s temperaturo kovine. Po dovolj

dolgem času se vzpostavi ravnovesje med sevanjem v votlini in kovinskim

telesom s temperaturo 7. V tem primeru dobimo gostoto energije na frek-

venčnem intervalu med y in v -- dy, ko pomnožimo gostoto lastnih nihanj na

tem intervalu (2) s kT':

u — (8xyi/c3)kKT (2a)

Ta enačba pa ne more biti pravilna, saj izmerjena spektralna gostota pri

ultravijoličnih in še višjih frekvencah pojema, po enačbi (2a) pa naj bi ne-

omejeno naraščala z naraščajočo frekvenco.

Račun, podoben našemu, je prvi naredil lord Rayleigh leta 1900. Vendar

zaradi težav pri velikih frekvencah ni bil zadovoljen z dobljeno spektralno

gostoto, sorazmerno s kvadratom frekvence. To je bil še eden izmed neuspelih

poskusov, da bi izmerjeno spektralno gostoto pojasnili v okviru Maxwellove

elektrodinamike.

Problema se je že prej lotil Wilhelm (Willy) Wien na manj ustaljen način.

Leta 1893 se je naslonil na termodinamična razglabljanja, podobna Boltzman-

novim pri izvajanju Stefanovega zakona [1]. Ugotovil je, da se pri adiabatnem

razširjanju sevanja v votlini pomanjša sorazmerno s temperaturo tudi frek-

venca izbranega dela valovanja zaradi Dopplerjevega pojava ob odmikanju

bata. Ker izbrano valovanje med razširjanjem obdrži lastnosti sevanja črnega

telesa, je mogoče spektralno gostoto zapisati v obliki

u — všf(v/T) | (3a)

Pozneje (1896) je opazil podobnost Maxwellove porazdelitve molekul v ideal-

nem plinu po velikosti hitrosti Avže-rmuv?/2kKTdy (mi je masa molekule) s po-

razdelitvijo (3 a) udv — vSf(v/T)dy. Sklepal je, da morajo biti pri dani tem-

peraturi molekule plina v votlini v ravnovesju s sevanjem. Zato je postavil za

f(o/T) eksponentno funkcijo z enako temperaturno odvisnostjo kot v Max-

wellovi porazdelitvi:

u — ayše-pviT | (3 b)

Najprej se je zdelo, da je spektralna gostota (3b) že prava. Natančna

merjenja O. Lummerja in E. Pringsheima (1899) in H. Rubensa in F. Kurl-

bauma (1900) z izpopolnjenim modelom črnega telesa pa so pokazala, da je

izmerjena spektralna gostota pri majhnih frekvencah večja od izračunane.

Planckov zakon

S problemom sevanja črnega telesa se je začel leta 1896 ukvarjati Kirch-

hoffov učenec Max Planck. Po daljšem poskušanju mu je uspelo leta 1900

dobiti enačbo [4]

u — a»š/(epv!T — 1) (4 a)

ki se je skladala z merjenji tudi pri majhnih frekvencah. Za velike kvociente

6v/T, ko je —1 v imenovalcu zanemarljiva v primeri z efv?T, preide (da)

v (3b). Enačba (3 b) je zaradi tega znana kot Wtenov približek.
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Planck ni poznal Rayleighovega dela iz leta 1900 ali mu vsaj ni posvetil

nobene pozornosti. Rayleigh sam je leta 1905 opazi, da preide izraz (4a) za

majhne kvociente 8x/T, ko je epr!T — 1 -- 6»/T -...v (ža), če postavimo

d/B — 8xk/cš. Pravzaprav je navedel Rayleigh o emlkrai preveliko gostoto last-
nih nihanj. Še istega leta je James Jeans opozoril na napako. Rayleigh je

namreč upošteval vso prostornino krogelne lupine v prostoru mn,n,n, in ne

samo njene osmine. Odtistihmal je enačba (2a) znana kot Rayleigh-Jeansov

približek (sl. 1).

u z dw/dw u zdw/dv
, 4

0,15l10-3-, fooash

0,101 1,01

905) o,5l

vw

rz0 001 0,02 0,03 004.10"! 95 0102 04 0,6 08 (10 12 14.10"s

Sl. 1. Planckova spektralna gostota (4c) za črno telo s temperaturo 6000 K, ki pri-
bližno ustreza temperaturi sončnega površja. Rayleigh-Jeansov (2a) in Wienov pri-

bližek (3b) sta vrisana pikčasto in črtkano. Navadno zasledimo v knjigah trditev,

da je Planck z enačbo (4a) zlepil oba približka. Vendar to ni res. Planck Rayleigho-
vega članka, ki je sicer zares izšel prej, ni prebral ali ga je prebral samo mimo-
grede. Tega ni težko razumeti, saj sam Rayleigh o spektralni gostoti, ki narašča

z naraščajočo frekvenco brez meje, ni imel dobrega mnenja [6]. Planck pa je dobro
poznal Wienovo enačbo (3b) [4]

Tu in v besedilu smo navedli spektralno gostoto kot porazdelitev gostote energije

po frekvenci: u < dwjdv. Pogosto navedejo porazdelitev gostote energijskega toka
po frekvenci dj/dv < dicdw/dv < Jcu, pa tudi porazdelitev gostote energije pa va-

lovni dolžini dw/di < (dw[di) [da/dv| — — ee (dwjdn/je — 8ahc/AS(ehclAkT — |) ali poraz-
delitev gostote energijskega toka po valovni dolžini dj/di < 1cdw/dA — 27hc?/

[Aš(ehel2kT — 1)

Planckovo enačbo (4a) razčlenimo takole. Gostoto lastnih nihanj na enoto

frekvenčnega intervala določa (2). Na eno lastno nihanje pa odpade v popreč-

ju energija kGx/(ePwv'T — 1). Ta se ujema z energijo kT samo pri majhnih

frekvencah in visoki temperaturi.

Planck je v želji, da bi pojasnil enačbo (4a), poskušal vse mogoče. Leta 1901

je predložil zanimivo pot do nje [5]. Da bo razprava kolikor mogoče preprosta,

priredimo vsakemu lastnemu nihanju nihalo na vijačno vzmet [3]. Ta formalni
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korak v ničemer ne vpliva na končni rezultat. Energijo nihala sestavljata kinetična

energija uteži $ m,v? — 5pi/m, in prožnostna energija vzmeti 4Kg?. Pri tem je

p < miv gibalna količina uteži z maso mi, g odmik od ravnovesne lege in K koetfi-

cient vzmeti. Lastna frekvenca nihala je v < (K/m,)"/27. Zamislimo si koordinatni

sistem, v katerem nanašamo na ordinatno os gibalno količino p in na abscisno os

odmik dg. Nihanju nihala z izbrano energijo W —3 $pi/m, - 4 Kg? ustreza elipsa. Nje-

no navpično polos določa največja gibalna količina po — (2miW)", njeno vodoravno
polos pa največji odmik go" (2W/K)". Ploščina elipse je zzpogo — a(2miW)"".

.(2W/K)" — 2x(m,/K)":W < W/v.

energija hv ploščina

SI.2. Elipse v fazni ravnini premo sinusno nihajočega nihala ustrezajo nihanjem

z izbrano energijo

Razdelimo ravnino pg ali fazno ravnino na elipse s ploščino po 4, 24, 3h, ...nh,

, ki jim ustrezajo po prejšnji zvezi energije W, — n/v (sl. 2). Nastanejo eliptični

kolobarji, od katerih ima vsak ploščino % (le srednji lik ni kolobar, ampak elipsa).

Vzemimo zdaj — in to je odločilni korak, da nihalo ne more imeti katere koli

energije, ampak ima lahko samo energijo 0, hv, zhv, ...nhv, ... Tega koraka v okvi-

ru klasične fizike sploh ne moremo razumeti. Naredimo ga le zato, ker je Planck

pri svojih iskanjih ugotovil, da privede do prave enačbe (4 a).

Mislimo si množico nihal v ravnovesju z okolico pri dani temperaturi T.
S prejšnjim korakom smo vsem nihalom v danem eliptičnem kolobarju priredili

energijo, ki ustreza notranji elipsi kolobarja. Delež nihal na izbranem delu fazne

ravnine določa kanonična porazdelitev [7]

| dN/N <— de-WikTdpdg

ki jo vzamemo za dano in je ne poskusimo posebej pojasniti. Na izbranem eliptič-

nem kolobarju je

AN,/N — Ahe-uhvikT n <—0,1,2,...

nihal, saj je integral fdpdg za kateri koli kolobar enak Z. Skupno število vseh nihal

na posameznih kolobarjih mora biti enako polnemu številu nihal, zaradi česar

mora veljati y AN,/N — | < Ah >, e—nhi»/kI — Ah -- e—hvikT > e—2hvikT — ) — Ahi

nu<0

Ml — e-h»IkT), Nazadje smo uporabili enačbo za vsoto neskončnega geometrijskega

zaporedja s prvim členom 1 in s kvocientom e-'w/kT < 1,

Povprečna energija nihala je <W) — > W,AN,/N — Ah?v ne-ulwikT —

nu<—0

— Ah?v(e—-'wikT - 2e—2h»ikT - Ze—škikT - ,,,) — Ahtve-iwikT/(| — e—hikTj)2, Z odvaja-

njem enačbe 1-e-x-e-%-1-...—1/(1—e-«) po x dobimo namreč ex-t

d 2e-2x -- Ze-3x - ,.., — e—4/(1] —e-)?, Delimo vrsto za <W)> s prvo vrsto, pa sledi

<W> — hv/(ehv!kKT — 1) (4b)

Povprečna energija nihala je enaka povprečni energiji lastnega nihanja

v enačbi (da), če postavimo %/k — B. Tako lahko zapišemo Planckov zakon

v obliki

u — (8hy5/c5)(ew!kT — 1) (4 c)
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Iz konstant a in $, ki ju je dala prilagoditev (4a) izmerjeni spektralni

gostoti, je Planck leta 1901 dobil za konstanti Z in k

h — 0,55.10-34 Js k — 1,346.10-3 J/K

Iz Boltzmannove konstante je z znano plinsko konstanto izračunal Avogadro-

vo število N, — R/k — 6,2.10%, kar so imeli tedaj za velik uspeh. Danes ime-

nujemo konstanto 4 po Plancku. Njena vrednost 4 — 6,62.10-54 Js je samo

malo večja od tiste, ki jo je navedel Planck.

Iz Planckovega zakona (4c) sledi Stefanov zakon j <— dew — kofud — o14,

Pri tem dobimo za Stefanovo konstanto co — 275k4/15hšc? — 5,67. 10-: W/m2KaA,
Planck se je nadejal, da bo lahko v končnem rezultatu svojega računa, ki

smo ga tukaj povzeli, limitiral koeficient 4 proti nič. Toda povprečna energija

W> — hv - hyjkT -...—1l) — kr—... bi tedaj kot v klasičnem rezul-

tatu narasla čez vsako mejo. Tako je izmerjena spektralna gostota prisilila

Plancka, da se je sprijaznil s končnim koeficientom M4. Privzetek, ki tiči za

tem, da imajo namreč nihala ali lastna nihanja lahko le izbrane energije, je

Plancka motil. Imenoval ga je dejanje iz obupa in ga je poskušal obiti. Naj-

prej je menil, da so v steni votline drobna nihala, ki lahko sprejmejo ali od-

dajo energijo le v obrokih 4y — imenoval jih je kvante. To bi pomenilo, da

nihala skokovito absorbirajo ali izsesavajo po en kvant ali več. Pozneje pa je

obdržal to sliko samo za sevanje in je privzel, da poteka absorpcija zvezno.

Nikakor se namreč ni mogel sprijazniti z mislijo, da bi se absorpcija dogajala

skokovito, če se po skokovitem izsevanju v dani točki razširi po prostoru

kroglasta valovna fronta. Kako naj pride do absorpcije v točki, ko pa je ener-

gija porazdeljena po vsej razsežni fronti.

Tudi drugi fiziki Planckovega koraka niso jemali popolnoma resno. Vseeno

se mu zaradi ugleda, ki ga je užival, niso posmehovali. O Planckovem zakonu

so olikano molčali. V petih letih po njegovem odkritju niso niti z enim član-

kom reagirali nanj [8]. Danes dobro razumemo pomisleke. Planckov korak je

odprl vrata v novo, kvantno fiziko, zato ga v okviru starih, klasičnih predstav

ni bilo mogoče razumeti.

Einstein je zelo cenil Plancka. Ob njegovi izvolitvi za rektorja berlinske

univerze v šolskem letu 1913/14 ga je počastil z daljšim sestavkom [9] V njem

je obdelal Planckove prispevke v termodinamiki, posebni teoriji relativnosti

in predvsem zakon sevanja. Napisal je, da so drugi fiziki brez uspeha vložili

neizmerno veliko naporov, da bi našli splošno funkcijo za spektralno gostoto

črnega telesa, Plancku pa je to uspelo.

Fotoefekt

Po odkritju Planckovega zakona je pet let vladalo nekakšno zatišje. Leta

1905 pa je izšel Einsteinov članek O hevrističnem gledišču, ki zadeva nastanek

in spremembo svetlobe [10]. Einstein je izhajal od Planckove zamisli, a je šel

mnogo dlje. Pri tem se je skliceval na to, da opisujemo pojave, pri katerih

nastopajo atomi, čisto drugače kot pojave, pri katerih nastopata električno

in magnetno polje. Prve obvladamo v izbranem trenutku z navedbo leg in

hitrosti zelo velikega števila atomov, pri drugih pa je treba poznati v izbra-

nem trenutku polji v vseh točkah. Teorija, v kateri uporabljamo zvezne funk-

cije v prostoru, zelo dobro opiše optične pojave. Vendar imamo v njej opraviti
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s časovnimi povprečji, ne pa s trenutnimi vrednostmi. Lahko da ta teorija

odpove pri pojavih, pri katerih nastane ali se spremeni svetloba: pri sevanju

črnega telesa, fluorescenci, fotoefektu. Morda je mogoče te pojave bolje opi-

sati s privzetkom, da je energija v elektromagnetnem valovanju zbrana v konč-

nem številu krajevno ločenih kvantov, ki se gibljejo, ne da bi se delili, in ki

nastanejo in se absorbirajo le kot celote

Načelni sklep je Einstein podprl z dejstvom, da napoved Maxwellove teori-

je (2a) pri sevanju črnega telesa odpove, in s premislekom o entropiji. Ta

premislek je omejil na Wienov približek (3 b), torej na sevanje z dovolj majh-

no gostoto energije in dovolj veliko frekvenco. Sprememba entropije eno-

barvnega sevanja v votlini s popolnoma odbojnimi stenami pri spremembi

prostornine od V, na V je S—S, — (kW/hv)ln(V/V,). Ta rezultat se po obliki

ujema z rezultatom S— S, < kNln(V/V,), ki ga dobimo za idealni plin z N

molekulami. Po tem je sklepal, da je mogoče imeti energijo sevanja v votlini

za sestavljeno iz N kvantov: W <— Nhy.

S tem spoznanjem je najprej pojasnil Stokesov zakon, po katerem je frek-

venca y, svetlobe, ki nastane pri fluorescenci, manjša ali kvečjemu enaka

frekvenci vpadne svetlobe v,. Naj bo na začetku v sevanju N kvantov svetlobe

s frekvenco v, in s skupno energijo W, <— Nhy,. Pri pojavu, ki poteka skoko-

vito, nastane iz enega takega kvanta en novi kvant s frekvenco v, ali več kvan-

tov s frekvencami v,, v,, ... ali pa se nekaj energije spremeni še v notranjo

energijo. Po energijskem zakonu je vsota skupne energije novih kvantov in

povečanja notranje energije enaka skupni energiji začetnih kvantov: N/Ay, -t

... — Nhy, ali v, < v,. To velja samo, dokler je gostota energije dovolj majh-

na in ni mogoče, da bi nastal en nov kvant iz dveh začetnih kvantov. |

Nato je Einstein pojasnil tudi eksperimentalne ugotovitve o fotoefektu.

Čeprav so bila tedaj merjenja še nezanesljiva, se je dalo po merjenjih P. Le-

narda že sklepati, da vpliva povečanje gostote vpadnega enobarvnega svetlob-

nega toka samo na tok izbitih elektronov, ne pa na njihovo kinetično energijo.

Einstein je privzel, da prodrejo nekateri kvanti v površinsko plast kovine in

predajo svojo energijo elektronom, pri čemer odda kvant vso svojo energijo

ali njen del enemu elektronu. Največjo kinetično energijo imajo elektroni, od

katerih je vsak prevzel vso energijo enega kvanta in je neposredno zapustil

površino kovine. Njihova kinetična energija je

W;, < h—VW, (5)

če je W, delo, ki ga mora elektron opraviti, ko zapusti kovino. Planck je

Einsteinu očital, da si je izmislil novo domnevo in uvedel delo W,, ko je od-

povedala preprosta domneva, po kateri bi naj imeli izbiti elektroni kinetično

energijo Zy. Planck tudi ni odobraval Einsteinovega privzetka, da je energija

v valovanju kvantizirana.

Frekvenčne odvisnosti kinetične energije najhitrejših izbitih elektronov pri

fotoefektu do tedaj še niso izmerili, zato je bila Einsteinova enačba (5) zgolj

teoretična napoved. Einstein si je prizadeval, da bi jo kdo potrdil z merjenji

in je poskusil za to pridobiti W. Gerlacha [11]. Gerlach se je leta 1913 zares

lotil merjenj, a kljub vsem naporom ni mogel dobiti ponovljivih izidov. Danes

vemo, da je bil vzrok v tem, da si ni mogel zagotoviti čistih kovinskih površin.

Potrditev linearne odvisnosti kinetične energije najhitrejših izbitih elektronov

od frekvence (5) je uspela šele leta 1916 Robertu Millikanu. Ta je v vakuumski

posodi tik pred merjenjem očistil površino katode.
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Einstein je obravnaval še ionizacijo. Privzel je, da se za ionizacijo molekule

plina porabi energija enega kvanta ali njen del in velja 4y > W,;, če je W,

ionizacijska energija in povzroči svetloba s frekvenco vy ionizacijo plina.

S podatkom, da ionizira zrak svetloba z valovno dolžino 190 nm ali manj, je

ocenil ionizacijsko energijo molekul v zraku s 7eV. To se mu je zdelo spre-

jemljivo, saj se je po velikostni stopnji ujemalo z izmerjeno ionizacijsko

napetostjo zraka med platinskima elektrodama 10 V.

Specilična toplota kristalov

V članku Planckova teorija sevanja in teorija specifične toplote je uporabil

Einstein sklepe, do katerih je privedel Planckov zakon, za nihanje gradnikov

v kristalu [12]. Tudi energija nihajočega gradnika, denimo iona v kovinskem

kristalu, naj bi imela le izbrane vrednosti 0, Z4y, 24hy, ... Privzel je, da nihajo

vsi ioni v kristalu z enako frekvenco in da niha vsak od njih v treh med

seboj pravokotnih smereh. Tako je dobil za notranjo energijo kristala iz N

ionov

W, — 3Nhy/(ewkT— |

saj je poprečna energija enega lastnega nihanja hv/(e"w'kT — |).

Iz te enačbe dobimo za specifično toploto pri konstantni prostornini

cy < (l1/m)0W,/0T — 3R/M)F(h»/kT) (o)

če je F(x) — xžes/(ex — 1)2, Upoštevali smo, da je N,k — R in N — Ny,m/M, če

je M masa kilomola. Funkcija F(x) preide pri majhnih argumentih, to je pri

visoki temperaturi, v F(x) <x4(1 -x-"...)/1 -x-...—1)2. Tako je

F(0) — 1 in je tedaj dosežena Dulong-Petitova vrednost cy — 3 R/M. Pri ve-

likih argumentih, to je pri nizki temperaturi, pa gre funkcija F(x) < xte-%

proti nič.

V4 —3R/M

EINSTEIN

0 0 T

Sl. 3. Temperaturna odvisnost specifične toplote trdnine po Einsteinovi enačbi (6)
ejT

in po Debyevi enačbi cy < %R/M) (T/0)3.fexx'dx/(ex — 1)2, 0 je Debyeva tempera-

0

tura, ki je značilen podatek za trdnine. (Integral lahko izrazimo kot fa?F(x)dx.)

S sl. 3 je mogoče razbrati, da je pri x — l specifična toplota praktično že

enaka 3R/M, a da je še pri x — 0,1 praktično še enaka nič. Če je torej frek-

venca kakega gradnika kristala tolikšna, da velja 4y/kT < 0,1 ali pri sobni

temperaturi v < 6,3.10H s—i njegovo nihanje ne prispeva k specifični toploti.

Če pa je njegova frekvenca tolikšna, da velja 4v/kT > 1 ali pri sobni tempera-
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turi v >> 6,3.1012? s-!, je prispevek k specifični toploti 3R/M. Tako je Einstein

po frekvenci, pri kateri kristal izdatno absorbira infrardečo svetlobo, poskusil

ugotoviti, ali je pri sobni temperaturi že dosežena Dulong-Petitova vrednost.

Zavedal pa se je, da je privzetek o eni sami frekvenci gradnikov v kristalu

mnogo preenostaven.

Enačba (6) je prvič pokazala, da gre specifična toplota kristala proti nič,

ko gre absolutna temperatura proti nič. To je zahteval Nernstov tretji zakon

termodinamike o nedosegljivosti absolutne ničle. Walterja Nernsta in njegove

sodelavce je v tej zvezi zanimalo, kako je z veljavnostjo enačbe (6). V ta na-

men so natančno premerili temperaturno odvisnost specifične toplote za ne-

katere kristale. Ugotovili so, da se pri visokih temperaturah merjenja dokaj

dobro ujemajo z enačbo (6), pri nizkih temperaturah pa gredo izmerjene

specifične toplote počasneje proti nič.

Einstein, ki se je zavedal slabosti svojega približka, je pojasnil to neuje-

manje v članku Preprosta razglabljanja o termičnem gibanju molekul v trdnih

telesih [13]. Ugotovil je, da bi bilo treba v izboljšanem približku vzeti zvezen

spekter frekvenc za nihajoče gradnike kristala. V tej zvezi je celo zapisal

kvadratno odvisnost od frekvence (2), vendar je ostal le pri ocenah. Pozneje

je P. Debye uporabil ta spekter z mejno frekvenco in uvedel preprost, a dokaj

uspešen model, ki je dal precej boljše ujemanje z merjenji in pri nizkih

temperaturah odvisnost cpa 7% (sl. 3).

Einsteinovo delo o specifični toploti trdnin se zdi danes prav zaradi

poznejšega uspešnega Debyevega modela nekoliko odmaknjeno. Vendar je

bilo ob nastanku zelo pomembno. Einsteinove kvantizacije elektromagnetnega

valovanja fiziki namreč niso sprejeli z odobravanjem, podobno kot niso

sprejeli Planckove razlage zakona (4c). Fiziki — med njimi tudi Planck — se

niso zlahka sprijaznili z mislijo na kvante v elektromagnetnem valovanju.

(V tej zvezi kaže mimogrede omeniti daljnovidnost Willyja Wiena, ki je kot

tedanji urednik Annalen der Physik sprejel Einsteinovo delo o fotoefektu

v objavo. Čeprav je poznal mnenje fizikov o Planckovi razlagi, je moral

slutiti pravi pomen dela.) Kvantizacija nihanja gradnikov v kristalu, s katero

je bilo mogoče vsaj približno pojasniti izmerjeno temperaturno odvisnost

specifične toplote trdnin, se jim je zdela mnogo bolj sprejemljiva. Tako je bil

članek o specifični toploti [12] tisti stranski vhod, skozi katerega je kvantna

fizika prišla do ugleda [8].

Stimulirano sevanje

V članku Kvantna teorija sevanja je Einstein na novo izpeljal Planckov

zakon z upoštevanjem prehodov med stanji atomov in molekul [14]. Privzel

je, da so atomi ali molekule v dinamičnem ravnovesju s sevanjem črnega

telesa, če so porazdeljeni po vzbujenih stanjih, kakor zahteva statistična

mehanika. Ker pride do te porazdelitve samo zaradi sevanja in absorpcije,

je mogoče po tej poti izvedeti kaj več o sevanju in absorpciji, ne da bi se

spuščali v podrobnosti.

Vzemimo, da ima atom (ali molekula) stanja z izbrano energijo W,

(n — 1, 2, 3...). Če sestavljajo atomi ene vrste plin v ravnovesju pri tempera-

turi 7, je delež atomov v stanju z energijo W, določen s kanonično porazde-

litvijo [5]: C,e-Ws/KT, Opazujmo stanji z energijama W,, in W, > W,,. Atom

izseva kvant z energijo W, — W,, in frekvenco (W, — W,,)/h in preide iz stanja

82



z večjo energijo W, v stanje z manjšo energijo W,,. Atom absorbira kvant

s to energijo in frekvenco in preide iz stanja z manjšo energijo W,, v stanje

z večjo energijo W,,.

Vzemimo najprej atom v stanju z večjo energijo W,. Atom seva tudi, če

je popolnoma prepuščen sam sebi in ni zunanjih motenj. To je spontano

sevanje. Naj bo A,m Verjetnost na časovno enoto za prehod s spontanim se-

vanjem v stanje z energijo W,,,

Nato vzemimo atom v stanju z manjšo energijo W,, v sevanju s spektralno

gostoto u pri frekvenci (W, — W,,)/h. Verjetnost za prehod na časovno enoto

v stanju z energijo W, ob absorpciji kvanta z energijo W, — W,, naj bo B,,,U.

Naposled vzemimo še atom v stanju z večjo energijo W, v sevanju s spek-

tralno gostoto u pri frekvenci (W, — W,,)/h. Verjetnost za prehod na časovno

enoto v stanje z energijo W,, s sevanjem naj v tem primeru bo B,,u. To je

stimulirano sevanje. Valovanje s pripravno frekvenco zbudi ali stimulira se-

vanje s to frekvenco in atom preide iz stanja z večjo energijo W, v stanje

z manjšo energijo W,,.

Valovanje v votlini naj bo v termodinamčnem ravnovesju z atomi plina,

ki sevajo in absorbirajo. V tem primeru preide na časovno enoto iz stanja

z energijo W,, v stanje z energijo W,, enako število atomov, kot jih preide na

časovno enoto iz stanja z energijo W,, v stanje z energijo W,,:

C,e-Wn/kT(B,,U A,m) < Cpe Va! kTB,,nUu

Člena na levi ustrezata prehodom iz stanja z energijo W, s stimuliranim in

spontanim sevanjem v stanje z energijo W,,. Člen na desni ustreza prehodom

iz stanja z energijo W,, z absorpcijo v stanje z energijo W,,. V termodinamič-

nem ravnovesju je po kanonični porazdelitvi [7] število atomov v stanju z ener-

gijo W, sorazmerno z e-Wzs/kKT jn število atomov v stanju z energijo W,,

sorazmerno z e-Wm/kKT, Upoštevajmo, da naraste spektralna gostota čez vsako

mejo ko naraste temperatura čez vsako mejo. Zato mora biti koeficient prvega

člena na levi strani enačbe enak koeficientu člena na desni strani:

C,B,m — Čmbin. Zdaj lahko iz zapisane enačbe izračunamo spektralno gostoto

U — (A,m/ Bm) few — Wm)ikT 1]

To pa je Plancekov zakon (4c). Postaviti je treba samo

Po tej poti je prišel A. Einstein prvi do stimuliranega sevanja, ki je pri-

vedlo štirideset let pozneje do maserjev in laserjev. Če je namreč stanje

z energijo W, glede na stanje z energijo W,, močneje zasedeno kot v ravno-

vesju, lahko spontano sevanje enega atoma sproži stimulirano sevanje drugih

vzbujenih atomov. lako je dana možnost za nastanek izredno vzporednih in

izredno enobarvnih curkov valovanja.

V nadaljevanju članka [14] je Einstein podrobno raziskal, kako je z gibalno

količino pri sevanju in absorpciji. Med seboj skladne enačbe je dobil le, če je

privzel, da so atomi, ki so izsevali kvant z energijo 4y, dobili v nasprotni

smeri odrivno gibalno količino Z4y/c. Enako je moral privzeti, da so atomi,

ki so absorbirali kvant z energijo 4y, prevzeli v vpadni smeri gibalno količino

hyjc. Ta ugotovitev je popolnoma potrdila sliko o skokovitem sevanju in ab-

sorpciji in je ovrgla pomisleke, ki jih je navedel Planck v zvezi s skokovito

absorpcijo.
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Da sodeluje elektromagnetno valovanje s kvantnimi delci v obliki kvantov

z energijo 4hy in gibalno količino 4y/c, so še prepričljiveje pokazala merjenja

A. H. Comptona leta 1922. Compton je opazil pri sipanju enobarvne rentgen-

ske svetlobe sestavino z zmanjšano frekvenco, pri čemer je bilo zmanjšanje

frekvence odvisno le od sipalnega kota. Pojav je pojasnil s prožnimi trki

kvantov elektromagnetnega polja s skoraj prostimi elektroni. (Tedaj so vpe-

ljali ime foton, ki je izpodrinilo prejšnji »kvant«.) To je bila dokončna zmaga

zamisli o kvantih ali fotonih; nekako po sili razmer jo je začel Planck, ki se

ni nikdar ogrel zanjo; prvi pa jo je dosledno povzel Einstein.

Kvantni plin

Leta 1923 je indijski fizik Shatendra Nat Bose poslal angleški reviji Philo-

sophical Magazine članek, v katerem je izpeljal Planckov zakon na popolnoma

nov način. Revija pa je odklonila objavo. Bose je nato poslal članek A. Ein-

steinu, katerega ni osebno poznal, da bi povedal o članku svoje mnenje. Ein-

stein je takoj spoznal njegov pomen, ga prevedel iz angleščine v nemščino in

priporočil njegovo objavo [15]. V članku Planckov zakon in domneva o svet-

lobnih kvantih je izpeljal Bose Planckov zakon, kakor ga izpeljemo danes.

V faznem prostoru je uvedel celice s prostornino 4? in dobil za gostoto stanj

dšpdšr/hš, kar da za število stanj na enoto frekvenčnega intervala

47pidpaš/hš — 4zy?dyaš/cš, Ko delimo to s prostornino votline aš in pomnoži-

mo s statističnim faktorjem 2, ki upošteva dve neodvisni polarizaciji, dobimo

izraz (2). Nato je izpeljal zasedbeno število l/(e"/kT.— 1), kakor je navada

danes [16]. Ko pomnožimo gostoto stanj (2) z energijo fotona 4y in z zased-

benim številom, dobimo Planckov zakon (4c). Boseja štejejo zaradi tega za

začetnika kvantne statistične mehanike [17]. Bose je napisal še en članek, ki

ga je tudi prevedel Einstein in mu dodal opombo z opozorilom na Bosejevo

napako [18].

Einstein je povzel prijem iz prvega Bosejevega članka in sestavil kvantno

teorijo idealnega enoatomnega plina. V enem od treh prispevkov s tem naslo-

vom [19] je obdelal tudi kondenzacijo takega plina. Ta je prišla prav pri raz-

lagi supertekočnosti helija, ki so jo odkrili čez nekaj časa. Namesto da go-

vorimo o Bose-Einsteinovi statistiki in Bose-Etnsteinovi kondenzaciji bi bilo

morda bolj prav, če bi uporabljali imeni Bosejeva statistika in Einsteinova

kondenzacija. Seveda se niti Einstein niti Bose nista zavedala, da veljajo njuni

računi samo za kvantne delce s celim spinom, ki jih danes imenujemo bozone

— na čast S. N. Boseju.
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Alojzij Vadnal, Osnove diferenčnega računa, DZS 1979, 200 str. ( Knjižnica

Sigma; 30). Cena 200 (160) din.

V zbirki Sigma je izšla na 200 straneh nova knjiga Osnove diferenčnega

računa. Avtor, ki je prispeval v zbirko že več knjig, je tudi to pot izbral za snov

elementaren uvod v poglavje matematike, ki se široko uporablja. Diferenčne

enačbe so pomembne za uporabo tako v tehniki kot v ekonomiji.

V prvem poglavju avtor predstavi pojem diskretne funkcije in obravnava

njihove osnovne lastnosti, njihove diference in antidiference. Posebej obrav-

nava funkcijo gama in faktorsko potenco.

Drugo — osrednje — poglavje obravnava linearne diferenčne enačbe prve-

ga in drugega reda. Pri drugem redu se avtor omeji na konstantne koeficiente.

Poleg standardne metode reševanja z nastavki je na koncu razložena opera-

torska metoda reševanja.

Iretje poglavje obsega uporabo diferenčnih enačb v ekonomiji s primeri,
ki so: modeli pajčevine, Samuelsonova enačba narodnega dohodka, investi-

cijski model in zlati rez.

Na koncu knjige so dodane razne tabele, ki pridejo prav pri reševanju

nalog.

Preprosto in jasno napisano razlago ves čas spremljajo poučni primeri.

V veliko pomoč bralcu so mnoge naloge z rezultati. Za razumevanje snovi

zadošča bralcu znanje v obsegu gimnazijske elementarne matematike.

Zvonimir Bohte
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PREJELI SMO V OCENO

Werner Greub, Multilinear Algebra. 2. spremenjena izdaja. Springer Ver-

lag, New York, Heidelberg, Berlin 1978. Str. VILI -- 294.

Osnovna pojma, s katerima se ukvarja multilinearna algebra, sta multi-

linearna preslikava in tenzorski produkt. Tenzorski produkt danih vektorskih

prostorov je spet vektorski prostor. Vektorski prostor E lahko tenzorsko

množimo tudi s samim seboj, in sicer enkrat, dvakrat, trikrat itd. Tako dobi-

mo neskončno zaporedje vektorskih prostorov. Izkaže se, da ima direktna

vsota teh prostorov strukturo algebre. Imenuje se tenzorska algebra prostora

EF. Pomembno vlogo v njej igrajo simetrični in poševno simetrični elementi

(tenzorji). Prvi vodijo do simetrične tenzorske algebre, drugi do tako imeno-

vane vnanje algebre prostora E£. Obe se izražata tudi kot faktorski algebri

tenzorske algebre. Če je E prostor s skalarnim produktom, mu lahko priredi-

mo Cliffordovo algebro. Primer Cliffordove algebre je obseg kvaternionov.

Dobimo ga, če vzamemo dvorazsežen realen vektorski prostor z negativno

predznačenim običajnim skalarnim produktom. udi Cliffordova algebra se

izraža kot faktorska algebra tenzorske algebre. Reprezentacija Cliffordovih

algeber privede do spinorske grupe, ki je pomembna v kvantni mehaniki.

Knjiga W. Greuba sestoji iz enajst poglavij, ki obravnavajo tenzorske pro-

dukte, tenzorsko algebro, vnanjo algebro, uporabo pri linearnih transforma-

cijah, simetrično tenzorsko algebro, Cliffordove algebre in reprezentacijo teh

algeber. Vektorski prostori so v splošnem nad poljubnim obsegom, ki pa ima

po navadi karakteristiko nič. Posebej so obdelane vnanja algebra in Cliffor-

dove algebre nad končnorazsežnimi prostori. Za razumevanje te knjige je

potrebno poznanje linearne algebre.
Ivan Vidav

H. S. M. Coxeter, Projektivna geometrija. Školska knjiga, Zagreb 1977.

Str. 194. V hrvaščino prevedel dr. Dominik Palman.

Do projektivnega prostora pridemo najlaže z vektorskim prostorom. Vsake-

mu vektorskemu prostoru lahko priredimo projektivni prostor takole: Točke

projektivnega prostora so enorazsežni podprostori, premice dvorazsežni, ravnine

trirazsežni podprostori danega vektorskega prostora itd. Dimenzija projektiv-

nega prostora je za eno manjša kakor dimenzija vektorskega prostora, narava

projektivnega prostora pa je odvisna od obsega skalarjev. Pri običajnem pro-

jektivnem prostoru, ki ga dobimo iz evklidskega tako, da dodamo neskončne

točke, neskončno oddaljene premice in neskončno oddaljeno ravnino, je obseg

skalarjev obseg realnih števil. Lahko pa osnujemo projektivno geometrijo

tudi aksiomatično. Iz sistema aksiomov dokažemo, da vsakemu projektivnemu

prostoru pripada neki obseg. Nato uvedemo projektivni koordinatni sistem,

v katerem ima vsaka točka prostora homogene koordinate, ki so elementi

tega obsega. Homogene koordinate točke pa so komponente vektorja v ustrez-

nem vektorskem prostoru. Z uvedbo vektorskega prostora prevedemo študij

projektivne geometrije na študij linearne algebre.

V pričujoči knjigi pa avtor obravnava projektivno geometrijo sintetično,

tj. brez uporabe algebre. Koordinatni sistem uvede šele v zadnjem poglavju.

Ker so aksiomi za projektivno geometrijo preprostejši kakor za evklidsko, je
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sintetična metoda razmeroma lahka, predvsem pa ne zahteva poznanja drugih

področij matematike. Zato je Coxeterjeva knjiga dostopna tudi srednješolcem.

Oglejmo si na kratko še njeno vsebino. Sestoji iz 12 poglavij. Prvo poglavje

vsebuje osnovne pojme. V drugem so aksiomi za prostorsko projektivno geo-

metrijo in preproste posledice teh aksiomov. Iretje govori o principu dual-

nosti. Četrto obravnava Desarguesov in Pappusov izrek. Prvi izrek velja v vsa-

ki prostorski projektivni geometriji. S Pappusovim izrekom pa je drugače.

Ker je avtor kot aksiom privzel trditev, da je projektivnost na premici iden-

titeta, če ima tri negibne točke, velja v obravnavani geometriji Pappusov

izrek. Peto in šesto poglavje sta posvečeni projektivnim transformacijam na

premici in ravnini. Predmet nadaljnjih treh poglavij so polarnosti in stož-

nice. Deseto poglavje govori o končnih projektivnih prostorih, enajsto in dva-

najsto pa o afinem in evklidskem prostoru in o koordinatnih sistemih. Na

koncu posameznih razdelkov so številne naloge, na koncu knjige pa rešitve

teh nalog.

Naj omenim, da je v originalu obsežen seznam literature; v prevodu je

najbrž po pomoti izpadel, saj prevajalec v predgovoru navaja iz tega seznama

dve nadaljnji avtorjevi deli o projektivni geometriji.

Ivan Vidav

SLUČAJNI POJAVI V NERAVNOVESNIH SISTEMIH

Stochastic Processes in Noneguilibrium Systems (5th Sitges International

School of Statistical Mechanics), uredili L. Garrido, P. Seglar in P. J. Shep-

herd, Springer (Berlin) 1978 (Lecture Notes im Physics, Vol. 84), 355 strani,

cena 300 din.

Statistična mehanika je v zadnjih desetletjih doživela živahen razvoj, zlasti

ko je začela obravnavati tudi neravnovesne pojave. K razumevanju je veliko

prispevala teorija slučajnih pojavov, kot nas prepričajo predavatelji na po-

letni šoli v Sitgesu pri Barceloni, junija 1978.

Slučajni pojav si smemo predočiti z množico možnih gibanj kakega telesa,

na katerega delujejo slučajne sile. Brownovo gibanje je tak primer. Opišemo

ga lahko z verjetnostno porazdelitvijo, ki se s časom spreminja po nekem

zakonu. Posebno imenitni so markovski slučajni pojavi, pri katerih lahko

napovemo bodoči razvoj verjetnostne porazdelitve, če je znana porazdelitev

v sedanjem trenutku. Pri nemarkovskih pojavih je treba v ta namen tudi

nekaj vedeti o minulem razvoju porazdelitve. O tej in še o drugačnih klasiti-

kacijah slučajnih pojavov, o njihovem matematičnem obravnavanju in o ime-

nitnih zgledih iz fizike je govoril N. G. van Kampen z Univerze v Utrechtu

v Uvodu v slučajne pojave za fizike. Na pičlih 50 straneh nas popelje do

razmeroma novih problemov, s tem da se spretno izogne matematičnim po-

tankostim — ne da bi kaj za fiziko bistvenega preskočil.

E. Santos z Univerze v Santandru razpravlja o stohastičnih diferencialnih

enačbah za nemarkovske slučajne pojave. Pogosto se da tak pojav za daljše

časovne intervale približno obravnavati, kot da je markovski. Pomembno je,

da znamo priti do takšnega asimptotičnega opisa, če obstaja.

Posebej o Brownovem gibanju piše R. Mazo z Oregonske univerze. Po-

sreči se mu pokazati, da se da tudi o tako obrabljeni temi, ki so jo začenši

z Eisteinom obravnavali že mnogi mojstri, povedati še kaj novega in vred-

nega. S tem da upošteva, da upor delca v tekočini ni odvisen samo od trenut-
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ne hitrosti, ampak tudi od minulega gibanja, dobi za hitrost posplošeno (ne-

markovsko) Langevinovo enačbo,

m dv [dt -- (za —f) v(t) dt — F(t)
h

kjer je F(£) slučajna sila. Čeprav ta ni znana, se dajo ob na videz nedolžnih

dodatnih domnevah izpeljati zanimivi sklepi. Glej tudi S. Pahor: Slučajni pro-

cesi, podiplomski seminar iz fizike št. 2, Ljubljana 1977.

Prav mikaven je prispevek B. J. Alderja iz Lawrenceovega laboratorija (Li-

vermore, Kalifornija) o rezultatih računalniške simulacije molekulskega gi-

banja. Veliki računalniki omogočajo numerično reševanje gibalnih enačb za

več sto do tisoč molekul, ki tvorijo plin ali kapljevino. S takšnimi poskusi je

bila pred 10 leti ustanovljena računalniška fizika kot nova zvrst, ki ni ne

eksperimentalna ne teorijska, ampak nekaj tretjega. Rezultate takih računov

jemljejo ljudje, kot da bi bili dobljeni z eksperimenti, in jih skušajo teorijsko

razložiti. S tem so postavili na laž tiste filozofe, ki vidijo edino nalogo teorij-

ske fizike v napovedovanju pojavov, kajti to zmore računalnik v danem pri-

meru brez dodatne razlage ali teorije. Človek pač ne more iz svoje kože in

hoče stvari tudi »razumeti«.

H. Haken z Univerze v Stuttgartu je iznašel svojo znanost z imenom »si-

nergetika« (nauk o pojavih sodelovanja med deli sistemov). Avtor pravi, da

se da z njo razložiti marsikaj — od laserja do družbenih pojavov. Okvir je

torej še širši kot pri Prigogineovih »disipativnih strukturah«, ki so nekaj so-

rodnega. (Celo Benardovi vrtinci, ki jih opazimo pri segrevanju masti v plitvi

ponvi, se kot osnovni zgled pojavljajo pri obeh avtorjih.) Kljub sugestivnemu

vplivu novih besed pa se bralec ne more znebiti dvomov, da morda le ni vse

tako zelo novo.

Med nadaljnjimi prispevki je nekaj manj zanimivih ali teže razumljivih in

tudi nekaj takih, ki ne sodijo v zastavljeni okvir. Y. Pomeau, fizik iz Saclayja,

razpravlja o ergodijski teoriji, vendar s čisto matematičnega vidika in ob

zgledih, ki so za fiziko popolnoma nezanimivi. Ubada se npr. s transformaci-

jami, ki so definirane s črtanjem ali prestavljanjem decimalk pri neskončnih

decimalnih ulomkih. Ne pozabi nas opozoriti, da Borelova mera ni natanko

isto kot Lebesgueova mera, čeprav nimajo take potankosti pri fizikalni upo-

rabi kaj iskati. Ivan Kuščer

John L. Keiley, Isaac Namioka, Linear Topological Spaces, Graduate Texts

in Mathematics 36, Springer-Verlag, New York—liicidelberg—Berlin 1976, 256

str.

V posrečeni Springerjevi seriji Graduate Texts in Mathematics je bilo po-

novno izdanih več dobrih učbenikov starejšega datuma. Tudi pričujoča knjiga

je prvikrat izšla že leta 1963. Tako je skoraj odveč povedati, da skupaj z ne-

katerimi konkurenti (Bourbaki, Espaces vectoriels topologigues; Kothe, To-

pologische lineare Raume; Schaeffer, Topological Vector Spaces) sodi med

standardna dela s področja linearnih topoloških prostorov. Naštejmo poglav-

ja: Linearni prostori, Linearni topološki prostori, Izreki o kategoriji, Kon-

veksnost v lienarnih topoloških prostorih, Dualnost ter Urejeni linearni pro-

stori. Mnogo dodatnih izrekov, primerov in protiprimerov (ki so na tem

včasih varjivem področju še posebej važni) najdemo v nalogah, ki so zelo

pregledno razporejene na koncu posameznih razdelkov. Peter Legiša
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KOLIČINE IN ENOTE V FIZIKI"

Zakon o merskih enotah in merilih (Uradni list SFRJ, štev. 13, 2. 4. 1976,

str. 341) je prinesel v fiziko malo novega, kar zadeva enote. Že dalj časa

namreč uporabljamo večino enot, ki jih je uzakonil. Pri strokovnem delu in

pri pouku fizike na šolah vseh stopenj se zato ne bo težko ravnati po novem

zakonu. Glavna sprememba je prepoved nekaterih enot; začela bo veljati 31.

12. 1980.

V nečem pa je besedilo zakona — kaže, da mimo osnovnih teženj zakono-

dajalca — poseglo v fiziko in v njen pouk. Gre za terminologijo. Vsebina kake

znanosti seveda ni odvisna od enot ali od terminologije. Vendar bi neuteme-

ljene in nepotrebne spremembe utegnile povzročiti težave — posebno pri

pouku fizike. V tej zvezi se spomnimo na stališče, ki ga je na občnem zboru

jeseni 1978 soglasno sprejelo Društvo matematikov, fizikov in astronomov

SRS: »Prosimo in pozivamo vse, ki pri svojem delu uporabljajo izraze iz mate-

matike, fizike in astronomije, da ne kujejo novih izrazov, ampak uporabljajo

stare. Če menijo, da so potrebni novi izrazi, naj se o njih posvetujejo z za-

stopnikom društva.«

V naslednjih vrsticah je zbranih nekaj količin in enot, ki so v fiziki v rabi

že dolga leta. Dodane so jim tudi novosti. Zakon predpisuje za javno rabo —

v fiziki najbrž za rabo pri pouku in v tisku — mednarodni sistem enot ali

kratko S/7 [1]. V tem sistemu so osnovne količine in njihove enote, to je

osnovne enote: dolžina (meter), čas (sekunda), masa (kilogram), električni tok

(amper), temperatura (kelvin), svetilnost (candela) in množina snovi (mol).

V fiziki navadno prebijemo s prvimi petimi osnovnimi enotami. S svetil-

nostjo je mišljena svetilnost v fizzološkem merilu, ki ima za osnovo občutlji-

vost človeškega očesa. Definiciji candele — svetilnost 1/60 cm? črnega telesa

pri tališču platine ob tlaku 1,01325.10: N/m? — bi bilo pravzaprav treba do-

dati še mednarodno dogovorjeno spektralno občutljivost očesa. Če izvzamemo

fiziološko optiko in tehniko razsvetljave, je mnogo pomembnejše fizikalno

merilo, v katerem je enota za svetilnost watt (pravzaprav watt na steradian).

Mol je določen s številom atomov v 12 gramih ogljika !?C in ne v 12 kilo-

sramih, kakor bi pričakovali. Ker uporabljamo za maso enoto kilogram, bomo

raje uporabljali tisočkrat večji kilomol. Z množino snovi je očitno mišljeno

število delcev (atomov, molekul, ionov, atomskih skupin, elektronov ali celo

fotonov). Navajanje enote za število delcev je neobvezno, kot je neobvezno

na primer navajanje enote za kot (radian). Včasih pa je koristno navesti tudi

število delcev, če hočemo poudariti, da gre za kilomolske količine, na primer:

Avogadrovo število N, — 6,0.1026 ali N, — 6,0.10? kmolzi,

masa kilomola kg ali kg/kmol,

plinska konstanta R — N,k — 8300 J/K ali R — 8300 J/kmolK,

Faradayev naboj ep — Nje, — 96.105 As ali ey — 96.106 As/kmol.

Če navedemo kilomol, se plinska konstanta in Faradayev naboj, ki sta

kilomolski konstanti, že po enoti razločujeta od Boltzmannove konstante

« Na številna vprašanja članov Društva matematikov, fizikov in astronomov,

predvsem tistih, ki učijo na srednjih šolah, je pripravil zapis urednik za fiziko.

V Obzorniku za matematiko in fiziko in v Preseku se bomo v prihodnje držali

v zapisu navedenih načel. Predlagamo učiteljem in profesorjem na vseh šolah in

drugim članom društva, da se tudi ravnajo po njih.

89



k — 1,38.10-5 J/K in osnovnega naboja e,

mezen delec.

— 1,60.10-19 As, ki zadevata posa-

Enote za druge količine lahko sestavimo iz osnovnih enot. Kratek seznam

vsebuje poleg osnovnih enot še nekatere sestavljene (izpeljane) enote.

Količina in simbol

dolžina /, pot s, x

ploščina, površina S

prostornina V

kot g

prostorski kot 42

masa m

gostota p

čas f

frekvenca v

hitrost v

pospešek a

kotna hitrost w

kotni pospešek a

prostorninski tok $,

masni tok $.

sila F

navor M

tlak p, mehanična napetost

m

energija W, toplota O, delo A,

entalpija H

gibalna količina G, p

moč, energijski in toplotni tok P

vrtilna količina /'

temperatura 7

toplotna kapaciteta C,, Cy,

entropija SŠ

specifična toplotna kapaciteta <—

specifična toplota c,, cy

(specifična) talilna, izparilna ali

reakcijska toplota g, Ah

toplotna prevodnost A

električni tok 7

naboj e

električna napetost U

kapaciteta C

električni upor R

jakost električnega polja E

gostota električnega polja D

električni dipolni moment p,

električna polarizacija P

sostota magnetnega polja <

gostota magnetnega pretoka B

magnetni pretok $

jakost magnetnega polja H

magnetna napetost U,,

induktivnost L

magnetni (dipolni) moment p,, 4

magnetizacija M
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Kratica enote

kg/m:

s

s-!i — Hz

m/s

m/s?

rad/s — s-!

rad/s? — s-?

m?/s

kg/s

kgm/s? —

mN

N/m? — Pa

kgm'/s? — J

kgm/s
kem?/s? —

ksm?js — Js

K

J/K

J/kgK

J/kg

W/Km

A

As <C

J/As < V

AsjV < EF

V/A< OB)

V/m

As/m?

Asm

Asm/m5

Vs/m? —

Vs — Wb

A/m

A

Vs/A—H

Am?

Am?/m? < A/m

— As/m?

Ime enote

meter

kvadratni meter

kubni meter

radian

steradian

kilogram

kilogram na kubni meter

sekunda

sekunda na minus ena, hertz

meter na sekundo

meter na sekundo (na)

kvadrat

sekunda na minus ena

sekunda na minus dve

kubni meter na sekundo

kilogram na sekundo

newton

meter newton

newton na kvadratni meter,

pascal

joule

kilogram meter na sekundo

wati

joule sekunda

kelvin

joule na kelvin

joule na kilogram kelvin

joule na kilogram

watt na kelvin meter

amper

amper sekunda, coulomb

volt

farad

ohm

volt na meter

amper sekunda na kvadratni

meter

amper sekunda meter

amper sekunda na kvadratni

meter

tesla

volt sekunda, weber

amper na meter

amper

henry

amper kvadratni meter

amper na meter



svetlobni tok" W watt

svetilnost" W/ster < W watt

gostota svetlobnega toka," W/m? watt na kvadratni meter

osvetljenost"

svetlost" W/m'?ster < W/m? watt na kvadratni meter

svetilnost" / cd candela

svetlobni tok"" P cd.ster — Im lumen

gostota svetlobnega toka"" j, Im/m? < Ix lux

osvetljenost"" j'

svetlost" P cd/m? candela na kvadratni meter

aktivnost radioaktivnega izvira s-! — Bg razpad na sekundo, beguerel

absorbirana doza ionizirajočega J/kg < Gy joule na kilogram, gray

sevanja

obsevna (ekspozicijska) doza As/kg amper sekunda na kilogram

ionizirajočega sevanja

Mnogokratnike enot dobimo s predponami mili (kratica m, 105), mikro (x, 10—$,

nano (n, 105), piko (p, 10—"), femto (£f, 105") in kilo (k, 10%), mega (M, 106), giga

(G, 10%, tera (T, 10%).

Novosti zares ni veliko. O tem, kako hitro se bodo uveljavile, ni enotnega

mnenja. Večina daje največ upanju pascalu (Pa) namesto N/m?, manj coulom-

bu na (C) namesto As in webru (Wb) namesto Vs, a najmanj becguerelu (Bg)

namesto razpada na sekundo in grayu (Gy) namesto J/kg. Posebej navedimo

imena količin v zakonu, ki se razlikujejo od ustaljenih imen: »prostorninska

masa« za gostoto, »dolžinska masa« za linearno gostoto mase z enoto kg/m,

»ploščinska masa« za ploskovno gostoto mase z enoto kg/m?, »količina toplo-

te« za toploto, »masna količina toplote« za specifično toploto, »količina elektri-

ne« za naboj. Teh imen zlepa ne bo uporabil kak fizik. V zakonu je še na

primer »kapacitivnost« za kapaciteto, »upornosi« za upor, »masni pretok« za

masni tok, o čemer je mogoče razpravljati [2]. »Ionizirno sevanje« namesto

ionizirajoče sevanje se je pokazalo kot zavajajoče, ker je v naslednjem koraku

iz tega nastalo »ionizirano sevanje« (prevod terminološkega slovarja IEC 50

(391), (392), (26)).

Še naprej smemo uporabljati enote zunaj Sle"

za kot: stopinja (1% — 7/180rad), minuta (1' — 7/180.60 rad) in sekunda

(1" — 7/180.3600 rad);

za čas: minuta (1 min <— 60s), ura (1h <— 3600s), dan (1 dan <— 86400 s),

leto;

za maso: tona (1t x 1000 kg) in atomska enota mase (1u — 1 kg/N, —

— 1,66053.10-27kg);

za tlak: bar (1 b — 105 Pa) in milibar (1 mb <— 100 Pa);

za energijo, toploto, delo: watt ura (1 Wh — 3600J) in kilowatt ura

(1 kWh — 3,6.106J) in

za temperaturo: stopinja Celzija (19C — 1K, 0%C — 273,15 K).

Po 31. 12. 1980 pa ne bo več dovoljeno uporabljati

za dolžino: angstroem,

za presek: barn,

« V fizikalnem merilu.

s V fiziološkem merilu (v zakonu je samo to).

ss Po metrološki navadi so navedeni številski koeficienti z vsemi mesti. Pri

računanju v šoli, kjer so navadno znani podatki z relativno natančnostjo na kak

odstotek, zaokrožimo koeficiente na dve ali tri mesta.
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