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BATAGELJ

AMS Subj. Class. (1970) 02-01, 02 G

C@pmv je matematicna logika Ze razmeroma staro podrodje, vlada v njej precejSnja éc@fmmd@sa
zmeda. Med poskusi postaviti stvari na pmm mesto zasluzi posebno pozornost Curryev [4], n
katerem temelji tudi ta sestavek. V njem izvemo najprej nekaj o opisnih sredstvih in teorijah, nato @a
se seznanimo Se z osnovnimi sintakti¢nimi m semanticnimi znacilnostmi teorij.

In the article the basic notions of mathematical logic are introduced.

Opisni jezik : Studij matemati¢ne teorije je podoben $tudiju tujega jezika. Tako kofi se pri
sfmdmu tmega jezika obiCajno opremo na jezik, ki ga ze obvladamo, tako tudi pri Studiju
teorije potrebujemo jezik, v katerem lahko govorimo o teoriji. Temu j@zﬂ{u bomO rekli
opisni jezik. Trditve o teoriji, izraZene v opisnem Jeziku, sestavljajo epiteorijo. Pojma opis-
nega jezika in epiteorije sta tesno povezana s pojmoma metajezika in metateorije, ki ju sreamo
v formalistiCni metamatematiki. Seveda je mogoce tudi, tako kot pri materinséini, da jezik

teorije in opisni jezik sovpadata.

Od opisnega jezika priCakujemo, da je:
— dovolj bogat, da lahko v njem naSo teorijo opiSemo s poljubno »razumno« stopnjo

natancnosti;
— razumljiv za »zainteresirano« skupino Ljudi, ki ga uporablja;
— spremenljiv — vanj lahko uvajamo novo simboliko in termine, rabimo stare termine

v novem pomenu ali pa jih sploh opustimo...

V tem sestavku bomo za opisni jezik uporabljali sloveni¢ino in jo po potrebi dopolnje-
vali z imeni za objekte opisa in obifajno matemati¢no ter logitno simboliko. Za imena
objektov bomo uporabljali velike in male latinske ¢rke, Stevilke in druge simbole oziroma
njih kombinacije. Ce je objekt opisa natanéno doloden, govorimo o opisni konstanti; kadar
ime oznacuje poljuben objekt iz dane skupine objektov, govorimo o opisni spremenljivki.
Od obicajne simbolike bomo uporabljali za okrajSavo pogostejSih fraz opisnega jezika

naslednje simbole:
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v ved primerkih, ki jih imenujemo inskripcije tega simbola ali znaki. Pri tem zahtevamo,
da lahko vsako inskripcijo simbola spoznamo za inskripcijo tega simbola in da jo lahko
lo¢imo od vseh inskripcij drugih simbolov. S tem, ko smo se odlocili, da bomo govorili o
simbolih in ne o znakih, in tako izbrali enostavnejSo pot, smo naredili tako imenovano prvo
abstrakcijo ali abstrakcijo istovetenja. S tem smo dosegli, da namesto »v zapis besede mate-
matika vstopajo trije znaki, podobni (ekvimorfni) znaku a«, lahko redemo »simbol a vstopa
trikrat v besedo matematika.« |

Simbole lahko naprej zdruZzujemo v izraze. Stevilo simbolov v izrazu imenujemo velikost
izraza. Ce pri tem kak simbol vstopa v izraz veckrat, ga tolikokrat tudi Stejemo. Ponavadi
so izrazi linearna zaporedja simbolov. V teh primerih govorimo namesto o velikosti o
dolZini izraza. Izraze zdruzujemo naprej v jezike. Nabor simbolov, iz katerega so zgrajeni
izrazi danega jezika, imenujemo abeceda jezika; izrazom pa pogosto pravimo kar besede.
Z. izrazi je povezana druga abstrakcija, ki zahteva, da so lahko izrazi poljubno veliki in da
imamo na razpolago poljubno Stevilo znakov. Ta zahteva in njej podobne zahteve so znacilne
za vse konstruktivisticne pristope k matematiki (obstoj naslednika v formalni aritmetiki,
neomejenost traku pri Turingovih strojih, ...). Z njimi uvedemo v naSe razpravljanje ne-
skonénost, toda le kot potencialno (kot moznost), ne pa tudi kot aktualno (kot danost),
ki je konstruktivha matematika ne priznava. Zato pogosto govorimo kar o abstrakciji
potencialne neskoncnosti.

Ker bi radi govorili o izrazih predvsem kot o objektih, se moramo zateci k rabi imen za
izraze. Ena izmed moznosti poimenovanja izrazov je avtonimna raba izrazov — izraz sam
rabimo tudi za njegovo ime. Ali je to vselej dovoljeno? Poglejmo si naslednji sklep:

Drevo je ozelenelo.
Drevo je beseda 1z petih Crk.

Obstaja beseda iz petih ¢rk, ki je ozelenela.

Ceprav je sklepanje logi¢no pravilno in so premise smiselne, je zaklju¢ek nesmiselen.
Zakaj? Ocitno smo v prvi premisi govorili o drevesu kot objektu, v drugi pa o drevesu
kot imenu. Iz tega pa ze vidimo, v katerem grmu ti€i1 zajec. Tezave lahko premostimo tako,
da izraz, kadar ga rabimo kot njegovo ime, postavimo v enojne narekovaje. Izraz v enojnih
narekovajih je nedeljiva celota opisnega jezika. Po tem dogovoru bi drugo premiso zapisali:

Jrevo je beseda iz petih Crk.

PrejSnji sklep sedaj ni vec pravilen. Ponavadi je tolikSna natan€nost odvecna; nacin rabe je
razviden iz konteksta.

Opisni jezik je okvir, iz katerega ne moremo. Posamezna dejstva o teoriji lahko utemelji-
mo in razlozimo zunaj nje — v opisnem jeziku; opisni jezik pa moramo utemeljevati in raz-
lagati samega v sebi. Zato moramo razpravljanje zaceti s skupino pojmov, ki jih privzamemo
za znane 1n se zadovoljimo le z opisom njihovih medsebojnih odnosov in nasimi predstavami
o njih ter z dogovori o njih rabi.

Konceptualni razredi: V matematiki in sorodnih vedah se nenehno sreCujemo z objekti
razli¢nih vrst: naravna Stevila, tocke, trikotniki, matrike, grafi, funkcije, programi, formule,
mnozice, vezja, ... Objekti iste vrste sestavljajo razrede objektov, ki jim bomo rekli kon-
ceptualni razredi. | | |

Konceptualni razredi so obi¢ajno podani s konCnim spiskom lastnosti, katerim morajo
objekti, ki razredu pripadajo, zadosCati. Tako je konceptualni razred praStevil doloCen
z zahtevo

— naravno §tevilo p > 1 je prastevilo natanko takrat, ko je deljivo samo z 1 in samim
seboj
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konceptualni razred paralelogramov, pa z zahtevo
1 so natanko tisti ravninski &etverokotniki, ki imajo po

dve in dve

— paralelogram
stranici vzporedni.

Prvo vpraSanje, ki se nam zastavi, ko govorimo o konceptualnih razredih, je vprasanje
pripadnosti: ali znamo za dani objekt »v kon¢nem cCasu« ugotoviti, ali pripada danemu
konceptualnemu razredu? V sploSnem je lahko pripadnost objekta konceptualnemu razredu

casovno odvisna, kot je na primer za konceptualni razred telefonskih naroc¢nikov. V muate-
matiki in logiki obic¢ajno ni tako — razredi imajo stati¢no naravo.

Za prastevila nam da vedno (vsaj teoreti¢no) odgovor na zastavljeno vprasanje naslednji
postopek:

1.

2.

21.

3. Cejei = p potem »p je praStevilo«

e »p ni prastevilo«

Zakaj smo v oklepajih zapisali »vsaj teoreticno«? Kot vemo, je prastevil neskoncno; torej
obstaja poljubno veliko prastevilo in e privzamemo, da poteka vsak korak naSega postopka
koncen del¢ek Casa, lahko te¢e postopek sicer vedno koncno, a vseeno poljubno dolgo. Torej
nam za zadosti velika prastevila ne more v »praktino« sprejemljivem ¢asu dati odgovora na
zastavljeno vpraSanje (najbrz je vprasljiva tudi »prakti¢na« uporabnost taksnih Stevil).
V nadaljnjem se ne bomo ustavljali ob problemu »praktiCne« izracunljivosti; zadovoljili
se bomo s koncnostjo (abstrakcija potencialne neskoncnosti).

Iz matematike poznamo postopke, ki dajo odgovor Se na celo vrsto vprasanj:

— ali ima dani polinom z racionalnimi koeficienti racionalne korene:
— ali je dani sistem linearnih enacb enoliCno resljiv;
— ali je dani kon¢éni graf povezan (planaren, Eulerjev).

Konceptualnim razredom, za katere obstaja postopek, ki da za vsak objekt v konéno
korakih odgovor na vprasanje pripadnosti, pravimo, da so odlocljivi. Ce pa je odgovor
zagotovljen samo, ko dani objekt pripada razredu, drugace pa se lahko postopek nikoli
ne ustavi, govorimo o polodlocljivem ali tudi pozitivno odlocéljivem razredu.

Poleg postopkov, ki dajejo odgovore »da« in »ne« ali pa se nikoli ne ustavijo, obstajajo
tudi postopki, ki »sestavijo« ali »izradunajo« posamezni objekt, ki mu pravimo kondni objekt
all rezultat. Taki so na primer postopki za:

— seStevanje (mnozenje) dveh v desetiSkem sistemu koncno zapisanih Stevil:
— doloc¢anje najveciega skupnega delitelja dveh celih Stevil (Evklidov algoritem);

— dolocanje (dolZine) najkrajSe poti med dvema krajema;
— nacrtovanje kroznice, ki se dotika danih treh kroZnic (Apolonijev p

postopki: V nadaljnjem bomo privzeli, da, je vsak postopek podan s koncnim
nabamm m‘avﬂ (navodil za raCunanje), ki za vsak podarek (zacetni objekt) 1z danega kon-
ceptualnega razreda enoliCno dolocCajo potek »racunanja«. Nacelno bi lahko raCunanje pre-
pustili stroju, v katerega bi vgradili ta pravila. Ce se za vsak podatek iz danega razreda
racunanje po koncno korakih konca, imenujemo postopek efektivni postopek ali algoritem.
Podatki, za katere se raCunanje konca, so dopustni za dani postopek. Ocitno je vprasSanje

dopustnosti vsaj polodlocljivo.




Obstaja veC formalizacij (strogih opisov) poyjma efektivnega postopka. Med njimi so
najbolj znani Turingovi stroji, rekurzivne funkcije in algoritmi Markova. Vsi ti pristopi so,
kakor se je izkazalo, med seboj ekvivalentni. Zvezo med njimi in intuitivnim pojmom efek-
tivnega postopka izraza Churcheva teza, da se z vsakim izmed njih (zaradi ekvivalentnosti;
Church je postavil tezo za rekurzivne funkcije) da opisati poljuben efektivni postopek nad
opisu ustreznimi formalnimi objekti. Sele privzem te teze nam omogo¢i formalno obravnavo
problemov odlocljivosti in izracunljivosti.

Pojem efektivnega postopka je eden od nacinov, kako lahko podajamo konceptualne
razrede, ki jih ne moremo podati z nastetjem vseh elementov, ki v razred vstopajo. V razred,
dolocen z danim efektivnim postopkom, spadajo natanko tisti objekti, za katere se postopek
konca s pritrdilnim odgovorom (na vpraSanje pripadnosti). Pravimo tudi, da smo objekt
razpoznali. Prevajalniki za programske jezike vsebujejo postopek za razpoznavanje razreda
sintakticno (slovni¢no) pravilnih programov.

Induktivni razredi: Razen z razpoznavanjem lahko konceptualni razred podamo tudi
tako, da povemo, kako lahko njegove objekte »sestavimo« 1z razreda zacetnih objektov.
Pravimo tudi, da posamezni objekt zgeneriramo. Tako doloCene konceptualne razrede
imenujemo induktivni razredi.

Toéneje, induktivni razred # doloCimo tako, da podamo:

— odloéljiv konceptualni razred # zacetnih objektov, ki mu pravimo tudi baza induk-
tivnega razreda;

— odlodljiv konceptualni razred & pravil generiranja. Vsakemu pravilu u € & pripada
naravno $tevilo m, ki ga imenujemo stopnja pravila x. Ce uporabimo pravilo ¢ k zaporedju
m objektov razreda £ (argumenti pravila u), dobimo zopet objekt(e) razreda .£. Pri tem
zahtevamo, da je vpraSanje, ali dobimo dani objekt na ta nadin iz danih argumentov,
odlocCljivo.

Induktivnemu razredu ¢ pripadajo natanko tisti objekti, ki jih lahko dobimo iz baze
po pravilih generiranja v koncno korakih. Pri tem lahko v vmesnih korakih rabimo za
argumente samo tiste objekte, ki pripadajo bazi ali pa smo jih ze dobili v prejSnjih korakih.

Torej mora induktivni razred .4 zados¢ati naslednjim zahtevam:

a) vsebuje bazo;
b) je zaprt glede na pravila generiranja;
c) je najmanjsi razred, ki zadoS¢a pogojema a in b.

To shemo pogosto sreCamo tudi v knjigah pri definicijah konkretnih induktivnih razredov.
Pri tem je navajanje zahteve ¢ odveCno, saj je implicitno dana ze s tem, ko povemo, da gre
za induktivni razred. |

V sploSnem lahko pri uporabi pravila generiranja nad danimi argumenti dobimo en
objekt ali ve¢ objektov ali ne dobimo nobenega. Ce pa dobimo za vsak nabor argumentov
za rezultat najveC en objekt, pravimo, da je pravilo determinirano. Primer determiniranega
pravila je vsota dveh celih Stevil; primer nedeterminiranega pravila pa je pravilo, ki doloci
preseciSCa premice skozi tocki 75 in 7, in kroznice skozi to toCko T35 s srediséem v tocki 7.

Zgled: Kot zanimivost omenimo, da pokazemo neresljivost treh klasiCnih problemov
starogrske matematike (podvojitev kocke, trisekcija kota, kvadratura kroga) tako, da po-
kazemo, da zahtevajo konstrukcijo tocke, ki ne spada v induktivni razred .4, ki ga dolocajo
dovoljena sredstva (ravnilo brez merila in Sestilo):

— tocCki A4 in B (ki dolo¢ata enotno razdaljo) pripadata razredu ¢ ;

— tocka T pripada razredu S, Ce jo lahko dobimo kot preseCiSCe: ali dveh razliCnih
premic, ali dveh razli¢nih kroznic ali pa premice in kroznice; pri tem so te premice in kroz-
nice doloc¢ene s to¢kami razreda .4 .
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Pri dokazu neresljivosti problema kvadrature kroga potrebujemo Se enega od najpo-
membnejsih matematiCnih doseZkov prejSnjega stoletja: Stevilo z# ni algebrajsko (je trans-
cendentno; Lindemann, 1882).

generiranja Obj@kia X = ﬁ T@ 18} pogmpku bomo rekli kmm‘mm;a objekta X. &
konstrukcije je tesno povezan pojem konstrukcijskega zaporedja objekta X TO je k@nmm
zaporedje objektov razreda £, za katerega velja, da vsak njegov &len ah pripada bazi
razreda £ ali pa ga dobimo iz pred njim stojeCih ¢lenov po nekem pravilu generiranja in
je njegov zadnji clen objekt X.

V¢asih, iz ¢isto prakti¢nih razlogov, delamo z nekoliko razSirjeno »bazo«; vanjo vklju-
cujemo tudi vse tiste objekte razreda ., za katere Ze poznamo konstrukcijska zaporedja.
S tem doseZzemo pregledneijsi opis: izgubili pa nismo nicé, saj ¢e take objekte zamenjamo z nji-
hovimi konstrukcijskimi zaporedji povsod, kjer vstopajo v dano zaporedje, dobimo kon-
SH‘URQﬁSRG zaporedje danega objekta nad osnovno bazo.

""" da pa bi lahko 1z danega konstrukcijskega zaporedja prisli nazaj h konstrukciji (o po-
newh ali preverili), moramo vsakemu ¢lenu zaporedja dodati informacijo, ki nam pove,
iz katerih argumentov (Clenov zaporedja) in s katerim pravilom generiranja smo dobili
dani ¢len. Tej dodatni informaciji pravimo analiza ali pojasnilo konstrukcijskega zaporedja.

Poglejmo si Se en

Razred (enostavnih) aritmeti¢nih izrazov & dolo¢imo induktivno s pravili:

El. a;,ie A
Naj izraza E in F pripadata razredu &, potem mu pripadajo tudi izrazi:
E2. (E), E3. E4+F 1In E4. E X F

pripadajo razredu &

10 najprej nekaj enostavnih aritmeti¢nih izrazov:

Napisin
Qgs, o+ a7 X as, (((as)) + (@isrr X ay + (a1)))

zaporedij 1zraza a, -+ a, X as:

in nekaj konstrukeijskih

a,, g, ds, do + Ay, ds, ds T ds, Ao -+ dy X A3
Ao, a3, Ay, dq7 X dz, do T A7 X ds
dr, Az, d7 X d3, gy, dy T dy X ds

Dopolnimo zadnje zaporedje $€ s pojasnilom:

() a, El
(2) as; El
(3) ar X a E4 (1), (2)
4) a, El

(5) ao +a, X as; E3 @), (3)

Iz teh primerov vidimo, da nam pojem konstrukcijskega zaporedja pusSca Se prece;
svobode. V zaporedju se lahko pojavljajo odvecni ¢leni, pa tudi vrstni red Clenov se lahko
v dovoljenih mejah spreminja. Odvecne ¢lene lahko brez §kode izlo¢amo ali dodajamo (razen
na konec). Ce izlodimo iz prvega zaporedja odveéne &lene, dobimo novo (okraj$ano) kon-
strukcijsko zaporedje

g, o, d¢ + A7, das, Ao + Ay X 4s

Opazimo tudi, da lahko drugo zaporedje s premenami po dveh ¢lenov (ae, a;) in (ae, a» X as)
pretvorimo v tretje (in obratno) pri ¢emer so tudi vmesna zaporedja konstrukcijska. Takim
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zaporedjem pravimo, da so ekvivalentna. Ker prvo zaporedje vsebuje neodvecni Clen a, -+ as,
drugi dve pa ga ne vsebujeta, jima ne more biti ekvivalentno.

Dvoumnost: Kak3ne so posledice obstoja neekvivalentnih konstrukcijskih zaporedij
za dani izraz, sprevidimo, ¢e mu pripiSemo »pomen«, tako da postavimo a, = 1, a; = 2,
a, = 3 in izraCunamo objekte, ki jth posamezni Cleni zaporedja oznacujejo. OkrajSano prvo
zaporedje nam da zaporedje objektov

3,1,4,2,8
drugo in tretje zaporedje pa dasta

152:39697
-332363 157

Vidimo: Neekvivalentna konstrukcijska zaporedja lahko pripiSejo danemu izrazu raz-
liéne objekte (»pomene«). Ekvivalentna zaporedja pa (zaradi moznosti pretvarjanja drugega
v drugega) ocitno dolocajo isti objekt, ¢e so le pravila generiranja determinirana. Zato
ustreza pojmu konstrukcije pojem ekvivalenCnega razreda konstrukcijskih zaporedij.

Ker ima lahko objekt X € .# ve¢ razliénih konstrukcij (ve¢ razli¢nih ekvivalenénih raz-
redov konstrukcijskih zaporedij), lo¢imo objekte na:

— monotektoni¢ne; & zanj obstaja natanko ena konstrukcija;

— politektonicne ali dvoumne; e obstaja veC konstrukci.
Ta dva pojma prenesemo tudi na razrede: induktivni razred je dvoumen, ¢e je dvoumen
vsaj en objekt, ki mu pripada.

Ponavadi se izkaze, da dvoumnost ni lastnost vseh induktivnih razredov, ki doloCajo
isti konceptualni razred. Problem dvoumnosti je precej dobro obdelan v teoriji programskih
jezikov, saj je nedvoumnost ena od bistvenih lastnosti, ki jo mora izpolnjevati vsak program.

Induktivne posplositve: V zvezi z induktivnimi razredi si oglejmo Se pojem induktivne
posplositve. Naj bo dan induktivni razred .# z bazo % in pravili generiranja &. Za to, da
pokazemo, da ima vsak objekt X €. lastnost P, je dovolj, da pokazemo

IP1. vsak element baze 4 ima lastnost P; _
IP2. pravila iz & ohranjajo lastnost P — vsak objekt, ki ga dobimo po nekem pravilu
iz & iz objektov razreda ., ki imajo lastnost P, ima tudi sam lastnost P.

O tem se prepriCamo takole. Naj bo X € .4, potem obstaja zanj konstrukcija oziroma njej
ustrezno konstrukcijsko zaporedje. Ce gremo sedaj po zaporedju od ¢lena do &lena, vidimo,
da imajo po IP1 in IP2 lastnost P vsi Cleni zaporedja. Torej tudi X. ObiCajna matemati¢na
indukcija je poseben primer induktivne posploSitve za induktivni razred naravnih Stevil
(doloden s Peanovimi aksiomi).

Teorije

Osnovni pojmi: V vsakdanji rabi beseda »teorija« oznacuje nakopiceno znanje o kakem
podrocCju Clovekove dejavnosti, ki je bolj ali manj sistematizirano in logi¢no povezano.

Pri izgradnji teorije 9 izhajamo iz odlocljivega Stevnega konceptualnega razreda ele-
mentarnih izjav & (ki govore o podrodju, ki ga teorija 7 opisuje). V razredu & dolo¢imo
(s poskusi ugotovimo, izberemo, definiramo) podrazred £ »resni¢nih« elementarnih izjav
ali elementarnih izrekov teorije 7 . Teorija.7 je s tema dvema razredoma natanko dolocena,

kar zapiSemo T = (&, %)

(O elementarnih izjavah in elementarnih izrekih govorimo zato, da bi jih lodili od drugih
rab teh dveh pojmov.)
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S tako definiranim pojmom teorije zacbseZzemo tudi primere, ko gre za nesistematizirano
in logi¢no nepovezano (eksperimentalno) znanje o kakem podroéju — primere, ki predstav-
ljajo zacCetno stopnic¢ko v razvoju vecine teorij, ki opisujejo svet okrog nas.

S tem, precej splosnim pojmom teorije lahko opiSemo vrsto pojmov, ki so znacilni za
teorije, in z dodajanjem pogojev pridemo do posameznih tipov teorij:

Teorija I = (&, F) je podteorija teorije I = (&7, #"), kar oznalimo 9 < .7/, &e
veljad < & in g < F’. Pravimo tudi, da je 9 ' raz$iritev ali nadteorija teorije 9 . Teorija
T = (&, 9) je odlocljiva, Ce je razred elementarnih izrekov ¢ odlodljiv.

Teorije imajo svoje »zivlijenje«, ki ga pogojujejo potrebe, (z)moznosti, prepricanje in okus

nosilcev kulture, kateri pripadajo.
Klasi¢en primer Zivljenja teorije je razvojna pot geometrije. Njeni zacetki segajo k starim
.c - n (Babilonci, Egipcani), ki so za vsakdanje potrebe zbrali kopico geo-
Od njih so ga povzeli in naprej razvijali stari Grki, ki so se zavedeli in
zacell pmuc@mm m@dssbejn@ odvisnosti med posameznimi trditvami. Ta pojav (sistemati-
- zacije in logi¢ne izgradnje) je ponavadi tesno povezan z obseznostjo nakopiCenega znanja:
po eni strani neurejeno in nepovezano znanje obremenjuje spomin, po drugi strani pa je za
ugotovitev medsebojnih zvez potrebna dololena koli¢ina znanja. Vrh teh prizadevanj so
Evklidovi Elementi (okrog 300 p.n.8§.), v katerih je vsa tedanja geometrija 1zpeljana iz pescice
trditev — aksiomov. Ta pristop sta pred Evklidom utemejila Aristotel (384—321 p. n. §.)
in Evdoks (408—355 p. n. §.), prve korake pa je napravil ze Tales (624—546 p. n. §8.). Grsko
geometrijo so reSili pred propadom Arabci. Vse do prejSnjega stoletja se v geometriji ni
zgodﬂo skoraj ni¢ bistveno novega, Ceprav so se veliko ukvarjali z njo (aksiom o vzpored-
nicah, trije problemi). Omeniti pa je treba le navidez obrobni dogodek — Descartesovo
analititno geometrijo (1637), ki daje zvezo med geometrijo in aritmetiko (Stevili). |

V zacetku prejSnjega stoletja so Lobacevskij (1829), Bolyai (1833) in Gauss pokazali,
zakaj so bila zaman vsa prizadevanja dokazati aksiom o vzporednicah iz ostalih aksiomov.
Izkazalo se je, da je od njih neodvisen — obstajajo geometrije, v katerih velja, pa tudi
geometrije, v katerih ne velja. To je bila ena prvih »negativnih« resitev kakega matematiCnega
problema ; sledila pa jih je cela vrsta: neresljivost treh klasi¢nih problemov, Godelov izrek, .

Geometrija je izgubila svojo »apriornost«. Do tedaj je vladalo prepriCanje, da Evkhdgw
aksiomi izrazajo osnovne lastnosti prostora, v katerem Zivimo, in ga enoli¢no popisujejo.
V primerih, ko so objekti znani pred aksiomi in slednji le opisujejo (na ta ali oni nacin
dolocene) lastnosti objektov, govorimo o vsebinski ali nazorni aksiomatiki.

Prvo aksiomatizacijo geometrije, ki se ne sprasuje, kaj so pravzaprav objekti, o katerih
govore aksiomi, je podal Hilbert leta 1899 v Grundiagen der Geometrie. Temu pristopu
pravimo formalna aksiomatika. V formalnih teorijah je razred objektov implicitno dolocen
z aksiomi in Sele zunaj teorije lahko iS¢emo odgovor na vpraSanje, ali sploh obstaja razred
objektov, ki zadosCa aksiomom. Pri tem nastopi ena od moZnosti:

— ne obstaja razred objektov, ki bi zadosCal aksiomom; teorija je prazna;

— aksiomi (do izomorfizma) natanko dolocajo en sam razred objektov; teorija je
kategoricna,
— obstaja veC razredov objektov, ki zadoséajo aksiomom; teorija je veclicna.

Razvo] geometrije je precej vplival tudi na samo udenje o teorijah. V prejSnjem stoletju
so se ji pridruzili Se: prizadevanja za logi¢no utemeljitev analize (realna Stevila) in za iz-
gradnjo vse matematike na osnovi pojma naravnega §tevila, proti koncu stoletja pa Se
teorija mnozic. Vendar so ta prizadevanja kmalu naletela na hudo prepreko — paradokse.
Pri iskanju izhoda iz nastale situacije so se izoblikovale posamezne struje: logicizem, for-
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malizem, intuicionizem, konstruktivizem, ..., ki vsaka po svoje odgovarja na vpraSanja:
Kaj pomeni obstajati? Kaj je neskoncnost? KakSna je povezava med matematiko (logiko)
in svetom? Za vse pa je znacilno, da si prizadevajo 1zogmt1 se paradoksom s strogostjo in
natancnostjo.

Na naslednjih straneh se bomo seznanili z osnovnimi pojmi in spoznanji, ki si jih je
nauk o teorijah nabral na prehojeni poti.

Osrednji pojem nasSega nadaljnjega razmisljanja je pojem

Deduktivne teorije: Teorija I = (&, #) je deduktivna (ali tudi efektivno aksiomatizabil-
na), ¢e je # induktivni razred, ki ima za bazo odlodljiv razred elementarnih izjav .»/. Tem
izjavam pravimo aksiomatske izjave ali kratko kar aksiomi. Pravila generiranja razreda ¢
sestavljajo razred & dedukcijskih pravil ali pravil izpeljevanja. Vsako izmed njih da, ¢e ga
uporabimo nad ustreznim Stevilom elementarnih izrekov, zopet elementarni 1izrek. Aksiomi
in pravila izpeljevanja dolo¢ajo skupaj postulate teorije .7 . Konstrukcijskemu zaporedju
v deduktivni teoriji pravimo izpeljava ali formalni dokaz. Termm dokaz bomo uporabljali
le za sklepanja pri utemeljevanju trditev v opisnem jeziku.

Med deduktivnimi teorijami imajo posebno mesto tako imenovani sistemi. To so teorije,
za katere doloCimo razred elementarnih izjav takole: Izhajamo iz konceptualnega razreda
formalnih objektov in konceptualnega razreda bazmnih ali osnovnih predikatov. Vsakemu
osnovnemu predikatu je prirejeno naravno Stevilo — njegova stopnja. Elementarne izjave
dobimo tako, da uporabimo bazi¢ne predikate nad ustreznimi zaporedji formalnih objektov.
Tako P(ay, a,, ..., a,) oznauje elementarno izjavo, ki jo dobimo, Ce uporabimo predikat P
stopnje n nad zaporedjem a,, a., ..., a,, ki ga sestavlja » formalnih objektov.

Primer: Za primer deduktivne teorije si ogleymo teorijo, ki sestavlja jedro vecine »kla-
sinih« teorij — to je izjavni racun:
Abecedo izjavnega racuna sestavljajo naslednji simboli
1 = (3 )a S, l
Iz njih najprej zgradimo induktivni razred izjavnih spremenljivk, ki je doloCen s praviloma:
IS1. s je izjavna spremenljivka;

IS2. Ce je X izjavna spremenljivka, potem je izjavna spremenljivka tudi izraz X ]

Oc¢itno so 1zjavne spremenljivke natanko izrazi oblike

JUI)

za katere vpeljemo okrajSavo s;. S tem smo dosegh koncen zapis pojma spremenljivke, ki
ga v opisih izjavnega raCuna obi¢ajno vpeljejo takole: »Naj bo dana Stevna mnozica izjavnih
spremenljivk sy, s1, Sa, ...« Razred izjavnih spremenljivk je monotektonicen.

Tudi razred izjav izjavnega racuna je induktiven. DoloCata ga pravili:

IZ1. izjavne spremenljivke so 1zjave;

IZ2. e sta A in B izjavi, sta izjavi tudi izraza ~ 1 4 in (A = B).

Aksiome izjavnega rac¢una dolocajo tri sheme aksiomov:

IRA1. (4 = (B = A))
IRA2. (A= (B=0C)=((4=B)=(A4=0C)
IRA3. (CTB=> 1A4) = (4 = B))

pri ¢emer opisne spremenljivke 4, B in C oznacujejo poljubne izjave.
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m racunu imamo enoc samo pravilo 1zpeljevanja (Modus ponens):
A, (A= B)

Seveda je to samo eden od obstojecih formalnih opisov izjavnega racuna.

Pojem deduktivne teorije uporabljamo tudi v rac¢unalni$tvu pri aksiomatizaciji semantike
programskih jezikov, na kateri temelji dokazovanje pravilnosti programov [1].
Sheme: V opisu izjavnega rac¢una smo aksiome (in tudi pravila izpeljevanja) podali s tako
Imenovanimi S}zema 17 akgw 10v (pravil). Vsaka shema aksiomov doloCa cel razred aksion 10V.
og&m@zm primerek aksioma dobimo, Ce opisne spremenljivke, ki nastopajo v shemi, nad
mestimo s komkm*&m 1i izjavami. Tako je na primer

(Ts|]= TTs|)=(|=5s]||)

aksiom izjavnega racuna, ki ga dobimo po shemi IRA3.

Kakor vidimo, imajo opisne spremenljivke pri opisu teorij pomembno vlogo. Pojem
Spmmmbwk@ pa smo srecali tudi v nekoliko drugacnem pomenu (m&vna spremenljivka v
m racunu). Tem spremenljivkam pravimo formalne spremenljivke

Uporabo shem je uvedel leta 1927 von Neumann. mdt@m SO pri omsu teorije podali le
ksnmo Stevilo aksiomov; med pravila izpeljevanja pa so vkljuéevali pravilo zamene, ki
zagotavlja, da bomo iz vsakega izreka z zameno formalne spremenljivke s poljubno izjavo

zopet dobili izrek. Zvezo med temi teorijami in teorijami s shemami aksiomov daje naslednja
trditev:

T1. Bodi J teorija s shemami aksmmov in formalnimi spremenljivkami. Teorija " pa
naj bo doloc¢ena takole: aksiome teorije .7~ dobimo tako, da razlicne opisne spremenljivke
v shemabh teorije J zamenjamo z razli¢nimi formalnimi spremenljivkami; pravila teorije 7
sestavljajo pravila teorije J, katerim dodamo Se pravilo zamene, ki deluje nad formalnimi
spremenljivkami; izpolnjen je pogoj invariantnosti — ¢e naredimo zameno v nekem pravilu
izpeljevanja, dobimo zopet primerek istega pravila. Potem imata obe teoriji iste elemen-

tarne izreke.

Dokaz : PrepriCajmo se o tem! Z zameno dobimo v &’ vsak aksiom teorije ¢. Torej za vsako
izpeljavo v teoriji & obstaja tudi izpeljava v teoriji &’; oziroma f € Z’. V obratno smer sklepamo
takole. Z induktivno posplositvijo pokazemo najprej, da je pravilo zamene dopustno v &, oziroma
da vsaka zamena v izreku teorije & da zopet izrek teorije &. Res! Trditev za aksiome teorije ¢ velja,
ker da vsaka zamena v aksiomu zopet aksiom: po pogoju invariantnosti pa se po izpeljavi prenasa
tudi na izreke. UpoStevajmo Se, da je vsak aksiom teorije & tudi aksiom teorije &, pa imamo tudi
4 < . Trditev je dokazana. |

Aksiomatske razsiritve : Deduktivno teorijo S potemtakem dolocajo: razred elementarnih
izjav &, odlodljiv razred aksiomov .7 in razred (odlocljivih) pravil izpeljevanja &. Razred

S 1zrekov teorije 7 doloc¢ata razreda & in &, kar bomo zapisali

S = Cn(, D)

(Cn je okrajsava angleske besede consequence).

Poglejmo najprej, kaj lahko povemo o razSiritvah deduktivnih teorij! Kot vemo, teorijo
I = (&, F) razsirimo, &e povedamo razred elementarnih izjav & ali razred elementarnih

izrekov 2. |
V deduktivnih teorijah, v katerih je tudi razred elementarnih izjav induktiven, lahko
slednjega razSirimo na ve¢ nacinov: z uvedbo novih simbolov v abecedo, s poveCanjem baze

razreda ali z dodajanjem novih pravil generiranja. Ce so pri tem aksiomi in pravila izpelje-
10 tudi na nove elementarne

vanja teorije 7 podani s shemami, obidajno te sheme posplosin
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izjave. OCitno lahko tedaj razprostremo na nove elementarne izjave tudi vse v teoriji 7
izpeljane sheme izrekov in pravil izpeljevanja. Tako na primer dobimo iz vsakega izreka
izjavnega racuna, Ce zamenjamo izjavne spremenljivke, ki vanj vstopajo, z dobro oblikova-
nimi formulami teorije prvega reda, kak izrek te teorije.

Precej zanimivejSe razsiritve dobimo, &e razredu aksiomov &7 teorije I = (&, F)

dodamo kot nove aksiome razred elementarnih izjav #; govorimo o aksiomatski razsiritvi
teorije 7 . Teorijad ’ = (€, Cn(f U B, D)), ki jo tako dobimo, je deduktivna, &e je razred
% odlocliiv in Ce se odlo¢ljivost pravil izpeljevanja pri razsiritvi ne porusi.

Deduktivno zaprtje: Pojem aksiomatske razsiritve nas navede na misel, da lahko prav-
zaprav gledamo na Cn(—, &) tudi kot na operacijo (preslikavo), definirano nad vsemi
podrazredi razreda &. Ker se pri aksiomatskih razsiritvah razred & ne spreminja, bomo to
operacijo krajSe oznacevali kar s Cn.

Operaciji Cn pogosto pravijo tudi deduktivno zaprtje, saj ima vse lastnosti, ki jih za
zaprtja zahtevamo v matematiki: bodita &7, Z < &, potem velja (to naj bralec sam preveri):

Cnl. &/ < Cn()

Cn2. Cn(Cn(#)) < Cn(«)

Cn3. & € B = Cn(H) < Cn(¥)

Poleg tega pa velja Se posebna lastnost, ki povzema koncnost izpeljav
Cnd4. EcCn(F) = d%B < & : card(#B) < 8o A E € Cn(X)

Navedene §tiri lastnosti operacijo Cr za nase namene dovolj natanc¢no opisujejo. 1z njih
lahko izpeljemo Se vrsto zanimivih lastnosti:

Naj bodo v nadaljnjem &7, &, €, & < &'; potem veljajo naslednje lastnosti

CnS5. Cn(Cn()) = Cn(«)
Cn6. L < BANB< Cn(6) =A< Cn(®)
Cn7. < Cun(B)ANB < Cn(6) = &/ = Cn(¥)
Cn8. & < Cn(%) < Cn(f) < Cn(%)
Cn9. o < Cn(B) = of = Cn(B U %)
Cnl0. < Cn(B)ANX < Cn(6) = A UXB < Cn(%6)
Cnll. Cn(Z URB) = Cn(F U Cn(X)) = Cn(Cn() U Cn(%H))
Cnl2. < Chn(BUGC)ANL = Cn(D) = = Cn(€ U D)

Za primer se prepricajmo o veljavnosti lastnosti Cnll.

ek

Ker je relacija < usklajena (kompatlbﬂna) z operacijo U, je po Cnl A U8B < AU Cn("B)
in A4 U Cn("B) < Cn(4) U Crn(p) in dalje po Cn 3

Cn(A U B) S Cu(A U Cn(B) < Cn(Cn(A U Cn(B)) (*)

Po isti lastnosti sledi iz A4 < A4 U B tudi Cn(4) < Cn(A4 U 7B). Podobno dobimo 3¢ Cn(B) <
< Cn(A4 U 7B), kar da zdruzeno Cu(A) U Cn(“B) < Cn(A U 7B). Upostevajmo Se Cn 3 in Cn 5,

pa imamo
Cn(Cn(A) U Cn(B)) < Cn(A U B) (**)

Zdruzimo (*) in (**) in lastnost Cn 11 je dokazana.

Namesto E € Cn(2¥) oziroma % < Cn(%/) pisejo logiki raje o/ — E oziroma 7 — 4.
PrepiSimo nekaj lastnosti operacije Crn v to obliko:

Cnl*., &/ .o/
Cn6*. Y < BANECH-DB =€~
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Cn7*. € B NB oA =6 —F

B A > B UE A

Cnl0*. 6= ANCHH =>C - UH
Cnl2* 9=BNHBUCHAS = DUE .o

Ko je o razred aksiomov deduktivne teorije 7, se namesto ./ — E pogosteje uporablja
zapis = E. V tem smislu trditev E € Cn(%/ U %) zapiSemo % = E.

Podrobneje se je z operacyjo Crn ukvarjal Tarski, ki jo je vzel za osnovo svojega nauka
o teorijah. Deduktivno teorijo lahko po Tarskem z operacijo Cn definiramo takole: teorija

T = (&, F) je deduktivna, e razred elementarnih izrekov £ vsebuje vse svoje posledice,
torej ¢e velja

I = Cn(H)

Da deduktivne teorije res zado8Cajo temu pogoju, je razvidno iz lastnosti Cn5. Vsaka teorija

je deduktivna po Tarskem, Ce vzamemo za Cr kar identiteto.

V tem primeru se postavi vpraSanje aksiomatizabilnosti. Kakor bomo videli na naslednjih
straneh, obstajajo tudi teorije, ki niso efektivno aksiomatizabilne — ne obstaja odlodljiv
razred &7, tako da velja f = Cn().

Se nekaj o raziiritvah: Poleg razredov elementarnih izjav € in aksiomov .7, lahko obo-
gatimo ¥e razred pravil izpeljevanja &. V vseh teh primerih doseZemo Zeleni uéinek ¥ < 47,
Tega pa lahko dosezemo tudi drugace: z uvedbo novih aksiomov ¢ in pravil izpeljevanja
&', ki so deduktivno mocéneja:

I =Cn(A, D)< Cu(A', D)y = I’

Pri tem mora seveda veljati & < &”.
V posebnem primeru, koje &’ = & in Cn(, &) = Cn(7’', &), pravimo, da sta teoriji

I in T’ ekvivalentni.
Razsiritev 7 teorije .7 je konservativna natanko takrat, ko je

Cn(Z, D) = Cn(AL’, D) O &

Ce zamenjamo samo razred aksiomov, velja naslednja trditev:
T2. Teorija 9’ = (&, Cn(Z")) je aksiomatska razSiritev teorije I = (&, Cn())
natanko takrat, ko so aksiomi teorije .7 izreki teorije 7.

Dokaz: Da so aksiomi teorije & izreki teorije G’, hitro uvidimo: Ker je G’ razdiritev teorije J,
je £ < F'; in ker vsak induktivni razred vsebuje svcjo bazo, je o4 = £. Od tu pa po tranzitivinosti
relacije <€ kon¢no A4 < £

V nasprotno smer gre Se laZje. Iz besedila trditve izvemo: 4 & Cn(A4"). Uporabimo najprej
lastnost Cn3 in nato Se Cn5, pa smo pri koncu ¥ = Cn(A4) < Cn(Cn(A4")) = Ca(HA') = F

Neprotislovnost : Teorije, ki vsebujejo izjavni racun (»obicajno« logiko), veljajo za proti-
slovne, ¢e v njih obstaja vsaj ena elementarna izjava E taka, da sta tako E kakor tudi njena
negacija | £ 1zreka teorije.
Kaj pa lahko naredimo takrat, ko v teoriji ne poznamo negacije? Po analogiji z negacijo
lahko reCemo:

Naj bo dana preslikava med elementarnimi izjavami teorije 7

f:Ew~E
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potem je teorija I = (&,.F) neprotislovna (ali soglasna) na preslikavo f natanko takrat,
ko ne obstaja nobena elementarna izjava E € &, tako da bi bili hkrati E, E € .#.

Ocitno v na preslikavo f neprotislovni teoriji fiksne tocke ( f(E) = E) preslikave f niso
1zreki.

Na zastavljeno vprasanje obstaja Se en odgovor, ki 1zhaja iz ugotovitve, da je v proti-
slovni teoriji I = (&, #), ki vsebuje izjavni raun, vsaka elementarna izjava izrek.

Razmisljamo takole. Ker je teorija  protislovna, obstaja elementarna izjava E, tako
da sta £, — E 4. Torej

(1) E
(2) T E
in naprej za katerokoli elementarno izjavo D po 1zjavnem racunu
3) (ME=(1D= "FE)) IRAI
(4) (1 D= T1E) MP (2), (3)
5) (1 D= TE)=(E= D)) IRA3
(6) (E = D) MP (4), (5)
(7) D MP (1), (6)

Torej je res # = &. Iz izpeljave pa lahko povzamemo $e, da v izjavnem radunu velja pravilo
izpeljevanja %.
E, T F

D

Ce dokazano trditev posploimo tudi na teorije, ki ne vsebujejo izjavnega racuna, lahko
recemo:

Teorija 7 je absolutno (ali po Postu) neprotislovina natanko takrat, ko razreda elementar-
nih izjav & in izrekov .# ne sovpadata; oziroma krajse, ko # # &.

Iz pravkar povedanega lahko sklepamo:
T3. Naj v teoriji I = (&, #) velja pravilo izpeljevanja

E, E
D

in naj bo absolutno neprotislovna, potem je neprotislovna tudi na preslikavo f: E  E.

Pf.

Dokaz : Recimo, da to ne bi bilo res. Potem obstaja elementarna izjava E, za katero sta E, E € .
Od tu pa po Pf sledi £ = ¢, kar je v nasprotju z absolutno neprotislovnostjo teorije &.

V obratno smer velja trditev vedno:
T4. Ce je teorija I = (&, .#) neprotislovna na preslikavo f: E + E, je tudi absolutno
neprotislovna.

Dokaz : Res. Vzemimo poljubno elementarno izjavo E € £. Ker je teorija J neprotislovna na f,
elementarna izjava E ¢ _f: tore] ¢ # F£.

Kako je z razSiritvami neprdtislovnih teorij? Najbrz trditev:
T5. Konservativna razSiritev absolutno neprotislovne teorije je absolutno neprotislovna.

ne potrebuje posebne razlage. Ker lahko s poveCanjem razreda elementarnih izjav absolutno
protislovno teorijo pretvorimo v absolutno neprotislovno, gornja trditev v obratno smer
ne velja. Pac pa velja:
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[6. Naj bo I = (&, F) raziiritev teorije I = (&, #) in naj bo I~ neprotislovna na
f:E = Eter f(&) < &, potem je na f neprotislovna tudi teorija < .

Dokaz: Vzemimo poljubno elementarno izjavo E teorije . Ker je ' neprotislovna na f, vsaj
ena od izjav £ in £ niizrek teorije &’ in potemtakem, zaradi f < F/, tudini izrek teorije §. Teorija

J je neprotislovna na f.

Ce v teoriji J in njeni raz8iritvi velja pravilo Pf,
enakovredna z neprotislovnostjo na f in Iahko zadnji trditvi zdruZin
7. Naj v teoriji 7 in njeni konservativni raz8iritvi J ' velja za preslikavo f: E +— E
pravilo Pf in je f(&) < &, potem je teorija 7 ' neprotislovna na f natanko takrat, ko je
na f neprotislovna teorija 7 .

Potem je, kakor vemo,

Polnost : Naj boJ neprotislovna teorija, ki vsebuje izjavni racun.

za poljubno elementarno izjavo E € é kvedjemu ena od izjav E in — E izrek teorije 7 . Zelo
lepo bi bilo, ¢e bi ta »kvejemu« lahko nadomestili z »natanko«.

e’

Takim teorijam pravimo,
da so polne. Zal je polnost usojena le redkim in precej enostavnim teorijam.

Za nepolnostjo bolehajo vse izrazno kolikor toliko mocne teorije, v katerih lahko
izrazimo paradoks laZnivca. Ta paradoks so poznali v razliénih inacicah ze v starem veku
gmmm Grki). Najbolj znano verzijo (zasla je celo Vv sveto pismo nove zaveze) pripisujejo
Epimenidu (VI. p. n. 8.), ki je baje ob neki priliki dejal:

Krecan vedno laze.«

Tezave so v tem, da je bil KreCan tudi Epimenid sam.
Ta verzija bi bila pravi paradoks le, e bi bil to edini stavek, ki ga je kdaj koli izgovoril
kak KreCan. Ta pomanjkljivost je odpravljena v Evbulidovi (IV. p. n. §.) macici: »Stavek,
ki ga pravkar izrekam, je laz.«

Za naSe namene bomo paradoks laZznivca nekoliko predelali.

»Vsak

Izjava I ni izrek. ' (1)

(izrek = v teoriji izpeljiva izjava) in privzemimo Se

Neresnicne 1zjave niso 1zreki. (2)

saj pri 1zgradnji teorij tezimo za tem, da bi razred izrekov in razred resnicnih 1zjav sovpadala;
vsekakor pa naﬁ bodo izpeljive le resni¢ne izjave. rav gotovo

Kaj lahko povemo o izjavi I7 P
ni neresni¢na. Recimo, da bi bila. Potem po (D ne bi ne bila izrek, kar je v nasprotju z (2).
Poglejmo si Se primer, ko je I resni¢na.

Zaradi (1) ne more biti hkrati tudi izrek. Ostane le
se moznost, da je i1izjava [ resni¢na in ni izrek. Tedaj je njena negacija —1 1 neresni¢na in po
(2) tudi ni 1zrek.

Povzemimo: v teorijah, ki vsebujejo izjavni racun in dopuscajo paradoks laznivca,
obstaja resni¢na izjava I, tako da pri predpostavki (2) ni nobena od izjav I in — 7 izrek
(izpeljiva).

Za samo matematiko je zelo pomemben, sicer pa nic€ kaj razveseljiv rezultat (Godel 1931):
paradoks laZnivca je izrazljiv v rekurzivni aritmetiki — formalizirani teoriji naravnih §tevil
in funkciy nad njimi. Osnovna ideja Godelovega dokaza je v prevodu trditev o naravnih
Stevilih 1z opisnega jezika (na primer z matemati¢nimi sredstvi pomesSane slovenscine)
v aritmetiko. S tem je dosegel, da je aritmetika postala sama sebi opisni jezik. Nato je s
Cantorjevim diagonalnim sklepom (glej stran 45), ki ga vsak matematik pozna iz dokaza
nestevnosti mnozice realnih Stevil, prisel do resni¢ne izjave, ki izraza svojo lastno neizpe-
hwosé — paradoks laznivca. Tako je v t@amﬂ Sama dokazal trditev: Ce je rekurzivna arit-
metika neprotislovna teorija, potem ni polna. Se vel, izkaze se, da je tudi v teoriji, ki jo
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dobimo, e rekurzivno aritmetiko aksiomatsko razSirimo z izjavo I, paradoks laznivca Se
naprej izrazljiv — rekurzivna aritmetika je bistveno nepolna.

To spoznanje je predvsem hudo prizadelo formalisti¢ni program osnovanja matematike,
ki ga je zacel v zacCetku tega stoletja Hilbert s somiSljeniki. Godelov 1zrek je pokazal uto-
picnost osnovnega cilja formalistov: formalizacije in dokaza neprotislovnosti klasi¢ne
matematike s »finitnimi« sredstvi. Leta 1936 je Church dokazal na podoben nacin, da vpra-
Sanje, ali je dana izjava izrek rekurzivne aritmetike, ni odlocljivo. S tem je pokazal tudi ne-
dosegljivost drugega cilja formalistov: poiskati za podrocja klasicne matematike take
efektivne postopke, ki bi dani problem resili v konCnem Stevilu korakov ali pa ugotovili
njegovo neresljivost. Tretji pomemben rezultat, povezan z Godelovim izrekom, je 1zrek
Tarskega (1931), ki trdi, da v nobeni neprotislovni teoriji, ki vsebuje rekurzivno aritmetiko,
ne moremo ustrezno definirati njene lastne semantike (teorije resnice).

Pojem polnosti lahko prenesemo tudi na teorije brez negacije. Podobno kot pri neproti-
slovnosti, poznamo tudi tu polnost glede na preslikavo f in absolutno polnost.

Teorija < je polna na preslikavo f: E + E natanko takrat, ko je za vsako elementarno
izjavo E € & natanko ena od izjav E in £ izrek teorije 7 .

Ce je teorija polna na preslikavo f, o¢itno ta nima fiksnih todk.

Recimo, da je teorija 7 polna na f. Izberimo poljubno elementarno izjavo E, ki ni izrek
teorije 7 . Kaj lahko reCemo o teoriji 7 = (&, Cn(F U {E})? Ker je J polna in E ni
izrek 7, je izrek E. Torej E € #. To pomeni, da sta E in E izreka teorije 7/, ki je potem-
takem protislovna na f. To lastnost izberemo za definicijo absolutne (po Postu) polnosti.

Neprotislovna teorija = (&, #) je absolutno polna natanko takrat, ko je za vsako
elementarno izjavo E € &, ki ni elementarni izrek (E ¢ .#), teorija (&, Cn(# U {E})) proti-
slovna; ali drugaCe povedano, ko je

Cn(J U{E}) =&

V nadaljevanju bomo potrebovali $e en pojem: Teorija J = (&, .#) je neprotislovno
razsirljiva glede na f natanko takrat, ko pri aksiomatski razsiritvi s poljubno elementarno
izjavo E, za katero E in E nista izreka, ostane neprotislovna na f. Neprotislovno glede na
— so raz8irljive vse teorije, ki vsebujejo izjavni rac¢un in zanje velja izrek o dedukciji (glej
str. 34—40).

Kako sta obe polnosti povezani?

T8. Ce je glede na f neprotislovno razsirljiva teorija .7 absolutno polna, potem je polna
tudi na preslikavo f.

Dokaz : Predpostavimo nasprotno: teorija ni polna na f. Tedaj obstaja izjava E tako, da E, E ¢ 7.
Razsirimo & z E. Tako dobimo zaradi neprotislovne razSirljivosti teorije & glede na f neprotislovno
teoryjo ¢’, ki je tudi absolutno neprotislovna; to je v nasprotju s predpostavko o absolutni polnosti
teoryje ¢ . |

V nasprotno smer pa velja:

T9. Ce je teorija 7 polna na preslikavo fin v njej velja pravilo Pf, potem je tudi abso-
lutno polna.

Dokaz: Poglejmo aksiomatsko razsiritev &” teorije & s poljubno elementarno izjavo £ ¢ /. Ker

je G polna glede na £, je E€ 7 in dalje E, E € 7'. Od tu pa po Pf izhaja 7' = Cn(Z U {E}) = ¢&.
Teorija & je absolutno polna.

Polnost in odledljivost : Polne deduktivne teorije imajo naslednjo pomembno lastnost:
T10. Deduktivna teorija .7, ki je polna na f, je tudi odlo&ljiva.

Dokaz : OstevilCimo na neki nadin vse elementarne izjave. 1z njih sestavimo razred vseh konénih
zaporedij elementarnih izjav. Tudi tega lahko ostevil€imo. Ker sta pojma »bit1 aksiom« in »sledi po
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pravilu izpeljevanja« odlocljiva, je tudi pojem »biti izpeljava« odlo¢ljiv za vsako konéno zaporedje
elementarnih izjav. Potemtakem lahko iz razreda vseh k@némh zaporedij izberemo razred vseh
izpeljav. Vzemimo sedaj poljubno elementarno izjavo E € ¢. Ker je O polna in neprotislovna na f,

je natanko ena izmed elementarnih izjav F'in E T izrek (izpelj Wa}e T@ pomeni, da obstaja naravno Stevilo
n, kateremu pripadajole zaporedje je izpeljava tega izreka. Torej lahko z zaporednim preborom
razreda vseh izpeljav za poljubno elementarno izjavo v konénem S$tevilu korakov ugotovimo, ali je

elementarni izrek ali ni — teorija & je odlocljiva.
Polnost nam zagotavlja koncénost opisanega postopka prebora. V nepolni teoriji se namre¢ lahko

zgodi, da za neko elementarno izjavo E niti E niti £ niizrek teorije. V tem primeru bi opisani postopek
prebora tekel v neskonCnost.

Poglejmo s1 Se en pomemben rezultat v zvezi s polnostjo teorij — izrek Lindenbauma:

T11. Naj bo v neprotislovni na f teoriji I {éa #) vsaka njena nepolna razdiritev
n@pmmsﬁomo aksiomatsko razSirljiva: potem obstaja polna teorija 7 * = (&, %), ki je
aksiomatska razSiritev teorije 7 .

Dokaz : Oznalimo z ~// razred vseh podrazredov razreda elementarnih izjav &, katerih deduktiv-
no zaprtje (glede na &) je neprotislovio

N ={A|lA<EANTVIEEG:E, EcCn(ZU A}

PokaZimo najprej, da ima razred // koncen zmmj to pomeni, da razred 4 < ¢ pripada razredu ~/
natanko takrat, ko pripada razredu ~/ vsak njegov konéni podrazred 4 < 4. Ce je A€ A,
vidimo iz Easmesﬂ Cn3, da velja

A S ANAEN = A e

N@ e A ¢/, pa lahko vedno dobimo koncen podrazred 4" < 4, tako da tudi A4 ¢ 7.

@ra@ﬁédy
AEe€d:E, EcCu(ZU 4

Po Cn4 obstajata koncna razreda 8, € < A4, takodaje A% Ein € 7 E. Postavimo -4 = B3 U €,

pa vidimo: 4" je koncen in 4" = E|, E oziroma 4’ ¢ . S tem je k@n@m znacaj razreda o/ do-
kazan.

Za razrede s koncnim znaclajem velja (iz teorije mnozic sposojena) lema Teichmiiller-Tukeya,
ki je enakovredna aksiomu izbire in zagotavhja:

Vsak neprazen razred konénega znacCaja S podrazredov razreda ¢ ima maksimalni element —
mzmd ki ni podrazred nobenega drugega razreda iz X.

Po tej lemi obstaja v C/y razred 4%, ki je maksimalni element razreda /4. Ker je A* € =/, je
teorija O* = (¢, F*), pri Cemer je L* = Cn(F U _4%), neprotislovna na f mzsmt@v teorije 4.
Pokazimo Se, da je & * tudi polna na /. B

Dokazujemo s protislovjem. Recimo, da &G* ni polna. Potemn obstaja E € ¢, tako da E, E ¢ JJ* In

je zaradi neprotislovne razsirljivosti tudi teorija G’ = (4, Crn(F* U {E})) neprotislovna razSiritev
teorije G ter zato A* U {E} € o//; to pa je v nasprotju z maksimalnostjo razreda _4*.

Na videz je Lindenbaumov izrek v nasprotju z ugotovitvama, da so vse kolikor toliko
bogate (deduktivne) teorije neodloCljive (Godel, Church) in da so polne deduktivne teorije
odlocljive. Edini moZni odgovor, ¢e verjamemo izrekom, je, da polne razsiritve teorij, ki
zadoséajo Godelovemu izreku in njegovim inac¢icam, niso deduktivne — efektivno aksiomati-
zabilne: torej so zaman vsi upi, da bo kdajkoli mogoce formalno opisati vso matematiko.

Neodvisnost: Naj bo znan razred elementarnih izjav & in razred pravil izpeljevanja <.
Potem pravimo, da je razred 4 < & neodvisen od razreda ¥ < & natanko takrat, ko velja

% ﬂ Cf’i (gﬁ @} — {/}

Posebno je zanimivo vpraSanje (medsebojne) neodvisnosti aksiomov dane teorije J .
Aksiomi teorije Z so neodvisni natanko takrat, ko je vsak zase neodvisen od drugih,
oziroma ko noben pravi podrazred aksiomov teorije 4 ne poraja veC ekvivalentne teorije.
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Ceprav je neodvisnost aksiomov navidez le lepotna odlika aksiomatizacije dane teorije
J, to popolnoma ne drzi. Spomnimo se samo posledic, ki jih je imelo spoznanje, da je
aksiom o vzporednicah neodvisen od ostalih aksiomov geometrije.

Enega izmed nacinov, kako pokazati neodvisnost aksiomov, nam daje naslednja trditev:

T12. Bodi teorijad = (&, Cn(A~ U {E})) neprotislovna na f, potem je izjava E neodvisna
od % .

Dokaz : Dokazujemo s protisloviem. Recimo, da je E odvisna od K. Potem je E € Cn(K) <

< Cn(¥ U {E}), kar pomeni, da sta E, E € Cn(% U {E}). To pa je v nasprotju s predpostavko o
neprotislovnosti teorije <.

Interpretacije teorij

Osnovni pojmi : Teorija kot razred elementarnih izrekov je za nas v glavnem zanimiva le,
¢e obstaja neka zveza med njo in vsebinskim podrocjem, ki ga poznamo neodvisno od nje.
Ta zveza je podana z relacijo med elementarnimi izjavami teorije in dolocenimi vsebinskimi
izjavami, ki se nanaSajo na dano podrocje. Pravimo, da je s to relacijo podana interpretacija
nasSe teorije v tem podrocju.

Interpretacija je polna, Ce vsaki elementarni izjavi ustreza neka vsebinska izjava — njen
interpretant; drugace je delna. Ko je interpretant vsakega elementarnega izreka »resnicen,
pravimo, da je interpretacija pravilna, teorija pa osnovana ali utemeljena. Kadar pa je vsaka
elementarna izjava, katere interpretant je resniCen, elementarni izrek v nasi teoriji, je inter-
pretacija adekvatna ali ustrezna, teorija pa popolna. Ti poymi so analogni neprotislovnosti
in polnosti teorij in imajo isto naravo kot vsebinsko podrocje; Ce je to empiriCno, so tudi
sami empiricni.

Navadno zgradimo in proucujemo teorijo z nekim namenom. Kadar teorija temu namenu
ustreza, pravimo, da je sprejemljiva. Sprejemljivost teorije predpostavlja njeno pravilnost.
No, i1zmed dveh pravilnih teorij je lahko ena primernejSa od druge — odvisno od nasih
namenov in drugih zahtev (enostavnost, nazornost, elegantnost ...).

Vsi1 opisani pojmi so relativni. Odvisni so od nasega znanja v danem casu, od naS$ih
zahtev in namenov. Vrsto lepih primerov, ki potrjujejo to spoznanje, nam daje zgodovina
razvoja fizikalnih teoriy (optika, modeli atoma ...). |

Pri opisu pojma interpretacija sistema ima glavno besedo pojem ocene. To je relacija
med razredom formalnih objektov in nekim razredom konkretnih objektov; pri tem je
lahko razlicnim formalnim objektom pripisan isti konkretni objekt — njihova vrednost.
Kadar je razred formalnih objektov induktiven, ponavadi pripiSemo vrednosti samo ele-
mentom baze. Vrednosti drugih formalnih objektov pa dolodimo s konkretnimi operacijami,
ki ustrezajo pravilom generiranja.

Ko poznamo oceno, doloé¢imo interpretacijo tako, da vsakemu baznemu predikatu
pripiSemo njegov interpretant — predikat, definiran nad vrednostmi. Taki interpretaciji
bomo rekli prema.

Drugo vrsto interpretacije dobimo tako, da definiramo interpretante nad nekim razredom
ocen. Tej interpretaciji je blizu pojem modela, ki je definiran za teorije prvega reda (glej
str. 27—30). Tudi tu imamo opravka zrazredom ocen. Vsakielementarniizjavi priredimo neko
funkcijo, definirano nad tem razredom. Interpretant take izjave pa je izjava o tem, da je ta
funkcija »resni¢na« za vse ocene. S tem smo dobili polmodel, ki je model, ¢e je pravilen.

Zgled: Kako je z interpretacijami izjavnega racuna? Oglejmo si dve interpretaciji v
mnozici # = {0, 1}.
Najprej prema interpretacija: Vrednosti pripiSemo le razredu izjavnih spremenljivk.
S tem v bistvu podamo preslikavo.
vis; > %
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1 jo lahko z operacijama

4
1
0

0
1

s predpisoma

v(—1 A) = Nv(4) in v(iA = B) = v(4) * v(B)

(po konstrukciji) razSirimo tudi na izjave., Premo interpretacijo dobimo, ¢e vzamemo za
interpretant predikata I, ki ga vkljuéimo med simbole izjavnega raduna, predikat »biti
enak 1«. Izkaze se, da je, Ce vzamemo, da predikat »biti enak 1« dologa pojem resni¢nosti,
vsaka taka interpretacija pravilna.

Bralec se lahko sam prepri¢a, da imata operaciji N in * naslednje lastnosti:a*1 = 1,1 * g = g,
a*a=1,a*b*c)=(@*b)*(a*c)in a* b = Nb* Na. Te uporabimo pri dokazu trditve, da
imajo vsi aksiomi vrednost 1. Pri tem oznac¢imo v(4) = a, ...

VA= B=>A)=a*b*a)=(@*b)*a*a)=((@*h)*1 =1

V(A= B=>C)=((A=>B=A=C)=@*b*)*(a*b)*(a*c) =
—@* b ) @*b*e) =1

e~ A= (A=>B)=Nb*Na)*(@a*bh)=(a*b)*(a*b) = 1

Pokazimo Se, da pravilo R

[P ohranja vrednost 1
V(A =1 Av(A=>B)y=1=v(B)=1

Dokaz je kratek |
Il =v(4 = B)=v(A)*v(B)=1%*v(B) = v(B)

Iz obojega pa po induktivni posploSitvi sledi, da imajo vsi izreki vrednost 1 — interpretacija je
pravilna.

Vendar ta interpretacija ni ustrezna, saj ima izjava (s = § {) za v(s) = v(s !) = E
vrednost 1, za v(s) = 1 in v(s ]} = 0 pa vrednost 0. Torej imajo lahko vrednost 1 tudi
izjave, ki niso izreki.

To pomanjkljivost odpravimo z drugo ﬁmm‘*pmm@ﬁjo& Pri tej vzamemo za razred ocen
vse mozne preslikave izjavnih spremenljivk v mnozico # = {0, 1}. Operaciji N in * ostaneta
isti. Izjavi A4, ki ima za vsako oceno vrednost 1, recimo tavtologija; ¢e ima za vsako ano
vrednost 0, pa protislovje. Tavtologije in protislovja sestavljajo razred splosno veljavnik
iziav. Da je izjava A4 tavtologija, zapiSemo tudi = A. Predikat — tokrat interpretirajmo
s predikatom »biti tavtologija«.

Kakor vemo iz prve interpretaciie, je tudi ta interpretacija pravilna, saj velja

—A=|= A4

Pokazati pa je mogoce tudi, da je ustrezna
= A= A4

in neprotislovnost : Upomba interpretacije ima pomembno viogo pri doka-
zovanju n@pmmlovnom teorij. Ce je interpretacija teorije 7 v teorijiZ ' polna in pravilna,
obstaja za vsak objekt ali pojem teorije .7 prirejeni objekt ali pojem v teoriji 7 ’; aksiomom
teorije 7 pa so prirejeni izreki v teoriji 7 ‘. Naj bo interpretacija tudi ustrezna in naj teoriji
g in 9’ vsebujeta izjavni racun, potem je teorija . neprotislovna, ¢e je le neprotislovna
teorija 7 ’. Seveda je na ta nacin dokazana le relativna (pogojna) neprotislovnost.
S to metodo je Beltrami (1868) pokazal, da je geometrija Lobaclevskega neprotislovna,
Ce je le neprotislovna klasi¢na Evklidova geometrija. Za to (in za druge) pa lahko z Descar-
tesovo analiti¢no geometrijo pokazemo, da je (so) neprotislovna(e), ¢e je neprotislovna
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teorija realnih $tevil. Sele leta 1906 je Veblenu in Busseyu uspelo pokazati nepogojno ne-
protislovnost nekaterih enostavnih projektivnih geometrij s postavitvijo konc¢nih (po Stevilu
interpretantov) interpretacij.

Pogosto pri dokazu neprotislovnosti uporabljamo naslednji prijem.

T13. Recimo, da za elementarne izjave teorije J poznamo neko lastnost P, tako da:

— aksiomi imajo lastnost P;

— pravila izpeljevanja lastnost P ohranjajo;

— za nobeno elementarno izjavo E izjavi E in E nimata hkrati lastnosti P;
potem je teorija 7 neprotislovna glede na f.

Dokaz: Po induktivni posplositvi imajo vsi izreki lastnost P; po zadnji zahtevi pa izjavi E in E
ne moreta biti hkrati izreka, kar zagotavlja neprotislovnost teorije &.

Interpretacija in izjavni racun: Ker predikata »biti enak 1« in »biti tavtologija« zado%¢ata
pogojem, ki smo jih nalozili na lastnost P, je izjavni racun neprotisloven.

| Zaradi ustreznosti in pravilnosti druge interpretacije izjavnega racuna je izjava A4 izrek
natanko takrat, ko je tavtologija (izreki so potemtakem ravno vse vedno za vsako oceno
»wresnicne« izjave). Ker je negacija tavtologije protislovje (in obratno), je izjavni racun, e
yvzamemo za elementarne izjave splosno veljavne izjave, polna na —, in po T9 tudi abso-
lutno polna, teorija. Dalje, ker je izjavni raCun deduktivna teorija, je v tem primeru tudi
odlocljiva teorija. Odlocditveni postopek je naslednji: Ker je vsaka i1zjava A izjavnega rac¢una
koncen niz znakov, vanjo vstopa konc¢no, recimo #, izjavnih spremenljivk. Izra¢unajmo za
vsako od 2" moznih ocen vrednost izjave A. Ce so vse viednosti enake, je 4 splo$no veljavna
oziroma elementarna izjava, in je izrek natanko takrat, ko je tavtologija (vse vrednosti so
enake 1). |

Za izjavni racun je neprotislovnost in polnost prvi dokazal Post (1921).

Kaj pa, Ce vzamemo za elementarne izjave vse izjave izjavnega racuna in ne samo splo$no
veljavne? Tedaj izjavni raCun ni poln na —, saj za poljubno 1zjavo A4, ki ni sploSno veljavna,
nobena od izjav 4 in 1 A ni izrek (za vsako namreC obstaja ocena, za katero ima vrednost 0).
Pad pa je v tem primeru v nekem smislu absolutno polna: Vzemimo poljubno izjavo A,
ki ni izrek, in nadomestimo v njej izjavne spremenljivke z opisnimi. Tako dobimo neko
izjavno shemo. Ce izjavni raun s to shemo aksiomatsko razsirimo, je dobljena razsiritev
protisiovna.

Z interpretacijo ponavadi dokazujemo tudi neodvisnost (shem) aksiomov. Metoda je
podobna tisti, ki jo uporabljamo pri dokazovanju neprotislovnosti:

T14. Recimo, da za elementarne izjave teorije 7 poznamo neko lastnost P, tako da:

— vsi aksiomi, razen tistih, ki pripadajo razredu ¢, imajo lastnost P;
— pravila 1zpeljevanja lastnost P ohranjajo;

potem je razred  neodvisen od ostalih aksiomov teorije J .
Sheme aksiomov izjavnega racuna so neodvisne.

To pokazemo tako, da vzamemo za razred ocen vse preslikave izjavnih spremenljivk v mnozico
M =10, 1, 2}, vrednost nato posploSimo na izjave, tako kot smo to Ze prej storili. Za lastnost P
pa si izberemo predikat »v(A4) = 0 za vse ocene«. Izjavam, ki imajo lastnost P, bomo rekli, da so
izbrane. Operaciji N in * dolo¢imo za vsak primer posebe;j:

Pri dokazu neodvisnosti aksioma IRA1 dolo¢imo operaciji N in * takole

N =1 0 1 2
0 1 0 0 2 2
1 1 1 2 2 0
2 0 2 0 0 O

IRA1 ne doloca izbranih izjav, kerje 1 * (2 * 1) 5 0.
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Za dokaz neodvisnosti IRA2 postavimo

N # 0 1 2

0 1 0 0 2 1

1 1 1 6 2 0O

2 1 2 O 0 O

A2 ne dolo¢a izbranih izjav, ker je (0 * (2* 2)) * (0 * 2) * (0 * 2)) # 0

Za IRA3 pa vzamemo

N s
1
1

b () st RN
O NN

B = O

0
1
2 I

A3 ne doloca izbranih izjav, ker je (N1 * N2) * (2 * 1) #£ 0.
Dokaz izbranosti drugih aksiomov in da MP ohranja izbranost, je za vse tri primere prepuicen

bralcu.

11 konca.
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1] S. Alagi¢, Principi programiranja. Sarajevo, Svjetlost 1976.
2] V. Batagelj, Rekurzivna aritmetika, diplomsko delo. Ljubljana 1973.

3] N. Bourbaki, Théorie des ensembles. Paris, Hermann 1960 (ruski prevod Moskva, Mir 1965;
vsebuje tudi prevod: Eléments d’histoire des mm‘izemaz‘zques)

[4] H.B. Curry, Foundations of Mathematical Logic. New York,
prevod: Moskva, Mir 1969).

[5] S.C. Kleene, Introduction to
Moskva, IL 1957).

[6] S.C. Kleene, Mathematical Logic. New York, John Wiley 1967 (ruski prevod: Moskwva,
Mir 1973).

[7] R.C. Lyndon, Notes on Logic. Princeton, Van Nostrand 1966 (ruski prevod:
Mir 1968).

[8] A.A. Markov, O logike konstruktivioj matematiki. Vestnik Moskovskoga universiteta (mate-
matika, mehanika) 2 (1970) 7—29.

[9] E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic. Princeton, Van Nostrand 1963 (ruski
prevod: Moskva, Nauka 1971).

[10] J.A. Petrov, Logileskie problemy abstrakcij beskonelnosti i osu§cestvimosti. Moskva,
Nauka 1967.
111 S.B. Prelic, Elementi matematicke logike. Beograd, 1968 (Matematicka biblioteka).
12] N Prijately, Uvod v matematicno logiko. Ljubljana, MK 1960 (Knjiznica Sigma; 3b).
[13] H. Rasiowa, R. Sikorski, The Mathematics of Metamathematics. Warszawa, Panstwowe
ydawnictwe Naukowe 1963 (mska prevod Moskva, Nauka 1972).

[14] J.R. Shoenfield, Mathematical Logic. Reading, Mass., Addison-Wesley 1967 (ruski prevod:
Moskva, Nauka 1975).

151 A. Tarski, Uvod u matematicku logiku i metodologiju matematike. Beograd, Rad 1973.
'16] A. Tarski, Logic, Semantics, and Metamathematics. Oxford, 1956.
17] 1. Vidav, Stevila in matematiéne teorije. Ljubljana, MK, 1965 (KnjiZznica

[c-Graw-Hill 1963 (ruski

Wetamathematics. New York, Van Nostrand 1952 (ruski prevod:

Sigma; 11a).

19



Obzornik mat. fiz. 25 (1978) 1

[ICNEGA JEZI

NIKO PRIJATELJ

AMS Subj. Class. (1970) 02—01

V ¢&lanku sta na kratko predstavljeni sintaksa in semantika predikatnega jezika prvega reda in
opisani so nekateri temeljni odnosi med njima.

FORMAL CONSTRUCTION OF A LOGICAL LANGUAGE

In the article a short exposition of syntax and semantics of the first-order predicate language is
given and some of the fundamental relations between them are outlined.

NasSa naloga je, da dopolnimo splo$na razmisljanja, podana v prejSnjem prispevku,
z dejansko izgradnjo doloCenega tipa logi¢nega jezika. Za ta namen smo izbrali tako ime-
novani jezik prvega reda, ki je sorazmerno preprost in hkrati izrazno dovolj bogat, da je
v njem mogoce zapisati temeljne matematicne teorije. Nasploh imenujemo tiste teorije,
ki so izrazljive v logiCnem jeziku prvega reda, teorije prvega reda.

Pri naslednjem opisu bomo strogo razlikovali med sintakso in semantiko jezika, se pravi
med njegovo slovnico in pomenosloviem. Zato se bomo v 1. razdelku ubadali izklju¢no s
sintakti¢nimi, v 2. razdelku pa s semanti¢nimi pojmi, ki zadevajo na$ logi¢ni jezik. Sele
v 3. razdelku bomo govorili o vzajemnem odnosu med sintakso in semantiko in bomo v te;
zvezi navedli nekatere temeljne probleme pa tudi reSitve, ki sodijo v domeno klasi¢ne ma-
tematicne logike. Glede na prostor, ki nam je na razpolago, se moramo pri tem seveda
omejiti le na kratka sporocila in pojasnila izidov, brez ustreznih dolgih in vedinoma tudi
zapletenih dokazov. Te lahko najde bravec, ki bi se utegnil globlje zanimati za opisane
probleme, v katerikoli izmed knjig, navedenih v bibliografiji.

1.

Ce naj izgradimo jezik, moramo kajpak najprej nasteti znake, iz katerih je sestavljen.
Te znake imenujemo primitivne simbole jezika in so v nasem primeru naslednji:

(1) Stevno neskoncna mnozica znakov
X1y Xoy ooe Xpgy oo

ki jih imenujemo individualne spremenljivke; pri tem je x, n-ta individualna spremenljivka;

(2) koncna ali Stevno neskon¢na mnozica znakov
a]_, ag, ca.c an, o e o

ki jih imenujemo individualne konstante; pri tem je a, n-ta individualna konstanta;

(3) koncCna ali Stevno neskonCna mnozica znakov

J 2T ST S
fifa o f5 .

fl,fz, N A

ki jih imenujemo funkecijski znaki; pri tem je f- n-ti funkcijski znak za k-mestno funkcijo;
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(4) neprazna koncna ali Stevno neskonéna mnoZzica znakov

imenujemo predikatni znaki; pri tem je P;‘f n-t1 predikatni znak za k-mestni predikat:

(5) znaka povezave
— n =
mplikacije;

— imenujemo znak wnegacije, = p

imenujemo univerzalnosini kvantifikator;

(7) znaki loc¢il (in ) in ,, ki jih imenujemo levi in desni oklepaj, in vejica.

[z te liste je razvidno, da je na$ jezik sicer strogo dolocen glede sorte znakov, ki ga
sestavljajo, nikakor pa ne glede strevila znakov. Ker je seveda prazna mnoZica tudi konéna,
jepo (2)in (3) mogoce, da je jezik celo brez individualnih konstant ali brez funkcijskih znak ov.
Vsekakor pa mora vsebovati $tevno neskonéno mnogo individualnih spremenljivk, vsaj en
predikatni znak in pa znake (5) in (6). Znaki locil (7) sicer nisc neogibno potrebni, vendar
so koristni, ker napravimo z njimi zapise v jeziku bolj pregledne. Koliko znakov posamezne
sorte v danem konkretnem primeru dejansko uporabimo, je pa¢ odvisno od teorije, ki jo
zelimo zapisati v tem jeziku. To bomo Se kasneje razlozili na dveh primerih. Pri sploSnih
razmiSljanjih o jeziku prvega reda pa se glede Stevila posameznih sort znakov kajpada ne
bomo omejevali bolj, kot smo to ze storili v predstavljeni listi. |

V nadaljnjem bomo jezik prvega reda, ki je predmet nasega pogovora, na kratko oznade-
vali s simbolom JPR. Opozarjamo bravca, da ta simbol ne spada v JPR, marvec je del jezika,
v katerem govorimo o JPR. Ta jezik, imenovali ga bomo, za razlocek od JPR, meta jezik,
je pa¢ v naSem primeru bolj ali manj dobra slovensc¢ina, dopolnjena z nekaterimi znanimi
matematiénimi izrazi in pa ad hoc konstruiranimi simboli, kot na primer JPR, ki jim bomo
rekli meta simboli. Seveda predpostavljamo, da vsi prizadeti meta jezik dobro obviadamo in
razumemo, se€ pravi, da poznamo njegovo slovnico in pomenoslovje.

Vsak koncen nabor primitivnih simbolov JPR, ki so nanizani brez presledka drug za
drugim, imenujemo izraz v JPR. Tako je na primer tale nabor

7e 1zraz v JPR. 2 imbol, ki je v takem mmzu pravimo, da nastopa v izrazu. Razume
se, da lahko isti Simbd tudi ve@kmt nastopi v danem izrazu. Ker je Stevilo simbolov v vsakem
izrazu konCno, moremo govoriti o prvem, drugem, ... zadnjem nastopu dolocenega simbola

v danem izrazu.
Naprej nas bodo zanimali le taki izrazi v JPR, ki bodo konstruirani na cisto dolocen

nacin in jJih bomo 1meli za edine sintakti¢no pmvﬂn@ izraze. Ti sintaktiCno pravilni 1zrazi
se dele na rerme in dobro oblikovane formule. Preden jih opredelimo, vpeljimo Se, zaradi
udobmﬁ&ga izrazanja, dve sorti meta simbolov in eno okrajSavo.
Terme nasploh bomo oznadevali z malimi pisanimi érkami g, &, ... f itd.,
PO p@ﬁ“@bi obesili Se indekse, torej tudi 7., 74, ... s itd.

Dobro oblikovane formule nasploh bomo oznacevali z velikimi msammﬁ crkami @f
%, ... # itd., ki jim bomo po potrebi dodali se indekse, torej tudi F ,, % ., ... 7 ; itd.
obhkovam formule bomo imenovali s kratico dof.

ki jim bomo
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Zdaj pa definirajmo najprej terme z naslednjo induktivno definicijo:

(1) vsaka individualna spremenljivka je term;
(2) vsaka individualna konstanta je term;
(3) ¢e je f¥ n-ti funkcijski znak za k-mestno funkcijo in so 7y, Zs, ... I termi, potem je

¥, ts, ... ) term;

(4) dani izraz je term natanko tedaj, ¢e ga lahko konstruiramo na osnovi (1), (2) in (3).

Tudi dobro oblikovane formule so opredeljene z induktivno definicijo :

(1)) & je P¥ n-ti predikatni znak za k-mestni predikat in so #i, 7., ... #z termi, potem je
Pff(fl, ls, ... 1) dof, ki jo imenujemo tudi atomska formula;

(2) &e je o dof, je tudi (— &) dof;

(3) &e sta . in X dof, je tudi (& = B) dof;

(4) &e je & dof in je x, individualna spremenljivka, je tudi (Vx,) .« dof;

(5") dani izraz je dof natanko tedaj, ¢e ga lahko konstruiramo na osnovi (17), (2'), (3")
in (4').

Ker se nekatere konstrukcije dof pogosto ponavljajo, je ugodno, ¢e vpeljemo Se nove
znake povezav; uporabljamo pa jih le kot okrajsave za ustrezne dof v JPR. Tako bomo,

‘ako sta 7 in & dof, pisali:

(D) o v & kot okrajSavo za dof (1-2) = #AB. Znak v imenujemo znak disjunkcije.
(K) o A % kot okrajSavo za dof —1(F = (—1H)). Znak A imenujemo znak kownjunkcije.

(E) &/ < A kot okrajSavo za dof (& = %) = (— (% = «))). Znak <= imenujemo
znak ekvivalence.

(EK) (3x,) kot okrajsavo za dof — ((V x,) (—%)). Znak 3 imenujemo eksistencial-
nostni kvantifikator.

‘Naj bo &7 dof. Potem imenujemo vsak izraz %, ki je del dof &/ in je tudi sam dof, dobro
oblikovani del dof <7 .

Ce je (Vx,) % dobro oblikovani del dane dof.%Z, potem je dof # domena ucinka, ki pri-
pada temu nastopu univerzalnostnega kvantifikatorja (V x,,) v dof %7. Vsak nastop spremen-
ljivke x, v dof (V x,) & je vezan nastop x, v dof &/.. Za vsak nastop spremenljivke x, v .27,
ki ni vezan, pravimo, da je prost v /. |

Iz povedanega je oCitno, da ima lahko ista spremenljivka x., v dani dof -7 hkrati vezane

in proste nastope. Tako sta na primer v dof |
(Vx) Pi(x1) = Pj(x1, X3)
prva dva nastopa spremenljivke x; vezana, tretji nastop te spremenljivke pa je prost. Na-

sprotno pa so v do .
d g / (vxl) (Pi (x1) = P?(xla X3))

vsi nastopi spremenljivke x, vezani. OCitno je v obeh dof nastop spremenljivke x; prost.
Pravimo, da je spremenljivka x, vezana (prosta) v dani dof %7, brz ko je vsaj en nastop
spremenljivke x, v dof </ vezan (prost). Potemtakem more biti spremenljivka x,, v dani dof .o/
hkrati vezana in prosta.
Vsako dof, ki je brez prostih spremenljivk, imenujemo stavek. Poseben primerek stavka je
taka dof, v kateri sploh ni spremenljivk. Za tako dof reCemo, da je prosta spremenljivk.
Bodi.«Z dof, v kateri so x,, x,, ... X, natanko vse proste spremenljivke. Potem imenujemo

dof (Vxr) (V) ... (Foxy)
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univerzalno zaprije dof /. Ker univerzalno zaprtje dane dof ./ potemtakem nima vel mo-
bene proste spremenljivke, je stavek. |
V zvezi z dof vpeljimo Se postopek, ki ga imenujemo substitucija. Ako je & dof, potem

0Znacimo z X
SZ;M |

dof, ki jo dobimo iz &/ tako, da v &/ zamenjamo vsak prost nastop spremenljivke x, s ter-
mom 4.

V dani dof =/ pravimo nadalje, da je term 7, prost spremenljivke x, natanko tedaj, &e
noben prost nastop spremenljivke x, v .27 ni v kak8nem dobro oblikovanem delu dof <7,
ki ima obliko (Vx;)% in je x; individualna spremenljivka, ki nastopa v termu 7;. IN
primer v dof

{Vx 2} , {X 1s X 2} = 7

je spremenljivka x,, prosta spremenljivke x;, ni pa prosta spremenljivke x;.

Ze v uvodu smo povedali, da uporabljamo JPR za opis in §tudij tako imenovanih reo rij
prvega reda. Vsaka taka teorija izhaja iz aksiomov, ki niso niC drugega kot doloCene dof
v JPR, in obstoji v tem, da izvaja iz njih na podlagi eksplicitno formuliranih pravil skleparija
nove dof v JPR, ki jih imenujemo izreke ustrezne teorije. To naj Se dopolnimo z naslednjima
pojasniloma:

a) Nasploh imajo teorije prvega reda neskoncno mnogo aksiomov. Da bi lahko vse zajeli,
si pomagamo s tako imenovanimi aksiomskimi shemami. Te sheme so zapisane z meta
simboli in vsaka posamezna dof iz JPR, ki jo dobimo, ¢e v taki shemi nadomestimo meta
simbole z ustreznimi simboli JPR, je aksiom ustrezne teorije. Razume se, da iz takih aksiom-
skih shem s pravili sklepanja ne bomo dobili Ze posamicnih izrekov teorije, marvec spet z
meta simboli 1zrazene sheme, ki zajemajo vse izreke dolocCenega tipa, in jih zato tudi ime-
nujemo sheme izrekov.

b) Omenjena pravila sklepanja so misljena strogo sintaktiCno in nimajo, vsaj v tem
razdelku, nikakrSne vsebinske komponente. Gre torej za popolnoma formalen, toda v
vsakem konkretnem primeru preverljiv opis pogojev, ki omogoc¢ajo prehod iz danih dof
na nove dof.

Iz povedanega je torej razvidno, da je vsaka teorija popolnoma opredeljena, brz ko
poznamo njene aksiome oziroma aksiomske sheme in pravila sklepanja. Vse teorije prvega
reda pa imajo za skupno osnovo tako imenovane logicne aksiomske sheme in vse uporabljajo
le dvoje pravil sklepanja. Razloéek med posameznimi teorijami prvega reda izhaja potem-
takem Sele iz aksiomov oziroma aksiomskih shem, ki jih dodamo tej skupni osnovi in jih
zato imenujemo lastne aksiome ustrezne teorije. Teorija, ki je brez dodatnih lastnih aksiomov,
je torej cista logicna teorija, ki jo imenujemo predikatni racun prvega reda.

Aksiomske sheme predikatnega raCuna lahko do neke mere variiramo. Tukaj smo
izbrali naslednje:

Akoso A, %, € dof vJPR, potem so aksiomske sheme predikatnega raduna prvega reda:

(PRy) (Z = (B =€) = (A > B) = (Z = F);
PR;) (B = 1 A)=> (X = A) > XB);
R, (Vx,) = S;C”L%Z , &e je term £, prost spremenljivke x,, v .7
Rs) (Vx,)(F = B) = (A = (Vx,)B), & v dof o/ spremenljivka x, ne nastopa

V (PR:) smo »tiho« upostevali »dogovor«, da veze znak — oZe kot znak = . Ta dogovor naj
velja tudi za naprej.
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Navedimo zdaj Se obe pravili sklepanja:
(MP) Modus ponens: ako sta o7, B dof v JPR, potem iz &7 in .o/ = % sklepamo na %.
(G) Generalizacija: ako je & dof v JPR, potem iz &/ sklepamo na (Vx,,) <.

Preden nadaljujemo sploSna i1zvajanja, opiSimo tri posebne teorije, od katerih je ena
vsebovana v predikatnem racunu prvega reda, drugt dve pa ga vsebujeta, se pravi, da imata
poleg logi¢nih aksiomov Se lastne.

(A) Stavceni racun

Ce se omejimo le na take dof v JPR, ki so proste spremenljivk, torej na posebne primerke
stavkov, potem je na dlani, da sta zanje aksiomski shemi (PR,) in (PR;) odve¢ in prav tako
tudi pravilo sklepanja (G). Po drugi plati pa je tudi res, da brz ko sta o7 in # dof brez spre-
menljivk, sta taki tudi dof — ./ in & = % in zato seveda tudi dof, ki se izrazajo okraj$ano
7z A VA, ANB in F <=%B. Ce se torej gibljemo le v okviru dof brez spremenljivk,
s tem da jih med seboj povezujemo z vpeljanimi znaki povezav ter postavimo zanje aksiom-
ske sheme (PR,), (PR.,) in (PR3), za pravilo sklepanja pa (MP), potem dobimo tako logicno
teorijo, ki je zajeta v predikatnem raCunu prvega reda in jo imenujemo stavcui racun.

(B) Elementarna teorija naravnih Stevil

Kakor smo Ze povedali, moramo pri vsaki teoriji prvega reda najprej natanko nasteti
individualne konstante ter funkcijske in predikatne znake, ki v njej nastopajo, in seveda
navesti lastne aksiome ustrezne teorije. V elementarni teoriji naravnih Stevil je stvar takale:

Teorija ima eno samo individualno konstanto a,, ki jo bomo v nadaljnjem pisali »po
domace« 0 1n jo imenovali stevilka nic.

V teoriji so trije funkcijski znaki, in sicer f;, f* in f:. Znak f; imenujemo znak nrepo-
srednega naslednika, znak f7 je znak vsote, znak f pa znak produkta. Ako sta ¢, in £,
terma, potem bomo

term f ((#,) pisali raje £,

term f2({,, £,) pisali bolj »po domade« #; + 7,

term f2(¢,, £») pisali spet bolj »po domade« #, - s

Teorija premore en sam predikatni znak P;, ki ga imenujemo znak enakosti. Ako sta
t, in {, terma, potem bomo P:(#, {,) pisali seveda v skladu z navado #; = /..

Poleg logi¢nih aksiomskih shem predikatnega raCuna prvega reda ima elementarna
teorija naravnih Stevil Se tele lastne aksiome:

(ETNS)) x1 = x2 = (x; = X5 = X, = X3)

(ETNS,) x; = x5, = x{' = X,

(ETNS;) —1(0 = x,)

(ETNSL x/ = x5’ = Xx; = X,

(ETNS;) x; + 0 = x4

(ETNSe) x; + x5’ = (1 + X5)’

(ETNS;) x,:0 =0

(ETNSg) x;-x5" = (X1 X5) + X3

(ETNS,) Za vsako dof =7 elementarne teorije naravnih $tevil je

Syt ot | = (Vx,) (L = S A |) = (Vx,) )
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- Naj opozorimo bravca na zanimivost, da so vsi lastni aksiomi elementarne teorije na-
ravnih Stevil »pravi« aksiomi, le zadnji, (ETNS,), tako imenovani »aksiom o indukciji,

je aksiomska shema.

10ZIC

pisali § in jo

Teorija ima eno samo individualno konstanto a,, ki jo bomo v nadaljnjem
imenovali znak za prazno mnoZico.

Teorija je brez funkcijskih znakov. Potemtakem so edini termi teorije individualne spre-
menljivke in individualna konstanta ¢. Zato bomo za individualne spremenljivke nasploh
uporabljali kot meta simbole Crke x, v, z, u, v, ¢. |

Teorija 1m m predikatni znak ’ ki ga bomo pisali € in imenovali znak pripadnosei.
Ako sta /; in {, terma, potem piSemo namesto € (4y, 1,) raje t, € t,.

7nak enakosti = uporabljamo v teoriji le kot okrajsavo. Ako sta namre¢ £, in 7, terma,
piSemo

f, = 1, kot okrajSavo za dof (Vx)(x et <= xcfy)

Za lastne aksiome elementarne teorije mnozic, brez aksioma i1zbire, lahko vzamemo
na primer tele dof:

(ET 1} i}_ == 2{2 => (Vx} (fi € X < fz = x}
To je tako imenovani aksiom ekstenzionalnosti.
(ETM,) (Vx)(3y) (V2)(zey <= (qu) (ue x A z € u))

To je aksiom o uniji.

Ako sta fi, 1, terma, pi§imo £, < 7, kot okraj§avo za dof (Vx) (x €ty = x € ty). Z
lahko udobno formuliramo tudi tako imenovani aksiom o potencni mnoZici, ki se glasi

(ETM:) (Vx) () (Vz)(zey <=z S x)

je aksiom regularnosti, ki pravi

Naslednj1 aksiom
(ETML) (V) ((x=0) = (I (hexA(V2)(zey = —(ze€x))

Neskonénost si priborimo z aksiomom o neskoncénosti, ki je zajet v tejle dof

(ETM;) (3x) @ exA(VMy)(yex=(A2)zex A NVNu)(uez<=(uey v u=y))))

Zapisimo naposled Se tako imenovano aksiomsko shemo substitucije. Ce je 7 dof ele-
mentarne teorije mnoZzic, potem je |

) VX))V (V)V) (yEx A Sy S NS S ) = z=u) =
= (W) (Vz)(zev<=(Ty) (yex A Sy S )

(ETN

Po teh ilustracijah se vrnimo spet k splo$nim razmislhjanjem.

Bodi torej 7 poljubna teorija prvega reda in H dana mnoZica dof te teorije. P
nujemo vsako koncno zaporedje dof -

(8) Ay Ay, ... A,

natanko tedaj, kadar velja za vsak k = 1,2, ... n

dedukcijo dof .. iz mnoZice hipotez H
ena od naslednjih moZnosti:

DH,) 7, je iz H
DH,) .27, je eden izmed aksiomov teorije T;

, torej ena izmed hipotez;




(DH) o7, je rezultat uporabe pravila sklepanja (MP) na dof, ki sta v dedukciji (8) pred
dof </ . Se pravi, da obstajata indeksa i, j, manjsa od k, in je .«/; okrajSava za dof </; = .

(DH.) %7, je rezultat uporabe pravila sklepanja (G) na dof, ki stoji v dedukciji (8) pred
dof <Z;. Se pravi, da obstaja indeks i, manjsi od k, in je 27, okrajSava za dof (Vx,).o7;. Pri
tem pa individualna spremenljivka x, ne sme biti prosta v nobeni dof, ki so v H.

Za vsako dof &7, za katero obstaja kaks$na dedukcija iz dane mnoZice hipotez H, reCemo,
da je posledica hipotez H v teoriji T in to simboli¢no oznacimo s

H ot

Kadar je popolnoma nedvoumno, znotraj katere teorije T poteka dedukcija, piSemo tudi

enostavneje
H 4o

Posebno pomemben pa je primer, kadar je mnozica hipotez H prazna. Takrat imenujemo
dedukcijo (8) dokaz dof <7, v teoriji T, dof <7, ki je zadnji Clen dokaza, pa izrek teorije T.
Izrek teorije T je potemtakem vsaka dof te teorije, za katero obstaja dokaz. 1z povedanega
je razvidno, da je po tej sintaktiCni opredelitvi tudi vsak aksiom teorije hkrati izrek teorije.
Da je dana dof 7 izrek teorije T, bomo nakazali simboli¢no z

— f
oziroma tudi kar z

— of

kadar je docela jasno, v kateri teoryi1 T se gibljemo.

Ce se pri dokazu glede aksiomov omejimo le na logiéne aksiomske sheme (PR,), (PR.,),
(PRs), (PR4), (PR;), potem je kajpak naSa teorija 7T logiCna teorija predikatnega raCuna
prvega reda in ustrezni izreki, ali toéneje sheme izrekov, ki so 1zidi teh dokazov, so seveda
&isti logicni izreki. '

Pokazimo na primer, da je za poljubno dof % dof </ = o/ izrek predikatnega raCuna
prvega reda, se pravi, da je

0) A = A

Dokaz je v tem primeru tole konéno zaporedje dof:

(1) (ﬂﬁ((%ﬁﬂ)ﬁﬂ)):>((¢5217:>(J217:>J<’f)):>(%:>£7))

To je primerek aksiomske sheme (PR,), e vzamemo za dof % dof &/ = &/ in za dof € dof </
2) A = (A = ) = )

To je primerek aksiomske sheme (PR,), ¢e vzamemo za dof % dof &7 = <f
3) (A = (A = ) > (A = )

To je rezultat uporabe pravila sklepanja (MP) na (1) in (2)
(4) o = (A = )

To je aksiomska shema (PR,), ¢e vzamemo za dof % dof&’l
(5) & =

To je rezultat uporabe pravila sklepanja (MP) na (3) in (4). Ker je zadnji ¢len (5) tega dokaza
prav dof (0), je torej dof (0) res izrek predikatnega raCuna prvega reda.

Pri tem dokazu smo uporabljali le aksiomski shemi (PR,) in (PR,) ter pravilo sklepanja
(MP). Zato je dof (0), Ce se seveda omejimo le na dof, ki so proste spremenljivk, tudi izrek
v logiCni teoriji stavénega racuna.
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Kakor smo ze omentll, je bistvo vsake teorije v tem, da iz danih aksiomov ali aksiomskikh
shem 1zvaja 1zreke, se pravi, nabira tiste dof teorije, za katere obstajajo dokazi. V tej zvezi je
popolnoma naravno, da vprasujemo naslednje:

Ce je T dana teorija, ali obstaja kaksen splosen in efektiven postopek, torej kak algoritenz
s katerim bi mogli za vsako dof teorije odloé¢iti, ali je izrek ali ni?

To je tako imenovani problem odlocljivosti. Teorije, za katere tak algoritem obstaja,
imenujemo odlocljive.

Ta problem je za teorije, ki smo jih tukaj navedli, razreSen takole:

Logi¢na teorija stavinega raCuna je odlocCljiva. Nobena teorija prvega reda, ki obsega
predikatni raCun prvega reda in vsebuje vse predikatne znake P, ni odloCljiva. 1
teorija naravnih Stevil #ni odlocljiva. Elementarna teorija m ° i

Na kratko bilahko rekli: razen stavénega racuna nobena logi¢na ali matematic¢na teorija,
ki je dovolj »bogata«, da je »zanimiva«, ni odlocljiva.

Kaj nam ta negativni rezultat pravzaprav pove? Ni¢ drugega kot tole:

Nobenega razloga ni za up ali strah, da bi kdajkoli lahko clovesko ustvarjalnost v logiki
in matematiki popolnoma nadomestili s Se tako popolnim mehanizmom. Izrekov dane
teorije torej nasploh ni mogoce odkriti z mehani¢no uporabo kaksSnega algoritma, marvec
le s konstrukcijo ustreznega dokaza. Ta pa se, vsaj v nacelu, upira vsakemu algoritmu,
zelo pa je odvisna od iznajdljivosti in intuicije iskalca. Pri tem iskanju dokazov nam je v
krepko oporo tako imenovani izrek o dedukciji, o katerem je govor v posebnem prispevku.

2.

Ce smo se v 1. razdelku hote izmikali vsaki razlagi pomena znakov, termov in formul JPR
in smo vztrajno opisovali le sintakti¢na pravila jezika, je zdaj ¢as, da sklenemo Ze to »prazno«
igro s »Cistimi« simboli in jo osmislimo. To se pravi, da sintaksi jezika pridruzimo Se njegovo
semantiko. Simboli jezika pa zadobijo pomen samo z interpretacijo. Taka interpretacija

obstoji v naslednjem:
Dani sta neprazna mnozica D, ki jo imenujemo domena interpretacije, in preslikava F

tako imenovana interpretacijska funkcija, ki priredi:
(a) individualni konstanti a, element F(a,) domene D;

%

(b) n-temu funkcijskemu znaku za k-mestno funkcijo f* k-mestno funkcijo F(f ij} : D =D

(¢) - -temu predikatnemu znaku za k-mestni predikat P? k-mestno relacijo F (Pk) v
D, za kawm vemo 1z teorije mnoZic, da je neka pod nozica karteziCnega pro-

V nasprotju s tem pa lahko pri dani interpretaciji vsaka individualna spremenljivka x,,
oziroma vsaka prosta individualna spremenljivka v poljubni dof pomeni vsak element
domene D. Zato tudi pravimo, da ima vsaka individualna spremenljivka domeno interpre-
tacije D za zalogo vrednosti, ki jih lahko zavzame, ali tudi, da vsaka individualna spremen-
liivka preteée domeno D. Iz tega je oditno, da moreta zavzeti dve razlicni individualni
spremenljivki tudi isfo vrednost. Seveda pa se prav tako razume, da obdrzi v dani miselni
zvezi vsaka individualna spremenljivka iszi pomen.

Brz ko je dana neka interpretacija, oznacimo jo v nadaljnjem z 7, lahko vsakemu stavku,
se pravi vsaki dof v JPR, ki je brez prostih spremenljivk, priredimo neko izjavo, ki se nanasa
na elemente interpretacijske domene D in ki je bodisi pravilna ali pa nepravilna pri tej inter-
pretaciji. Ce je izjava, ki pripada stavku o, pri mt@mmtacm I pravilna, potem bomo to

dejstvo simboli¢no zapisali z

I= ./
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in bomo rekli kratko kar, da je stavek &/ pravilen pri interpretaciji . Ko pa je izjava ne-

pravilna, bomo pisali
I # 7

in bomo spet rekli poenostavljeno, da je pri interpretaciji I stavek .27 nepravilen.

Glede na induktivno definicijo dof, ki smo jo podali v 1. razdelku, je tudi pravilnost
oziroma nepravilnost stavkov pri interpretaciji I popolnoma dolocena z naslednjo induktivno
definicijo:

(1) Ce je P¥ n-ti predikatni znak za k-mestni predikat in so a,, as, ... a; individualne
konstante, potem je I |= Pff (as, as, ... a,), ¢e je (F(ay), F(ay), ... F(a,)) € F(P)) in I |#
# Pi(ay, as, ... a,) v vsakem drugem primeru.

(2) Ce je o/ stavek, potem je I'= .7, e je I 1# & in I |# —.%7 v vsakem drugem
primeru.

(3”) Ce sta.oZ in % stavka, potemije I 1# &/ = B, ¢ejel|=A in [ |1#F B inl =4 =>H
v vsakem drugem primeru.

(4) CejeZ dof, ki ima x,, za edino prosto spremenljivko, potem je seveda dof (Vx,,) o/
stavek. V tem primeru je I |= (Vx,) .7, e je pravilna vsaka izjava, ki je prirejena dof-<Z,
brz ko zavzame prosta individualna spremenljivka x, katerikoli element interpretacijske
domene D in [ |# (Vx,) &/ v vsakem drugem primeru.

Zdaj lahko razsSirimo definicijo pravilnosti oziroma nepravilnosti tudi na poljubne dof.
Najprej na podlagi (4”) recemo:

(5) Ako je o dof, ki ima x, za edino prosto spremenljivko, potem je I |= .27, Ce je
[ 1= (Vx,) in I |# &/ v vsakem drugem primeru.

(6’) In Ce je & dof, v kateri so x1, x,, ... X, natanko vse proste spremenljivke, potem je
kajpak prirejeno univerzalno zaprtje (Vx,) (Vx,) ... (Vx,) o/ stavek, za katerega je I |=
= (Vx) (Vx,) ... (Vx,) o, & je pravilna vsaka izjava, ki je prirejena dof &/, brz ko
zavzamejo proste individualne spremenljivke xi, X, ... x,, reodvisno druga od druge,
katerekoli elemente interpretacijske domene D in I # (Vx,) (Vx,) ... (Vx,) & v vsakem
drugem primeru.

Potemtakem bomo tudi sklenili:

(7" Ako je 7 dof, v kateri so xi, x,, ... X, natanko vse proste spreménljivke, potem je
Il=, ¢ jeIl|l=(Vx:) (Vxy) ... (Vx,) in I # o/ v vsakem drugem primeru.

Razume se, da so s temi opredelitvami pravilnosti oziroma nepravilnosti dof pri dani
interpretaciji I doloCene Ze tudi ustrezne opredelitve vseh okrajSanih zapisov dof (D), (K),
(E) in (EK).

Pa naj bosta .27 in & poljubni dof.

Iz (D), (3”) in (2”") dobimo takoj
@V I#A VB, CejellZL in X inll=VvIH v vsakem drugem primeru.

Iz (K), (2”) in (3”) pa sledi tudi brz
O)I=A ANB,Cejell= in]l =% in I# & ANH v vsakem drugem primeru.

Iz (E) pride po (27) najprej I = =B le, ¢ je I # (& = B) = (1 (% = )).
Zatojepo (3N in 2 ) naprej [ l=AF < ABle,Cejel = = Hin I |= B = o se pravi le,
Cenill=A inll# FBpatudine I =% in I 1# /. Odtod vidimo, da je torej

(10Y = =X, ¢ejell=F inll=% alipall#*FF in [ZHX in I # A <X
v vsakem drugem primeru.
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Bodi naposled .7 dof, ki ima x,, za edino prosto spremenljivko. P
(dx,) .o St&V@k za katerega je po {Z”} I'=(3dx,) & le, Ceje I [ (Vx,) (). Po (4“} t@
spet pomeni / |= (3x,) 7 le, e ni pravilna vsaj ena izjava, ki je prirejena dof — 7, ko pretece
prosta spremenljivka x,, domeno D. Zaradi (2”) lahko torej tudi reCemo

(11”") Ce je o7 dof, ki ima x,, za edino prosto spremenljivko, potem je [ = (EX,?}M ce
je pravilna izjava, ki je prirejena dof %7, za vsaj en @E@m@m intery mmwsm ﬁ@ iene D, ki ga
zavzame prosta individualna spremenljivka x, in 7 | (3x,) %7 v vsakem drugem pm@m@

Na podlagi dolocil od (1) do (117) lahko torej pri dani interpretaciji I vsaki dof pa tuds
vsakemu okrajSanemu zapisu dof enocli¢no priredimo natanko eno izmed vrednosti: pravilnc
oziroma nepravilno. Iz teh dolocil pa tudi brZ razvidimo, da se pomeni obeh znakov povezav
— in =, univerzalnostnega kvantifikatorja V in tudi znakov v, A, <, 3, ki smo jih upo-
rabili pr1 okrajsavah dof, vsaj do neke mere pokrivajo s pomeni doloCenih besed naravnega
jezika. Vsaj do neke mere reCemo zato, ker imamo po eni strani opravili z znaki, katerih
pomen je z navedenimi dolocili nedvoumno opredeljen, po drugi strani pa z besedami
zivega jezika, ki se nacelno izmikajo takim togim opredelitvam in katerih pomen zaznavamo
le iz njihove obiCajne rabe v vsakdaniji jezikovni praksi. Vendar pa:

Iz (2”) je lahko ugotoviti, da se pomen znaka — zadovoljivo ujema s pomenom slo-
venske besedice ne;

iz (3”) vidimo, da se pomen znaka = Se kar zadovoljivo ujema s pomenom, se pravi
z obicajno rabo para slovenskih besedic ¢e ... potem ...;

iz (4") razberemo, da lahko znak V zadovoljivo slovenimo z besedicama za vsak ...:
pomen znaka Vv Se kar dobro ujema s pomenom slovenske be-

iz (8”) je ocitno, da se
sedice ali;

iz (9”) odkrijemo, da se pomen znaka A zadovoljivo uyjema s pomenom
veznika in:

iz (10”) sledi, da se pomen znaka < zadovoljivo pokriva s pomenom, se pravi z obi¢ajno
rabo slovenskih besed ... natanko tedaj kot ...;

iz (11”) pa lahko sklenemo, da moremo znak 3 zadovoljivo sloveniti z besedami za
vsaj en ...

Sﬁﬁwnsk@ga

Seveda pa se razume tole: kadarkoli uporabljamo navedene slovenske besede v okviru

logike, tedaj imamo vedno njihov pomen za istoveten s pomenom znakov, ki jih te besede
zastopajo, ne oziraje se na to, ali je to v skladu z obiCajno jezikovno prakso ali ne.
Glede na ocitno resnico, da imamo na voljo razlicne mogoce interpretacije, je kajpak
lahko dana dof 7 pravilna pri eni in nepravilna pri drugi interpretaciji. Ce pa je .« taka dof,
ki je pravilna pri vsaki interpretaciji I, potem reéemo, da je dof - logiéno pravilna. In e je
dof o/ nepravilna pri vsaki interpretaciji I, pravimo, da je logi¢no nepravilna.

Dejstvo, da je dof <7 logi¢no pravilna, bomo simboli¢no zapisali z

= o/

logicno nepravilna, bomo to oznacili z

oL

Povejmo takoj zdaj, da so vse dof, ki so zajete v aksiomskih shemah pmdikam@ga racuna
prvega reda, logicno pravilne. .), (PR,) in (PR

Prepricajmo se o tem le za sheme (PR
Aksiomska shema (PR 1} bi bila nepravilna le pri taki interpretaciji I, pri kateri b1 bilo

na podlagi (3”):
I=x in [#%=
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in zato spet po (37)
I=< in I=% in I|#%

To pa seveda pri nobeni interpretaciji 7 ni mogoce.

Aksiomska shema (PR,) bi bila nepravilna le pri taki interpretaciji I, pri kateri bi bilo
na podlagi (37)

(a) [=9 = (% =C) in [i# (A =B)=> (A =>F)

se pravi

Il=A =B =) in I=9=>X in [#FAF=>%F

Odtod pa spet sledi na podlagi (3"), da bi moralo biti: I |= %7 in I |# ¥, torej [ |= %. Toda
potem bibilo I |# % = € inkerje [ |=.o7, bidobili I |# & = (% = %) in to je ofitno spet
nezdruzljivo z (a). |

Aksiomska shema (PRj) bi bila nepravilna na osnovi (3”) le, ¢e b1 bilo

—

I\="1%= " in I#(XB=>A)>H
torej |
=% = in Il=—%= in II#XB

Odtod razberemo, ¢e upostevamo 3e (2”), da bi moralo biti: 7 |= 1 ¥ in zato I |= o7 pa
tudi I = . To pa kajpak ni mogoce pri nobeni interpretaciji 1.

Prav tako, le z malce ve¢ truda in besed, bi ugotovili, da sta logi¢no pravilni tudi shemi
(PR,) in (PR5). |

Predikatni raCun prvega reda, ki smo ga oznacili za Cisto logi¢no teorijo, je potemtakem
taka teorija prvega reda, ki ima za svoje aksiomske sheme logi¢no pravilne dof, se pravi
take dof, ki so pravilne pri vsaki interpretaciji. Brz pa ko ima kaks$na teorija prvega reda T
za lastne aksiome Se take dof, ki niso logi¢no pravilne, je seveda temeljnega pomena vprasanje,
ali sploh obstaja kaksna interpretacija I, pri kateri so tudi vsi lastni aksiomi te teorije pravilni.
Vsako tako interpretacijo, ¢e seveda obstaja, imenujemo model ustrezne teorije 7.

3.

Brz ko smo tako opisu sintakse JPR v 1. razdelku pridruzili v 2. razdelku Se osnove nje-
gove sploSne semantike, se nam v tej zvezi odpirajo nekater1 problemi, ki utegnejo biti,
Ce Ze ne resljivi, pa vsaj zanimivi.

Naj bo T dana teorija prvega reda in [ poljuben njen modei. Prvo vprasanje, ki se nam
ob tem zastavlja, je naslednje:

Ali so, poleg logicnih aksiomskih shem in lastnih aksiomov teorije 7, v modelu 7 pravilni
tudi vsi izreki teorije T? Ali lahko torej pri vsakem modelu I teorije T, za vsako dof </

(Z) iz k= o sklepamo na I |=./.

Ce je T kar predikatni radun prvega reda, nam pra-vilnost tega sklepa ocitno zagotavlja,
da je tudi vsak izrek predikatnega racuna logiCno pravilen.

Teorije, za katere ta sklep velja, imenujemo, iz popolnoma razumljivih razlogov, zdrave.
Na dlani je namre¢, da teorija, ki bi imela model, v katerem bi bili nekateri izreki pravilni,
drugi pa nepravilni, vsaj v spoznavnem smislu, ne more biti kaj prida. In naj se Se tako spre-
nevedamo, ¢eS da gre pri sintaksi le za popolnoma svojevoljno Cisto igro s simboli, je ven-
darle res, da je to zelo premetena igra, ki je bila zamisSljena samo zato, da bi z njo dosegli
popolnoma dolocen spoznavni cilj.

Iz 1. razdelka vemo, da je izrek dane teorije T vsaka taka dof.</, za katero obstaja dokaz.
Dokaz dof </ pa je kon¢no zaporedje dof, katerega ¢leni so bodisi aksiomi teorije 7 ali pa
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dof, ki so rezultat uporabe pravil sklepanja (MP) oziroma (G) na ¢lenih zaporedja, ki so
pred ustreznimi dof, in je dof o/ zadnji Clen tega zaporedja. Glede na to, da so vsi aksiomi
teorije T po definiciji modela pravilni v vsakem modelu teorije 7T, se bo izkazala tudi pra-
vilnost vsakega Clena v dokazu dof.<Z, torej tudi pravilnost dof<Z, brz ko ugotovimo tole:
rezultati uporabe pravil sklepanja (MP) oziroma (G) na pravilnih dof so pravilne dof. To

pa j€ res.
Po (MP) sklepamo namreé iz dof &7 in & = % na dof %. Toda po (3”) velja: ako sta

A in. = % pravilni, mora biti pravilna tudi d@f B.
Po (G) sklepamo iz dof </ na dof (Vx,)o/. Pa recimo, da je dof &/ pravilna in lo¢imo

dve moznosti:
Spmm@nhwm, X, ne naswa msm v dof 7.V tem pri

V dof 7 so xq, X, ...
le Se xi, x,, ... x,—1 natanko vse proste spremenljivke. P
Ce je pravilen stavek (Vx,) (Vx,) ... (Vx, ) (Vx,) o in je dof (Vx,) =/ pravilna le, Ce je
pravilen stavek (Vxy) (Vxo) ... (Vx, 1) (Vx,)2/. Po (67) pa gre v obeh primerih oditno
za 1st1 stavek.

Potemtakem smo dobili naslednji izid :
Vse teorije, ki imajo modele in uporabljajo le pravili sklepanja (MP) in (G), so zdrave.,

Na pravkar razre$eno prvo vprasanje se ¢isto naravno navezuje naslednje:
Ce je spet I poljuben model dane teorije T, ali je tudi obratno, vsaka pravilna dof tudi
izrek teorije T? Ali torej lahko za vsako dof </

(P) iz I =9 za vsak model I teorije T sklepamo na I 7.

Zdravo teorijo, pri kateri ta sklep velja, imenujemo popolno. Tako oznacCbo tudi zasluzi,
saj se pri njej sintakti¢ni pojem izreka natanko pokriva s semantiCnim pojmom pravilnosti,
se pravi, da so pri taki teoriji pravilne natanko tiste trditve, ki so tudi dokazljive.

V tej zvezi omenimo le dva klasiCna rezultata, od katerih je eden pozitiven, drugi pa
negativen:

Leta 1930 je Godel dokazal, da je predikatni raCun prvega reda popoln. Izreki predikat-
nega racuna so potemtakem natanko vse logi¢no pravilne dof.

Drugi, negativni rezultat pa se nanasa na elementarno teorijo naravnih Stevil, torej na
ETNS. Ce privzamemo, da so naravna $tevila N = {0, 1, ... n,...}, kakor jih sicer poznamo
iz matematike, model teorije prvega reda ETNS, potem ta teorija #ni popolna. To pomeni,
da obstaja taka dof teorije, ki je pravilna, pa ni izrek, se pravi, ni dokazljiva. Tudi do tega
spoznanja se je prvi dokopal Godel leta 1931.

Seveda bi si utegnili ta negativni rezultat razlagati tako, da je pac sistem aksiomov ETNS
preozek, da bi lahko 1z njega dokazali vse pravilne dof elementarne aritmetike in da bi
popolnost lahko dosegli, ¢e bi sistem dopolnili Se s kak§nim aksiomom, na primer kar s tisto
dof, ki je pravilna, pa ni izrek. Vendar bi bila taka razlaga le slepilo, ki bi samo dokazovalo,
da nismo popolnoma dojeli bistva Godelovega rezultata. Ta je namreC v tem, da nobena
formalna teorija, ki ima mnoZico naravnih Stevil N za model, ni popolna. Ako bi torej
sistem aksiomov ETNS dopolnili e z dof, ki je sicer pravilna, pa na podlagi tega sistema
ni dokazljiva, potem bi spet obstajala neka druga dof, ki bi bila pravilna, pa tudi v tako
razsirjenem sistemu aksiomov ne dokazljiva. Godelov izid odkriva potemtakem mnaceino
nemoc¢ formalizacije elementarne aritmetike nasploh.

Nadaljnji problem, fundamentalnega pomena za vsako formalno teorijo, je tako ime-
novani problem neprotislovnosti. Za dano teorijo T pravimo, da je neprotislovna, Ce ne

Saea
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obstaja taka dof ./ teorije, da bi bila hkrati .o/ in — & izreka teorije, se pravi, da bi veljalo
hkrati = 7 in = — /. Z uporabo pravila sklepanja (MP) se da brz pokazati, da je teorija
T neprotislovna natanko tedaj, kadar niso vse dof teorije tudi 1zreki teorije. Ker bi bila teorija,
v kateri bi bile vse dof tudi izreki, ze v Cisto sintakti¢nem pogledu popolnoma nezanimiva,
semanticno pa ocitno brez vsake spoznavne vrednosti, je na dlani, da se je smiselno ukvarjati
le z neprotislovnimi teorijami. Potemtakem je zelo razumljiva zelja, da bi, preden se sploh
zares lotimo Studija kaksSne teorije, nedvoumno preskusili njeno neprotislovnost. Kako je
torej z uresnicitvijo te upravicene zelje?
Najprej navedimo tale vzpodbudni rezultat:

(M) Dana teorija T je neprotislovna tedaj in le tedaj, kadar ima model.

Da je vsaka teorija, ki ima model, neprotislovna, po vsem, kar smo Ze povedali o inter-
pretacijah in modelih, brzCas ni potrebno Se kako posebej utemeljevati. Da pa ima vsaka
neprotislovna teorija model, je vsekakor manj razvidna trditev, ki bi jo bilo treba natanko
preskusiti. Povejmo le, da je bilo to storjeno z vso potrebno strogostjo in na ve¢ nac¢inov.

Sibka stran izida (M), kar zadeva njegovo uporabo, je v metodah in sredstvih, s katerimi
ugotavljamo, da je dolodena interpretacija I res model dane teorije 7. Ce so namred te
metode 1n ta sredstva logiéno manj zanesljiva kot pa tista, ki jih nudi sama teorija, katere
neprotislovnost zelimo dokazati, potem je kajpak tak dokaz neprotislovnosti, ¢e Ze ne
vprasljiv, pa vsaj ne povsem zadovoljiv. Glede tega povejmo naslednje, danes Ze klasi¢ne
rezultate:

Neprotislovnost predikatnega raCuna prvega reda je dokoncCno izpric¢ana.

- Neprotislovnost ETNS je nepri¢akovano trd oreh. Vsi doslej znani dokazi o neproti-
slovnosti elementarne teorije naravnih Stevil, prva dva je konstruiral Gentzen vletih 1936
in 1938, kasneje pa so sledili Se dokazi Ackermanna (1940), Lorenzena (1951), Schiitteja
(1951 in 1960) in Hlodovskega (1959), naj so Se tako domiselni in vredni obludovanja,
zblede ob dejstvu, da uporabljajo metode in sredstva, ki so logiCno krhkejSa od tistih,
katere hoCejo utemeljiti. Zaupanje v morebitno odkritje novih, prepricljivejsSih dokazov pa
je zal krepko ohromljeno zaradi naslednjega spoznanja, ki je tudi sad Gaodelovih raziskav:

(N) V ETNS lahko konstruiramo dof.Z, katere pomen je: »ETNS je neprotislovna
teorjja.« Vendar pa velja:

Ce je ETNS neprotislovna teorija, potem dof.</ ni izrek v ETNS.

Drugace povedano:

Ce je ETNS neprotislovna teorija, potem te neprotislovnosti ni mogoce dokazati le na
osnovi aksiomov ETNS, se pravi znotraj ETNS. Vsak dokaz neprotislovnosti ETNS mora
potemtakem uporabljati tudi metode in sredstva, ki niso zajeta v ETNS.

Ta Godelov izsledek pa velja tudi za vsako teorijo prvega (in ne samo prvega) reda, ki
je dovolj bogata, da je v njej zajeta tudi elementarna aritmetika. Potemtakem je z njim zadeta
tudi elementarna teorija mnozic ETM i1n kajpak vsaka matematicna teorija, ki je zgrajena
na teoriji mnozic. Za vse te teorije torej velja: ée so neprotislovne, njihove neprotislovnosti
ne moremo dokazati le s sredstvi in metodami, ki1 izhajajo i1z aksiomov teh teorij. Nobena
teh teorij, Ce je neprotislovna, ne more potemtakem izpricCati svoje lastne neprotislovnosti.

Za sklep omenimo Se en problem, ki zadeva formalne teorije in ki je, ¢e Ze ne tako dra-
matien kot problem neprotislovnosti, pa vendarle vir presenetljivih miselnih razpletov.
To je tako imenovani problem neodvisnosti aksiomov.

Bodi S sistem aksiomov dane neprotislovne teorije 7. Potem re¢emo, da je aksiom &7 € S
neodvisen od drugih aksiomov sistema S, ¢e &7 ni izrek v teoriji T”, ki ima za sistem aksiomov
S’ vse aksiome sistema S razen aksioma .7, sicer pa ista pravila sklepanja kot teorija 7.
Ako je vsak aksiom sistema S neodvisen od drugih aksiomov tega sistema, potem pravimo,
da je neodvisen sistem aksiomov S.
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Neodyvisnost aksioma .27 € .S od drugih aksiomov sistema S pokazemo lahko obi¢ajno
tako, da poskuSamo konstruirati kako interpretacijo I, pri kateri je aksiom ./ nepravilen,
vsi drugi aksiomi sistema S pa so pravilni. Ce namre¢ taka interpretacija obstaja, potem br%
lahko sklenemo, da aksioma .27 res ni mogoc¢e dokazati iz preostalih aksiomov sistema .S,
ki ga imamo seveda za zdravega.

V zgodovini matematike imamo dva znamenita primera neodvisnosti aksiomov. Prvi je
neodvisnost aksioma o vzporednicah od drugih aksiomov elementarne geometrije. Posledica
te neodvisnosti je bilo rojstvo neevklidskih geometrij. Drugi primer pa je novejSega datuma
(1963) in zadeva neodvisnost aksioma izbire od drugih aksiomov elementarne teorije mnozic.
Posledice tega spoznanja pa do danes Se niso popolnoma odkrite.

LITERATURA

[1] E. Mendelson, Introduction to Mathematical Logic, D. Van Nostrand Company, Inc., New
Jersey, Princeton 1966. |

[2] J.W. Robbin, Mathematical Logic, A first Course, New York, W.A. Benjamin 1969.

[3] J.R. Shoenfield, Mathematical Logic, Reading, Massachusetts, Addison-Wesley Publishing

Company 1967.






