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Obzornik mat. fiz. 24
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Sestavek, ki je bil prebran na 6. seminarju iz matematike (5.—7. februarja 1976), vsebuje pre-
proste linearne ravninske zglede k [2] in klasifikacijo takih sistemov.

The paper which was read at the 6'" seminar of mathematics (5*"—7 February 1976) contains
simple linear plane examples to [2] and the classification of such systems.

V [2] smo pregledali nekaj osnovnih pojmov topoloske dinamike. Dopolnimo jih s
preprostimi — linearnimi ravninskimi zgledi, z nekakSnimi racunskimi vajami.
Z r oznacimo krajevni vektor na ravnini, z A realno dvovrstno matriko

X a. b
r o= A =1

y c, d

Vprasajmo po krivuljah r = r(¢), ki zadoséajo vektorski diferencialni enacbi
r = Ar (1)
ali sistemu dveh linearnih enacb prvega reda
x=uax +by y=cx-+dy

Eksistencni 1zrek za diferencialne enacCbe pove, da je reSitev natanko doloCena z zacetno
toCko r(0) = r,, njeno definicijsko obmocje pa je vsa realna premica. Zato bomo zapisali

K(r) = X(£)r,

X(t) je operator, ki1 zaCetno lego preslika v lego v Casu .

Sistem (1) je avtonomen, ¢as v njem eksplicitno ne nastopa. Zato je hkrati z r(¢) reSitev
tudi premaknjena funkcija r(r + 7). V trenutek 7 -+ 7 prispemo od zacetnega trenutka O
v dveh korakih, najprej za ¢, potem za 7. To povzamemo v kompozicijsko pravilo — adi-
ciyski 1zrek

ki pove, da sestavljajo operatorji X(r) enoparametricno grupo, preslikava ¢ — X(¢) pa je
homomorfizem aditivne grupe realnih Stevil v grupo linearnih transformacij nad ravnino.
Kompozicijsko pravilo (2) je zgrajeno prav kakor adicijski izrek za eksponentno funk-

Rekli bomo, da je X(7) matri¢na eksponentna funkcija in oznacili

X(t) = eA

X(#)re, ¥ = 0 imenujemo pozitivni poltir skozi toCko r.
negativni poltir. Oba poltira zdruzimo v tir.

Na ravnini uvedimo relacijo: tocki lezita na istem tiru sistema (1) r
takrat, ko obstajajo r,, 71, 7, da je ry = X(#)r,, I X(t2)1,.
imenujmo Se t = 7,

r, natanko

4]

Odtod kaj lahko izloCimo r

1

1, pa je r, ~ r; natanko takrat, k




Grupne operacije zagotavljajo, da je ~ ekvivalenCna relacija:

1. V grupi X(¢) je enota X(0), zaradi r = X(0)r je ~ refleksivna.

2. Flement X(¢) ima inverzant element X(—7¢); brz ko je r, = X(f)ry, je ry = X(—1)r,,
~ je simetricna.

3. V grupi je definiran produkt X(#)X(7) = X(¢ + 7); brZz ko je r, = X(O)ry, r1 = X (7)1,
jer, = X(¢ + 7)r,, relacija ~ je tranzitivna.

Fkvivalen¢ni razredi — tiri — se med seboj ne secejo, lahko pa 1majo skupne limitne
toCke. Razslojitvi ravnine v tire pravimo fazni portet sistema.

Tir lahko sestavlja ena sama toCka, Ce je paC X(#)r, = r, pri vsakem ¢. Taki tocki pra-
vimo negibna tocka sistema.

Pozornost posvetimo le linearnemu sistemu (1) z neizrojeno matriko A, tako, ki za-
dosCa pogoju det A # 0. VprasSaymo najprej po negibni tocki. Vstavimo () =1, v (1), pa
preberemo Ar, = 0. Negibne tocke leze v jedru operatorja A. Ker je le-ta neizrojen, je
negibna tocka ena sama r, = 0.

Oglejmo si nekaj faznih portretov in ustreznih fazmh tokov, transformacijskih grup
ali eksponentnih funkcij. Najprej naj bo

sistem tore;j
r =r (3)

V koordinatah razpade ta sistem v dve nepovezani enacbi
x =x, ¥y =y. Geometrijski ali kinemati¢ni obcutek nam
pove, da so tiri poltraki, ki izhajajo iz izhodiséa (slika 1).
Resitev, ki poteka skozi toCko ry, # 0, pois¢imo kar z na-
stavkom r = @()r,, pa dobimo za ¢(¢) skalarno diferencialno
enacbo ¢ = ¢ in zaletni pogoj ¢ (0) = 1. Odtod ¢(¢) = ¢’ in

F = etr{)

Ustrezno transformacijsko grupo sestavljajo preproste

SI. 1 linearne transformacije
el, O
ettt — ol = (4)
0, ¢

V splosnem primeru bodo tiri pac¢ ukrivljeni, vsaj kaksSen — upajmo — pa bo le ostal
raven. Naj bo I vektor na takem tiru, tir je torej

r(t) = ()l

Vstavimo v enacbo in upostevajmo, da je A linearen operator: ¢! = ¢ Al. Naloga je resljiva
le, Ce sta I in Al kolinearna

Vstavimo vse to v ena¢bo (1), pa dobimo za ¢ enaébo ¢ = A z resitvijo ¢ = e*. Ponovimo:
Na vektor 1 je napet tir sistema (1) le, Ce je I lastni vektor matrike A. Gibanje po tiru

opisuje
r(z) = e’ (6)

kjer je A ustrezna lastna vrednost (glej (5)).
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Lastne vektorje in lastne vrednosti dvovrstne matrike pa znamo izradunati: to nalog
dobro poznamo 1z AAA 1II. Koordinati vektorja I imenuyymo m in n, pa Eahko sistem (5)
prepisemo v koordinatah

(@a—Am 4+ bn =0

inanta enaka

To je homogen sistem enacb za m in n. Netrivialno je re§ljiv le Ce je determr
0. Ta pogoj pa je kvadratna enacCba za lastne vrednosti

A —(a + d)}) -+ (ad — bc) =0

Brz ko je A Easm@ vrednost, sta enacCbi (7) odvisni, ustrezni lastni vektor preberemo
7€ 1z ene, na prim --

b
A—a

Ne pozabimo, da je lastni vektor dolocCen le do konstantnega faktorja natanko, hkrati

z | j@ mm V@ki@f tu di cl pri vsakem
Denimo, da ima A linearno neodvisna lastna vektorja I,
AL, }tg Tedaj lahko vsako resitev razélenimo v

I, in ustrezni lastni vrednosti

r(2) = ciehily, + coetl, | )

10 konstanti ¢;, ¢,

Res! Vsaka reSitev je doloCena s svojo zacetno vrednostjo r,. Izberin
tako, da bo reSitev (8) potekala skozi r,

ro = Cily + cols

natanko doloceni, ker sta lastna vektorja linearno neodvisna.

Ustavimo se najprej ob matriki z razlicnima realnima lastnima vrednostma. ReSitev
smo razélenili v komponenti v smeri lastnih vektorjev. Obe komponenti se spreminjata
eksponentno. Ce sta lastni vrednosti enako predzna&eni, obe komponenti hkrati narascata

ali hkmm paaﬁa Ce pa sta pmdmaka lastnih VE‘PdHOSU mzhma @na namsga; @@z vsako

Konstanti sta s tem pogojem

dmgem da j j sedl
Za primer, ko velja (8), izradunajmo § X(¢). Najprej pisimo kar 1, namesto ¢l

Uporabimo A na r,, p

]

EEO )"1§1 "}_‘ /;{,ggg — Aﬁeg
izracunajmo I, in L,

gl — (Ai A :;{,2)_1 {Aﬁgg a— AQE&Q) — A}fgg 9 — (&9 S /11)“ (AE’U

‘.}L}hﬁag) — Ag?o

Vstavimo v (9)
r(r) = (erA, + et A,

pa ze preberemo

Al = ehtA, + ehlA, (10)

Matriki




To vidimo kar na prvi pogled: A, pomnozi l; z 1, 1, pa z 0. Ce to napravimo dvakrat
zapored, smo opravili prav toliko kot prviC. Produkt A;A; pomnozi oba bazna vektorja
z 0, zato je 0. Bralec sam bo s pomocjo (11) Se enkrat preskusil, da sestavlja (10) enopa-
rametriCno grupo.

Za zgled vzemimo sistem

x = 5x —3y V= —x -+ Ty

z matriko in s karakteristiCnim polinomom

5, —3 5—1, —3 ) ; )
A = = 12— 120 + 32 = (A —4) (4 —8
—1, 7 —1,7 —4 ( )4 —8)

Lastni vrednosti sta 4; = 4, A, = 8, pomoZni matriki

3,3 . —3

A, = —1(A—8E) =1 A, = 2(A —4E) = 1

I, 1 —1, 3
in 34t | 8 3ot . 38
QAI - :_j—_
4% ot 681‘9 ot 4 3 o8¢

Bralec sam lahko zapise resitev, ki gre skozi r,, izraCuna lastna vektorja in nariSe fazni
portret, ki je na sliki 2.

Kaj pa, Ce sta nicCli karakteristiCnega
polinoma komplieksni Stevili

A=a-+if ¥ = a— I p >0

92— Ves problem postavimo sprva v dvo-
razsezni kompleksni prostor. V njem
ustrezata A 1in A* konjugirana lastna
vektorja, denimo

il=a—ib I*=a +ib (12)

VYV kompleksnem zapiSemo splodno resi-
tev kot linearno kombinacijo vektorjev
el in e*"1*. Realno reSitev dobimo,
Ce sta koeficienta linearne kombinacije
Sl. 2 konjugirani Stevili

r(7) = cetl 4 c*e?™* = 2 Re ce*l

Konstanto ¢ dolo¢imo tako, da bo izpolnjen zacetni pogoj 2 Re ce*l = r,. Tudi ci je lastni
vektor matrike A; pisimo kar I namesto cl.

r(t) = 2 Re el ro = 2Rel (13)
Upostevajmo Se, da je
et = e cos Bt + ie* sin fr = E(t) + in(r) (14)

RazClenimo lastni vektor v (12), pa lahko (13) prepiSemo takole
r(¢) =2 +2b 1, = 2a (15)

Izrazimo Se b z a. V ta namen uposStevajmo, da je 1 lastni vektor matrike A, zato
Aa -+ iAb = Al = Jl, odtod Aa = Re A1 = aa + fb. Nazadnje

b = Ba (16)



"B smo oznacili matriko

Vektor 1 je lastni vektor matrike B, ustrezna lastna vrednost je |
je I lastni vektor matrike B2, ustrezna lastna vrednost pa je —1. To pomeni, da B

vektorja a in b z —1. Ker sta linearno neodvisna, je nazadnje

Zlozimo (15) in (16)

r(z) = (E 4+ yB)r,
pa smo nasli ustrezno transformacijsko grupo

et = E(DE + n()B

V koordinatnem sestavu, ki ima bazna vektorja 2a in 2b, opi

ordinatama
E(t) = Ce* cos f(t — 1) n(t) = Ce* sin f(t — 1)

Uvedimo polarni koordinati
pP=c¢*+n* ¢ =arctg (/)

pa brz izracunamo p = Ce%, ¢ = f{(t — 1), nazadnje, ¢e konstante malce preimenujemo

p = p@e(a/[ﬂ {99““@9)

Tiri so torej vibe, ki se navijajo okoli izhodisCa ali pa odvijajo z njega, kakrSen je pac
znak a, pozitiven ali negativen. V izjemnem primeru, ko je a = 0, so tiri sklenjene krivulje,
elipse. V prvem primeru pravimo tocki mirovanja fokus, v drugem center.

Za zgled reSimo sistem

X =2x—25y yv=2x—4y
z matriko 1n s karakteristiCnim polinomom

2, —35 2 — A, -3 ,
‘ == — 2 2?1 2
2, —4 2, —2 —) AT

KarakteristiCni Stevili sta kompleksni, 4 = —1 + i, pomozna matrika
3, —5

2, —3

sistemu

koordinatnem

komponenti resitve v lastnem

E(t) = e *cost p(t) = e *s8in ¢

transformacijska grupa
3, —5

;Atmgg
e (1) ) 3

1 + 1(2)

1
0,

ali

'cos ¢ -+ 3 sin 7, —5sint
pAl — et

28int, cost—3sint

]

Fazni portret je na sliki 3, kjer je k a, h, = 2b.




Primeri1 se, da ima matrika eno samo lastno

vrednost, ustrezni lastni podprostor pa je enoraz-
sezen. Tedaj je A — AE # 0, toda (A — E)2 = 0.
Bralec sam bo pokazal, da je tedaj

eAt = M [E 4 t(A — )] (19)

V drugem delu sestavka se ozrimo po kla-
sifikaciji linearnih diferencialnih sistemov na
ravnini. Ravnino lahko obravnavamo kot objekt

n razliCnih kategorij, na primer:
Ravnina je vektorski prostor.
Sl 3 Ravnina je diferenciabilna (gladka) mnogo-

terost.
Ravnina je topoloski prostor.

Vsaka kategorija dovoljuje ali priznava le svoje preslikave ali morfizme med objekti.
V kategoriji vektorskih prostorov so morfizmi linearne preslikave. V kategoriji gladkih
mnogoterosti so morfizmi gladke (diferenciabilne) preslikave. V kategoriji topoloskih
prostorov so morfizmi zvezne preslikave.

Med morfizmi posebej odlikujemo obrnljive morfizme, preslikave, ki imajo tudi obratno
preslikavo med morfizmi kategorije. Takim morfizmom pravimo izomorfizmi. V posa-
meznih kategorijah damo izomorfizmom posebna imena: izomorfizmi vektorskih prostorov
so neizrojene linearne transformacije, izomorfizmi gladkih mnogoterosti so difeomorfizmi,
1zomorfizmi topoloskih prostorov homeomorfizmi.

Brz ko s1 nadenemo ocala izbrane kategorije, postanemo slep: za razlike med izo-
morfnimi objekti. Tako poglejmo tudi na dinamicne sisteme na ravnini. Nobene razlike
med dvema sistemoma ne bomo videli, e ju lahko z izomorfizmom med ravninama pre-
slikamo drugega v drugega. Razlike med njimi pa bodo osnova klasifikacije. Lotimo se
bolj natanCnih definici;.

Kadar bo treba poudariti kategorijo, v kateri klasificiramo sisteme, bomo govorili
o linearni ekvivalenci, o gladki ekvivalenci, o topoloski ekvivalenci. OCitno sta linearno
ekvivalentna sistema tudi gladko ekvivalentna, gladko ekvivalentna tudi topolosko ekvi-
valentna.

Dva dinamina sistema sta ekvivalentna, Ce obstaja izomorfizem med ravninama, ki
prevede tire prvega sistema v tire drugega. Definicijo ekvivalence lahko povemo tudi z
ustrezno transformacijsko grupo. Imejmo dva sistema

r=Ar r = Br (20)

prvega na ravnini P, drugega na ravnini Q. Sistema sta ekvivalentna, Ce obstaja tak izo-
morfizem s: P - Q, da komutira diagram

oy
P — P
(-
S I st
| |
Q - Q
Bt
pri vsakem 7, ali el = g 1gBlg (21)

Ker je s neodvisen od ¢, sta obe strani odvedljivi po ¢ in A = s 'Bs < eAf = s 1eBlg
o cemer se bo lahko preprical bralec sam ob (10), (18), (19). Ce je s linecarna transformacija
in A = s 'Bs, pravimo, da sta si matriki podobni. Torej:
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Za hip upostevajmo le matrike z mzh@m K1 m
sta si podobni natanko m&gﬁ ko imata skupne lastne W@dﬂogn Tako ko reCemo: In-
varianti sistema z razlicnima lastnima vrednostma sta v kategoriji linearnih prostorov
lastni vrednosti matrike A.
Gladka klasifikacija ne prinese ni¢ novega. Ponovimo definicijo diferenciabilnosti:
?mghkma s: P — QQ je diferenciabilna v tocéki r, Ce obstaja linearna transformacija

P — Q, da je

s(x + b)) = s(r) +

hitreje kot argument h. L _
n no iz d@ﬁmmg@ pmb@mm@ pmvﬂ@ 7za odvajanje
lvod ° » odvod s v tocki r

kjer gre ostanek o(h) proti 0
odvod preslikave s v tocki r.

superpozicije ps(r) = p(s(r)). Njen odvod
pa; odvod preslikave p v tocki S@@} Obuyjeni spomi

Sistema (20) sta gladko ekvivalentna natanko takrat, ko sta ekvivalentna linearno.

j?@ Vv eno smer nepotreben. V mgO* 3 O |
mwga sistema v negibno tocCko dmg@ oa sistema. S premikom, ki je tudi difeomorfizem
lahko doseZemo s(0) = 0. Ce je B neizrojena, pa je to tako @dma moznost. Oznacim

5 odvod s v toCki 0 in diferencirgymo (21) v tocCki O

e At — —le

Izrek je dokazan.

Pred topolosko klasifikacijo nalogo Se malce poenostavimo. Brz ko ima m
arno neodvisna lastna vektorja, lahko z linearno transformacijo preidemo k podobni m
triki s pravokotnima in normiranima lastnima vektorjema. Ker je linearna transformacija
tudi zvezna, lahko privzamemo, da je ta pogoj izpolnjen 7ze od vsega zaletka. Skalarni
produkt dveh vektorjev raCunajmo a *b = a;b; + a.b, tudi, Ce sta vektorja kompleksna.
Pri dokazovanju si bomo pomagali s funkcijo Ljapunova

Vi) =r - r*

r* pomeni pa¢ konjugirani vektor, ¢e moramo delati v kompleksnem in kar r, ¢e zados¢a
realni @m@, V(r) je oCitno kvadrat razdalje tocke r od izhodisca.

Pogleymo, kako se spreminja F(r) vzdolZ resitve r = r(z).
0z V().

V{E‘”W» po ¢ in odvod oznacim
Vi) =1 r* +r-r*

Odvajajmo superpozicijo

r* = 2 Re Ar

Odvod vzdolZ tira V(r) lahko torej izratunamo v tocki r, ne da bi poznali tir, ki poteka
Skazi r.

Denimo najprej, da ima A
mzdm*ﬁm@ po lastnih vektorjih in brz izracunajmo Se .

r = (i + CFFF Ar = AL 4 ARCHEF

konjugirani kompleksni lastni vrednosti.

Odtod V(r) = (2 Re YV (r) in
e A)f (22)

pa zvemo V(r) = {{* in V() = 2 Re A {{*.
In V{r) = (2

Ce sta lastni vrednosti realni, raz¢lenim




izraCunamo V(r) = &% + »? in V(r) = 21,&2 + 21,12, Odtod najprej ocenimo 0 < 4, <
<, = 2L, V({E) =< V(r) < 21,V (r), potem pa

O< =4, =21 In V() = 24.1 (23)

Brz ko ima A eno samo lastno vrednost z enorazseznim lastnim podprostorom, je
podobna matriki 11
0,

Izberimo ¢ > 0 in Se enkrat preslikajmo matriko v podobno matriko

1, 0|~ |A, 1}| ||1, 0 Ay, &
0, & 0, All 110, ¢ 0, A

|

V novem koordinatnem sestavu je V(r) = 2A(&2 4 5% + 2¢ &y, Upostevajmo, da je
0= 1|&n|/(& + %) =< %, pa zvemo, da se V/V kvejemu za ¢ lo¢i od 2A. Brz ko je A
pozitiven, lahko izberemo dovolj majhen ¢, da velja ocena

= VIV P (24)

kjer sta a in p pozitivni Stevili. Nazadnje lahko povzamemo:
BrZz ko so realne komponente vseh lastnih vrednosti matrike A pozitivne, obstajata

pozitivni konstanti a in f, da je
et < V(i) < eft (25)

Dokaz je pa¢ v (22), (23) in (24). Opozorimo le na tole: pri prehodu od V/V k In V
smo integracijsko konstanto izbrali vselej tako, da je V() =1 pr1 £ = 0. Z drugimi bese-
dami: V Casu ¢ = 0 je toCka na krogli s sredisem O in s polmerom 1.

Po tej pripravi ze lahko dokaZemo:

Matrika A naj ima le lastne vrednosti s pozitivnimi realnimi komponentami. Tedaj

je sistem r = Ar ekvivalenten sistemu r = r.

Dokaz: Iz (24) zvemo, da V(r) vzdolz tira s Casom monotono narasca Cez vsako mejo.
V 1zhodisCu je V(0) = 0, drugod je pozitiven. Ker je V(r(¢)) zvezna funkcija, slej ko prej
doseze vrednost 1, tir tedaj prebode kroglo r = 1. OCitno je tako prebodis€e eno samo.

Sestavimo funkcijo s, ki preslika fazni portret prvega sistema v fazni portret drugega
sistema. Oba portreta riSimo na isti ravnini. Vzemimo poljuben r # 0. Skozenj poteka
natanko dolocen tir prvega sistema, ki seka enotno kroglo v natanko doloCeni tocki r,.

Naj bo (r) Cas, ki ga potrebuje tocka, da prispe 1z r, v r. Funkcija 7(r) je zvezna, 1z
(25) pa preberemo, da tezi proti —o0, ko gre r proti 0.

Skozi r, poteka natanko doloCen poltrak — tir drugega sistema. Po njem premaknimo
tocko za Cas 7 in kon¢no tocko proglasimo za s(r)

r = efry, s(r) = ebrr, | (26)
Dopolnimo definicijo s Se z s(0) = 0, pa lahko povzamenmo
s0)=0 r#0  s(r)=eEA)N

V toCkah r # 0 je s(r) superpozicija samih zveznih funkcij. Zato je zvezna. Zvezna
pa je tudi v izhodiscu. Iz (26) in (25) izraCunamo

V(s(r)) = >0 < [V ()P

Ne pozabimo, da je V(r) kvadrat dolzine, pa je dokaz koncan.
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Posledica: Sistema,
sta me o @kﬂ?’aﬁ@ﬁé

le lastne vrednosti z realnimi kﬁmp@n@nmmﬁ ki niso enake O. ]
ka matrika (in ustrezni sistem), razdelimo v premo vsoto dveh @dpmﬁ@mv V prvem
SO maﬁm kon mn@m@ ith vrednosti pozitivne, v n negativane. Prvi p@dm

_ + n,. = n, je dovolj, d

brka oznaCimo z n_,

beremo pac, da tezi gh ka proti 0
homeomorino, gre to po Bi @&WJ@U
lentna sistema imata torej enako dim
Skupna veckratnost vseh lastnih
topoloska invarianta sistema

Sisteme 7z neni¢elnimi E@&Em

imo nazadnje le v tri topolos

E@S ce sta
jo n_. Ali:

. 1. Apuomnbg, OObIKHOBEHHBIE TuUPPEPEHIUAIHIE YPaBHEHUA, H
. KrizaniC, Topoloska dinamika, Obzornik mat. fiz. 23 (1976) 48—72.

. Vidav, Visja matematika III, DSZ, Ljubljana 1976.

a x| [ L '] R
[:] a -]
£ ] | ] A 3

aloge iz matematike z republiskih
oma 26, cena 90.— din (72.— din).

Tezko priCakovana kn matematike z republitkih tekmovan;
II. del H%?——-’W‘?.S} je V@mdaﬂ@ mgﬁsdaﬁa beli dan. Esmammska zbirka I. del je bﬂa mpm—
sprejeta pri uCencih in uciteljih ter je bila hitro razprodana. Zato upam, da bo tudi II. del
enako dobrodosel, saj vsabwﬁ Se zanimivejSe in nekoliko t@éj@ naﬁ@gm kot so v 1. delu.

Pestra zbirka obsega 156 reSenih nalog, 116 nalog je iz gradiva po ucnem nacrtu za
imnazije in srednje tehniCne Sole, 40 nalog pa je takih, ki ne spadajo v uCni program in
zahtevajo nekaj veC bistrosti uma in veC smisla za matematiko. 27 nalog je reSenih na dva
nacina (A in B), 4 naloge pa celo na tr: nacine (A, B in C). Metode reSevanja nekaterih
nalog bodo posebej zanimive tako za ulitelje matematike kot za ucence, ker se razlikujejo
od metod, uporabljenih v u¢benikih za srednje $ole. Pestrost metod je treba posebej pohva-
liti. Avtorja zbirke sta se zelo potrudila, da bi se mogel bralec pri resevanju ¢imveC nauciti.

Naj navedem namen knjizice kar iz njenega uvoda, ki sta ga napisala avtorja:
KnjiZica je namenjena vsem ljubiteljem matematic¢nih nalog in 3 ammau@mm kmzk@
na srednjih Solah. V pomocC pri Studiju in delu pa bo bodolim in sedanjim ucCiteljem
srednjesolskim profesorjem. Dosti zanimivega bodo v njej nashi tudi vsi tisti, ki zelijo
obnoviti in ohraniti svoje znanje srednjesolske matematike. V mislih im
in Studente prvih letnikow.

Ivan Stalec
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Sestavek obravnava osnovne znacdilnosti toplotnih vodnikov, ki se odlikujejo po veliki toplotni
prevodnosti. Lahko jim celo spreminjamo toplotno prevodnost. Na koncu je navedenih nekaj
moznosti za uporabo.

HEAT PIPES

In the paper basic aspects of heat pipes are considered. These are conductors of heat with very
low and variable thermal resistance. Some applications are mentioned also.

Uvod

Prenos toplote z latentno toploto poznajo zZe nekaj casa. Kljub temu je zanimanje
za toplotne vodnike naraslo Sele pred dobrim desetletjem [1]. ObetajoCe moznosti so pospe-
Sile nadaljnje izpopolnjevanje, tako da jih danes uporabljajo na zelo razli¢nih podrodjih.
Morda bi lahko celo rekli, da po raznolikosti uporabe prekasajo toplotne vodnike le laserii.

Toplotni vodniki so votla telesa, katerih notranjost obdaja plast luknjiave snovi —
stenja. V stenju je kapljevina, preostali prostor pa napolnjuje njena para (sl. 1). Zanimajmo se

SI. 1: Valjasti toplotni vodnik. Puscice kazejo tok pare in kapljevine: k — kondenzator, 1 — izpa-
rilnik, 1 — stenj, r,, ¥, — krivinska radija gladine kapljevine v kapilari izparilnika in kondenzorja

za dogajanje v valjastem toplotnem vodniku, katerega krajisCi imata razli¢no temperaturo.
Na krajis€u z viSjo temperaturo 7, — izparilniku — 1zpareva kapljevina. Para teCe proti
krajis€u z nizjo temperaturo 77, — kondenzatorju — in se tam utekocCini. Tak prenos toplote
je zelo ucinkovit, toda pomanjkljiv, ¢e moramo izparilniku neprestano dovajati kapljevino
iz okolice. Pri toplotnem vodniku pa se kapljevina vraca k izparilniku po stenju. Razlika
nasiCenih parnih tlakov p, = p(7,) in p, = p,(711) poZene tok pare proti kondenzatorju.
Povrsinska napetost pa povzroci tok kapljevine po stenju proti izparilniku. Tega je kriva
razlika kapilarnih tlakov 2y/r, in 2y/r, v stenju, Ce je y povrSinska napetost. r, in r; sta
krivinska radija gladine kapljevine v kapilarah izparilnika in kondenzatorja. Ta radija
sta veCja ali enaka radiju najveCje kapilare, ki jo Se napolnjuje kapljevina.

Tako je v kapljevini pri kondenzatorju tlak p, — 2y/ry, pri izparilniku pa p, — 2y/r, —
— pgz, Ce je kondenzator v viSini z nad izparilnikom. Razlika tlakov p; — p. — 2y(1/r; —
—- 1/ry) + pgz mora biti pozitivna, ker mora premagovati upor pri toku kapljevine skozi
sten]. Zato mora biti 1zpolnjena zahteva

rofry <1 — | po—p, | 1af2y + % pgzrsfy (1)
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Ko kapljevina 1zpareva, se ugrezne v kapilare izparilnika in radij », se zmanjSa. Hkrati
se poveca radij r; v kapilarah kondenzatorja zaradi utekocinjanja pare. Razlika kapilarnih
tlakov vleCe kapljevino k izparilniku.

Ce je kondenzator nad izparilnikom (z > 0), teZa pospeduje pretok kapljevine. \
(z < 0) se pri neki visini | z, | tok kapljevine ustavi. Zunaj gravitacij-
skega polja pa v omejitvi (1) odpade Clen Lpgzr,/y ter doliina in orientacija toplotnega
vodnika ne vphvam na pretok kapljevine. Zato toploine vgdimk@ s pridom uporabligjo
v umetnih satelitih.

Interval ten mmtm‘ na katerem je uporaben toplotni vodnik, doloCajo lastnosti kaplje-
vine (sl. 2). P K1 juje prepustnost toplotnega toka majhna
gostota masnega toka pare. P Ca omejl

s L1

Sl. 2: Toplotni tok P skozi toplotni vodnik je Y

odvisen od temperature 7 (&rtana mesk@w. T, — ; o a | L

talisce, Ty, — kritiCna temperatura. Razli¢ne vzroke 0 500 1000 1500 2000 K

za Gmeﬂmv mm@m@ga toka p@d&jﬁj@ krivulje:

S — masni tok pare, W — prepustnost stenja za  Sl. 3: Izmerjene gostote toplotnega toka j za

kaplievino, E — tok pare odvzema kapljevino iz  razlicne kaplievine pri temperaturah, ki so
stenja, B — 1zparevanje kapljevine v stenju navadno v rabi

Diagram (sl. 3) kaze najveCje izmerjene gostote toplotnega
toka j za razli¢ne kapljevine [3]. Ker meri navadno tlak od 0,1 kp/cm? do 10 kp/cm?, je
omejena uporaba toplotnih vodnikov na primer z natrijem na interval od 650 °C do 1250 °C,
z vodo od 45 °C do 180 °C, z amoniakom od —60 °C do 27 °C.

Primerjajmo toplotni vodnik z drugimi napravami za prenos toplote. Z litijem na-
polnjen toplotni vodnik s presekom 1 cm? pri temperaturi 1500 °C prevaja pri tempera-
turnem gradientu 0,1 K/cm toplotni tok 15 kW. Bakrena palica bi prevajala enak toplotni
tok pri 40000-krat vedjem temperaturnem gradientu. Pri nizkih temperaturah se cCisti
baker ne izkaze tako slabo: pri 10 K bi enak toplotni tok poganjal zZe 750-krat vecji tempe-
raturni gmdmm Pr1 nekaterih jedrskih reaktorjih hladi sredico s konvekq}@ talina natrija
in kalija s temperaturno razliko 200 K med grelcem in hladilnikom. Pri hitrosti taline
1 m/s teCe skozi 1 cm? preseka 15 kW. Prav tolikSen toplotni tok odda s sevanjem v prazen

prostor ploscica s povrSino 1 cm?, Ce jo segrejemo do temperature 6900 K.
Velika toplotna prevodnost toplotnih vodnikov ima dva vzroka. Dovedena toplota

se spremeni v latentno toploto. Za poganjanje pare, ki nosi latentno toploto, pa zadostuje
tlacni gradient, ki ga doseZemo Ze pri majhni razliki temperatur.

prepustnost stenja za kapljevino.
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Toplotni upor

Prikladna koliCina pri obravnavi prenosa toplote je toplotni upor, ki ga vpeljemo kot

vvvvv

tok P. Upor toplotnega vodnika si mislimo sestavljen i1z sedmih zaporedno vezanih delnih
uporov (sl. 4). OpiSimo podrobneje vsakega od njih in ocenimo njithovo velikost.

//////////////////////////////////////////////%

/////}/////////////{_/,_//////////////’/‘r’////////////

|
|
|
|
|
|

g, lchJ Lfe, Ra
— 4 Ll

SI. 4: Upor toplotnega vodnika kot vsota sedmih zaporedno vezanih delnih uporov. D je debelina
stene, d pa debelina stenja pri izparilniku in pri kondenzatorju

Prva dva upora R, in R; ustrezata prehodu toplote skozi steno in skozi stenj, prepojen
s kapljevino: |
Ry = D/ /ISSi Ry = df fllSz (2)

A je toplotna prevodnost, indeks / se nanaSa na stenj, indeks s na steno izparilnika, S; pa
je povrsina izparilnika (glej sl. 4).

Upor R, odraza bolj zapleteno dogajanje na meji kapljevina-para. Para in kapljevina
imata enako temperaturo, ¢e skozi vodnik ne teCe toplotni tok. Pri prevajanju majhnih

vvvvv

tlakov p, — p;. Velja namreC

P2 — D1 = Mhp[(RTS?) (T, — T1) (3)

M je kilomolska masa, # pa i1zparilna toplota.

Pri prenosu velikih toplotnih tokov pa mora biti izparevanje izdatno. To je mogoce
doseCi le, Ce pregrejemo kapljevino, tako da je temperatura kapljevine za AT velja od
temperature pare. Gostota toplotnega toka, ki ga je treba dovesti za izparevanje kaplje-
vine, je j = adT. Koeficient ¢ doloCijo z merjenjem. Pri znatnem izparevanju le s povrsSine
kapljevine dosezemo pri vodi temperaturno razliko le nekaj kelvinov, pri tekoCih kovinah
pa sto do dvesto kelvinov. NasiCen1 parni tlak p (T, + AT) pri1 temperaturi pregrete kaplje-
vine je veCji od parnega tlaka pare nad kapljevino p(7T:). Skozi mejo kapljevine in pare
prehajajo molekule v vseh smereh. Nekaj jih gre iz kapljevine v paro, nekaj pa v nasprotni
smeri. Tok molekul iz kapljevine v paro je J, = Siu{v)/4 = S;p (T, + AT) 2nkT.m,)=.
Tu smo uporabili enacbi kineti¢ne teorije n = p/kT in {v) = (8kT[nm,), Ce je m, masa
molekule. Pod korenom v izrazu za J, smo zanemarili AT v primeri s T,. Tok molekul
v nasprotni smeri je J_ = S;p,(T,) 2nkT,m,)*. Ko razliko obeh tokov J, —J_ pomno-
Zimo z maso molekule m, in izparilno toploto 4, dobimo oceno za toplotni tok 1z kaplje-
ving v paro P = S, hdp, 2rRT,/M)~=, Ce je Ap, = p (T, + AT) — p(T3).

12



| P/Ap, za razline kapljevine . PribliZzne vrednosti delnih

Preglednica
T in razliki tlakov dps = 1 kp/cm? upﬁmv toplotnega vodnika z vodo

pri vreli

Delni
Kapljevina T Pl Ap, toplotni ocena
upor

1it1] 1613 K
cink 1180 18
natrij 11

voda 373 21.5
etanol 351 13,5
amoniak 238 15,2

) W

=3

SR SRRS
RS S S S
o OO
L L,

{

/e prim 1h tlacnih razlikah 4P, je toplotni m - P zelo velik (preglednica 1).
szw povezemo s temperaturno z enacbo (3) in dobimo konéno oceno za upor

(4)

. Tok pare je posledica razlike nasi¢enih parnih tlakov p, —

im pretakanjem plina v cevi, S&j so tu mwn in ponori v
EZF* Pri majhnih pretokih pare j@ Po—P1 = 4 plrnat. P m je Py pmgmmmgki tok
pare ter i viskoznost, p gostota pare in / dolzina cevi. Tlacno razliko nadomestimo z raz-
liko temperatur (3) in dobimo za mpiomi upor pri pretoku pare:

= (I, — T)/P = RT «§ *dnlfratp.hp (5)

Drugi delni toplotni upori imajo enako
obliko. V preglednici 2 so ocene za velikost
posameznih delnih uporov toplotnega vodni-
ka z vodo. Upm"i ki ﬁzvimj& 17 prenosa pare,

slednjih so upori v n@pmva za dovod to-

plote od zunaj, ki jih nismo opisali. Pudp

@& W%Qﬂﬁ?

Nekateri toplotni vodniki imajo spremen-
ljivo toplotno prevodnost. Pri njih je toplotni
tok mocno odvisen od srednje temperature
pare T* (sl. 5). Temperaturna obcutljivost

dP[dT* takega toplotnega vodnika je velika Sl. 5: Spreminjanje srednje temperature pare T

To pomenti, da ostane pri velikih spremembah pri konstantnem toplotnem uporu 2 in spre-
toplotnega toka temperaturna razlika domala  minjanje 7%, ko je R, obratno sorazmeren s P

Re =R./P

* Pri 1zp@haw vzdolZnega hitrostnega profila in tlacnega gradienta uporabimo kontinuitetno
ena¢bo in Navier-Stokesovo enacbo za laminarni tok nestisljivega pima v cevi. Pri nastavitvi robnih
pogojev za radialno in vzdolZno komponento hitrosti upoStevamo izvire v steni cevi. Pokaze se,
da je gradient tlaka 1$z%/I2. Tu je [ dolZina cevi ter B = —4, &e je stena izvir, in f = —n?, Ce je stena
ponor. Vzdolzni hitrostni profil je v prvem priblizZku sorazmeren s cos [7/2(r/a)?], Ce je stena 1zvir

in je 2a premer cevi.




konstantna. Zanima nas, kaj povzroca veliko temperaturno obcutljivost toplotnega vodnika.
Ry R In R, naj bodo toplotni upori izparilnika, kondenzatorja in vmesnega prostora,
po katerem teCe para. 1z izpeljave za posamezne toplotne upore sledi, da sta upora ®;
in R, enaka, Ce sta enaki povrsini izparilnika in kondenzatorja: R, = R, = R, + R; + R,,.
Ustrezne padce temperature izrazimo podobno kot pri elektricnem toku padce napetosti:
AT; = PR;, AT, = PR, in AT = PR,. Predpostavimo, da so upor1 R;, R, in R, neod-
visnl od toplotnega toka. Ko toplotni tok naraste za dP, se poveca srednja temperatura
pare za (sl. 5) dT™* = dAT; + 4dAT,. Temperaturna obcCutljivost je:

dP|dT* = 1/(dT*|dP) = 1/(dAT|dP + 3dAT,|dP) = 1/(R) + 3R,)

Temperaturno obcutljivost lahko poveCamo z manjSanjem uporov Ry in R,

Izpeljavo moramo ponoviti, Ce je toplotni upor R, odvisen od toplotnega toka 2.
V tem primeru dobimo dP/dT* = [R(P) + PdR,(P)/dP + 3°R,]"*. NajmanjSo vrednost
R, doseze obratna vrednost toplotne obcutljivosti, ko sta spremenljiva Clena enaka nic,

to je pri ‘R, == konst/P. Takrat se temperatura kondenzatorja ne spreminja, saj je A7) =
= PR(P) = konst

Toplotni tok, ki ga oddaja kondenzator, je sorazmeren z njegovo pPovrsino: R, =
= konst/S,. PovrS§ino kondenzorja lahko spreminjamo tako, da prostor s paro povezemo
z rezervoarjem plina, ki se ne utekoCini. Razlika temperatur 7, — 77 pozene tok pare
proti kondenzatorju in stisne dodani plin v del vodnika z niZjim tlakom (sl. 6). Efektivna

-. 1 ////////////j,/// 7
: | I / A 4
7 A - \ T
777 //////////,//// /7227777207777

A

Sl. 6: Toplotni vodnik s spremenljivo toplotno prevodnostjo: A — aktivna povrSina kondenzatorja,
U — rezervoar dodanega plina

povrSina kondenzatorja se zmanjSa 1n postane zelo odvisna od tlaka pare. Ta je namrec
eksponentno odvisen od temperature, dodani plin pa sledi plinski enacbi. 1z plinske enacbe
izpeljemo, da mora biti prostornina dodanega plina V = AV/(T, p,/T:i p» — 1), Ce se za
AV spremeni prostornina plina, ko naraste toplotni tok za P, — P,. Pr1 tem se spremeni
temperatura pare za 7, — T3, njen tlak za p, — p,, temperatura plina pa za T, — 7T,. Vze-
mimo poenostavljen primer T, = 77 in T; = T,, tako da je tudi p; = p,. V tem primeru
je prostornina dodanega plina mnogo vecja od prostornine toplotnega vodnika. Ker pre-
vaja slednji toploto pri konstantnem tlaku, se pokaze, da ima najveCjo toplotno obcut-
ljivost. Efektivna povrSina kondenzatorja je namreC sorazmerna s toplotnim tokom. S
spreminjanjem prostornine dodanega plina torej spreminjamo toplowmi upor vodnika.
Masa dodanega plina pa doloCa temperaturo, pri kateri se zaCne prevajanje. Pri malo
nizji temperaturi, ko prevajanje Se ne nastopi, dodani plin ravno napolnjuje kondenzator
in preprecuje utekocinjanje pare. Pri vodniku z najvecjo toplotno obcutljivostjo, ki dela
pri konstantnem tlaku 1 kp/cm?, rabi za zbiralnik plina kar ozraCje. Od nekdaj znane
naprave za destilacijo so zgled takSnega toplotnega vodnika brez povratne vezi za kap-
ljevino.
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Povzemimo: toplotni vodniki se odlikyjejo predvsem z veliko toplotno prevodnostjo.
Izvir toplote in hladilnik sta lahko daleC vsaksebi. Toplotni vodnik je lahko transformator
gostote toplotnega toka, kadar imata izparilnik in kondenzator razlicni povrsini. Te last-
nosti toplotnih vodnikov s pridom uporabljajo. Uporabo zmogljivih izotopskih elektricnih
generatorjev, v katerih radicaktivni 1zvir segreva enega izmed stikov termoelementa,
je omogocila prav koncentracija toplotnega toka s toplotnim vodnikom. Grelcu sodob-
nega Stirlingovega stroja je treba dovajati toplotni tok ved 100 kW pri temperaturi pri-
blizno 800 °C. Potrebi po razmeroma majhni povrsini grelca in po velikih toplotnih tokovih
najbolje ustreze toplotni vodnik s tekolim mnatrijem. S takSnim dovajanjem toplote je
temperatura po vse] povrsini grelca domala konstantna. Tako se izognejo termicnim na-
petostim, ki bi jih povzrocile velike temperaturne razlike na povrsini grelca, ¢e b1 ga ogre-
vali neposredno s plamenom. Sele s tovrstnim ogrevanjem je postal Stirlingov stroj kon-
kurencen drugim toplotnim strojem.

Z vesoljskih ladij je treba odvajati toploto s sevanjemn. Hladilnik, k1 ga sestavljajo na
primer cevasti toplotni vodniki — povrSina le-teh sama seva — tehta le 8,5 kg in seva
50 kW pri 730 °C. Podobni hladilniki, ki sevajo pr1 120 °C, hladijo elektronske naprave
v satelitih.

Ceprav so toplotne vodnike na zacetku uporabljali izklju¢no pri vesoljskih raziskavah,
so se do danes Ze razsirili na druga podrodja, na katerih je pomemben prenos toplote:
uporabljajo se predvsem v strojnistvu, elektroniki, metalurgij i v gospodinjstvu.
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Zbirka nalog iz analize I obsega okrog petsto dve nalogi. Naloge so razdeljene po po-
glavjih: funkcije, realna in kompleksna Stevila, metri¢ni prostori, zaporedja, limita funk-
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dobro ponazarjajo pojme in izreke iz omenjenih podroc€ij analize. Zbirka bo zlasti koristna
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CAROBNI DELCI

Odkar so pred dvema letoma odkrili mezon ¥, imenovan tudi mezon J, niso ponehale
razprave o caru. To je novo aditivno kvantno Stevilo, podobno Cudnosti. Zanj velja ohra-
nitveni zakon pri mocni in elektromagnetni interakciji, pri Sibki interakciji pa ne. V mo-
delu kvarkov zahteva novo kvantno Stevilo, da je treba dodati kvarkom d, u in s s ¢arom
0 Cetrti kvark c s Carom 1 [1]. Mezon ¥ s spinom 1 in Carom 0 naj b1 bil orroéarmonij, to
je sestav kvarka c in njegovega antikvarka c [2].

1z teoretiCnih razlogov sta J. Bjorken in S. L. Glashow nalela vpraSanje o c¢aru in
Cetrtem kvarku Ze precej Casa pred odkritjem mezona ¥. Ugotovila sta, da bi tako dosegli
simetrijo med kvarki in leptoni (1964). Stirim kvarkom bi ustrezali §tirje leptoni v, e,
vy, #7. S. L. Glashow, J. Iliopoulos in L. Maiani pa so predlagali vpeljavo Cetrtega kvarka,
da bi resili v zvezi s Sibko interakcijo vprasanje tako imenovanega nevtralnega toka, ki spre-
minja ¢udnost (1970). Nekateri pojavi, pri katerih sodelujejo hadroni in leptoni in prikaterih
se skupni naboj hadronov ne spremeni, skupna ¢udnost pa se spremeni za 1, so bili namrec
mnogo redkejs$i, kakor so pricakovali. To so bili na primer razpadi K+ — n+ 4+ v 4 v,
Kt — 7zt 4+ et +e 1n K° - ut 4 u—, katerih delezi med razpadi kaonov so bili nepri-
gakovano majhni, manj$i kot milijonina. Ce bi obstajal detrti kvark, bi se prej$nji poti,
po kateri potekajo ti pojavi, pridruzila Se ena. Z interferenco bi se lahko unicila prispevka,
ki ustrezata obema potema.

Dokonc¢ni dokaz o obstoju cara in Cetrtega kvarka s Carom bi dali carobni hadroni.
To so mezoni in barioni, ki se razlikujejo od doslej znanih po tem, da imajo od ni€ razli¢en
car. Nekaj poskusov je namigovalo na obstoj takih hadronov. Ob protonskem sinhrotronu
za 300 GeV Fermijevega drzavnega laboratorija FNAL v Batavii (ZDA) so s Stevci pre-
iskali reakcije med mionskimi nevtrini in nukleoni. Zanimali so se za tiste, pri katerih
sta v razmiku, manjSem kot nekako 1071% s nastala poleg drugih delcev dva miona. Eden
od obeh naj bi nastal skupaj s ¢arobnim hadronom po Sibki interakciji, drugi pa ob raz-
padu Carobnega hadrona po Sibki interakciji. Nobeden od doslej znanih hadronov s Carom
0 ne razpade po Sibki interakcijt s tako kratkim razpadnim casom. Vendar je bilo mogoce
reakcije te vrste tolmaditi tudi drugae, na primer z nastankom in razpadom doslej ne-
znanega fezkega leptona s precej vecjo lastno maso od mionove.

Do enakega sklepa so prisli pri1 nekoliko zanesljivej$ih poskusih z mehuréno celico.
VY evropskem sredis¢u CERN v Zenevi so preiskali reakcije mionskih nevtrinov z nukleons
v mehurcéni celici Gargamelle, napolnjeni s freonom. Halogenirani ogljikovodik so upo-

SI. 1: PoveCan 1zrez i1z fotografije domnevnega
nastanka in razpada Carobnega delca: v, + n —
— = + ¢ +v, + K° 4 nevtralni delci. Vidne
so sledi negativnega miona, pozitrona ter pozi-
tivnega in negativnega piona, na katera razpade
nevtralni kaon. Fotografija je ena od Stirih po-
dobnih iz mnozice 1500 fotografij, ki so jih dobili
s petmetrsko mehuréno celico. V njej je bila me-
Sanica vodika in neona (neona je bilo za eno petino
prostornine), J. von Krogh in sodelavci, Obser-
vation of y—e~K,;° Events Produced by a Neutrino
Beam, Phys. Rev. Letters 36 (1976) 710
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rabili namesto vodika, da bi bila gostota jeder vecCja in reakcije verjetnejse.
reakcije, pri katerih sm Ezhaja;h 1Z ene m@@ p@};@g mgm ﬂ@m sled m
in sled pozitr mm -- e

o cemer m@a pozitron — a vendar tako kra?c
izvirali SE@@@ miona in pozitrona navidez iz iste md@

Podoben poskus so napravili v Batavii. E@mbm so veliko mehurcno @@h@@ ﬁa;p p]-
nj eno z m @S@aﬂi@@ vodika m neona. Tudi nazili 1] med mion

?m nastetih poskusih je bila verjetnost za reakcije zdﬁ majhna. Uporaben dogodek
mehurcni celici je prisel na primer na stotiso¢ fotografij ali veC. Prednost teh reakcij
pa j@ V pr@gﬁﬁdﬁosn saj pri1 reakcijah te vrste po Sibki ﬁm@mkmﬁ lahko nastane en sam

m, ker se Car ne ohrani. Pri reakcijah po mocni ali po elektromagnetni inter-
akmﬁ pa se car @hmm in nastane par hadronov, od katerih ima prvi ¢ar 1 in drugi Car —1.
7a to je potrebna sicer veCja energija, a tudi verjetnost je vecja.

Pred nedavnim so sporocili — to porocilo je zaSlo tudi v nasSe dnevnike — da je uspelo
zanesljiveje ugotoviti obstoj Carobnega hadrona in prvi¢ doloCiti njegovo lastno energijo

o

Poskus so napravili ob stanfordskem
. Skupina 41 fizikov pod vodstvom G.

1+

nakopicevalniku za pozitrone in elektrone
Goldhaberja in F. Pierra je preiskovala

reakciije -
) 14 (1)

hadron s Carom:

e™ + e~ — hadron s Carom

Omejili so se na nevtralne mezone in so se zanimali za razpade

é:fz* +n 4+t +K-ahiz 4+t 4+ + K

Naloga, ki so se je lotili, ni bila lahka. Magnetni spektrometer ob delu nakopiCeval-
nikove cevi, kjer se krizata curek pozitronov in curek elektronov, je namreC le slabo raz-
loCeval kaone od pionov. To pomanjkljivost so precej odpravili z dodatnim obrocem
scintilacijskih Stevcev. Ti Stevci s kristali v obliki prizem z razseznostmi 2,5 cm X 20 cm
X 260 cm so, razvr§Ceni po tvornicah v plascu valja s premerom 3 m, obdajali druge Stevce
magnetnega spektrometra. Na vsaki od obeh osnovnih ploskev so imel1 fotopomnozevalko.
Sunki s fotopomnozevalk so dali dodatne podatke o Casu preleta za delce, ki so nastali
pri reakcijah ob osi obroc¢a Stevcev. Pioni so namre¢ dospeli do Stevcev za kake pol nano-
sekunde pred kaoni z enako kineti¢no energijo.

Casovna loc¢ljivost §tevcev je meri 1 0.4

0,4 ns. Zato kakega sunka niso moglh pri-
pisati naravnost pionu ali naravnost kaonu. ' ¢ pa so sunku, ki ga je zaznal m: agn@ma
spektrometer in ki je ustrezal predpisanim m, pripisali doloCeno verjetnost, da g
za pion, in doloCeno verjetnost, da gre za kaon. Verjetnosti so na koncu ponovno normi
rali in tako za dvojice pozitivnega in negativnega delca dolocCili verjetnost, da gre za dw;
piona ali za pion in kaon ali za dva kaona. Podobno so ravnali pri nevtralnih Cetvericah
delcev nrnn, nanrK in nnKK.

rmskah so 29 tisoC reakcij (1) s polno energijo me
Skupm. polna energija pozitrona in elektrona v
primeru ujema L Z laboratorijskim. Izmerili so porazdelitev vseh mogocih n@vtmﬁmh dvom
in vseh mogocCih nevtralnih Cetveric delcev po invariantni energiji, to je po skupni polni
energiji dvojic ali Cetveric v njithovem tezi$Cnem sistemu. V dveh od Sestih takih spektrov
in sicer v spektru dvojic #TK~ ali n~ K- ali m=ztn~K* so

K+ in v spektru Cetveric ntn~ "k
opazili izrazita vrhova (sl. 2). Oba vrhova sta lezala v okviru nezamshwasn pri merjenju
U GeV pri enaki invariantni energiji 1,865 GeV. Zgornja meja za razpolovno Sirino

b
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Sl. 2: Spektri delcev, ki so nastali pri reakcijah med pozitroni in elektroni v stanfordskem nako-
piCevalniku. Na ordinatno os je naneseno Stevilo vseh moZznih kombinacij nevtralnih dvojic (a)
in nevtralnih cetveric (b) na 20 MeV S§irokih intervalih v odvisnosti od invariantne energije W;:
nt -+ n(ay), nt + K- in 7~ + Kt(a,), Kt + K- (a,) ter nt + n~ -+ #n* + 7 (b)), nt 4+ n~ + 7+ -+ K-
in 7=+ at + a7 -+ KHb,), nt + n— + K+ + K= (b;). Vrhova pri invariantni energiji 1,865 GeV

v spektrih (a,) in (b,) pri¢ata o nastanku in razpadu nevtralnith mezonov D° in D° s ¢arom 1 in
—1 [4]

obeh vrhov je merila 40 MeV. V spektrih dvojic n7z— ali K*K~ in Cetveric ntn—rntn— ali
7t~ KK~ ni bilo takih vrhov. Prav tako ni bilo vrhov v spektrih nabitih dvojic ali Cetveric,
na primer K. |

Preiskali so Se spektre hadronov, ki so nastali pri reakciji (1) skupaj z mezonom (2).
Po teh je bilo mogoce sklepati, da so nastali skupaj z mezonom z lastno energijo 1,86 GeV
Se mezoni z lastno energijo okoli 2 GeV. Mezoni z manjSo lastno energijo kot 1,86 GeV,
ki bi razpadli po enacbi (2), niso nastali.

Vse to kaze, da nastane pri reakcijah med pozitroni in elektroni nevtralni mezon z
lastno energijo okoli 1,86 GeV. Razpade po enacbi (2) z razpadnim Casom, daljsim kot
A/40 MeV = 1,5°-107% s, a kraj§im od razpadnega Casa mezonov s ¢arom O po Sibki in-
terakciji. Da potekajo razpadi (2) po Sibki interakciji, sklepamo po spremembi Cudnosti:
kaze, da je na zaCetku Cudnost enaka ni€, na koncu pa je —1, e nastane pozitivni kaon,
in 1, Ce nastane negativni kaon. To pojasnimo takole: po reakciji (1) je nastal mezon D°
s Carom 1, ki ga sestavljata kvark c in antikvark u, ali mezon D° s ¢arom —1, ki ga sestav-
ljata kvark u in antikvark c. Opazovani razpadi ustrezajo prehodu vezanega kvarka c
ali vezanega antikvarka c¢ v vezani kvark s ali vezani antikvark s. Po priCakovanju je to
najpogostejsSi prehod kvarkov s Carom pri razpadih po Sibki interakciji.

Izmerjena lastna energija mezona D° ali D° se dobro ujema z napovedjo gradientne
teorije mocne interakcije (1,83 + 0,03) GeV za lastno energijo najlazjega mezona s ¢arom
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| ﬁ eorija . ni mmm na mm
da jo bomo orisali

+1 in s spinom 0
je odkritje bariona £2— potrd
nedeljeno priznanje kot Sim@m;ga, SU (3). Vseeno pa je tako zanimiva,
V 2 aSE@dﬂﬁ novici [7].

NasSteti razlogi kazejo, da je domneva o Caru in o §tirih kvarkih uspe$
porocila se je zdelo Ze nenavadno, da Se niso zasledili ¢arobnih had
pozitronov in elektronov, saj pri tem izdatno nastajajo mezont ¥, sestavljeni iz Carobnih
kvarkov. Zdaj je jasno, zakaj carobnih hadronov niso @@mm pmﬁg ' spektrometer
je preslabo razloceval kaone od pionov. P bni had ma razpadejo
na veC kot dva delca, magnetni spektrometer pa je najpripravnejsSi za zaznavanje dveh

delcev.
Po najnovejsih vesteh so nash tudi nabita razlicka mezonov D° in D° [8]. ]
ZEUVHE mezon i 9 ﬁﬂ negativni m

)T s carom 1, ki1 ga sestavljata kvark c in antikvark d

3~ s ¢arom —1, ki ga g@umvham kvark d in antikvark c. Nmm mma @dmm@@ pﬁmum
jejo domnevo o Caru kot razpad nevtralnih ¢arobnih m
hadronov po Sibki mt@mkcm zares spremeni carobni kvark ¢ v Cudni kvark s, so nekateri
razpadi dovoljeni, drugi, na videz podobni, pa ne. Tako nastane na primer nevtralni anti-
kaon K° iz kvarka s in antikvarka d, ko se kvark ¢ spremeni v kvark s. N@Vfimﬂmga; mm
kaona ni mogocCe neposredno zaznati, zato je zanimivejsi razpad, pri k
kvarka ¢ v kvark s nastanek kvarkovskega para uu. nﬁkvmk nen
antikvark d, tako da nastane mga‘iwm kaon 1z kvarka s in antikvarka u amikvafk d in
kvark u pa se zdruZita v p@zﬁwm pion. Da se ohrani naboj, m b tem nastati na pri-
mer Se en pozitivii pion. R '

] ﬁ-i* + ?Z'+

je tedaj d@VOh@ﬁ Na videz podobni razpad D Kt -+ 7t + 7~ pa nt d@VGEj@ﬂ Pri
njem b1l namreC moral preiti Carobni kvark c v wdm antikvark s, ki sestavlja i m@g
u pozitivni kaon. Skladno s to napovedjo so opazili razpad pozitivnih mezonov D
ﬁ@gafiwm kaon n dw; pozitivna piona, niso pa opazili mzpa,a na pozitivni kaon in pion-

mijevega drzavnega laboratorija sporocili, da so zasledili tudi
prvi ¢arobni barion. To je barion z lastno energijo 2,26 GeV, ki je nastal pri obstreljevanju
jeder berilija s {fotoni z visoko energijo. Imel je m@gaﬁvm naboj, njegovega razlicka s pozi-
tivinim nabojem pa niso nasli. Po vsej verjetnosti je bil ’m negativni antibarion, ki
sestavljali antikvarki u, d in c. Razpadel je na delec antilambda, dva negativna pm&a in
en pozitivni pion. Pri tem razpadu se je antikvark ¢ — po napovedla — spremenil v Cudni
antikvark s, saj sestavljajo nevtralni delec antilambda antikvarki u, d in s.

Kot je po odkritju Cudnosti 1953 napocilo obdobje Cudnih hadronov, kaze, da bo zdaj
napocCilo obdobje Carobnih hadronov. Optimisti napovedujejo, da bo mogocCe kmalu vsaj
okvirno razumeti spektroskopijo hadronov. Pripravljajo se Ze na naslednji korak, na
spektroskopijo leptonov in kvarkov, v kateri lastne energije leptonov in kvarkov ne bodo

veC podatki.
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G. 1. Marchuck, Methods of Numerical Mathematics, Applications of Mathematies,
vol. 2, Springer Verlag, Berlin 1975, 316 p., DM 72,80

Knjiga je 1z8la pri zalozbi Springer-Verlag leta 1975 v zbirki Applications of Mathe-
matics kot prevod iz rusCine. Avtor knjige je eden najbolj znanih sovjetskih numeri¢nih
matematikov, ki se ukvarja predvsem z uporabo matematiCnih metod pri reSevanju znan-
stvenih problemov na podroc¢jih, kot so reaktorska in jedrska fizika, meteorologija in
hidrodinamika. Akademik G. I. MarcCuk je profesor na univerzi v Novosibirsku in direktor
racunskega centra sibirske podruznice sovjetske akademije znanosti.

Vsebinska osnova knjige so avtorjeva predavanja, v zadnjih letth na univerzi v Novo-
sibirsku. Avtor se je osredotoCil na obravnavanje tistih zapletenih problemov iz mate-
maticne fizike, ki se dajo med reSevanjem prevesti na preprostejSe in teoreti¢no dobro
obdelane probleme, ki omogocajo ucinkovito reSevanje s sodobnimi racunalniki. Knjiga
je namenjena znanstvenikom pa tudi inzenirjem, ki 1imajo solidno osnovo za reSevanje
praktiCnih problemov, pogreSajo pa sistematicno znanje na podroCju numericne mate-
matike in bolj sploSen teoreticni okvir.

Poglavja v knjigi so tale: Osnove teorije diferencnih shem. Metode za konstrukcijo
diferen¢nih shem za diferencialne enacbe. Metode za reSevanje stacionarnih problemov
matematiCne fizike. Metode za reSevanje nestacionarnih problemov. NumeriCne metode
za nekatere inverzne probleme. NajpreprostejSi problemi matematiCne fizike. Numeri¢ne
metode v teoriji sevalnega prenosa. Pregled metod numeriCne matematike.

Zadnje poglavje je razsirjeno predavanje, ki ga je imel avtor na svetovnem kongresu
matematikov v Nici leta 1970. Knjiga ima 316 strani. Seznam literature obsega 435 del.

Zyvonimir Bohte

Giinter Schorn, Mengen und Algebraische Strukturen, R. Oldenbourg Verlag Miinchen,

Wien 1976, 193 strani

Nemcem pripada ne ravno zavidljiva zasluga, da so med prvimi, ¢e Ze ne prvi, uvedli
tako imenovano »novo« matematiko v osnovne Sole. Negativna kritika nacCina tega po-
Cetja je danes Ze tudi v Nemciji nasploh sprejeta. Namen pricujoce knjige pa je podoben
poskus na malo visjem nivoju. Njen podnaslov je namreC¢ Osnove moderne matematike
za naravoslovje in tehniko na visokih in visokih strokovnih Solah, obravnava pa v dveh
poglavjih teorijo mnozic in algebrske strukture. Vse kaZe tako, da tudi ta poizkus ne bo
uspesen. Z ze dobro znanimi »pripomocki« — pusCicami, tabelami in Vennovimi diagrami
nam avtor zapleteno in presenetljivo nesistemati¢no predstavi osnovne pojme teorije mno-
zic in temeljne algebrske strukture. V potrdilo naj za zgled omenim le tale nenavadni vrstni
red obravnave: funkcije — mo¢ mnozic — enakost mnoZic — unija in presek mnozic —
karteziéni produkt — ekvivalencna relacija. Knjiga preseneca Se toliko bolj, ker so v do-
dani bibliografiji navedena nekatera izvrstna — razume se, da tudi nemska — dela 1z teo-
rije mnozic in algebre. | Niko Prijatelj
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Pred kakima dvema desetletjema, ko so zaceli fiziki podrobneje spoznavati mocCno
interakcijo med nukleonoma, so bili presenedeni nad njeno zapletenostjo in raznoli¢nostjo.
7e tedaj so nekateri trdili, da te interakcije ne smemo vzporejati z elektriéno silo, na primer
med protonom in elektronom, ampak z bolj zapleteno interakcijo med na zunaj nevtral-
nima sestavljenima delcema, na primer z van der Waalsovo silo med molekulama. Zda;j
je pred namu zacetna oblika teorije, ki se ravna po tej zamisli. Teorija si Sele utira pot in
bo morda dozivela Se kakSne spremembe. Vendar je Ze zdaj dosegla nekaj uspehov, tako
da kaze o njej na kratko porocati.

Teorija @mm na tockastih kvm kih s Smnﬁm Lin S

n carom | , m
stjo —1 in Carom f za carobne hadrone pa Se mmbm kvark ¢ z 2 e, S ¢ar

[ in ¢udnostjo 0. Pri vi§jih energijah bo verjetno treba vkljuciti sSe nove kvarke.
nastopajo v treh barvah: »rdeCi«, »modri« in »zeleni«. A vsi hadroni so beli, to je po barvi
nevtralni. Kvantno Stevilo barva 1tma tu podobno viogo kot naboj pri elektromagnetni
interakciji. Barione sestavljajo po trije kvarki, antibarione po trije antikvarki (v obeh
primerih po eden vsake barve), mezone pa po en kvark in en antikvark.

Med kvarkom in kvarkom ali kvarkom in antikvarkom deluyje zelo mocna sila, ki jo
posredujejo virtualni gluoni. To so delci polja zelo mocne sile brez lastne mase 1in s spinom
1, ki nastopajo v osmih razii¢nih vrstah in v treh razlicnih barvah. Zelo mocna sila ustreza
elektromagnetni sili med nabitima delcema in virtualni gluont ustrezajo virtualnim
nom: oboji so brez lastne mase in imajo spin 1.

Zelo modéne interakciie ne pOZNamo v podrobnosti. Poskusi p
gibalnih koli¢inah kvarkov in majhnih razdaliah Sibka in Oawma od spinov. C@ namgm
gibalna koli¢ina Cez vsako mejo, postane sila zanemarljivo majhna. Tej lastnosti pravim
asimptotska prostost. Zaradi nje se zdijo kvarki v hadronu za delec z veliko gibalno koli-
¢ino nevezani. To se sklada z merjenji neproZnega sipanja leptonov z zelo veliko energijo
na hadronih, na primer elektronov na protonih. Nasprotno pa je sila pri majhnih gibalnih
koli¢inah in velikih razdaljah mocCna, neodvisna od spina in najbrz tudi od razdalje. To
lastnost imenujemo infrardeco suznosi. Zaradi nje ni prostih kvarkov in prostih gluonov,
sploh stanj, ki bi jim lahko dolocCili barvo. Preden namre¢ dovedemo kvarku v hadronu
dovolj energije, da ga znatno odmaknemo od drugih kvarkov, se dovedena energija porabi
za nastanek pionov in drugih mezonov. Vezan: kvarki imajo razliCne lastne energije, ki
1ith vzame teorija za podatke. |

Gradientno teorijo mocne interakcije™ naslonimo na gradientno teorijo elektromagnetne
interakcije, to je na kvantno elektrodinamiko. Teorijo imenujejo veckrat tudi kvawntno
kromodinamiko po zgledu kvantne elektrodinamike, ker ima pac ba,wa; podobno vlogo
kot n&bm V nje] uporabimo nekatere prijeme in nastavke | Nerelativi-
sti¢ni priblizek te teorije so precej podrobno izdelal: J. De Rujula, H. Georgi in S. L.
Glashow [1]. Hamiltonko za kvarke v hadronu so zapisali v obliki

H = D@y, r,, ...) + Z (mye® + p22my) + fic > D> (agqq; + kag) S

[ j<<i

* Ime izvira od gradientne transformacije, proti kateri so invariantne enacbe klasi¢ne elektro-
dinamike. V njih lahko nadomestimo d{etverec potenciala 4 = (A, @/c) s Cetvercem A4 + [y,
kimu je dodan Cetverni gradient poljubne skalarne funkcije ¥, ne da bi se spremenili konc¢ni rezultati.
A je vektorski in @ skalarni potencial, = (V, d/cdt) in ¢ hitrost svetlobe. S to transformacijo
preide vektorski potencial A v A -+ Vy in skalarni potencial @ v @ — dy/ot.
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Prvi Clen zajema potencialno energijo kvarkov zaradi zelo mocne sile z dolgim dosegom,
ki veze kvarke v hadron. Drugi Clen obsega skupno lastno in skupno kineti¢no energijo
kvarkov v hadronu. Tretji ¢len vsebuie dva prispevka. Obema je skupen tako imenovani
Fermi-Breitov nastavek S, v katerem nastopa kot prvi staticni Clen 1/|r; —r; |, nadaljnj
Clent pa 1zvirajo od interakcije med gibalnima koli¢inama obeh delcev, med spinom enega
1izmed njiju in tirno vrtilno koli¢ino drugega (v elektrodinamiki privede ta ¢len do sklo-
pitve spin-tir in do fine razcepitve), med spinoma obeh delcev (v elekirodinamiki privede
ta Clen do hiperfine razcepitve) ... Prvi prispevek ficag,q;S; s konstanto fine strukture a
(s sklopitveno konstanto elektromagnetne interakcije) in kvantnima Steviloma nabojev ¢,
in g; sam opiSe potencial elektromagnetne interakcije v celoti. Dodatni drugi Clen fickayS;;
s sklopitveno konstanto zelo mocne interakcije a, pa opise potencial zelo mocCne inter-
akcie s kratkim dosegom. (Potencial te interakcije z dolgim dosegom je zajet Ze v prvem
Clenu.) Koeficient k£ je enak -—+ za kvark in antikvark v mezonu ter —£ za kvark in kvark
v barionu ali za antikvark in antikvark v antibarionu.

Prvima dvema Clenoma hamiltonke ustrezajo lastna stanja degeneriranth hadronskih
supermultipletov v razsirjeni simetriji SU (6) [2], Ce vzamemo, da imajo vsi kvarki enako
pleta barionov pa 56 in 70 stanj. Prispevek tretjega ¢lena in razliCnih mas kvarkov uposte-
vamo v teoriji motenj v prvem redu. Rezultati so seveda samo priblizni. Kratek premislek
pokaze, kolikSno natanCnost smemo priCakovati od raCunov. Razlika lastnih energiy med
razliCnimi supermultipleti SU (6) z enako parnostjo mert kak GeV, na primer N (1780) —
— N (940), razlika lastnih energij med ¢lani istega supermultipleta zaradi razliCnih lastnih
energij kvarkov in zaradi mocne hiperfine razcepitve pa sto do dvesto MeV, na primer
K* (892) — p (770) ali 22* (1385) — 2 (1190). Po tem si lahko obetamo le na 109 do 209
zanesljive rezultate.

V prvem redu teorije motenj izrazimo matricni element operatorja lastne energije s
preprostejSimi matriCnimi elementi, ki pa jih tudi ne poznamo. Zato zapiSemo enacbe
za vse mogoce delce, za katere razpolagamo z eksperimentalnim: podatki, in iz dobljenega
sistema enacb odpravimo neznane matricne elemente. Ker je delcev in s tem enacb vel
kot neznanih matriénih elementov, dobimo tako zveze med lastnimi energijami znanih
delcev. Do podobnih zvez pridemo tudi za magnetne momente znanih delcev. Racun je
treba napraviti posebej za barione s pozitivno parnostjo, za barione z negativno parnostjo,
za mezone s pozitivno parnostjo in za mezone z negativno parnostjo.

Rezultatov je toliko, da jih vseh ne utegnemo omeniti. Nekatere od njih poznamo
ze od prej. Med temi so znane zveze 1z simetrije SU (3). To so: Gell-Mann-Okubovi zvezi
med lastnimi energijami barionov okteta ter med lastnimi energijami barionov dekupleta
in Glashow-Colemanove zveze med lastnimi energijami Clanov istega izospinskega multi-

pleta zaradi elektromagnetne interakcije. Novo je razmerje med lastnimi energijami vezanih
kvarkov mac*mgc® = my,c*fmc® = 2 (X* — 2)/2Z* + 2 —3A) = 0,62,
1N S€ ZvEeZa S A m%(lmmdcz/mscz)(AMN) ~ %(A_____.N)

ki je dobro izpolnjena (leva stran: 77 MeV, desna stran: 73 MeV). Tu smo s simbolom
hadrona oznacili njegovo lastno energijo.

Za magnetne momente vezanih kvarkov, ki so kot pri vsakem Diracovem delcu so-
razmernt s specificnim nabojem, obvelja znana zveza u, = g 1, Namesto enacCbe za
magnetni moment hiperona A pup = —1 M, = —0,93 ; pa dobimo pup = —3 u,(myc?/
/mgc?) = —0,6 u;, kar je znatno blize izmerjenemu podatku up = (—0,67 + 0,06) 1;. Po
te] poti pridemo do lastnih energij vezanih kvarkov:

myc? = m,c® = m,c?[(u,/1;) = 336 MeV
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n mye? = m,c?/0,62, = 540 MeV

sledi nova zveza

Sﬁ W ﬁ@zz

razlicnim od O

K)(p—m) = m,c?

7a mezone z izospinom,

ki je dobro izpolinjena (leva stran:

0,62,).

Pri mezonih se pokazeta dve pomanjkljivosti priblizka. Napovedi za razlike lasinih
energij med Clani istega izosponskega multipleta zaradi elektromagnetne interakcije se nie
ujemajo z izmerjerumi podatki. To je predvsem posledica mozZnosti, da se neviralni pmﬁ
mem@ amhmmv foton in gluone, Cesar pribliZzek ne uposteva. P L 1ZIT)
jeni podatki dokaj nezanesljivi.

Druga pomanjkljivost se pokaZe le pri nevtralnih mezonih. Ti se namre¢ lahko virtualno
anihilirajo v kvark in njegov antikvark, @@S&E‘ pribliZzek wdéa ne up@gf@m Zaradi mg&, p@jay@
se nonet mezonov razcepl na oktet in singlet. Pojav je izrazit pri
ﬁ@ngV@dE ki vsebujeta lastne energije mezonov #, 5, 7
1zpolnjeni:

MeV, desna stran: 138 MeV)

—7° (leva stran: 958 MeV, desna stran 854 MeV)

n = 7n° (leva stran: 548

1ezonov o, ¢, p° in K°* s spinom 1, pa sta

Ustrezni napovedi, ki vsebujeta lastne energije n
dobro 1zpolnjeni:

o = p° (leva stran: 784 MeV, desna stran 770 MeV)

9 = 2K

desna stran: 1014 MeV

*° — p° (leva stran: 1019 MeV,

Ez p@d&éka 74 Easm@ @mrg@@ mezona ¥ sledi ocena za lastno @n@fgﬁj@ kvama c:
0 MeV. Podobno sledi za lastni @nm‘gm D = (cu)’
in @udnesﬁm 0 napoved: od 1,80 GeV d 6 GeV. Na o| i
za nekatere d mezone s Carom, v katerih ne nastopa Eoémg prispevek z lastno
energijo kvarka c, so zanesljivejse: za mezon F™* = (cs)™* s spinom 1 in ¢udnostjo 1 SE@M
L(p +¥)=2060M ~NO® (gmo * in D** = (cd)*™* s spinom 1 in cud
nostio 0 pa 1,98 G E naj bi z izsevanjem fotona ali piona --
najpre j na ustrezne m m 0. Ti pa naj bi razpadli dalje pretezno tako, da bi
se v njih kvark s Carom c spren \% @udm kvark s in antikvark c v anmkvmk s (sl. 1), na
primer:

D°* - D

D° — 7+ + K

D° +

O+y

1, ki ga se-

da napove teorija za lastno energijo najlaZzjega bariona s ¢arom
Stavham kvarki ddc, uuc ali udc, 2,2 GeV.

__ rlashow [3] v poenostavljenem m u podrobneje
raziskali razpade, ki imajo vlogo pri merjenjih [4]. Pri anihilaciji pozitrona in elektrona
nastane virtualni foton, ki razpade na tezki kvarkovski par cc. Nato se rodita lahka anti-
kvark in kvark, na primer u in u, ki se vezeta s kvarkom c¢ in antikvarkom c¢ v Carobna
mezona. Verjetnost, da sta nastala mezona nabita, je enaka verjetnosti, da sta nevtralna.
Spi th kvarkov nista sklopljena s spinoma lahkih kvarkov. Mezona nastaneta v

m ilom tirne vrtilne koli¢ine 1. Radun n apove, c so pogostosti stanj
in D°* ' * L:7.

D°* v razmerju 1 :
Pri presoji deleZzev posameznih razpadov so pomembne razlike lastnih @n@rgm Eﬂ SO
posledica elektromagnetne interakcije. Na osnovi novih podatkov o m

uj jula, Georgi in (
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D

spin O
18 & - ¢udnost 0

S1. 1: Masni spekter mezonov s ¢arom 1 in nekateri razpadi po napovedi De Rujule, Georgija in
Glashowa [1]

prisli do ocen za lastne energije mezona D*: 1,875 GeV, mezona D*°: 2,00 GeV in mezo-
na D*+: 2,015 GeV. Za deleze razpadov so v tem primeru napovedali:

D* - D° 4+ =t 0,9 D* - D° +=n° 0,9
D*+ - D+ 4+ n° 0,1 D* - D +9 0,1

Mezon D° lahko nastane skupaj z mezonom D° ali z mezonom D*° ali pri razpadu me-
zona D**+ ali mezona D*. Po teh ocenah je mogoce neprisiljeno pojasniti vrh pri lastni
energijl okoli 2 GeV v odrivnem spektru [4]. V glavnem gre na raCun mezonov D*° in
D**, Pokaze se tudi, da je treba priCakovati okoli sedemkrat veC nevtralnih mezonov D°
in D° kot nabitih mezonov D+ in D~. Vse to dodatno potrjuje sklep, da so z merjenji ugo-
tovili obstoj Carobnih mezonov. Janez Straad
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NemsSko fizikalno druStvo (Deutsche Physikalische Geselischaft — DPG) priredi vsako
pomlad konferenco, posveCeno didaktiki fizike. Taka konferenca je bila od 31. marca
do 2 aprila 1976 na msStitutu za fiziko univerze v Giessnu, @ddaﬁj@n@m 60 km od ﬁamkm
furta. Organiziral in vodil jo je profesor za didaktiko fizike W. Kuhn. Udelezili so se je
predvsem Nemci. Poleg nekaterih Nizozemcev in Avstrijcev sem se udeleZila konference
tud: jaz. Ker m@gmj@ nekatera od vpraSanj, ki so jih naceli, biti zanimiva za ucitelje
fizike pri nas, naj o konferenci na kratko porocam.

Dopoldne so se vrstila daljSa glavna predavanja, nekatera tudi z demonstracijami.
Med najzanimivejsimi naj omenim predavanji o didaktiki specialne teorije relativnosti
prof. Hooymana iz Utrechta in prof. Fleischmanna iz Erlangena. Za 1zhodisCe sta izbmm
poskus z nevtralnimi pioni v CERN. Pri tem p@skmu ‘é*azpud@m pmm 7° s hﬁmgij@
0,99 ¢ na dva fotona y. Hitrost fotona v, ki odleti v smer1 naprej, 1zmerijo s casom preleta
in ugotovijo, da je enaka ¢ (in ne 2¢). Vse pomembnejSe zveze, npr. dilatacia c¢asa in Lo-
rentzove transformacije, se dajo i1zpeljati enotno s sklicevanjem na poskuse z radarskimi
signali. Zvezo med kineti¢no energijo in hitrostjo delcev dobimo pri poskusu, pri katerem
se gibljejo nabit1 delci iz pospeSevalnika v elekiriCnem in v preCnem magnetnem polju.
Dodati moramo samo Se, da naboj delca ni odvisen od hitrosti.

Zelo zanimivo je bilo predavanje o granulaciji laserske svetlobe, ki je bilo didakti¢no
vzorno pripravijeno. Z raznin 11, skozi katere usmerjamo

11 ProZornimi 1n prosojnimi snovi
Jlaserski curek, nazadnje »odkrijemo«, da

mleko prepreci granulacijo laserske svetlobe.

Ob tem pokazZemo ulencem, kako se v znanosti pocasi in po korakih blizamo reSitvi pro-
blema: najprej postavimo hipotezo, napravimo poskus, na osnovi rezultata popravimo ali
ovrZzemo hipotezo itd. Z leCami in refami, ki jih razdelimo med ucence, pa $e dodatno
spodbudimo njihovo aktivnost.

Zammwg je bilo tudi predavanje o Fourierovi analizi zveka m@ dvema zvocnikoma
je bil prem mikrofon, ki je dajal sliko valov v prostoru med 1zviroma.
Po mnenju prof. H @gma iz Kiela se lotevamo poucevanja fizike preveC z znanstvenega
staliSCa, posebno na nizji stopnji. VpraSanje je, ali vzgajamo za fiziko ali s fiziko. Najbrz
je narobe, da vzgajamo bodoce fizike, namesto da bi uclili vse ulence fizikalno muisliti.
Ucencem vsiljujemo miselno strukturo profesorjev, ki je na previsokem nivoju s preveliko
mero matematike. To pride Se posebej do izraza na niZzji stopnji usmerjenega izobrazevanja.

Vsa predavanja niso bila na tako visoki ravni. Neki profesor kemije je na primer raz-
lagal svojo »genialno« izpeljavo Lorentzovih transformacij, pri kateri je izraCunal tudi sklo-
pitveno konstanto Sibke interakcije. Povedali so mi, da ponavlja isto temo Ze leto za letom.
Predavanj Zal nismo dobili razmnoZzenih, kakor smo se pri nas Ze navadili. 1zSla bodo
Sele 1977 v knjigi. PosluSalci smo bili navezani na tisto, kar smo slisali. Nekater1 preda-
vatelji so bili tako prijazni, da so mi na posebno prosnjo dali kopijo svojega prispevka.
Popoldne je potekalo delo v dveh skupinah. Na sporedu so bila krajsa porocila, na
primer o drugih konferencah, o problemih v $olstvu, o novostih pii laboratorijskih vajah,
o vlogi filmov pri pouku, predvsem pa o novih demonstracijskih poskusih. S popoldanskega
sporeda je bil zelo zanimiv na primer prikaz polprevodnikov in stika p-n z majhnimi m
gnetki na zraCni blazini. Pripravo je izdelal prof. Schwarz iz Giessna in tovarna Phywe
jo je ze zacela serijsko izdelovati.

Iz Berlina so porocali o skupinskem praktikumu, pri
torjevim vodstvom samostojno razvije poskus, na prim
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z zvokom, napravi naért zanj, ga opravi in obdela teorijo. Studenti imajo v takem prak-
tikumu veC dela in tudi asistenti so bolj obremenjeni, nasploh pa je uspeh zelo dober.
Ocen ni. Tako samostojno delo je Se posebej zanimivo za ucCitelje fizike.

Vsak veCer smo se vsi udeleZzenci sreCali v restavraciji sredl mesta. Tam smo se pogo-
varjali med drugim o usmerjenem izobraZzevanju v Nemciji in o njegovih posledicah, pred-
vsem o tem, da zanimanje za fiztko upada. V tej zvezi nastopa Se poseben problem, ker
je vpis na univerzo omejen. Potrebne so visoke ocene i1z vseh predmetov, zato si ucenci,
ki se ne zanimajo posebej za fiziko, 1zberejo raje lazje predmete, pa Se tisti, ki se zanimajo
zanjo in 1majo iz nje dobro oceno, vpisejo po 2. razredu raje kak drug predmet, npr. bio-
logijo, da si Se tam 1zboljSajo oceno. Med konferenco je v avli inStituta nekaj nemskih
zalozb razstavilo nainovejSe ucbenike 1z fizike.

Razkazali so mi InStitut za didaktiko fizike, ki lezi sredi lepega parka zunaj mesta.
V blizini so tudi Studentski domovi. Tu studirajo skupaj nekdanji Studenti pedagoSke
akademije — oddelka za fiziko — in Studenti pedagoske fizike, tako da je izobrazevanje
uCiteljev fizike enotno. Za ucitelje nizjih Sol do 10. leta Solanja velja to seveda le za fiziko,
drugi izbirni predmet, npr. kemijo, pa poslusajo drugje. Studenti lahko nadaljujejo $tudij,
e jih to veseli. Oddelek za didaktiko fizike ima v celoti okrog 200 Studentov in §tiri pro-
fesorje. V inStitutu so poleg laboratorijev tudi delavnice, v katerih Studenti sami izdelujejo
modele poskusov, in posebna ucilnica, opremljena s tremi televizijskimi kamerami. Tja
pripeljejo razred od drugod, potek pouka pa lahko spremljajo tudi poslusSalct v sosednji
sobi skozi polprepustno zrcalo. U¢no uro snemajo na magnetoskopski trak. Pri1 praktiku-
mu 1z didaktike fizike delajo Studenti poskuse, ki so kasneje predpisani v Solah. Vaje si
sestavljajo sami.

Didaktika fizike je v Giessnu in tudi drugod po Evropi v zadnjem Casu postala enako-
vredna drugim vejam fizike. Institut za didaktiko fizike 1ima zagotovo precej izkuSenj pri
Solanju uciteljev fizike, zato so stiki z njim za nas zelo koristni. Ze lani se je udeleZil kon-
ference eden od Studentov fizike pedagoske smeri na 3. stopnji. Sprejeli so me zelo prisréno
in me bogato obdarili s knjigami. Izrazili so Zeljo po tesnejsih stikih in predlagali, naj bi
imell tuai pri nas kako konferenco za didaktiko fizike, npr. po zgledu poletnih S0l za teo-
retiCno fiziko v Hercegnovem ali za jedrsko magnetno resonanco v Pulju. Sota Oblak

SESTI KONGRES MEDNARODNE RAZISKOVALNE SKUPINE
7ZA POUK MATEMATIKE

Drustvo matematicara 1 fizicara SRH nam je poslalo v objavo naslednje obvestilo:

Od 10. do 17. aprila bo v Dubrovniku 6. kongres mednarodne raziskovalne skupine
za pouk matematike (Groupe international de recherche en pédagogie de la mathématique,
kratica GIRP). |

Naslovna tema kongresa je: NajnovejSi uspehi pri pouku matematike (od otroskih
vrtcev do univerze). Uradni jeziki bodo francosCina, anglesCina in vsi jugoslovanski jeziki.

Stevilo udeleZencev je omejeno na 50. Kotizacija za udelezbo je 700,00 dinarjev, obve-
stilo o stroskih bivanja in program kongresa pa bomo poslali vsem tistim, ki bodo naj-
kasneje do 31. 12. 1976 vplacali kotizacijo Drustvu matematiCara 1 fizicara SRH na tekoci
racun 30102-678-4202 z oznako: za 6. kongres GIRP

UdeleZence, ki zele imeti na kongresu predavanje, prosimo, da posljejo povzetek na
eni tipkani strani v francosCini ali anglesCini na naslov: Prof. R. Dieschbourg, 145 rue

Pierre Krier, Luxembourg Ignacij Smolec

prev. in prir. Marija Vencelj
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Cas, ki nas po Ari minevanje in spreminjanje«, poteka
zvezno. Kljub temu so lahko nekateri trenutki pomembnej$i od drugih. Tak trenutek je
Sestdesetletnica profesorja dr. Antona Moljka, enega izmed zaCetnikov in dolgoletnega
delavca drustva ter ¢lana urednisSkega odbora Obzornika.
Molik je bil rojen na Vrhniki 1916. Po maturi na klasi¢ni gimnaziji v Ljubljani
mi iz matematike in fizike je postal asistent-pripravnik na fizikalnem inStitutu
mﬁmgk@ fakultete. Velik del vojne je preZivel v ujetniskih tabori$¢ih in v internacii. P
osvoboditvi je postal docent za fiziko na tehniski fakulteti, kjer je veC let ucil fiziko v prvem
letniku. Mnogo truda je vloZil v eksperimentalno opremo teh predavanj in jo za takratne
razmere spravil na zavidljivo raven. Obcasno se je strokovno izpopolnjeval v tujint, tak
v Baslu in Parizu, nato pa dalj ¢asa na univerzi v Glasgowu. Kot profesor na sedanjem

oddelku za fiziko fakultete za naravoslovje in tehnologijo predava fizikalna merjenja Stu-
ke in d iem fizike na podiplomskem Studiju.

.........
...........

...................
---------

........
..............
.....

......
.....
----------

i Ak

Eksperim
gowu in jih dalje izpopolnjeval v Ljubljani. Ti Stevci so :
mero vpliv ozadja in stene. A. Moljk in sodelavci so z njin
aktivne izotope in proudevali nekatere atomske in jedrske pojave. Med drugim
momhwo zanesljivostjo izmerili fluorescentni pridelek v lupini K za elemente med sili
jiem in kmpmno m. Za to delo je dobil A. Moljk skupaj s sodelavci 1974 nagrado Sklada
Borisa Kidria. Svoje prispevke je predstavil na ve¢ mednarodnih znanstvenih sreCanjih,
nekajkrat kot povabljeni govornik. Ukvarjal se je tudi z Mossbauerjevo spektroskopijo,
ki jo je Skupag s sodelavci uporabil za proudevanje notranjega magnetnega polja v f@ﬁﬁh
Dosti se je posvecal vpmsamu o pomenu raziskovalnega dela pri nas, organizacij
znanstvenega d@m in vlogi un Bil je pobudnik in organizator konferenc mew

manjsali na najmanjSo m
1i raziskovali dolgozive mdmm




in druzba o znanstvenem in tehni¢nem napredku in njegovem vplivu na druzbo. Pri tem
mu je uspelo prvi¢ povezati v strokovnem okviru naravoslovce in druZboslovee z vzhoda
in zahoda. Sodeloval je Se na drugih podobnih mednarodnih konferencah, na primer na
konferencah o raziskovanju prihodnosti in o enotnosti znanosti.

Bil je med ustanovitelji odseka za tehni¢no fiziko, ki je prerasel v sedanji oddelek za
fiziko. Od ustanovitve je sodeloval na inStitutu za matematiko, fiziko in mehaniko. Nje-
gove so bile osnovne zamisli pri nalrtovanju stavbe in predvsem njegova zasluga je, da
ima ta danasnjo podobo.

Pri drusStvu matematikov, fizikov in astronomov SRS deluje od ustanovitve in je imel
veC pomembnih funkcij. Bil je predsednik druStva in vsem nam je Se v spominu Plemljeva
proslava, ki jo je organiziral ob obénem zboru na Bledu. Od ustanovitve je predsednik
komisije za tekmovanje srednjeSolcev v fiziki. Aktiven je tudi v zvezi druStev in v evrop-
skem fizikalnem drustvu.

V zadnjem cCasu se je mocneje posvetil vprafanjem pouka fizike. V skupini uciteljev
fizike na tretji stopnji vodi pripravo zahtevnejSih demonstracijskih poskusov in poglobljeno
razpravo o novih uénih nacdrtih in programih za fiziko. Sodeloval je v komisiji za uskladi-
tev uCnih nacrtov za zadnje razrede osnovne Sole, v podobni komisiji za gimnazije in
v komisiji za pripravo ucnega nacrta za fiziko za prve razrede usmerjenega izobraZzevanja.

Bil je med pobudniki za ustanovitev drustvenega glasila Obzornika za matematiko w
fiziko in je od zaletka Clan uredniskega odbora. Bil je med ustanovitelji jugoslovanskega
znanstvenega casopisa — zagrebske Fizike — in je njen glavni urednik. Bil je med
ustanovitelji glasila zvezne komisije za jedrsko energijo — beograjske Nuklearne energije
— in njen glavni urednik. |

Od stevilnih drugih pomembnih funkcii omenimo samo nekatere. Bil je ¢lan zvezne ko-
misije za jedrsko energijo, predsednik njenega strokovnega odbora, predsednik sveta za
naravoslovne znanosti pri zveznem svetu za koordinacijo znanstvene dejavnosti in pozneje
predsednik komisije za fiziko v tem svetu.

Bil je stirikrat odlikovan, zadnji¢ 1975 z redom republike s srebrnim vencem.

Uredniski odbor Obzornika in upravni odbor drustva Cestitata slavljencu in mu kliceta:

»Se na mnoga leta.«
Janez Strnad

FIZIKOM

REZULTATI ANKETE, KI JE BILA POSLANA TEHNISKIM

Na obénem zboru DMFA SRS 1974 v Portorozu je bila ustanovljena sekcija za razisko-
valno in aplikativno dejavnost v fiziki. Ta sekcija naj bi povezovala nekatere skupine fizikov,

ki doslej niso dovolj sodelovale v drustvu.
Uspeh take sekcije je precej odvisen od delovnega programa. Zato smo zeleli zvedeti
mnenje tistih, ki naj bi v sekciji sodelovali. Kakim 250 tehniskim fizikom po Sloveniji

smo poslali anketne liste s temi vprasaniji:

i. a Podrodje(a) vaSega dela
b Vrsta delovine organizacije, kjer ste zaposleni
¢ Koliko fizikov zaposluje vasa delovna organizacija

. Ali ste ¢lan Drustva matematikov, fizikov in astronomov SRS

3. a Ali prejemate Obzornik za matematiko in fiziko
b Kaj pogresate v njem |
¢ Ali je Obzornik primerna revija za objavo prispevkov z vasSega delovnega podrodja
4. Menite, da bi moral v okviru DMFA potekati del obves€anj med fiziki, ki delajo v raziskovalnih
in razvojnih organizacijah, birojih ter v industrijskih laboratorijih v naslednjih oblikah:
a obdasni seminarji iz raznih podroc€ij fizike, ki se uveljavljajo pri nas
b predavanja o perspektivah in novejSih dosezkih v fiziki

)

28



¢ poletne sole
d obéni zbor DMFA, zdruZen z delovnim simpozijem ali poletno Solo

e druge oblike dela
Obkrozite obliko dela, ki se vam zdi primerna ali odgovorite ob8irneje na posebnem listu
5. a Ali ste pripravljeni aktivno sodelovati v dejavnostih, omenjenih v prejSnji tocki
b Kaksno bi bilo vase sodelovanje (referat, predavanje, udelezba na omenjenih sestankih itd.)
¢ Ali lahko predlagate temo za seminar ali predavanje
d O ¢em bi lahko porocali
6. a Ali ste se udelezili 1. simpozija o uporabni fiziki v Skofji Loki
b Ali naj v prihodnje nadaljujemo s takimi seminarji v slovenskem ali pa v jugoslovanskem
okviru
¢ Kako pogosto naj bodo ti seminarji
7. Kaksni so vasi predlogi za delo Sekcije za raziskovalno in aplikativno dejavnost na podrocju
fizike pr1 DMFA?

Dobili smo 42 odgovorov, od teh precej vec kot polovico od fizikov, ki so zaposleni
v industriji. Zal moramo ugotoviti, da je znaten del fizikov (30%)), ki so odgovorili na
anketo, prenehal biti ali pa Se ni ¢lan DMFA SRS. Upamo, da se bo to kmalu izboljsalo.
iz odgovorov povzemamo, da si ti fiziki Zele razlinih seminarjev, predavanj in moznosti,
da porocajo o svojem delu. Skoraj vsi so pripravijeni aktivno sodelovati pri delu sekcije.
PreveC prostora bi porabili, e bi analizirali vse toCke v anketi. Ustavili b1 se le pri

zadnji — pri predlogih za delo sekcije. Naj navedemo nekatere od njih.

Pomagati pri zbliZanju osnovnih in aplikativnih raziskav ter pri bolj$1 povezavi
med fiziki, ki1 delajo na razlicnih podrocjih (ta predlog se ponovi nekajkrat)

— vpeljati stalno rubriko v Obzorniku

— posredovati prizaposlitvah fizikov, skrb
se s sorodnimi sekcijami drugod

— organizirati strokovne seminarje in poletne Sole

— posredovati, da se prilagodi program Studija na vseh stopnjah potrebam slovenske
industrije

— poskrbeti, da bo univerza seznanjena z delom in potrebami po znanju tistih fizikov,
ki so v industriji | |

— racunalnistvo naj dobi veljt poudarek v ucnih nacrtih oddelka za fiziko

— objaviti delovni program sekcije.

=t1 za strokovno obvesCanje Clanov, povezati

Predlogov je bilo Se veC, vendar so tako sorodni zapisanim, da jih ne kaze posebej na-
Stevati. __

Omeniva naj Se to, da bo sekcija to jesen priCela s seminarjem, namenjenim fizikom, ki
se ukvarjajo z aplikativno dejavnostjo. Prav tako bo sekcija v maju ali juniju 1977 orga-
nizirala simpozij, podoben Skofjeloskemu. Podrobnosti o seminarju in simpoziju bodo
pravocasno objavljene.

Janez Stepisnik in Zvone Trontelj




DEVETO ZVEZNO TEKMOVANJE STUDENTOV MATEMATIKE

Letosnje Studentsko tekmovanje iz matematike je bilo 3. aprila v Beogradu in je bilo
— kot Ze vsa leta — zdruzeno z mednarodnim Studentskim tekmovanjem iz analitske
kemije. Z udelezbo ekip iz Poljske (tokrat 1z Y.odza in Poznana) je bila konkurenca tudi
pri matematikih deloma mednarodna. Posamezne univerze so letos posiljale v ekipi po
tri tekmovalce, z izjemo Ljubljane, od koder jih je prislo pet. Iz Zagreba sta bili dve ekipi,
1z Beograda tri. Med nastopajocimi so bili Se tekmovalci 1z Novega Sada, Pristine, Sara-
jeva in Skopja.

Organizacija tekmovanja samega je Ze tradicionalno nekoliko anarhiCna in odvisna
od dobre volje in prostega Casa nekaj beograjskih asistentov, veCinoma bivSih tekmovalcev
(omenimo M. Asic¢a, M. Bozica in V. Jankovica), ki pripravijo naloge in skupaj z nekate-
rimi vodji ekip pregledujejo rezuitate. Tokrat je bil zaradi nesporazuma med Studentsko
organizacijo (ki je uradni organizator) in asistenti seznam podrociy za tekmovanje 1zredno
sirok. (To je bilo v pravem nasprotju s kemijskim prvenstvom, ki je omejeno na eno samo
ozko podroCje.) Vsak udelezenec je iz omenjenega seznama (narejenega po programu
beograjske univerze) ze doma izbral dva predmeta, ki naj b1 ju poslusal to Solsko leto. Iz
vsakega podrocja sta bili dve nalogi, skupni Cas reSevanja pa Stiri ure. Nekaj tekstov je
objavljenih na koncu tega Clanka.

Ceprav je bilo rezultate prav zaradi razliéne izbire podroéij veckrat tezko ali nemogoce
primerjati, le ima uradni vrstni red posameznikov doloCeno tezo. Kot lani je bil tudi letos
najboljSt Andrzejczak Gregorz iz Y.odza, ki je pri algebr: II in topologiji dosegel 95 tocCk
od stotih. Takoj za njim je Jozef Varga iz Beograda (analiza I in algebra I) z 90 toCkami.
Potem so Se SiniSa VreCica (funkcionalna analiza in topologija) ter Pavle Mladenovié
(analiza II in analitiCna geometrija) s 55 ter Riszard Donecki (algebra II in topologija)
in Marko Tadi¢ (funkcionalna analiza in topologija) s 50 toCkami. Med Slovenci je bil
najboljsi DuSan Repovs (algebra II in topologija) s 47 toCkami, solidni pa so bili Se Franci
Forstneri¢, Bojan Mohar in Miijam Cveti€ (vsi analiza 1 in algebra I). Ekipno smo zasedli
cetrto do peto mesto.

Ker se na naSem oddelku veckrat pojavljajo dvomi o koristnosti takih tekmovanj, Se
posebej za nase Studente, bom izkoristil to priloznost za nekaj; komentarjev. Popolnoma
res je, da so nasi Studentje, predvsem v primerjavi z beograjskimi, na tekmovanju obiCajno
v slabSem polozaju. Celo pri tako osnovnih predmetih, kot je analiza I, se programi raz-
likujejo, v vis§jih letnikih pa veckrat sploh ni ekvivalentnih predmetov. Tudi nacin pouce-
vanja tam je marsikje blizji takim tekmovanjem kot pri nas. Nekaj omenjenih slabost1 bi
odpadlo, ¢e bi tekmovali le studentje prvih dveh letnikov in Ce bi skrCili 1zbor predmetov.
(Sicer pa zZe tako in tako Cetrtih letnikov na tekmovanju skoraj n1 mogocCe opaziti). TeZe
je premiSljevati ¢isto splosno o smislu takega merjenja moci. Vsekakor je to — nekoliko
enostranska — preizkusSnja znanja in sposobnosti in tako moznost za uveljavitev. Hkrati
je to za nase Studente ena od redkih prilozZnosti, da se seznanijo s kolegi z drugih univerz.
Seveda pa ni prijetno doziveti na takem tekmovanju neuspeh. Ker pa sicer pri nas (in tu
ne mislim samo matematike) konkurenca ni kdo ve kako ostra, ima taka konirontacija
vcasih tudi ugoden ucinek.

Naloge
Analiza I

1. Naj bosta fin g realni funkciji, definirani na intervalu [a, o0] in A pozitivno Stevilo. Denimo,
da sta fin g omejeni na vsakem konénem intervalu [a, 6], da g z rastoim x narasSca Cez vse meje
in da obstaja (kon¢na ali neskon¢na) limita

im (f(x + h) —f(x) (g(x + A) — g(x)™

X — 00
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