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m&n@k obravnava klasi¢ni Jordanov in Schoenfliesov izrek ter njuni j @spmsﬁw za prostore
vi§jih dimenzij. Vecina dokazov je izpus€enih.
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This article @Escm%s the classical Jordan and Schoenflies theorems and their generalizations to
higher dimensions. Most proofs are omitted.

jordanov 1zrek

Ker je v Obzorniku nedavno izSel Clanek [18], ki podaja osnovne pojme topologije,

bomo tu privzeli, da so ti pojmi znani.

Fnostavna sklenjena krivulja je topoloski prostor, ki je homeomorfen enotski kroznici

St v ravanini B2, Slika 1 prikazuje prim ivulje. Beseda enostavna naznacuje, da gre
k1 »sama sebe ne seka« (narekovaji so tu zato, ker uporabljamo

za »sklenjeno krivuljo«,
nejasne pojme; vsaj tu jih nismo definirali). Za primerjavo je na sliki 2 »sklenjena krivulja«,

ki n1 enostavna.

Slika 1 Slika 2

formuliral tale izrek, ki ga d

[eta 1893 je C.
Jordanov 1zrek:
1.1. Jordanov izrek. Vsaka enostavna skienjena krivulja v ravnini deli ravnino na dve polji
in je rob obeh teh dveh polj.
m ga je podal Jordan za ta izrek, ni bil | mvﬂma
kazal L. E. J. Brouwer. Kljub temu se izrek po pravici imenuje po Jordanu, kajti on je p
spoznal, da tu ne gre za ocitno resnico, ampak je treba nekaj dokazati. Ker se tudi danes
marsikomu zdi pravilnost Jordanovega izreka sama po sebi razumljiva, ne bo odvecC, Ce
1alo komentiramo. Najprej ga povejmo precizneje:
lanov izrek., Ce je K enostavna sklenjena krivulia v R2, potem je komplement

K unija dveh z:zepmzmk disjunkinih, odprtih, pmfezamiz mnoZic, recimo Uin V, in K je

mé tako za U kot za V {Z drugimi besedami: zaprtji U in V sta enaki U U K oziroma V U K).
Ta izrek gotovo mocno sugerira nasa intuicija, ni pa nobenega razloga, zakaj naj bi bila
njegova pravilnost ocitna. Bralcu priporodam, da poizkusi dokazati izrek za K = §';

ta dokaz je zelo lahek, toda sSe vedno je treba nekaj dokazati.

Kasneje je 1zrek pravilno « @w

izrek n

* Predavanje s tem naslovom je imel avtor na aktivu matematikov 9. 10. 1974. v Ljubljani.




Izrek 1.2 vsebuje veC trditev. Pokazali bomo, katere od njih je lahko dokazati, da bo
bolj vidno jedro problema.
| Bodi X poljuben topoloski prostor. Komponenta prostora X je vsaka maksimalna po-
vezana podmnozica v X; to je torej taka povezana mnozica C < X, da je vsaka mnozica
Y < X, ki1 vsebuje C kot pravo podmnoZico, nepovezana. Seveda je X povezan prostor
tedaj in le tedaj, ko je X edina komponenta v X. Nepovezani prostori pa morejo imeti
poljubno mnogo komponent, tudi neskonCno mnogo. V vsakem primeru pa velja:

1.3. Lema. Komponente poljubnega prostora X so paroma disjunkitne in njihova unija je
ves prostor X.

To je posebno lahko dokazati, Ce je X odprta mnoZica v R? ali v poljubnem prostoru R".
S podobnim premislekom kot v dokazu izreka 4 v [18] namreC lahko pokazemo, da je za
poljubno toCko x € X komponenta, ki vsebuje x, enaka mnozici vseh tocCk iz X, ki jih je
mogoce povezati z x s kako poligonalno Crto.

1.4. Lema. Komponente odprte mnozZice v R? (ali v poljubnem prostoru R") so odprte
mnoZice.

Dokaz. Naj bo U poljubna odprta mnozica v R? in C komponenta mnozice U. Vzemimo
poljubno to¢ko x € C. Ker je mnozZica U odprta, vsebuje krog, recimo D, s srediS¢em x.
Vsako toCko iz D lahko zvezemo z x z daljico (ki lezi v D in zato v U), zato je D < C. Mno-
zica C vsebuje torej hkrati z vsako svojo toCko Se dovolj majhen krog okoli te tocke, zato
je C odprta mnozica v R2,

1.5. Lema. Naj bo X kompakina mnoZica v R? (ali v poljubnem prostoru R"™) in naj bo U
poljubna komponenta komplementa mnozice X. Potem vob mnoZice U leZi v X (in zato zaprije
Uleziv UU X).

Dokaz. Naj bo x € R? — X. Treba je pokazati, da x ni robna toCka za U. Oznalimo z V
komponento mnozice R? — X, ki vsebuje x. Po 1.3 je bodisi V = U, bodisi V) U = .
Ceje V = U, je x notranja tocka za U, ¢e paje U N V = 0, je x zunanja tocka za U; po 1.4
sta namreC mnozici U in V odprti. V nobenem primeru torej x ni robna tocka na U.

Vrnimo se zdaj k Jordanovemu izreku 1.2. Enostavna sklenjena krivulja K je homeo-
morfna enotski kroznici, torej je kompaktna. Iz zgornjih lem zato sledi, da je komplement
R? — K unija disjunktnih povezanih in odprtih mnoZic — komponent mnozZice R2 —K
— 1n da je rob vsake od teh komponent vsebovan v K. Nedokazani ostaneta Se dve trditvi
izreka, namrec, da ima R? — K natancno dve komponenti in da rob vsake od njiju pokrije
celo krivuljo K. Nobena od teh dveh trditev ni kar oCitno pravilna in je tudi ni lahko dokazati
(kar se tiCe Stevila komponent, ni lahko pokazati niti, da je mnozica R? — K nepovezana,
nit1, da Stevilo njenih komponent ni ve€je od 2). Jasno je tudi, da nobena od teh dveh trditev
ne bo nujno drzala, ¢e zamenjamo enostavno sklenjeno krivuljo K s splosnejSo kompaktno
mnozico. Slika 3 prikazuje 1-razsezno kompaktno mnozico v R? katere komplement ima
veC kot dve komponenti, na sliki 4 pa je kompaktna mnozica X, katere komplement ima
sicer dve komponenti, vendar rob ene od njiju ne pokrije vse mnozice X. Bolj presenetljivo
je, da obstaja v R? tudi taka kompaktna mnozica X, da ima njen komplement veC kot dve
komponenti, pa je vseeno vsaka tocka iz X robna za vse komponente iz R?> — X.

Slika 3 Slika 4
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Obicéajni dokazi Jordanovega izreka so Cisto elementarni, tako da ne zahtevajo niC kaj
veC znanja topologije, kot ga bralec dobi iz [18]; so pa razmeroma dolgi in zapleteni. Z
tu dokaza ne bomo napravili. Kogar dokaz zanima, si ga lahko ogleda npr. v knjigah [1]
[12], [13]. V [3] pa je zelo lep 1n preprost dokaz (ki bi bil razumljiv tudi dijakom srednjih
ali celo osnovnih $ol) Jordanovega izreka za primer, da je K poligonalna enostavna skle-
njena crta.

Se dve opombi. Ce je X poljubna kompaktna mnoZica v
nent iz R* — X neomejena, torej taka, da je ne pokrije noben krog. MnoZica X je namrecC
@}@na. in zaﬁm jo Eahko pokrijemo s kakim krogom D. Zunanjost kroga je potem odprta

| R — X in je oCitno povezana in neomejena. Zato ta mnozica lezi v neki kom-

b Oﬁmm iz R? — X. Vse druge komponente iz R* — X pa potem leZijo v D, torej so omejene.

Ce je K enostavna sklenjena krivulja v R2, imenujemo omejeno komponento iz R
notranje polje krivulje K neom@j@mo komponento pa zunanje polje.

Druga opomba je fcaﬁ@ yznacimo z S? enotsko 2-razseZzno sfero, torej rob @nmsﬁ{@ krogle
3. Bodi K enostavna sﬁdemma krivulja na §2. Ce je x, poljubna tocka v §% — K, lahko

S2 — {x,} preslikamo s stereografsko projekcijo homeomorfno na B2 [18; str. 7} Pri tem
Zato iz 1.1 brez tezav

R? je natanko ena od kompo-

se seveda K preslika na neko enostavno sklenjeno krivuljo v K2

dobimo:
1.6. Posledica. Ce je K enostavna sklenjena krivulja v S2, ima komplement S? — K natanko
dve komponenti in K je rob obeh teh komponent.

Oznacimo z E zaprti
mmgm krog v R2. Topoloski pmsmr homeomorfen E, bomo immOWh disk. Leta 1908 je
\. Schoentlies [16] dokazal tole dopolnitev Jordanovega izreka:

R?, je zaprije njenega

. Sch K enostavna sklenjena krivulja v
mm‘mmega p@{m disk. |

Schoenfliesov dokaz je bil Cisto topoloski. Nekaj let kasneje pa je Caratheodory pokazal,

da se Schoenfliesov izrek da izpeljati iz Riemannovega izreka o konformnih preslikavah.

)choenfliesov 1zrek marsikomu zdi ociten. Enostavna sklenjena krivulja

Verjetno se tudi S

je namreC nekak8na zveriZzena kroznica. In Ce kroznico S* lahko deformiramo v K, »gotovo«
lahko obenem deformiramo notranje polje kroznice S* na notranje polje krivulje K. Kasneje
bomo videli, da je tak »sklep« zmoten.

Schoenfliesov izrek je ekvivalenten vrsti drugih trditev (in zato tudi vsaki od teh trditev

pravimo Schoenfliesov 1zrek):

2.2, lzvek. Tele trditve so ekvivalenine:

a) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K
K disk.

b) Za vsako enostavio sklenjeno krivuljo
ki preslika K na enotsko kroznico S*.

c) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K < S? sta zaprtji obeh komponent komplemenia
S? — K diska.

d) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K
preslika K na »ekvator« sfere S2, to je na mnoZico to¢k v S%, ki in

Ta 1zrek bomo dokazali bolj povréno. Pokazali bomo, da veljajo implikacije (a) — (¢) —

— (d) = (b) — (a).

< S? obstaja homeomorfizem S* — S%, ki
iajo 3. koordinato enako 0.




Da iz (a) sledi (¢), dokazemo takole: Krivulja K deli S? na dve odprti mnozici, recimo
Uin V (glej 1.6). Izberimo poljubno tocko x, € ¥V in naj bo z: 8% — {x,} — R? poljuben
homeomorfizem (recimo stereografska projekcija). Potem je A(K) enostavna sklenjena
krivulja v R? in A(U) je njeno notranje polje. Po (a) je zato A(U) U h(K) disk, torej je tudi
U U K disk. Analogno dokaZemo, da je ¥V U K disk.

Dokaz, da iz (c) sledi (d): Bodita D, in D, zaprtji komponent mnozice S — K. Po (¢)
sta D,in D, diska. Naj bosta B, in B, zaprta zgornja in spodnja hemisfera na S2, torej diska,
ki ju ekvator omejuje v S%. Izberimo homeomorfizem g krivulje K na ekvator. Po [19; 7.2]
je g mogoce razSiriti do homeomorfizma 4, : D; — By in do homeomorfizma 4, : D, — B,. Ta
dva homeomorfizma skupaj sestavljata homeomorfizem %: 5% — S2, ki seveda K preslika
na ekvator.

Dokaz, da iz (d) sledi (b): Bodi s »severni pol« na S? in naj bo f: §% — {s} — R? stereo-
grafska projekcija. Ce je K dana enostavna sklenjena krivulja v R2, je f~1(K) enostavna
sklenjena krivulja na S? in zato po (d) obstaja homeomorfizem % : S? — S2, ki /~1(K) preslika
na ekvator. Iz [19; 3.6] zlahka sledi, da obstaja homeomorfizem g : S? — S2, ki ne premakne
nobene tocke na ekvatorju, tocko /%(s) pa preslika nazaj v s. Kompozitum g 4: 5% — §2
je spet homeomorfizem, ki /~1(K) preslika na ekvator, in poleg tega je g ° h(s) = 5. Kom-
pozitum fo g o fo f~! pa je potem homeomorfizem R? na R? ki K preslika na S*.

Dokaz, da 1z (b) sledi (a), je Se najlazji in ga bomo i1zpustili.

Pri zacetni formulaciji Schoenfiiesovega izreka (2.1) smo se sklicevali na Jordanov izrek.
Za formulacijo trditve (b) iz 2.2 pa nam Jordanov izrek ni potreben, pac€ pa Jordanov izrek
oCitno sledi iz 2.2 (b). Ker lahko tudi dokazemo 2.2 (b) brez sklicevanja na Jordanov izrek,
ubijemo tako dve muhi na en mah. Po tem lahko pri¢akujemo, da je dokaz Schoenfliesovega
1zreka tezji kot dokaz Jordanovega, in res je tako. Zato tu seveda tudi Schoenfliesovega
1izreka ne bomo dokazovali. Bralec si dokaz lahko ogleda npr. v [9], [10], [12] ali [13] (t1
dokazi si niso enaki). Dokaz Schoenfliesovega izreka za poligonalne enostavne sklenjene
krivulje je mnogo lazji kot dokaz splosnega izreka 1 bi nam bil Cisto dostopen (glej npr.
[4]). Vendar tudi tega dokaza ne bomo napravili, da se nam Clanek ne bo preveC razviekel.

Iz Schoenfliesovega 1zreka z lahkoto dobimo:

2.3. Posledica. Ce sta J in K poljubni enostavni sklenjeni krivulji v R2, obstaja homeo-
morfizem R? — R?, ki J preslika na K.

Dokaz. Iz 2.1 in 2.2 sledi, da obstajata taka homeomorfizma fin g iz R? na R?, da je
f(J) = Stin g(K) = St. Kompozitum g o f je potem homeomorfizem iz R 2, ki
preslika na K.

3. Jordanov izrek v visjih dimenzijah

Pri topologiji Stejemo homeomorine prostore za enake, ekvivalentne. Zato bomo vsak
prostor, ki je homeomorfen standardni n-sferi S”, to je enotski sferi v R"+l, imenovali
topoloska n-sfera. Topoloska 1-sfera je torej isto kot enostavna sklenjena krivulja.

Leta 1912 je Brouwer [5] dokazal tole naravno posplositev klasiCnega Jordanovega izreka:

3.1. Jordan-Brouwerjev izrek o separaciii. Ce je K poljubna topoloska (n — 1)-sfera v
nR"(n = 2), potem ima komplement R" — K natanko dve komponenti in K je rob vsake od njiju.

Originalni Brouwerjev dokaz je bil tezak. Po mogoCnem razvoju, ki ga je algebra:Cna
topologija napravila od tistih Casov, pa je dokaz postal preprosta topoloska vaja. Mi tule
sredstev algebraiCne topologije nimamo in zato nam je dokaz izreka 3.1 nedostopen. No,
kljub temu lahko povemo o njem nekaj besed. Ce je U odprta mnoZica v R", je §tevilo
njenih komponent doloceno z ni¢to homolosko grupo H,(U). Ce je U komplement kom-
paktne mnoZice K, je po Alexandrovem dualnostnem izreku grupa H,(R" — K) izomorfna
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(n — 1)-ti Alexander-Cechovi kohomoloski grupi H"1(K), ta pa je odvisna le od topo-

loSkega tipa mnoZice K (celo samo od njenega homotopskega tipa). Tako dobimo:

. Ce sta K in L homeomorfui kompakini m
" — L isto Stevilo komponent.

R"(n = 2) im

Komplement sfere S"1 v

Posledica. Ce je K ropoloska (n — 1)-sfera v R"(n = 2), ima R K dve komponenti.

€@ jek <mn, 1d@mzﬁmm}m0 vsako togko x = (&, ..., &) € R¥stotko (&, ..., &k, 0, ..., 0) €
R" ki ima prvih £ koordinat enakih koordinatam tocCke x, zadnjih » — &k koordinat p

@mkzh 0. S m identifikacijo postane R* k-razsezna koordinatna ravnina v R
R* in enotska (k — 1)-sfera S** < R*

postaneta zaprta enotska krogla B* <
i". Ta dogovor bomo upostevali do konca ¢lanka.
Prav lahko je videti, da je pri &k =< n komplement krogle B* v prostoru

iz 3.2 sledi:

@dmn@mm

" povezan. Zato

= 2} homeomorfna zaprti enotski krogli
prostora R* Uc < ﬁ} je Hj@?’z nplement R B povezan.

Z rezultatom 3.3 Ze imamo del izreka 3.1. Pri dokazovanju ostalega si pomagamo s 3.4
(verjetno ni mogoce dokazati izreka 3.1, ne da bi spotoma dokazali 3.4 vsajza k = n—1;
zato nekateri vkljucijo 3.4 kar v formulacijo Jordan-Brouwerjevega izreka). Naj bo iﬁmj

Rn m m@ @‘bsm_}a ieomorfizem f: S*™ ! - K. P ] R" — K dve komponenti
recim moramo se, da je vsaka tocka 1z K mbn& za Vin W. Pa recimo, da
toCka x, € K ne E@m na mbu mnozice V. Potem obstaja odprta ckolica U wdw x, v R", ki
mnoZice V ne seka. Ker je preslikava f zvezna, ima tolka 7, = f~1(x,) tako okolico
G v S*1, d& ie f(G) <« U. Pri mm lahko vzamemo za G kar pmsek sfere St
z dovolj majhno odprto kroglo v fR", ki ima srediSCe v ¢, (glej sliko 5 za primer n = 2).

Slika 5

Pri takem G pa je mnoZica H = S" ! — G (in prav tako G) homeomorfna B*1 (to je prav

mm@ pokazati neposredno; ne potrebujemo kakega Schoenfliesovega izreka).

tudi mnozica f(H) homeomorfna B"! in zato je po 3.4 njen komplement R

vezan. Ce si torej izberemo poljubni todki v € Vin w € ¥, obstaja po EZE‘@RU 41z H& poli-
R" — f(H) od v do w. Ker v in w pripadata razlicnima komponentama
(, mora P nekje sekati K. Naj bo x prva tocka na P (Ce gremo od v proti w),

. Seveda je x € f(G) < U. Ker je mnoZica U odprta, je okolica za x 1n zato vsebuje

ki E@m v K
vse tocke na P, ki so dovolj blizu x. Toda vse tocke na P med v in x so v V (po definiciji

tocke x), torej je U (1 V # 0. S tem pa smo prisli do protislovja, torej je bil privzetek, da x,
ni robna toCka za V, napacCen. Enako pokazemo, da je vsaka toCka iz K robna za W.

g @ﬂgka Qﬁa
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V [18; str. 7] je bil brez dokaza naveden tale i1zrek:

3.5. Brouwerjev izrek o invarianci odprtih mnozic. Ce sta U in V homeomorfni podmnoZici
prostora R" in ¢e je mnoZica U odprta, potem je tudi V odprta.

To je eden najosnovnejSih izrekov v topologiji evklidskih prostorov in mnogoterosti
(glej npr. [18], str. 7 in str. 15, ter [19], str. 27 in dokaz 1zreka 2.2). Pokazimo, da 3.5 doka;j
preprosto sledt 1z 3.3 i1n 3.4 (za k = n).

Vzemimo poljubno tocko y € V. Treba je pokazati, da je y notranja toCka za V. Izberimo
homeomorfizem f: U — V in naj bo x = f~(y). Ker je mnozica U odprta, obstaja taka
zaprta krogla O s sredisCem x, da je Q < U. OznacCimo z S rob krogle O, s O° pa njeno
notranjost.

Oglejmo si podmnozici f(Q°) in R — f(Q) mnozice R" — §. MnozZica f/(Q°) je povezana
(ker je zvezna slika povezane mnozice O°) in zato vsa lezi v eni sami komponenti mnozice
R" — S. Tudi mnozica R" — f(Q) je povezana (in sicer po 3.4 za k = n), torej tudi ta lezi
vsa v eni sami komponenti iz R" — S. Toda R" — S ima po 3.3 natanko dve komponenti
in ker f(Q°) in R"—f(Q) skupaj pokrivata vso mnozico " — 8§, ni druge moznosti,
kot da je vsaka od mnozic f(Q°), R" — f(Q) kar enaka eni od komponent v R" — S. 1z
1.4 zato sledi, da je mnozica f(Q°) odprta v RR". Seveda je y = f(x) € f(Q°) < V, torej
je y res notranja tocka mnozice V.

4. Schoenfliesov izrek v viSjih dimenzijah

Pr1 Schoenfliesovem izreku je manj jasno kot pri Jordanovem, kaj naj bi bila »prava«
posploSitev na vi§je dimenzije. Za sploSne prostore R" lahko namre¢ formuliramo velraz-
licnih trditev, za katere je klasiCni Schoenfliesov izrek (ali kaka ekvivalentna trditev 1z 2.2)
poseben primer. Najbolj direktna posplositev pa bi bila najbrz tale:

4.1. Domneva. Za vsako topolosko (n — 1)-sfero K < R" je zaprtje njenega notranjega
obmodja homeomorfno B". |

Ta domneva je napacna za vsak » > 2. Menim, da je to eden od primerov, ko nas »zdrava
pamet« vara. Domnevo 4.1, recimo za n = 3, je namreC mogoce »dokazati« prav tako kot
‘klasiCni Schoenfliesov izrek : Ce je K zverizena sfera, potem tisto, kar je znotraj, ne more biti
ni¢ drugega kot zveriZzena krogla. Prvi primer topoloske 2-sfere v R3, za katero je domneva
4.1 napacna, je leta 1924 konstruiral Alexander [2]; tista topoloSka 2-sfera je kasneje dobila
ime Alexandrova rogata sfera, ker jo konstruiramo tako, da na okroglo sfero nataknemo
neskontno mnogo »rogov«, ki se med seboj prepletajo. Tu bomo rajs$i pokazali neki drug
primer, ki1 ga je laze opisati in narisati.

Najprej pa tale opomba: za vsak n lahko formuliramo trditve, analogne (a), (b), (¢) in
(d) iz 2.2, in potem lahko dokaZemo (s prakti¢no istim dokazom kot pri 2.2), da so vse te
posploSene trditve med seboj ekvivalentne — le da so pri » = 3 vse napacCne. Tako je npr.
trditev iz 4.1 ekvivalentna tejle (za » = 3 napacni) trditvi:

4.2. Domneva. Za vsako topolosko (n — 1)-sfero K < I
ki X preslika na S™ 1.

Opozorimo, da sta trditvi 4.1 in 4.2 ekvivalentni le tako, kot sta napisani: ¢e je za vsako
topolosko (n — 1)-sfero v R" zaprtje njenega notranjega obmocja homeomorfno B", potem
je vsako topolosko (n — 1)-sfero v R™ mogoce preslikati na S"1 s homeomorfizmom vsega
prostora R"; in obratno. Za kako posamezno topolosko (n — 1)-sfero K < R" pa se lahko
zgodi, da je zaprtje njenega notranjega obmocja homeomorfno B”, pa vseeno ni homeo-
morfizma R" — R", ki bi K preslikal na S". Prav sfera, ki jo nameravamo zdaj poka-
zati, je taka.

obstaja homeomorfizem R" — R",
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V skladu s splogno E’@@O fg@ @E@Sk@ (n — 1)-sfero K " imenovali krotko, Ce
obstaja kak homeomorfizem K K preslika na S™; e pa takega homeomorfizma
ni, je K divja topoloska sfera.

Vzemimo kroglo B?® in jo razsvaljkajmo v dolgega, tankega, na obeh koncih zagiljenega
Crva (slika 6). Ta Crv je homeomorfen B2 in njegov rob je homeomorfen $2. Zdaj pa tega ¢rva

na obeh koncih neskoncnokrat zavozlajmo (podobno kot delamo z nitjo pri kvackanju):

Slika 6

Slika 7

proti koncu naj vozli postajajo vse manjsi in naj na vsaki strani konvergirajo proti ent sami
tocki (p oziroma g) — glej sliko 7. Crv, &eprav zavozlan, je $e vedno homeomorfen B2 in
njegov rob — imenujmo ga K — je homeomorfen S* Topoloska 2-sfera K je divja. Da se
namrec pokazaﬁ da msﬂ@ zunanje Obm@q@ ni homeomorino zunam@mu Obnoqu 28 S
(to je R -
je mnozica R3 |
lahko znotraj i B3 zvezno stisnemo v m@ko. Ce bi bil komplement ¢rva na Sth 7 homeo-
morfen K3 — B3, bi bil tudi sam enostavno povezan; da pa se pokazati, da npr. kroZnice J,
kot j@ narisana na sliki 7, nt mogoce zvezno stisniti v tocko v komplementu Crva.

1t1 moramo, da pmvkaf @m@na homotopska metoda ne da natanCnega kri-
teryja za razloCevanije med divjimi in ks imi topologkimi sferami. Ce npr. érva na sliki 7
presekamo na pol in nato levo poiovwo odvrzemo, bo desna polovica Se vedno homeomorfna
B3; za njen komplement v R? pa se da pokazati, da je ne samo enostavno povezan, ampak
celo homeomorfen R B3. Kljub temu se izkaze, da je tudi desni »polCrv« divjl.
Pokazali smo primer topoloske 2-sfere v IR3, katere zunanje obmocje je »slabo«. Od tod
lahko takoj dobimo topolosko sfero, pri kamm zaprtje notranjega obmodcja ne bo homeo-
morfno B3: prejSnjo topolosko sfero K preslikajmo z inverzijo glede na poljubno sfero, ki
ima srediSCe v notranjosti nasega Crva (manj uCeno povedano: e si ¢rva na sliki 6 mislimo
praznega, tj. brez notranjosti, mu konice lahko zavihamo navznoter in potem znotraj
napravimo tistih neskoncno mnogo vozlov).
Se na nekaj bi bilo treba opozoriti: neskonéno mnogo vozlov ¢érva ne napravi nujno
divjega. Razmeroma lahko je pokazati, da je povrSina Crva na sliki 8 krotka topoloska

2-sfera.

Slika 8

Bralec more najti v [8] odli¢no in pristopno napisano ter obenem dokaj izCrpno porocilo
o znanih rezultatih glede topoloskih 2-sfer v R3. Ta teorija je najbolj cvetela v letih od 1955
do 1970. Do danes se je teziS€e premaknilo bolj na Studij vi§jiih dimenzij.

Divje topoloske sfere v vi§jih dimenzijah dobimo iz nizje dimenzionalnih s konstrukcijo,
ki se ji pravi suspenzija. Zaradi nazornosti zaCnimo v ravnini. Vzemimo poljubno topolosko
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1-sfero (enostavno sklenjeno krivuljo) K v R2? Izberimo tocki u,v € R® — R? tako, da bo
u »nad« ravnino R?, v pa »pod« njo. Suspenzija nad K z vchovoma u in v — oznacili jo bomo
s 2K — je unija daljic od u# do vseh toCk iz K in daljic od v do vseh tock 1z K; to je tore;
dVO_]nl stozec z bazo K. Vsak homeomorfizem K — S! oCitno lahko raz$irimo do homeo-
morfizma XK — $? (tvorilke suspenzije preslikamo na meridianske polkroge na $2); 2K je
torej topoloska 2-sfera v RR3. Analogno konstruiramo za vsak z in za vsako topolosko
(n — 1)-sfero K < R" suspenzijo 2K < R"+l in ta je potem topoloska n-sfera.

Vzemimo zdaj tako (divjo) topolosko (n — 1)-sfero K < R" (n = 3), da ena od kompo-
nent mnozice R" — K ni enostavno povezana. Dokaj lahko je pokazati, da tudi ustrezna
komponenta mnozice R"t1 — YK ni enostavno povezana; natancneje, fundamentalna grupa
(glej [14]) vsake komponente mnozice R"t! — YK je izomorfna fundamentalni grupi ustrezne
komponente mnozice R” — K. Z indukcijo torej lahko pokaZzemo, da za vsak » = 3 obsta-
jajo divje topoloske (n — 1)-sfere v R™".

Kadar je kaka smiselna domneva — v nasem primeru 4.1 oziroma 4.2 — v sploSnem
napacna, se vedno vprasame, kdaj je pa le pravilna. M. Brown je leta 1960 nasel dovolj
zadovoljiv odgovor na to vpraSanje v nasem primeru. Da bi mogli formulirati njegov izrek,
moramo najprej uvesti pojem lokalne plos€atosti.

Vsaka toCka na S™ ! ima v S" ! kako okolico (npr. presek sfere S"1s poljubno dovolj
majhno odprto kroglo v R"), ki je homeomorfna R"! (primerjaj [19]). Ker gre za topolosko
lastnost, velja ista trditev za vsak prostor, ki je homeomorfen S”1. Ce je torej K poljubna
topoloSka (n — 1)-sfera v R", ima vsaka njena tocka x v K odprto okolico U, ki je homeo-
morfna R»-1, Ali pa se da tak homeomorfizem U — R"1 raz8iriti do homeomorfizma kake
okolice mnozice U v R" na kako okolico hiperravnine R"-1 v R"? V sploSnem ne; Ce pa,
pravimo, da je sfera K v tocki x lokalno plosCata. NatanCneje, topoloska (# — 1)-stera
K < R" je lokalno ploséata v tocki x € K, e obstajata taka odprta okolica ¥V za x v R" in
tak homeomorfizem 4: V — R", da je /(V N K) = R"1, Dalje pravimo, da je topoloska

sfera K lokalno plos¢ata, Ce je lokalno ploscata v vsaki svoji tocki.

Sfera S$"1 je lokalno plos¢ata. Tu namreC lahko vzamemo za okolico V poljubne tocke
x € 8" 1 kar odprti polprostor v R", omejen z (n — 1)-razseZzno ravnino, ki je pravokotna
na vektor od izhodis¢a do x. Homeomorfizem /4 konstruiramo tako, da odprto hemisfero
V (1 S"1 preslikamo na R"1, radialne poltrake iz izhodisca, ki lezZijo v ¥, pa na premice,
ki R"-1 sekajo pravokotno. Zapis§imo 4 za primer, da je x »severni pol« (O 0, 1): Ce vsako
tocko iz R" predstavimo kot par (y, #), pri Cemer je y € R" 1 in r e R, potem je homeo-
morfizem % dan s formulo A(y, ) = (y/t, log (|| ¥ |1? 4 £%)). Od tod zdaj o¢itno sledi, da je
lokalno ploS€ata tudi vsaka krotka topoloska (n — 1)-sfera v It". Brownov izrek ([6] in
[7]) pa pravi, da velja tudi obratno:

4.3. Posploseni Schoenfliesov izrek. Topoloska (n— 1)-sfera v R" je krotka tedaj in le
tedaj, ko je lokalno ploscata.

Povrsina Crva na sliki 7 torej ni lokalno plos€ata. V resnici je ta topoloska 2-sfera lokalno
ploScata povsod razen v toCkah p in g. PovrSina Crva na sliki 8 pa je lokalno plosc¢ata povsod,

tudi v p in g, pa Ce se to zdi Se tako neverjetno.
Z.a konec si oglejmo Se tole posplositev domneve 4.2 (ki je zato tudi posploSitev klaswnega |

Schoenfliesovega izreka):

4.4. Domneva. Za vsako topolosko k-sfero K < R"(k < n) obstaja homeomorfizem
R" —» R", ki K preslika na §* < R*¥1 < R"

Povedali smo ze, da je ta domneva napacna, ¢e je n = 3 in £k = n— 1. Pa je napaCna
tudi za vsak drug k£ > 0, Ce je le n = 3. Kot zgoraj nas zato zanima, ali je morda ta domneva
pravilna vsaj za kak razred »lepih« topoloskih k-sfer v R", npr. za gladke ali, splosneje,
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za lokalno ploscate (lokalno ploscatost pri poljubnem % definiramo podobno kot pri & =
= n— 1). Res se izkaZe (glej [17]), da je domneva 4.4 pravilna za vsako lokalno ploscato
topolosko k-sfero K = R", e jele k # n—2. Ce paje k = n— 2, je domneva 4.4 napatna
za Se tako lepe topoloske k-sfere v /". Tu se namreC pojavijo vozli. ( Ea;dk@ i@p@ﬁ@gk@ 1- Sf@m
K v R3, ki jo prikazuje slika 9, ni mogoce preslikati na S! z nobenim homeomorfizmom

Sitka 9

o, ] Moramo Spd zateC1 k homotopskim metodam. N1 tezko
pokazati, da je fundamentalna _grupa 7, (183 — §1) EZGE‘H@E‘fﬁ& gmm TC4 {Sl) ins mm adﬁwm
grupi celih Stevil £ (glej [14]). Ce bi

na S, bi bila seveda tudi komplementa R3 —

izomorfni fundamentalni grupi. Da pa se p@kazam da grupa
Bralcu, ki br ga zanimali problemi, kakrSne smo obravnavali v tem ¢lanku, priporocam

----- ushmgove knjigo [15].
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MILAN HLADNIK

AMS Subj. Class. (1970): 50 A 30, 28 A 75

Clanek obravnava, skupaj z nekaterimi sorodnimi vprasanji, naslednji problem, ki ga je zastavil
Kakeya: Poiskati lik z minimalno plos¢ino, v katerem je mogoce daljico dane dolZine obrniti za 180°.

ON AN EXTREMUM PROBLEM

How to find a plane figure of least area on which a line segment of a certain length can be moved
so that it returns to its original position but with its direction reversed? This old problem of Kakeya
is treated together with some related questions.

Zastavimo s1 naslednjo nalogo: Orientirano daljico Zelimo tako premikati po ravnini,
v kateri lezi, da se vrne v prvotno lego z nasprotno orientacijo. To seveda lahko storimo
na veliko naCinov, vpraSanje pa je, koliko »prostora« za tako gibanje potrebujemo. Daljico
dolzine a lahko npr. obrnemo v krogu s polmerom a/2, v Cetrtini kroga s polmerom a,
v polovici astroide x2/8 4 y2/3 = g2/, v enakostraniCnem trikotniku z viSino a itd. PlosCine
nastetih likov so po vrsti na®/4, na?/4, 3na?/16, a*/)3. Pa si predpiSimo Se pogoj, da je treba
~daljico zavrteti na ¢im manjS$i povrsini. To pa je Ze pravi problem, ki ga lahko formuli-
ramo takole:

Problem 1. Poiskati lik z minimalno plos¢ino, v katerem je mogoce daljico dane doiZine
obrniti za 180°. |

V matematiCni literaturi je problem znan od leta 1917, ko ga je postavil japonski mate-
matik S. Kakeya. Ceprav ni ostal dolgo nereen, je zaradi svoje zanimivosti e danes, po
skoraj Sestedesetih letih, sem in tja delezen pozornosti. V dvajsetih letih tega stoletja so se
s problemom ukvarjali nekateri znani matematiki in A. S. Besicovitch ga je leta 1928 resil
v vsej splosnosti [1]. Njegova reSitev je morda presenetljiva. Pokazal je, da lahko obrnemo
daljico na poljubno majhni povrSini. Metode, ki jih je uporabljal pri dokazovanju, so sicer
popolnoma elementarne, dokaz sam pa je precej zamotan. Sele pred nedavnim ga je B.
Fisher poenostavil [2]. V ¢lanku si bomo najprej ogledali Besicovitchevo reSitev, nato pa
bomo omenili Se nekaj sorodnih problemov.

Besicovitch je ugotovil, da je njegov rezultat posledica naslednje trditve:

Izrek 1. V trikotniku ABC razdelimo osnovnico AB na 2" enakih delov in poveZemo delilne
tocke z ogliscem C. Tako smo trikotnik razdelili na 2" elementarnih trikotnikov. Pri primerni
izbiri Stevila n je mogoce elementarne trikotnike premakniti vzdolZ daljice AB tako, da je
skupna povrsina, ki jo prekrivajo v novi legi, poljubno majhna.

Dokaz. Ploséina trikotnika 4BC naj bo S, dolzina osnovnice 4B pa c¢. OznaCimo delilne
tocke osnovnice z 4 = X, X1, X5, ..., X = B, kjer je m = 2". Premaknimo vsak trikotnik
Xo; Xo;C (i =0, 1, ..., 2" 1) vzdolZ osnovnice AB v desno za dolzino xc27", kjer je 0 < x << 1.
V novem poloZzaju naj bodo oglis€a X5;, Xy;,; in C’. Ta trikotnik deloma prekriva trikotnik
Xoi 11 X0140C, preseCiSCe stranic Xg; C’ in Xy, C oznaCimo z Y; (glej sliko 1). Elementarni
raCun nam pove, da je plosCina trikotnika X3, X,...Y; enaka 2!-"S(1 — L x)? in plosCina
preostalega dela lika, ki ga tvorita trikotnika X;;Xg; 1C’ ter X5, 1X5;,0C, 27"Sx% Ker so
oglis¢a Y; vseh 2"-1 trikotnikov Xs;X,;,0Y; Vv isti viSini nad osnovnico in imata sosednja
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vzporedni stranici, lahko s translacijo vzdolz osnovnice iz njih sestavimo nov trikotnik

jih poravnamo na desno (pritem je C; = ¥ 54, m = 2"). Njegova plosCina

Ce s T oznadim
pa velja

Proces sedaj nadaljujemo na trikotniku A4,B,Cy, ki je sestavljen iz 2" ! trikotnikov.
Na 1st1 nacin kot 3,5 s plosCino

prej najdemo trikotnik A,}

S, = S, (1 — 2x)? = S(1 — Lx)*

plosCina, ki jo pokriva 2" prvotnih elementarnih trikotnikov in

T, < Sx%/2 + S;x2/2 = S(x2/2) (1 + (1 — % x)?)

Postopek ponavljamo, dokler gre.
Na r-tem koraku imamo

n
T, < S22 (1 +0—2x2 4+ ...+ 0 —21x)¥2

Za vsak r je tako T, < 2Sx/(4 — x). Ce pri poljubnem ¢ > 0 izberemo x dovolj majhen,
bo tedaj 7. << ¢/2. Zaradi lim S, = 0 pa obstaja tudi tako naravno Stevilo N, da je S. < &/2,

Py CO

ki ga sestavlja prvotnih 2™
1anjsa od e. Dokaz izreka

Ce torej vzamemo n > r > N, je plosCina lika,
no r korakih opisane transformacije, n

brz ko je r > N.
elementarnih trikotnikov
je s tem koncan.

Sedaj nam preostane Se naloga, da pokazemo, kako je mogocle daljico dane dolzine
obrniti za 180° na povrsini, n

1anjs1 od poljubnega vnaprej predpisanega Stevila e.
Polkrogu s polmerom a oCrtajmo enakokrak trikotnik, kot kaze slika 2.

Cimo z a. |
Na trikotnikih CAQO in BCO i1zvedemo transformacijo, opisano v izreku 1, tako da

vzamemo za osnovnici CA oz. BC. Naj bo skupna plog¢ina obeh likov, ki jih dobimo na
ta naci | obeh likov po potrebi Se vzporedno premak-

1, manjsSa od ¢/2. Nazadnje enega izmed
nemo, tako da se daljici 4,0 in OB; (glej sliko 2) uyjemata. S tem skupne plosCine nismo
povecali.
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Rezultat opisanega postopka je ta, da imamo tudi polkrog razdeljen na konc¢no S§tevilo
kroznih izsekov, ki pa so premaknjeni tako, da pokrivajo povrsino, manjSo od g/2. Naj bo
njihovo Stevilo M.

Vzemimo dva izseka O,D,E; in O,D,FE,, ki sta bila pred transformacijo sosednja. Seveda
ni treba, da leZzita drug ob drugem (slika 3). Ker sta stranici O, F; in O,D, vzporedni, lahko
izberemo na loku D, FE; toCko F; dovolj blizu E; in na loku D,E, toCko F, dovolj blizu D,,
tako da polmera O,F; in O,F, oklepata poljubno majhen kot a, npr. a < ¢/(N — 1)a?.
Polmera O, F;in O,F, podaljSamo do preseci’sCa O in nacrtamo Se izsek OG;G, s polmerom a
in vthom v O. Plo§¢ina tega kroznega izseka je manjsa od ¢/2(N —1). V liku, ki ga tvorijo
vsi trije krozni izseki in obe zveznici OF; in OF,, lahko premaknemo daljico dolZine a iz
polozaja O;D; v polozaj O,FE,, tako da jo najprej zavrtimo okoli toCke O; v polozaj O, F;,
nato vzdolzno premaknemo, tako da se pokrije z OGy, to zavrtimo v OG,, spet porinemo
vzdolzno v polozaj O,F, ter zavrtimo koncno v O,FE,.

Ce napravimo enako konstrukcijo za vsak par sosednjih kroznih izsekov, lahko v tako
dobljenem liku premaknemo daljico dolZine a iz zaCetne lege OA4; v koncno lego OB; = 4,0
(slika 2). Ker je dodatna povrsina, ki jo pri opisanem postopku na novo pridobimo, manjsa
od (N —1) ¢/2 (N — 1), smo tako dosegli svoj cilj, to je, na povrsini, manjsi od &, smo daljico
obrnili za 180°.

Na podlagi izreka 1 je mogoce ugnati tudi tale problem:

Problem 2. V ravnini konstruirati mnoZico z (Lebesguovo) mero O, ki v vsaki smeri vse-
buje daljico dane dolZine.

OCitno zadosca, da najdemo mnozico z mero 0, ki vsebuje daljico dane dolzine, npr. v
vseh smereh med 0° in 120°. Imejmo torej trikotnik ABC z osnovnico AB in vthom C. Kot
ob vrhu C naj bo 120° in viSina na osnovnico enaka a.

Trikotnik lahko opazujemo kot mnozico daljic, ki vezejo vrh C s to¢kami osnovnice 4B.
Denimo, da imamo neskoncéno zaporedje transformacij, pri katerih se poljubna daljica XC,
k1 v zaCetku veze tocko X na osnovnici AB z vrhom C, vzporedno premika na desno, tako
da spodnji konec daljice ves Cas ostane na osnovnici AB. Pri prvem koraku naj se daljica XC
vzporedno premakne v daljico X;C;, pri Cemer naj tocka X preide v toCko Xj, ki je enaka
X ali pa lezi desno od nje na osnovnici AB, toCka C pa v tocko C;. Drugi korak naj prevede
daljico X;C; v daljico X,C,, katere spodnji konec X, spet leZi na osnovnici AB desno od tocke
X; 1td. Tako imamo zaporedje toCk X, X, X,, ..., ki vse leZze na osnovnici 4B in vsaka
kveCjemu desno od prejsnje. Ker je to zaporedje toCk monotono in omejeno, obstaja na AB
neka limitna toCka, ki jo oznaCimo s Tx. Prav tako obstaja limitna toCka zaporedja C,

b,
Slika 3 | Slika 4
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Cy, Co, ..., ki Jo zaznamuymo s T.. Tx7T - je tako daljica, v katero po vseh transformacijah
preide zacetna daljica XC. Obe daljici sta seveda vzporedni. Tako vidimo, da vsaki daljici
XC pripada neka Vzp@mdna limitna daljica T5T,-. Mnozico toCk, ki jih pokrivajo vse li-
mitne daljice, im V mnozici £ so daljice, ki leZze v vseh
smereh med 0° in 120°.
Sedaj bomo opisano zaporedje transformacij konstruirali na poseben nacin in sicer tako,
da b@ 1z konstrukcije sledilo, da je Lebesgueova mera limitne mnoZice F enaka 0. MnozZica E
bo tedaj resitev Problema 2.

Naj bo {ex} p monotono padajoce zaporedije pozitivinih Stevil, za katero velja
Erin =& /2, k=1,2,... Po EZF@E@E 1 pmmd@ 10 trikotnik ABC v lik 8}, katerega plosCina
p(S;) znaSa manj km 81/2 | tem morali razdeliti trikotnik na »; elemen-
tarnih trikotnikov. Zaradi doloCenosti vzemim c desni rob spada k elementarnes
trikotniku (in ga zato hkrati z njim premaknemo) E@w pa ne (mzm pm ‘u"ﬂmmﬂm na skraj
levi). Postavimo b; = ¢;/2an,; in vsak elementarni trikotnik poveCajmo za paralelogram
z osnovnico by, kot kaze slika 4. Vsi tako popravljeni trikotniki tvorijo lik 75, katerega
plosCina p(T;) ne presega é&;.

Osnovnice elementarnih trikotnikov, ki sestavljajo lik S, so vse enake. Vsako izmed njih
razdelimo na enake dele, katerih dolZina je manj kot b,/2, in deli8Ca povezemo z vrhom
ustreznega trikotnika, ki mu osnovnica pripada. Tako dobimo velje Stevilo pomoZnih
trikotnikov (glej sliko 4), ki skupaj sestavljajo ravno vse elementarne trikotnike.

Na vsakem 1zmed pomoznih trikotnikov posebej izvrSimo transformacijo iz izreka 1,
tako da je skupna plosCina p(§,) lika S5, ki ga na ta nacin dobimo, manj kot &,/2. Pri tej trans-
formaciji se vsaka daljica, ki veze vrh pomozZnega trikotnika s toc¢ko na njegovi osnovnici,
premakne v desno kveCjemu za miﬁw kolikor znaSa dolzina osnovnice pomoZnega tri-
kotnika, torej kveCjemu za by/2. , da je sedaj skupno Stevilo vseh trikotnikov, ki
sestavljajo lik S, 71y = 717, S = &y/2an, in tvorimo kot prej lik 7, katerega
plos€ina p(T,) znaSa manj kot &,.
Kar smo napravili na liku 8, napravimo sedaj na liku S,, to je. razdelimo vsakega izmed
trikotnikov, ki sestavljajo 5,, na pomozne trikotnike, ki jih transformirajmo tako kot v
izreku 1, da dobimo lik S5 s plosCino p(S;) << e5/2. Vsi pomiki so sedaj manjSt od b,/2. IN
koncu vdelamo lik §; podobno kot prej v lik 73, katerega plos€ina znasa p(7T3) < &s.

Ce postopek tako ﬁ&dahmjem@ v neskoncnost, dobimo zapomdﬁ likov S;, S, ... in
7,7, ....,takodaveljazavsakr = 1,2,... 5, < T,in p(7T,) < &, Pritransformaciji $, — S,
se vsaka da.m@aﬁ ki veZze vrh kakega d@m@mam@ga trikotnika iz S, s tocko na njegovi osnov-
nici, premakne za manj kot b./2 v desno (b, = &,/2an,).

Zasledujmo, kaj se pri zaporedju transformacij ABC — S; — S, — ... dogaja z dalji-
camil XC, ki na zaCetku povezujejo toCko X na osnovnici AF z vrchom C! Pri vsakem koraku
ostanejo pri miru ali pa se vzporedno premakmnejo v desno, tako kot smo opisali na zacetku
obravnave problema 2. Se veg, ker velja

5}‘/2 + b;ﬂr‘i/z R (% ﬁ) <5r/ﬁr T 8r+1/ﬁr+i +..)= {5r/4“ﬁﬁz‘} (1 + % -+ {%}2 +..) =
= ¢,[2an, = b,, | |

.. Od tod siledi F <

ostane taka daljica, ko je enkrat v liku 7, vse do konca v njem.
kakor smo jo opredelili na zacCetku, vsebovana v 7, za vsak r =1, 2,

0, jo tudi m(E) =

< (1 7, in ker je mera m . Dokaz je koncCan.

r=1

Ob koncu se Se enkrat pomudi mbﬁ@ 1, ki ga je msmwi Kakeya. Besicovit-

cheva splosna resitev nam plosCino, v katerem




moremo obrniti dano daljico za 180°. Vendar ta lik ni enostaven; sestavljen je iz velikega
Stevila kroZnih izsekov, ki so drug od drugega lahko zelo oddaljeni. Ce se hodemo takim
reSitvam izogniti in ostati v mejah nazornosti, se moramo pri reSevanju Problema 1 omejiti
na »lepSe« like. Tako se npr. izkaze, da ima izmed vseh konveksnih likov, v katerih je mo-
goCe daljico z dolzino a obrniti za 180°, naj-
man;$o plos¢ino (a?/V3) enakostrani¢ni trikotnik
z viSino a. To je pokazal J. Pal, Se preden je Besi-
covitch objavil svojo resitev (glej [3]).

Jasno pa Jje, da obstajajo preprosti liki
s plos¢ino, manjSo od a?/y3, v katerih je tudi
mogoce obrniti daljico. Tak je npr. lik, ki je na
sliki 5 vCrtan enakostraniCnemu trikotniku z vi-
Sino a. Seveda ni veC konveksen. Iz mnozice pro-
blemov, ki imajo svoj izvor v Kakeyinem 1in se
nanasajo na doloCeno vrsto likov, omenimo le
enega, ki je v zvezi z zadnjim primerom: Resiti
Problem 1 z omejitvijo na like, vCrtane enako-
strani¢nemu trikotniku z viSino a. Besicovit-
Slika 5 cheva reSitev tu seveda ne pride v postev.
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»TEZAVE NE SMEJO BITI OVIRA«

Sloviti matematik P. S. Aleksandrov obéasno priredi na MGU?) »veCere Aleksandrovax.
Zbranim Studentom in profesorjem nestor sovjetske topoloske sole pripoveduje najzanimi-
vejSe prigode iz svojega pisanega Zivljenja. NekocC je med drugim tudi dejal, da po njegovem
mnenju ni za dobrega matematika okolje ni¢ vazno, torej da se da tudi v 1zredno slabih
okolisCinah kaj zanimivega odkriti. Kot zgled je navedel, da je do enega najpomembnejsih
izrekov prisel v mrzli zimski nocCi, ko se je stiskal med dvema vagonoma, polnima vojnih
internirancev, ki so jih nemski vojaki namenili v taborisCa. Sedel je na odbijacih vagonov,
se drgetajoC zavijal v strgano suknjo in pihal v premrle roke — v glavi pa dokazoval Cu-
dovit 1zrek...

. »Res je,« bi dejal N. G. Cebotarjov, »tudi jaz sem, ko sem bil $e kratkohlacnik-$esto-
Solec, reSil mali Fermatov problem Sele v neki soparni poletni noCi, ko mi nadlezni komar;ji
niso dali spati.. .«?)

Dusan Repovs

1 Moskovskij gosudarstvennyj univerzitet im. M. V. Lomonosova

2 N. G. Cebotarjov, Matematzceskaja avtobzogmfz]a Uspehi matematiCeskih nauk, 4 (1948) 3,
§ 1. Skoljnye gody.
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STANE ARH

UDK 77.01:53

Clanek obravnava latentno sliko v fotografski emulziji. OpiSe njen nastanek in vlogo centrov
latentne slike. Vpelje kvantni izkoristek in razcleni vzroke, zaradi katerih je ta izkoristek nepri-
Cakovano velik.

In this article the photographic latent image is considered. Its formation and the role of latent
image specks are described. The quantum efficiency is introduced and causes of its unexpectedly high
value are discussed.

Danes poznamo ze vrsto razli¢nih nacinov za zapis vidne slike predmeta. Nobeden od
njih pa se po obcutljivosti, uporabnosti in ekonomicnosti ne more primerja:i s fotografijo,

ki je zato prodrla skoraj v vse veje sodobnega Zivljenja in postala del vsakdanjosti.

Navadni fotografski film sestavlja celuloidna osnova, na katero je nanesena tanka plast
emulzije. To je suspenzija kristalckov srebrovega haﬁog@mda; v zelatini. Najpogosteje uporab-
ljajo srebrov klorid AgCl ali Smbmv bromi Br. Navadno so kristalCki ploscati s trikotno
osnovno ploskvijo z odsekanimi oglisCi (sl. 1). Velikost kristalCkov je odvisna od nacina
priprave in se spreminja od stotinke mi
krona do nekaj mikronov, njithova debelina

i 1a1] . asmosﬁ foto-

velikosti kri

Ko fotograf: Sk@ emu m
wdn@ svetlobo, nastanejo v njej H‘&jﬂ@
niti z elektronskim mikroskopom. Sele ko
osvetljeni film potopimo za nekaj ¢asa v
razvijalec, se pokaze vidna slika. Prvotne-
mu, nevidnemu zapisu slike, ki nastane
med osvetljevanjem, pravimo latentna slika.
Sestavljajo jo centri latentne slike. To so
skupki atomov srebra na povrsini kristalc-
kov srebrovega halogenida.

Pri razvijanjuima center vlogo prevodne
linije. Od reducenta, ki je raztopljen v raz-
vijalcu, posreduje elektrone do kationov
srebra Agt v kristal¢ku srebrovega halo-
genida. Elektron in kation se zdruzita
v atom srebra. ZdruZevanje elektronov in
kationov poteka, dokler ves kristalcek ne SI. 1. Mikroskopska slika razvite fotografske

I’a}ZPaC!—@ 4 SI‘@be: C? Je cas Tdzvijatya pra-  emuylzije, v kateri je razpadla na ¢rno kovinsko
vilno izbran, vsi kristalcki s centrom po- srebro okoli polovica kristal¢kov [3]

151



polnoma razpadejo na kovinsko srebro. Zaradi drobne zrnatost: vidimo nastalo srebro
Crno. Direkten prehod elektrona od reducenta do kationa srebra Ag* v kristalcku ni mogoc.
Zato se pri razvijanju kristaléki brez centra ne spremene. Iz emulzije jith odstranimo s
fiksiranjem v raztopini, ki raztaplja kristalCke srebrovega halogenida. Tako prepreCimo
svetlobi nadaljnje uCinkovanje in dobimo obstojno sliko.

Nastanek centra latentne slike

Ogleyjmo si, kako nastane center latentne slike v kristalCku srebrovega halogenida,
ko ga osvetlimo. |

Kiristal srebrovega halogenida sestavljajo 1oni. Osnovna celica je ploskovno centrirana
kocka. Vsak kation srebra Ag*™ ima Sest bliznjih sosedov halogenskih anionov in vsak
halogenski anion ima Sest bliznjih sosedov kationov srebra Agt*. Kristali srebrovega halo-
genida brez primesi in brez napak so sko-
raj prozorni. Absorpcija svetlobe se v njih
zelo poveca zaradi neCistoC in nepravilnosti
v kristalni zgradbi. Absorpcijski koeficient
kristalCkov v fotografski emulziji je od
104 cm™ do 10°cm™! [2], [3], tako da Ze
plast z efektivno debelino 1 yum absorbira
pretezni del vpadne svetlobe.

Foton z zadostno energijo, ki se absor-
bira v kristalCku, sprosti elektron iz halo-
genskega aniona (sl. 2). Ta elektron preide
1z valenCnega pasu v prevodni pas in se
skoraj prosto giblje po kristalu. V srebro-
vih halogenidih potrebuje elektron za pre-
hod preko energijske Spranje energijo 2 do
3eV. Zaradi sodelovanja mreZnega nihanja
pri prehodu te energije ne moremo zanes-
ljivo dolociti. Odvisna je Se od tempera-
... in ponovitev ture. Pr1 300 K vzamemo navadno 2,6 eV
cikia od (b) do (a) pri srebrovem bromidu [2] in 2,9 eV pri

- srebrovem kloridu [1]. To ustreza mejnima

valovnima dolZinama 4750 A in 4200 A.

Za vzbujenim elektronom ostane nevtralni

Sl. 2. Nastanek centra latentne slike: absorpcija  halogenski atom. Ustreza mu pozitivna

fotona povzrofi nastanek prostega elekirona in )0 ¢ valendnem pasu, ki je mnogo manj
vrzeli (a), elektron in vrzel potujeta na povrSino r e |
kristala in se ujameta vsak v svojo past (b), v pasti gibljiva kot elektron v prevodnem pasu.

ujeta vrzel se veZe na aminsko kislino iz emulzije NecistoCe 1n nepravilnosti kristalne
(), kation srebra Ag™ potuje k ujetemu elektronu  myreZe so pasti za elektrone in vrzeli. Elek-

in se zdruzi z njim v atom srebra (d). Ob absorp- .1 in yrzel se ne moreta veé prosto gibati
ciji drugega fotona se pojav ponovi (e) [3] . . " : .

po kristalCku, Ce se uyjemata v past. Pastiza
elektrone in pasti za vrzeli se med seboj razlikujejo. V pasti, ki jim ustreza energijskinivo za
okoli 0,1 eV nad vrhom valenCnega pasu, se ujamejo vrzeli. V pastiz nivojem za okoli 0,1 eV
do 0,3 eV [5] pod dnom prevodnega pasu pa se ujamejo elektroni (sl. 3). Zaradi nihanja
kristalne mreze lahko postaneta ujeti elektron ali ujeta vrzel zopet prosta. Elektron ostane
v pasti povprecno le po 1079 sekunde [5]. V tem Casu se elektron lahko zdruzi s prosto
vrzeljo ali s prostim gibljivim kationom srebra Ag*, ki je vrinjen med ione v mrezi. Oba
privlaci zasedena past zaradi negativnega naboja elektrona.
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A totalna energiia

;ﬂ@%@mﬁmaam to 3@ Z zdmzﬁww
elektrona in vrzeli, izgubimo pod
tem, da se je absorbiral foton. .
mo zmanjsati verjetnost za rekombinacijo.
To storimo tako, da odstranimo Cim vec
vrzeli iz kristala. V zelatini so snovi, ki se
rade veZejo s halogenskimi atomi. To so  _,_
minske kisline z Zveplom, ki so Ze v Ziva-
th, iz katerih delajo Zelatino. VeCkrat pa
@dajaj@ zelatini Se possbm Te snovi —3- dno prevodnega past pri 3,36V
Oji imi anioni, brz ko F0,3ev | !

o] 0,756V
med. povriinskih | past za ~126V 12eV

elekirone

pasti za vrzeli. atom

Sorazmerno trajen zapis absorpcije fo- srebra N :
' 9 ) v BAsti stabilen

tona dobimo, Ce se elektron v pasti nev- _gi . ? center  nivo

tralizira s kationom srebra Agt, ki je vri- | vrzel

njen med ione vmrezi. N m.srebra joev

zniZza nivo pasti na okoli 0,75 eV

prevodnega pasu [5]. Zaradi vecje globine

nasti se poveca verjetnost, da se bo vanjo Sl 3. Energijska nivoja pasti in centra latentne

wiel nov elektron. Poleg tega se nodalisa slike ter F@rmﬁj@v“mm v kﬂgmﬁﬁm srebrovega
/ 5 5 p ) halogenida. Energijski nivo stabilnega centra se

povprecni Cas, ki ga preZivi ujeti elektron skoraj pokriva s Fermijevim nivojem [2], [5]
v pasti. Novi, v pasti ujeti elektron se
nevtralizira z drugim vrinjenim kationom
preden skupek atomov srebra v pasti doseZze zadostno velikost,
za prevodno lintjo pri razvijanju.

Spodnje meje Stevila atomov srebra v stabilnem centru ni tezko meu Center 1ma last
nosti prevodnika in mora mvagaﬂ elektrone v W@h smereh. To poment , da m im
| Stirg mzpm@g@m v ogliséih
tetraedra. Ali je ta ocena pravilna, pa lahko povedo le m . NajmanjsSe stevilo atomov
srebra v centru ugotavljajo z merjenjem kvantnega izkoristka, to je najmanjSega Stevila
fotonov, ki se morajo absorbirati v kristalcku, da ta pri razvijanju razpade na srebro.

1
mirujoc prost
elekiron v vakuumu

' T T vrih valenénega pasu pri 5,9eV

srebra Agt. Pojav se mora veckrat ponoviti,
da lahko nastali center rabi

<vantni izkoristek

NajmanjSe stevilo fotonov, ki se morajo absorbirat: v enem kristalcku, da nastane v njem

center, je pomembno iz dveh razlogov. Preko njega ocenimo najvecjo obcutljivost, ki jo
lahko dosezemo z izbrano emulzijo. Poleg tega rabi za podatek pri doloditvi najmanjSega
stevila atomov srebra v centru, kar je pomembno predvsem za teorijo o nastanku latentne
slike. |
Predpostavimo, da osvetlimo kristalCek z enobarvno svetlobo, katere valovna dolZina
je krajSa od mejne. V tem primeru vsak absorbirani foton vzbudi elektron v prevodni pas.
O 1zkoristku se pouCimo, Ce pregledamo mogocle izgube elektronov v kristalu: elektron
se lahko zdruzi z vrzeljo takoj po nastanku, preden se loCita; elektron se lahko ujame v
notranjosti kristala in nikoli ne pride na povrsino: elektron dospe na povrsino, a se zdruzi
s kationom srebra Agt v kateri od razlicnih povrsinskih pasti.
Podrobneje si ogleimo vsako izmed mogocCih izgub. Pri vzbuditvi elektrona iz valenCnega
pasu v prevodni pas se v kristalih srebrovega halogenida spremeni tudi nihanje kristalne
mreze. Elektron in vrzel se takoj po nastanku gibljeta v razli¢nih smereh in verjetnost za
takojSnjo rekombinacijo je majhna.
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Skupek atomov srebra, ki se izoblikuje v notranjosti kristalCka, ne more priti v stik z
razvijalcem. Kot prevodna linija med reducentom v razvijalcu in kationi srebra Ag* lahko
deluje le skupek srebra na povrSini. Vsi med osvetlitvijo nastali elektroni, ki se zdruzijo
s kationi srebra Agt v notranjosti, so tako za nastanek latentne slike izgubljeni. Na sreco
je verjetnost za ujetje elektrona v notranjosti majhna. Srebrovi halogenidi imajo — v na-
sprotju z drugimi 1onskimi kristali — veliko dielektri¢nost ¢, okoli 13. Zaradi tega v vecji
razdalj1 od pasti v kristalu ni Cutiti njenega elektriCnega polja. Elektrostatini potencial pade
na termi¢no vrednost kT v razdalji R = e}/4ne,ekT. Pri temperaturi 300 K dobimo za R
okoli 40 A. Kristal se vede, kot da bi bil v notranjosti brez nepravilnosti.

Velikost kristalcka v emulziii je okoli stokrat ve¢ja od razdalje R. Tako zajame past le
desettisoCino povrSine kristalCka. Po tem sklepamo, da se izoblikuje v kristalCku veC centrov.
Ker se uyjamejo prosti elektroni v razliCne pasti na povrSini, se mora absorbirati veliko
fotonov, da preseze skupek srebra na enem mestu kritiCno vrednost. PriCakovali bi, da
pobegne zaradi kratkega dosega elektrostatiCnega potenciala pasti nekaj elektronov iz

kristala. Vendar izgub te vrste niso opazili
D ne pri siliciju in ne pri germaniju, ki 1imata
1,00 tudi veliko dielektricno konstanto.

Razprava o izgubah elektronov torej
pokaze, da se absorbirani fotoni izgubijo
predvsem zaradi velikega Stevila povrsin-

-0,75 . .
skih pasti.

Fernel, Chanter [6] in Marriage [7] so
ugotovili, da razpade v emulziji z majhni-
mi kristalCki pri razvijanju na atome sre-
bra 109, vseh kristalCkov, Ce se v vsakem
1zmed njih absorbira le Stiri do Sest foto-
nov. Iz tega sledi, da za center latentne
slike zares zadostujejo ze Stirje atomi sre-
bra. 509 vseh kristalé¢kov se razvije, Ce
se v vsakem od njh absorbira od 10 do
25 fotonov (sl. 4). Merjenja kvantnega 1z-
koristka so torej potrdila napovedane

| ’“0;50

-0,25

§1 4 OdVISI'lOS_t deleia razvitih kristal¢kov D od majhne izgube Zaradi rekombinaeij o e] ek-
Stevila absorbiranih fotonov N v posameznem

kristalcku. Kvadrati se nana$ajo na kristaltke s  trona z \./rzepo in Z%radl etja elel{c{r ona
povpreéno prostornino 5,5 um?, krozci pa na kri- v notranjosti kristalCka. Cisto nepricako-

stalCke s povpre¢no prostornino 0,69 um?® [6] vano pa so pokazala, da se izoblikuje v vsa-
kem kristalCku le encenter ali kvejemu dva.

Zakaj nastane v kristalcku samo en center latentne slike ali kveCjemu dva in zakaj jih
ne nastane vec, tako kot so priakovali, so pojasnili [3] z elektriCnim poljem pod povr$ino
1ionskega kristala., Na povrSini ionskih kristalov je namre¢ vedno elektriCni naboj. 1zvira
iz napak v kristalni mrezi, kakrSne so luknje, vrinjeni ioni ter dvovalentni kationi. Luknje,
to so prazna mesta v kristalni mrezi, se v doloCeni meri pojavljajo v vseh kristalih. Nastanejo,
ko 1on zaradi termiCnega nihanja skoCi s svojega mesta v kristalni mrezi v medmrezni
prostor. Dobimo vrinjeni ion in luknjo, ki ima nasproten naboj kot pobegli ion. Izviri luken)
so lahko tudi dvovalentni kationi, ki se v kristalih pojavljajo kot neCistoCe. Vsak izmed njih
nadomesti v kristalni mrezi po dva kationa srebra Ag* in povzroci s tem nastanek ene luknje.
Pr1 sobni temperaturi Stevilo takih lukenj presega Stevilo drugih napak kristala. Med luknja-
mi1 deluje odbojna coulombska sila. Ta povzroci, da se zgostijo luknje na povrsini kristalCkov.
ManjkajoCi kation srebra Ag* v kristalni mreZi ustreza negativhemu naboju, zato postane
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povrsina negativno m,hﬁm N
valentnih kationov. Ti segajo - 0 mk a] sto angstrgmov pod p ._
sana porazdelitev naboja povzro¢i mocno elektri¢no j 03}@ v @ 05 pmx d@b@h Easm
Polje, ki naraste od ni¢ v sredini kristalCka na ve¢ kot 10° V/cm na pewmm
zmanjsa gmbm povrsinskih pasti. Eﬁﬁhmm 5 mm ma 1iejo le v eni ali dveh 1zmed
globjih pozitivno nabitih pasti. N | hkrati prepreCuje @E@hmnﬂ
kristala. Elektroni se od povrSine odbijajo, dokler se ne ujamejo v globoki o
Pri mzvijanju je negativna povrsina tista pregrada, ki prepreCuje direkten prehod elek-
tronov od reducenta v razvijalcu h kationom v kristalcku. Center latentne slike je za elek-
trone edini vhod v notranjost kr gmm 4_
Med povriino in notranjostjo kristala je zaradi elektricnega polja | m@n@mﬁna
0,1 V do 0,15V. Blizu povrSine zniZza negativni potencial potrebno energijo za nastanek
vrinjenega kationa srebra Ag* za 0,1 eV do 0,15 eV. Lokalna koncentracija vrinjenih ka-
tionov srebra Agt se zato poveca za stokrat. S tem se poveca verjetnost, da se zdruzita v pasti
ujeti elektron in vrinjeni kation srebra Ag“F m se skrajSa das, ki pr@t@@@ od uj@ma
elektrona v past do njegove nevtralizacije. Past lahko prej Sf@j me novi elektron, s tem p
se zmanjSa verjetnost za nastanek vec centrov v kristaléku. SkrajSa se tudi potrebni Cas,
v katerem. skupek srebra doseZe kriti¢no vrednost.
Nastanka latentne slike ni bilo mogole zadovoljivo pojasniti, dokler niso spoznali
posebnosti kristalékov srebrovih halogenidov. Se danes je nerefenih nekaj vprasanj o po-
drobnostih pri nastanku latentne slike in Cakajo odgovora.

Brown, The Physics of Solids, New York, W. A. Benjamin, 1967, str. 263, 374 in dalje.

[2] C. R. Berry, Determination of Energy Levels in AgBr Emulsion Crystals from Optical Measure-
ments, J. phom gr. Sci. 18 (1970) 169.

3] L. M. Slifkin, The Photographic Latent Image, Sci. Prog. 60 (1972) 151.
Owahsm, The Present Status of Photographic Sensitivity, J. photogr. Sci. 21 (1973) 166.
. R. Berry, Eiecz‘myz and Hole Traps in AgBr, J. photogr. Sci. 21 (1973) 202.

6] G. C. Farnell, J. B. Chanter, The Quantum Sensitivity of Photographic Emulsion Grains, J.
photogr. Sm 9 (1961) ’73

(7] A. Marriage, B

[1] C. F.

. James, New York,

8] C.E. K. M
1966.

Mass. 1965) je v poglavju

V znani monografiji S. Langa: Algebra (Addison-Wesley,
Homologija pod razdelkom Naloge (str. 105) naslednja naloga: |
Vzemi poljubno knjigo o homoloski algebri in dokaZi vse izreke, ne da bi pri tem pogledal
dokaze v njej.

ima pod Crto

Dusan Repovs
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Clanek obravnava sonéni veter in interakcijo son¢nega vetra z zemeljskim magnetnim poljem.
Od posledic te interakcije navaja nesimetrinost zemeljskega magnetnega polja, magnetni rep in
plazmo v ionosferi.

SOLAR WIND

In this article the solar wind and its interaction with the geomagnetic field are considered. Among
the consequences of this interaction the unsymetric geomagnetic field, the geomagnetic tail and
plasma in the ionosphere are briefly discussed.

Ob spremljanju vesoljskih poletov po televiziji ali Casopisih smo postali pozorni na
soncni veter. Med drugim smo zvedeli za folijo, ki so jo vesoljc1 1zpostavili temu vetru na
Luni. V Clanku je na kratko opisan ta zanimivi pojav.

Soncno korono sestavlja plazma vodikovih 1onov in elektronov. Izredno visoka tempe-
ratura okoli milijon stopinj je glavni vzrok, da se giblje ta plazma v smeri od Sonca s hi-
trostjo nekaj sto metrov na sekundo. Sirjenje plazme v vesolje imenujemo sonéni veter.

Soncni veter prihaja tudi do magnetosfere — do prostora, v katerem zaznamo zemeljsko
magnetno polje — 1n jo stiska in paci. Zato magnetosfera ni simetriCna. Na soncni strani
sega do razdalje okoli deset zemeljskih radijev, a na sencCni strani do pet do sedemkrat
tolikSne razdalje. Poleg tega ima Se ogromen rep, katerega dolzina je okoli tisoC zemeljskih
radijev [1].

Teorije o teh pojavih so nastale precej pozno. Prvo sta postavila Chapman in Ferraro [2].
Pozneje jo je dopolnil Parker [3]. S poskusi so potrdili teoretiCne napovedi Sele po 1957,
ko je bil izstreljen prvi umetni satelit. 1961 so dolocili meje magnetosfere, podroben potek
gostotnic pa so narisali Sele po 1963. Huda ovira pri teh merjenjih je Casovna odvisnost, saj
se orientacija, razseznost, oblika in vsebina magnetosfere neprestano spreminjajo. To je
posledica dnevnih izbruhov na Soncu, 27-dnevne rotacije Sonca, 11-letnega cikla sonCne
aktivnosti...

Interakcijo med sonénim vetrom in zemeljskim magnetnim poljem opisSejo enaCbe magne-
tohidrodinamike. Za na$ namen zadostuje izrek o ohranitvi celotne gostote toka gibalne

kolicine [4]:

pv? + p + £ B%/u, = konstantno (1)

Obicajnima Clenoma pv? + p dodamo v njem Se tretji €len, ki ustreza magnetnemu tlaku
v preCnem magnetnem polju z gostoto B. Plazmo obravnavamo kot idealni plin: v je njena
hitrost, p = nm, + nmym; gostota in p = n kT, + n;kT; tlak. Pri tem je n, gostota elektronov
Z maso m, in n; gostota 1onov z masoc m;.

Vzemimo, da pada curek plazme iz obmocja, v katerem ni magnetnega polja in so v ne-
motenem toku gostota, hitrost in tlak p,, v, in p,, pravokotno na mejo obmocja, v katerem
ni plazme, a je magnetno polje. Iz enacbe (1) sledi

pivi® -+ P = 5By g (@)

Pri tem se nanaSajo koli¢ine z indeksom 1 na razmere tostran meje in z indeksom 2 na
razmere onstran meje (sl. 1). Na meji med obema obmoc¢jema mora teCi elektriCni tok, saj
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mega

| |- povrsinski tok
Y omeji

zavrne mag ngem obm
vse nabite delce nazm v prvo obmocje. |
povrSinski tok ustvari svoje S@kundamﬁ ni magnetnega polia
magnetno polje z gostoto B SONENI VETER
sﬁmpaj S pwmmm magnetnim p@b@m Z g0~ |
B, k polnemu magnetnemu polju. g, v, P,
Tostran meje je gostota prvotnega magnet- A
n@ga Mja B, nasprotno enaka gostoti se-
polja B 1n je njuna vsota @mm
, + By =0 in B

magnetno polge

ni plazme

.
,

01 Mﬁ ﬁ‘% . Z

G meom Ty WSGA GTIDE ST oo e Gmeose  SEDOTE CUTED SIS ASBOSD SISO DGO OOTERG  MSROR

VE&RO
Cetna U‘ﬁ@v da tostran m

ga polja. Onstran m Sl. 1. Razmere na meji @?m@@ja s plazmo br%z
d ¢ ~olia B.. likost: magnetnega qua in @bmojcja; bm;z plazme s prec-
&fﬁ@ga ?&gﬂ@ ﬂ@g& ‘ja V@ _E_ @S E : ﬁﬂm magﬁﬁiﬁgm @@Ej@m

@naka g@smu B, le daima nasprotno smer.
lagnetnega polja B, = By + By = 2B,. Ker zavrne m
eje tik ob meji priblizno enaka

ram dobimo za gostoto polnega n
vse nabite delce, je gostota elektronov in 1onov tostran m

dvakratni gostoti v nemotenem toku, iz Cesar sledi p, = 2p, In p, = 2p,. Tako dobimo
konéno iz 2pgve? + 2py = % (2By)?/u, enacbo

Pove + Do = By®[uq (3)

Iz nje lahko izracunamo razseznost magnetostere v smeri proti Soncu. Vemo, da bi
imelo nepopaceno zemeljsko magnetno polje dipolno obliko. V ekvatorski ravnini tega
polja bi bila gostota |

B,(r) =

eridianu, to je pravokotno na ekvatorsko ravnino, od severa proti jugu.

usmerjena po m
r je razdalja od osi, R radij Zemlje, in B, = 0,312 gauss gostota magnetnega polja ob
3 sledi

ekvatorju na povrsini Zemlje. Iz zahteve B, = 2B

vy j€ radij magnetosfere in B, g
netnega polja na robu magnetostere. Iz-
merjeni podatki z Explorerja 18 se skladajo
z rezultati, ki jih dajo zapisane enacbe. Iz-
merjena hitrost sonénega vetra je 380 km/s
gostota elektronov 1n ionov 5
radi] magnetostere od 10,3 R d _
Hitrost sonCnega Veém je precej vecja od
hitrosti zvoka v plazmi. Tako nastane na

ey
/R

proti Soncu

mbu magnetosfere udarno &elo (sl. 2). Med Sl 2. Poenostavljen diagram gostote plazme v od-
visnosti od razdalje od Zemlje v smeri proti Soncu.

celom in magnetosfero narasteta gostota .\, ic rob magnetosfere ali magnetopavza in ué
in temperatura soncnega vetra, hitrost pa udarno Celo

se zmanjsa.

S sl. 3 razberemo, da so magnetne gostotnice v repu vzporedne, vendar kazejo v nasprotno
smer. To pomeni, da je nekje na sredini simetrijska ravnina. V njej ni magnetnega polja, je
pa mocno elektricno polje. To polje pospeSuje plazmo, ki vstopa v rep, po magnetnih go-
Smtm@ah proti tecajema (sl. 4). Lin in Anderson sta dokazajas da toCka, v kater1 plazma

vstopa v rep, ne sme biti dlje kot 5000 R [5]. Ker plazma ne more vstopati v magnetosiero
pride plazma v ionosfero.

s soncne strani, je rep izrednega pomena, saj lahko le po njem
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Sl. 3. Magnetno polje okoli Zemlje. S tankimi ¢rtami
SO narisane gostotnice magnetnega polja in z debe-
limi tokovi, ki vplivajo na magnetno polje. ms ma-
gnetosfera, mp magnetopavza, mo mejno obmocdje,
sv son¢ni veter, mr magnetni rep 1n u€ udarno Celo [1]

Sl. 4. Gostotnice magnetnega polja v preseku skozi Zemljo. Si-
metrijska ravnina, v kateri ni magnetnega polja, je nakazana
z debelo ¢rto. Neprekinjene gostotnice ustrezajo polnemu polju,

¢rtkane pa nepopacenemu dipolnemu polju [1]

gA
Bo(r)
mp
\ 82
25 5 ""‘-‘\--....“__‘\__.‘ N _E !
» B “ !
It SN E’Jg m ""1 I
S f¢f= [!‘rig‘ .
it o
0 _ i | 1 i 1 Sore,
I Zom
: 13 7r

Sl. 5. Meritve gostote polnega magnetnega polja, ki jih je
napravil Pioneer 6, ko je 16. decembra 1965 letel skozi mag-
netosfero. Crtkana krivulja je ekstrapolirana gostota dipol-

nega magnetnega polja [1]
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Elektroni iz plazme vzbujajo
1ione v ionosferi in tako nasta-
ja znacilno sevanje, ki ga po-
znamo kot polarni sij.

- Posl. 5, ki je bila naprav-
ljena po meritvah Pioneerja 6,
vidimo, da je gostota magnet-
nega polja B, na meji magne-
tosfere zares enaka 2B,

Na koncu omenimo Se te-
zave, ki nastanejo pri merje-
njith. Zaradi gibanja ladje v
magnetnem polju se na njej in-
ducira napetost, ki moti plaz-
mo v okolici. Pr1 opazovanju

- Pioneerja 6 je Wolfe [6] ugo-

tovil, da ladjo na son¢ni strani
spremlja oblak elektronov, ki
jih izbije svetloba 1z kovine.
Zato povrSina Pioneerja 6 ni
ekvipotenciaina ploskev, am-
pak meri1 napetost med sonc-
no in sencno stranjo 10V do
15 V. Prav tako motijo polje
v okolici [7] oddajniki in spre-
jemniki na ladji, sonCne celice
in razni merilni instrumenti.
Zaraditeh pojavov so meritve
Se vedno dokaj nezanesljive.
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'-- pouka odpira nove poglede na stare reci. Pogleymo tako Se enkrat na
mke. Kakorkoli jih Ze m@d@ VS@E@} konCamo s pari naravnih $tevil, z znanimi opera

jami nad njimi. Tu seveda nimamo kaj spreminjati, iS¢emo lahko le nove pobude za
uvedbo ulomkov, nova ponazorila za operacije nad njimi. V srednji Soli, ko dijaki delo
z ulomki ze obvladajo, poznajo razmere v njihovem svetu, Ea.him uberemo kako
sko pot. Naloga osnovne Sole je teZja. Vse do 1 Ogiawa 0 mg mkih je Sola ucenca uma, v reCeh
ki jih je poznal 1z vsakdanjega Zivljenja. Ulomek pa mu m da prvi
predstaviti, ga navaditi nanj in izuriti v racunanju.
ObiCajna modela, ki naj navedeta udenca na pravilno dojetje. definicij, sta naravni,
geometrijski model »rezanje hlebca« in drugi, aﬂimﬁﬁém model, ki uvede ulomek kot
wnakazano delienje« ali pospiossn@ r&m@v ma@b@ s celimi Stevili ax = b. V zadnjih letih
' mo mnozice in preslikave med njimi. PriCuyjoci zapis
naj b@ dawek E@Mm S@Sm,wh bomo model ulomkov, v katerem bo ulomek
preslikava mmnozice naravnih vaﬂ vase. Tak model pravkar spoznavajo ucenci naSih
osnovnih Sol. Zato ne bo napak, ¢e z njim seznanimo tudi bralce Obzornika. OdveC je
najbrz pripomba, da je sestavek prilagojen bralcu.

Kot vselej je </ mnozica naravnih Stevil, <//% = {0} U /4.
Vsakemu a € </° priredim R, nad <4°, ki pomnozi vsak x e cf° z a

Graf pmshkmf@ podmnozica premega produkta <4 X <49, sestavljena iz parov
(x, ax), x € </°. OCitno E@zg (0,0) v gmﬁh VS@h raztegov. Razteg R, je natanko dolofen
s parom (1, ). Zaradi asociativnosti mnoZenja in x = 1 - x lahko zapiSemo ax = (a- 1) x.
Brz ko poznamo sliko Stevila 1, poznamo ves razteg.

Sestavimo kompozitum R.R;. Asociativnostni zakon a(bx) = (ab)x pove,

da je kompozitum d

V <4? je Se druga operacija — vsota. Z njo definiramo vsoto raztegov, kakor pac defini-
ramo vsoto funkcij

Razteg R, odlikyjejo tri lastnosti: 1.
Emme g@n R, Uéx} = k(R.x). 3. R “ _
Bralec sam vidi, katere lastnosti naravnih smwi m@ za njimi. P S1m jem raztega
tako, da popustimo pri prvi lastnosti. Ne zahfc@‘va 10 veC, da bodi razteg d@ﬁmmn pri vseh

naravnih $tevilih. Odslej naj razteg pomeni preslikavo R : «4°® — 4%, ki zadoia pogojem :

Tedaj sta v njem tudi x + y in kx pri
tudi drugi

obmocju R.

. Naj bosta x in y v definicijskem
m k € /Y. Ce sta v definicijskem obmocju vsota in en njen ¢len, je v njem
R(kx) = ky, je tudi x v defns

. Brz ko je kx v definicijskem obmoCju in je R
obmocju.




2. Razteg je homogen: R(kx) = k(Rx).
3. Razteg je aditiven: R(x + y) = Rx + Ry.

Dokazimo tri izreke:

Naj bo a najmanjse naravno Stevilo v definicijskem obmocju raztega. Tedaj je definicijsko
obmodje mnoZica veckratnikov {ka, k € <//°}.

Res! Naj bo tudi 4 v definicijskem obmod&ju. Delimo: b = ka -+ ¢, 0 < ¢ < a. Po prvi
zahtevi je v definicijskem obmodju najprej £a, potem pa Se ¢. To gre le, Ce je ¢ = 0. Izrek je
dokazan. |

a je najmanjse naravno stevilo v definicijskem obmocju raztega natanko takrat, ko je
tuje proti Ra.

Res! Imenujmo Ra = b. BrzZ ko je d skupni delitely stevil a in b, je a = da,, b = db,,
R (day) = db, pa po prvi lastnosti sledi, da je a, v definicijskem obmod&ju R. Ce je a naj-
= 1. Po prvem izreku
da, argument in vred-

1Z
manjSe naravno Stevilo, pri katerem je definiran R, gre to le pri d
je R definiran na veckratnikih ka, zaradi homogenosti je R(ka) = kI
nost 1imata skupni faktor k. Izrek je dokazan.

Razteg R je natanko dolocen Ze z enim parom (a, Ra), a # 0.

Res! Naj bo D najvedyi skupni delitelj Stevil a in & = Ra. Zaradi a = Da,, b = Db,
je par tujih si Stevil (ay, by) Ze v grafu raztega, g, pa najmanjSe Stevilo v definicijskem ob-

mocju. Ker poznamo Ra, = b,, poznamo R povsod, kjer je definiran.

Zadnji izrek lahko povemo Se z drugimi besedami: vsaka tocka premega produkta
A x A0 lezi v grafu natanko doloCenega raztega. To pa Ze odpira pot dorelacije v/ X </4°
k1 jo oznaCimo kar z enacajem in definiramo takole:

(a, b) = (¢, d) natanko takrat, ko sta tocki na grafu istega raztega. Dokazimo :
(a, b) = (¢, d) <= ad = bc

IzraCunajmo na dva nacina R(ac) = (Ra)e = be, R(ac) = a(Rc) = ad, pa je dokaz
koncan.

Razteg je natanko doloCen s tocko na svojem grafu. Zato ga odslej oznacimo kar z
(a, b), a # 0. Ponovimo: (a, b) pomeni razteg, ki preslika a v b.

Produkt dveh raztegov definiraymo s kompozitom preslikav, vsoto pac kot vsoto funkcij.
Prav lahko je pokazati, da sta produkt in vsota raztegov spet raztega.

Vzemimo raztega (a, b) in (c, d). Definicijsko obmocje njunega produkta vsebuje prav
gotovo toCko ac, bolj podroben opis definicijskega obmocja pa prepustimo bralcu. Ra-

cunajmo takole
(c,d) (a, b) = (bc, bd) (ac, bc) = (ac, bd)

Da smo podprli drugi enacaj, smo sklepali takole: prvi razteg (desni faktor) preslika ac
v be, drugi (levi faktor) pa bc v bd, sestavljena preslikava tedaj ac v bd.

Ce sta oba para okraj$ana, sestavljajo definicijsko obmodje vsote skupni veckratniki
Stevil a in ¢. Pois¢imo spet njeno vrednost v tocki ac

(a, b) + (¢, d) = (ac, bc) + (ac, ad) = (ac, bc + ad)

Par (a, a), a # 0, je oCitno ekvivalenten paru (1, 1). Ustrezni razteg je identiCna trans-

formacija in enota pri mnozenju
' (a, b) (1,1) = (a, b)
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Razteg (a, b), b # 0,ima obratni razteg
, )

(a, b) (b, a) = (ab, ab) = (1, 1)

Preslikava a — R, preslika naravna
Stevila v raztege. Razteg R, je oCitno
doloCen s parom (1, a). Pri tej vkljuCitvi
naravnih Stevil med raztege se ohranjata
vsota 1n produkt.

Se enkrat spremenimo imena in zapis.
Razteg (a, b) imenumo ulomek, abscisi a
recimo 1menovalec, ordinati b Stevec ulom
ka in zapiSimo (a, b) = b/a, pa smo ze v
domacem svetu.

PredoCimo raztege 1n ulomke Se gra-
fi¢no. Nari§imo </4® X </° kot mreZo
celih tocCk (toCk s celimi koordinatami) na

ravnini. Grafu raztega recimo kar premi-
ca. Premica v <Y X /4 je paC diskretna
mnozica. VYse premice, ki ustrezajo razte-
gom, gredo skozi izhodisCe (0, 0).
diskretna), ustrezajo naravnim Stevilom in Stevilu O.

Pa naj bo x = 1 premica, kot jo vidi geometrija. Izberimo jo za model Stevilske

TocCke, v katerih sekajo premico grafi raztegov, so slike ustreznih ulomkov.

Raztegi, katerih grafi seejo premico x = 1 (tudi ta je

France Krizanic

Na podlagi pravil o podeljevanju priznanja uciteljem matematike, fizike in
astronomije za delo zmladimi (Obzornik 1974 §t. 5) vabimo podruznice DMFA,
aktive matematikov in fizikov na $olah, da do 1. oktobra 1976 predlagajo kan-
didate za priznanje za delo z mladimi.

Predloge z utemeljitvami poSljite na naslov: DMFA SRS, Komisija za pe-

dagosko dejavnost, Ljubljana, Jadranska 19, p. predal 227.
Martina Koman

il
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ZORNO POLJE DALJNOGLEDA

Poleg poveCave, loCljivosti in zmogljivost: [1] je pomemben podatek o daljnogledu
zorno polje. Podamo ga z zornim kotom 2a ob vrhu osnega preseka prostorskega kota, ki

ga zajame daljnogled.

Vzemimo astronomski daljnogled s premerom objektiva 2 Ry, premerom okularja 2 R,,
goriscno razdaljo objektiva f; in goriscno razdaljo okularja f,. Kratek racun (sl. 1) pokaze,

da velja:

tga = (szl““‘“ lez)/fl(fl + fo) = [Ro{ f1/]o) — R1]/(f1[f2) (]21 + /3)

Pi1 velikih poveCavah f;/fs Je

torej zorno polje majhno.

(1)

R1(ﬁ+f2. ) Rz(ﬁ+ﬁ)
f R*R, R,*R,
ot L e
” % %
g | | R.
” ’s 0000 '
> L-TE | fo -
A —" !’ 3.? wwwww
R e 6 7T "
BT a————— '
1 2

SI. 1. K izvajanju izraza za zorno polje astronomskega daljnogleda. Z, je Zarek, ki gre skozi spodnji
rob objektiva in zgornji rob okularja in deli razdaljo med objektivom in okularjem f; + f, v raz-
merju R, : R,. Zarek je pred lomom na objektivu nagnjen za kot a proti opti¢ni osi {(0.0.) in prebode
gori§¢no ravnino (g. r.) objektiva v razdalji R od opti¢ne osi. S slike razberemo, da velja tg a =

= (R— R)/fi in Rlfy = Ry/[R.(f1 -+ D)/(Ry + R)] = (R, + R)/(f1 + f2), iz &esar sledi (1). Z, je

e

z /2

=1,

vzporedni Zarek skozi sredisCe objektiva

n. ekvator

=1 COSJ 2a=wt,=l/r=1/r

SI. 2. Crtkan krog oznaduje zorno polie daljnogleda. S je sredina zornega polja, O pa opazovalisce.
Zorno polje je 2a = [/r = (l;/r1) cos 6 = w t cos 0. Za ekvatorsko zvezdo je 2a = I/r = wt,; t, je
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¢as preckanja ekvatorske zvezde



Mali astronomski daljnogled, 1zdelek tovarne Vega 1z Ljubljane, ima takele podatke:
2R, =46 mm, 2R, = 14dmm, f; =700 mm in f, = 16 mm. Iz njih izraCunamo tga =
= (03,0091 in 2a = 62",

Zorno polje pa lahko doloCimo tudi z opazovanjem. Izmerimo das preckanja zvezde Cez
sredino zornega polja. Zvezda se giblje v zornem polju nepremiCnega daljnogleda zaradi
navideznega vrtenja neba. Cas prec¢kanija ni za vse zvezde enak. Za zvezdo X z deklinacijo &
je vecii kot za zvezdo 2, na ekvatorju z deklinacijo 0. Zorno polje daljnogleda je 2a =
= ICOS9, Ce je f Cas preckanja zvezde z deklinacijo 0 in @ = 15°/h kotna hitrost navidez-
nega vrtenja nebesne krogle (sl. 2). |
Daljnogled postavimo v ravnino krajevnega nebesnega meridiana, ga utrdimo, narav-
namo na neskoncnost 1n usmerimo proti zvezdi z znano deklinacijo [2]. S stoparico izmerimo
Cas preckanja. Meritev ponovimo z isto zvezdo ali z drugimi zvezdami. Za Solske namene
zadostuje, da doloCimo zorno polje na 0,1° natancno. Za doloCevanje zornega polja so
prikladne zvezde blizu nebesnega ekvatorja (sl. 3).

B e T P R T T T e S e et B e e T T e

Sl. 3. Za meritev zornega polja daljnogleda so prikladne zvezde blizu nebesnega ekvatorja (n. e.),

npr. RimsCice (d, ¢ in {) v ozvezdju Oriona (zimska opazovanja) in zvezde v Orlu (poletna opazo-

vanja). Kot pomo¢ pri oceni zornega polja so podane kotne razdalje med nekaterimi zvezdami teh
ozvezdij [J]

Orion (levo): a —{ 10,0°; 6 — £ 83: a—7y 7.8 a— A 5,7: 6 —{( 2,8
Orel (desno): a— A4 18,0°;, a—( 126, n—0 71; p—y 4,8; a—7y 2,2

7 Veginim daljnogledom sem meril aprila 1976. Cas prefkanja Sirija (6 = —16° 40)
je bil 4 min. 20 s, ene izmed zvezd v Rims$Cicah (Koscih) (6 ~ 0°) pa 4 min. 4 s. [z tega sledi
povprecna vrednost kota a 61,67, ki se lepo ujema z izracunano.

Marijan Prosén

1] M. Prosén, Locljivost in zmogljivost daljnogleda, Obzornik mat. fiz. 17 (1970) str. 79.
2] F. Avsec in M. Prosén, Astronomija, Ljubljana, DZS 1975, str. 11—14 in 171.
3] Astronomske efemeride 1976, Ljubljana, AGO in PDS, MK 1975.

4] J. Grujicé, Z. Ivanovié¢ in N, Zivanovié, Karta severnog neba za epohu 1950.0, Beograd, Astr.
drustvo R. Boskovi¢ 1971.

5] P. G. Kulikovskij, Spravoénik ljubitelja astronomii,

Moskva, Nauka 1971, str. 276.



NAGRAJENCI SKLADA BORISA KIDRICA V LETU 1976

Sklad Borisa Kidrica pri Raziskovalni skupnosti je v letoSnjem letu za pomembne
znanstveno-raziskovalne dosezke v Sloveniji podelil pet nagrad Borisa Kidrica in Sestnajst
nagrad Sklada Borisa Kidrica. Med nagrajenci so tudi Stirje ¢lani DrusStva matematikov,

fizikov in astronomov SR Slovenije.
Ciril Velkovrh

KIDRICEVA NAGRADA

Docent dr. Josip Globevnik — za dela na podroCju analitiCnih vektorskih funkcij, za-
jeta v devetih ¢lankih.

Doc. dr. Josip Globevnik se Ze nekaj let ukvarja s teorijo analitiénih funkcij, katerih vrednosti
so elementi Banachovega prostora. S tega podrocja je objavil sam ali kot glavni soavtor 9 del v med-
narodnih matematiCnih Casopisih. Od teh del sta dve iz8li v letu 1973, dve v letu 1974 in pet v letu 1975.

Vektorske analitiCne funkcije se v marsikaterem oziru vedejo drugace kakor skalarne analiticne
funkcije. Tako npr. v nekaterih prostorih zanje ne velja strogi princip maksima. V treh ¢lankih
(4 note on normal-operator-valued analytic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 37 (1973) 619—621;
On vector-valued analytic functions with constant norm, Studia Math. LI (1975) 29—37; On a class
of vector-valued analytic functions, Annales Pol. Math. XXXI (1975) 73—81) je avtor obravnaval
vprasanje, v katerih prostorih velja strogi princip maksima; nadalje je Studiral lastnosti analiti¢nih
funkciy s konstantno normo, oz. funkcij, katerih norma je enaka absolutni vrednosti skalarne ana-
liti¢ne funkcije v prostorih, kjer ta princip ne velja. Dokazal je vrsto zanimivih lastnosti takih funkcij.
Posebne rezultate je dobil v primeru, ko so vrednosti analiti¢ne funkcije elementi Banachove algebre
ali omejeni operatorji Hilbertovega prostora.

Obravnavanje omenjenih problemov ga je privedlo na $tudiy Banachovih prostorov, ki se odli-
kujejo s striktno ali enakomerno c-konveksnostjo. V ¢lanku On complex strict and uniform convexity,
Proc. Amer. Math. Soc. 47 (1975) 175—178 je dokazal, da so prostori L, enakomerno c-konveksni.
Nadalje je obravnaval posplositve Schwarzove leme na vektorske funkcije (Schwarz’s lemma for the
spectral radius, Rev. Roumaine de Math. XIX (1974) 1009—1012). NaSel je pogoje, pri katerih velja
ta lema tudi tedaj, ko nadomestimo normo s spektralnim radijem.

V dveh clankih (Norm- equalmes of vector-valued analytic functions, Math Ann. 206 (1973)
295—302; Norm-equalities of analytic mappings into Hilbert spaces, Monatshefte f. Math. 79 (1975)
299-—-—-301) je obravnaval avtor analiti¢ne funkcije, ki 1majo vse 1sto normo, njithove vrednosti pa so
omejeni operatorji Hilbertovega prostora. Dokazal je, da se take funkcije med seboj razlikujejo le
za parcialno izometrijo kot faktor. Isto velja za posploSene analiti¢ne preslikave.

V Clanku The Rudin-Carleson theorem for vector-valued functions, Proc. Amer. Math. Soc. 53
(1975) 250—252 se je avtor ukvarjal s posploSitvijo Rudin-Carlesonovega izreka. Dana je zvezna
funkcija, definirana za zaprti mnoZici toCk enotne kroznice z mero nic, njene vrednosti pa so vektoryji,
ki leze v enotni krogli Banachovega prostora. Vsaka taka funkcija se da razsiriti tako, da je zvezna
na zaprti krozni plos¢i, analitiCna v notranjosti, njene vrednosti pa leze v enotni krogli.

Zadnji 1zrek je pripomodcek pri reSevanju Patilovega problema; poiskati je treba funkcijo, ki je
zvezna na zaprti krozni ploséi, analiti¢éna v notranjosti, njene vrednosti pa leZze v enotni krogli sepa-
rabilnega Banachovega prostora in so v njej goste.

NAGI BORISA KIDRICA

Docent dr. Andrej Cadez — za tri ¢lanke s podrodja splosne teorije relativnosti.

Prva dva ¢lanka obravnavata problem dveh ¢rnih lukenj, to je zvezd, ki sta tako gosti, da ju ne
more zapustiti niti svetloba. V prvem Clanku (Apparent Horizons in the Two-Black-Hole Problem,
Annals of Physics 83 (1974) 449) je dr. CadeZ ugotovil lego navideznih horizontov na prostorsk1
hiperploskvi. Zanesljiveje kot drugi avtorji je dolocil kriti¢no vrednost parametra razmika, pri kateri
izgine zunanji navidezni horizont in se za oddaljenega opazovalca Crni luknji zlijeta. Izracunal je
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povriino notranjega navideznega horizonta in dobil preprosto enacbo, ki mu jo je uspelo razloziti

s fizikalnimi argumenti.
V drugem ¢lanku (Some Remarks on the Two-Body-Problem in Geometrodynamics, Annals of

Physics 91 (1975) 58) je identificiral gravitacijsko potencialno in deformacijsko energijo ¢rnih luken.
Ugotovil je, da lahko oddasta ¢rni luknji pri trku okoli tisockrat vedji energijski tok gravitacijskega
valovanja kot naslednji naymocnejsi izvir. Ugotovil je tudi, da privedejo nekateri koordinatni pogoji
pri reSevanju Einsteinovin enacb do singularnosti in predloZil uporabo harmoni¢nih koordinatnih
pogojev v krajevnih rezinah, ki so maksimalne.

V tretjem ¢lanku (Non-Causal Chains, General Relativity and Gravitation 5 (1974) 467) je skupaj
s sodelavko s tehniko Feymanovih diagramov raziskal nekatere pojave, ki utegnejo biti pomembii
pri kvantizaciji gravitacijskega polja.

uff

r. Brapimir Borstnik — za dela s podrocia molekulske dinan
liena v letu 1975, in z njimi povezana dela iz leta 1974.

V prvem deiu (The numerical solution of the BGYB equation for the liguid-vapour interface, Mole-
cular Physics 29 (1975) 1165) je Borsinik uporabil BGYB intergrodiferencialno ena¢bo za doloditev
gostotnega profila plast: na mej1 med tekodino in plinom. Analiziral je mozne vzroke nasprotujocih si
rezultatov prejsngih avtorjev, zlasti negotovost v priblizku za parsko porazdelitveno funkcijo.
Problema gostote plasti na meji med kristalom in tekocino se je lotil v naslednjem delu (The nume-
rical solution of the BGYE equatior for the liguid interacting with the rigid wall, Molecular Physics 3¢
(1675) 1565). Izkaze se, da je prirenormalizirani temperaturi gostotni profil oscilirajoC. V nadaljnjem
delu (Molecular dynamics simulation of the liguid-solid transition, The dynamical properties of the
liguid-solid interface, Chemical Physics Letters 32 (1975) 153), je Borstnik prvi pokazal, da se da
metoda molekulske dinamike uporabiti tudi za Studi nehomogenih sistemov. Ker obiCajna izvedba
molekulske dinamike za taksne primere ni uporabna, je Borstnik Vpdjaﬁ dodatne robne pogoje
za stabilizacijo iﬁm’}ﬁl@g@ﬁi@%ﬁ Delo obravnava dinamicne lastnosti in je nadaljevanje dela, o ka-
terem je ze poprej porocal v uvodnem predavaniu na konferenci Computer in Chemical Re@mm}z and
Fducation (Ljubljana W”B) Rezultati omenjenih del so pomembni v teorijl kristalizacije in nukleacije,
v kateri je poznavanje vmesne plasti num@ potrebno. Dosle] so privzeli gostoto plasti ad hoc, brez
kakrsne koli m@mdgnw Borstnik pa j@ pokazal, kako se dajo t1 podatki izradunati. O problemih
medfaznih plasti je Borstnik imel uvodno predavanje na kongresu jugoslovanskih kristalografov
(Kumrovec 1975).

V uvodnem predavanju na kongresu o dinamiki tekoéin v Orsayu leta 1973 je pokazal, da je
mogoce z metodo molekulske dinamike doloditireorientacijsko in vibracijsko relaksacijo ( Vzm gfzomf
and reorientational relaxation of hydrogen-bonded systems. Prispevek za knjigo Molecular M
Liguids, J. Lascombe (urednik), D. Reidel Publ. Co., 1974, Holland).

itke, ki so bila objav-

Dordrecht-]

V naslednjih dveh delih (Chemical Physics Letters, 26 (1974) 56; 31 (1975) 225) je obravnaval
problem neurejenega sistema z vodikovo vezjo in razlozil, v katerem frekvenCnem obmodiu infra-
rdecCega spektra lahko pricakuiemo vpliv neurejenosti.

Pisanski — za publikacije 1n raziskave

Dr. Janez Korenini, dr. Rudolf Murn in ing. Tom

podrocia diagnostike napak v digitalnih vezjih.

e

Rezultate vedletnih raziskav so avtorji objavili v ve€ publikacijah. Kljuénega pomena sta razpravi:
Metroda za diagnozo veckratnih napalk v prostih mrezah (Proceedings of the international symposium
on fault-tolerant computing, Paris 1975) in Upcoraba diagnoze napak v prostih mreZah na splosna
omrezja (Proceedings of the mt@maﬁ@naﬁ seminar Applied aspects of the automata theory, vol. 2,
str. 542—551. Varna 1975).

Pomembnost dela raziskovalne skupine ni samo v znanstvenem resSevanju m@m@maﬁk@ ampak

tudi v neposredni uporabnosti rezultatov pri reSevanju diagnostike diggmﬁmh vezl] domace pro-
zZV@dH}@




RAZISKOVALNE NALOGE MATEMATICNEGA ODDELKA
INSTITUTA ZA MATEMATIKO, FIZIKO IN MEHANIKO

O raziskovalnih nalogah matemati¢nega oddelka IMFM smo porocali v Obzorniku za
matematiko in fiziko 21 (1974), str. 56—58. Danes navajamo Se nekatere naloge. Financirala
jih je (razen prve) Raiskovalna skupnost Slovenije.

Anton Suhadolc

Stabilnost numeric¢nih procesov linearne algebre

Nosilec te triletne naloge, ki jo je financiral Zvezni fond za znanstveno raziskovalno delo,
je bil Z. Bohte.

V delu so z Wilkinsonovo metodo obratne analize napak analizirani nekateri procesi
numeriCne linearne algebre. Z enotnega staliSCa so ocenjene zaokrozitvene napake pri
metod1 Choleskega za reSevanje sistemov linearnih enacCb s pozitivno definitno matriko, pri
ortogonalnih metodah za reSecvanje sistemov linearnih enaCb z elementarnimi zasuki in
zrcaljenji, pri Givensovi in Householderjevi metodi za redukcijo simetricne matrike na
fridiagonalno obliko in pri redukciji sploSne matrike na Hessenbergovo obliko z elimina-
cijami. Vse ocene so izpeljane tudi v primeru, ko je matrika pasovna. Dobljene ocene niso
direktno uporabne za oceno napak izraCunanih resitev, paC pa omogocajo primerjavo raznih
metod glede stabilnosti racunanja.

Nosilec bo iz obdelane snovi napisal skripta za predavanja iz predmeta Specialni kurz
in za predavanja, ki jih je imel v okviru tretjestopenjskega Studija na zagrebski univerzi.

Zvonimir Bohte

Adicijski izreki v teoriji grup in v teoriji Stevil

Nosilec je bil J. Grasselli.

V prvem delu je podan kratek pregled nekaterih poymov in znanih izsledkov obravna-
vanega podrocja. Opisani sta prema in obratna naloga, razne njune posploSitve in nereSena
vprasanja.

V drugem delu je izpeljanih nekaj izrekov o vsoti in pozitivnih diferencah mnozice, ki jo
sestavlja kon¢no mnogo celih Stevil. Dana je ocena za Stevilo razredov izomorfnih mnozZic
celih Stevil.

Avtomatizacija faktorske analize

Nosilec naloge je bil E. ZakrajSek, sodelavci pa K. Momirovic, J. Kczak, A. Kmet in
J. Stalec.

StatistiCni paket SS smo si pred leti zamislili kot paket programov za racunalnik
IBM 1130, s katerim bi lahko resSevali standardne statistiCne naloge z najrazli¢nej$ih podro-
&ij, kot so sociologija, psihologija, kineziologija in podobno. Se preden je bil program do
kraja izdelan, smo dobili pri nas vrsto modernejsih in vecjih raCunalnikov. Tako smo pre-
liminarno verzijo programa predelali za potrebe novih raCunalnikov in danes eksistirata
dve verziji programa, ena na racunalniku CYBER 72, druga na raCunalniku UNIVAC 1106.
Obe verziji se Se vedno spreminjata. V paket vgrajujemo nove module, obenem pa program
stalno moderniziramo.

Egon Zckrajsek

Nove kvadraturne formule

Nosilec naloge je bil A. Suhadolc, sodelavec M. Omladic.
Delo obravnava eksistenco in konstrukcijo kvadraturnih formul, ki uporabljajo kot
podatek o integrandu povprecja integranda po nekaj majhnih podintervalih.
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Najpre] je dokazana eksistenca kvadraturnih formul po povprecjih za n podintervalov,
ki se ne prekrivajo; te tormule so eksaktne najmanj za vse polinome do vklju¢no stopmie
n— 1. |

V drugem delu je konstruiran neki operator povprecenja, ki omogoca, da se definira
posploSeni skalarni produkt na prostoru polinomov dveh spremenljivk. Definiranit so tudi
posploSeni oskulacijski polinom: in polinomi, ortogonalni glede na posploieni skalarmi
produkt. T1ipolinomi omogocajo konstrukcijo Gaussovih kvadraturnih formul po povprecjih.

Idejo za obdelavo takih kvadraturnih formul je dobil prof. S. Pahor pri studiju nekega
fizikalnega problema.

Iz obravnavane snovi je sodelavec pripravil tudi diplomsko nalogo. V tisku je ¢lanek,

ki povzema prvi del naloge.

Anton Suhadoe [c

Metricne lastnosti analiticnin funkcii i

Nosilca naloge sta bila I. Vidav in J. Globevnik, sodelavca pa G.

Naloga je sestavijena 1z Stirih delov. V prvem je obdelan tale problem:

Naj bo D odprta povezana mnoZica v kompleksni ravnini in X kompleksen Banachov

prostor. Naj bosta F,G:D — X analiticni funkci jL za kateri velja || 2

(ze D). Ce j?@ prostor X Hilbertov, obstaja izometriCen linearen operator W *X — X, da
je F = WG, Obratno, Ce je za vsaki funkciji F, G y4 zg@mﬁ mgﬁ gzwm
metricen hmamn operator W:X — X, da je I' = WG ° en, ]
¥ H ﬂ@ﬂ@V prostor.

Drugi del obravnava grupe izometrij in strukturo konCno razseznih Banachovih pro-

Storov.

Naj bo X konino razsezen Banachov prostor, G grupa vseh linearnih izometryy na X

G, povezana komponenta identitete grupe G in %% mnozica vseh hermitskih operatorjev
na X. Osrednja tema so zveze med strukturami teh objektov. Najprej je dokazan tale re-

zultat: Y6 + {96 je algebra natanko tedaj, ko obstaja na X toliko od niC razlicnih pravokotnih

hermitskih idempotentov, kot je rang Liejeve grupe G,. Nato vzame avtor poljubno tako
Razcepu algebre '3 na fak-

*-podalgebro B v 6 -+ iJ6, ki vsebuje identiteto prostora X.

torje ustreza razcep prostora X na podprostore, recimo X, ..., X;. Pokazano je, da je vsak

X, direktna vsota Hilbertovih podprostorov iste dﬂﬂi@ﬁﬂj@ E@ e B = Y6 + iY6, vsaka

1zometrija prostora X ohranja ali le zamenja podprostore X.
Iz zgornjega se da izvesti nov dokaz izreka H. Schneiderja in R. E. L. Turnerja o vpra-

Sanju, kdaj je X direktna vsota pravilno vloZenih Hilbertovih podprostorov. Koncno je podan

pregled spektralnih lastnosti hermitskih operatorjev na koncno razseznih prostorih.
Tretje poglavie se imenuje Hilbertovi podprostori v C*-algebrah. V njem je najprej
Hilbertovih podprostorov v C*-algebrah. Ostanek

ugotovljena struktura pravilno vlozenih k
daje odgovor na vprasSanje, kaksni so tisti Hilbertovi podprostori v C*-algebri vseh omejenih
nimalne desne ideale.

Hilbertovem prostoru, ki vsebujejo mi

linearnih operatorjev na nekem I
Cetrto poglavje ima naslov PoSevno simetri¢ni operatorji v realnih Banachovih pro-
prostoru imenujemo posSevno

storth. Omejen linearen operator 4 v realnem anadmve
simetricen, Ce je || L + A || =1 4+ o(z), t — 0, t € R. PoSevno simetrien operator je gene-
rator neke enoparametricne grupe izometrij v realnem Banachovem prostoru in obratno.
Ce je A poSevno simetri¢en operator v realnem 27 din @nzmnam@ : prostoru
in e so lastne vrednosti Ay, As, ..., 4, prirejenega hermitskega operatorja v kompleksnem
prostoru racionalno neodvisne, potem je 4 = 2 — A4, JP,, k= 1,2, ..., n, kjer so P, pro-
jektory, J poSevno simetriCen operator in J? = —1.

O rezultatih naloge bodo avtorji porocali v Sestih ¢lankih. Peter Legisa
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