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V IZREK"SCHOENFLIESO

JOŽE VRABEC

JANOV IN

AMS Subj. Class. (1970): 57-01, 57 A 05, 57 A 35, 57A 50

Članek obravnava klasični Jordanov in Schoenfliesov izrek ter njuni posplošitvi za prostore
višjih dimenzij. Večina dokazov je izpuščenih.

JORDAN AND SCHOENELIES THEOREMS

This article discusses the classical Jordan and Schoenflies theorems and their generalizations to

higher dimensions. Most proofs are omiited.

1. Jordanov izrek

Ker je v Obzorniku nedavno izšel članek [18], ki podaja osnovne pojme topologije,

bomo tu privzeli, da so ti pojmi znani.

Enostavna sklenjena krivulja je topološki prostor, ki je homeomorfen enotski krožnici

ST v ravnini R?, Slika 1 prikazuje primer take krivulje. Beseda enostavna naznačuje, da gre

za »sklenjeno krivuljo«, ki »sama sebe ne seka« (narekovaji so tu zato, ker uporabljamo

nejasne pojme; vsaj tu jih nismo definirali). Za primerjavo je na sliki 2 »sklenjena krivulja«,

ki ni enostavna.

Leta 1893 je C. Jordan v [11] formuliral tale izrek, ki ga danes imenujemo (klasični)

Jordanov izrek:

1.1. Jordanov izrek. Vsaka enostavna sklenjena krivulja v ravnini deli ravnino na dve polji

in je rob obeh teh dveh polj.

Dokaz, ki ga je podal Jordan za ta izrek, ni bil pravilen. Kasneje je izrek pravilno do-

kazal L. E. J. Brouwer. Kljub temu se izrek po pravici imenuje po Jordanu, kajti on je prvi

spoznal, da tu ne gre za očitno resnico, ampak je treba nekaj dokazati. Ker se tudi danes

marsikomu zdi pravilnost Jordanovega izreka sama po sebi razumljiva, ne bo odveč, če

izrek malo komentiramo. Najprej ga povejmo precizneje:

1.2. Jordanov izrek. Če je K enostavna sklenjena krivulja v R?, potem je komplement
R? — K unija dveh nepraznih, disjunktnih, odprtih, povezanih množic, recimo U in V, in K je

rob tako za U kot za V (z drugimi besedami: zaprtji U in V sta enaki U U K oziroma V V K).

Ta izrek gotovo močno sugerira naša intuicija, ni pa nobenega razloga, zakaj naj bi bila

njegova pravilnost očitna. Bralcu priporočam, da poizkusi dokazati izrek za K <— Sl;

ta dokaz je zelo lahek, toda še vedno je treba nekaj dokazati.

" Predavanje s tem naslovom je imel avtor na aktivu matematikov 9. 10. 1974. v Ljubljani,
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Izrek 1.2 vsebuje več trditev. Pokazali bomo, katere od njih je lahko dokazati, da bo

bolj vidno jedro problema.

Bodi X poljuben topološki prostor. Komponenta prostora X je vsaka maksimalna po-

vezana podmnožica v X; to je torej taka povezana množica C < X, da je vsaka množica

Y < X, ki vsebuje C kot pravo podmnožico, nepovezana. Seveda je X povezan prostor

tedaj in le tedaj, ko je X edina komponenta v X. Nepovezani prostori pa morejo imeti

poljubno mnogo komponent, tudi neskončno mnogo. V vsakem primeru pa velja:

1.3. Lema. Komponente poljubnega prostora X so paroma disjunktne in njihova unija je

ves prostor X.

To je posebno lahko dokazati, če je X odprta množica v R? ali v poljubnem prostoru R".

S podobnim premislekom kot v dokazu izreka 4 v [18] namreč lahko pokažemo, da je za

poljubno točko x e X komponenta, ki vsebuje x, enaka množici vseh točk iz X, ki jih je

mogoče povezati z x s kako poligonalno črto.

1.4. Lema. Komponente odprte množice v R? (ali v poljubnem prostoru BR") so odprte

množice.

Dokaz. Naj bo U poljubna odprta množica v R? in C komponenta množice U. Vzemimo

poljubno točko x c C. Ker je množica U odprta, vsebuje krog, recimo D, s središčem x.

Vsako točko iz D lahko zvežemo z x z daljico (ki leži v D in zato v U), zato je D < C. Mno-

žica C vsebuje torej hkrati z vsako svojo točko še dovolj majhen krog okoli te točke, zato

je C odprta množica v R?.

1.5. Lema. Naj bo X kompaktna množica v BR? (ali v poljubnem prostoru BR") in naj bo U

poljubna komponenta komplementa množice X. Potem rob množice U leži v X (in zato zaprtje

U leži v UV X).

Dokaz. Naj bo x e R? — X. Treba je pokazati, da x ni robna točka za U. Označimo z V

komponento množice R? — X, ki vsebuje x. Po 1.3 je bodisi V — U, bodisi VNA U< 90.

Če je V — U, je x notranja točka za U, če paje U O V <— 0, je x zunanja točka za U; po 1.4

sta namreč množici U in V odprti. V nobenem primeru torej x ni robna točka na U.

Vrnimo se zdaj k Jordanovemu izreku 1.2. Enostavna sklenjena krivulja K je homeo-

morfna enotski krožnici, torej je kompaktna. Iz zgornjih lem zato sledi, da je komplement

R? — K unija disjunktnih povezanih in odprtih množic — komponent množice R?— K

— in da je rob vsake od teh komponent vsebovan v K. Nedokazani ostaneta še dve trditvi

izreka, namreč, da ima R? — K natančno dve komponenti in da rob vsake od njiju pokrije

celo krivuljo K. Nobena od teh dveh trditev ni kar očitno pravilna in je tudi ni lahko dokazati

(kar se tiče števila komponent, ni lahko pokazati niti, da je množica R? — K nepovezana,

niti, da število njenih komponent ni večje od 2). Jasno je tudi, da nobena od teh dveh trditev

ne bo nujno držala, če zamenjamo enostavno sklenjeno krivuljo K s splošnejšo kompaktno

množico. Slika 3 prikazuje 1-razsežno kompaktno množico v R?, katere komplement ima

več kot dve komponenti, na sliki 4 pa je kompaktna množica X, katere komplement ima

sicer dve komponenti, vendar rob ene od njiju ne pokrije vse množice X. Bolj presenetljivo

je, da obstaja v R? tudi taka kompaktna množica X, da ima njen komplement več kot dve

komponenti, pa je vseeno vsaka točka iz X robna za vse komponente iz R?' — X.

Slika 3 Slika 4
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Običajni dokazi Jordanovega izreka so čisto elementarni, tako da ne zahtevajo nič kaj

več znanja topologije, kot ga bralec dobi iz [18]; so pa razmeroma dolgi in zapleteni. Zato

tu dokaza ne bomo napravili. Kogar dokaz zanima, si ga lahko ogleda npr. v knjigah [1],

[12], [13]. V [3] pa je zelo lep in preprost dokaz (ki bi bil razumljiv tudi dijakom srednjih

ali celo osnovnih šol) Jordanovega izreka za primer, da je K poligonalna enostavna skle-

njeria črta.

Še dve opombi. Če je X poljubna kompaktna množica v R?, je natanko ena od kompo-

nent iz R? — X neomejena, torej taka, da je ne pokrije noben krog. Množica X je namreč

omejena in zato jo lahko pokrijemo s kakim krogom D. Zunanjost kroga je potem odprta

množica v R? — X in je očitno povezana in neomejena. Zato ta množica leži v neki kom-

ponenti iz R? — X. Vse druge komponente iz R? — X pa potem ležijo v D, torej so omejene.

Če je K enostavna sklenjena krivulja v R?, imenujemo omejeno komponento iz R'— K

notranje polje krivulje K, neomejeno komponento pa zunanje polje.

Druga opomba je tale. Označimo z S? enotsko 2-razsežno sfero, torej rob enotske krogle

v R5, Bodi K enostavna sklenjena krivulja na S?. Če je x, poljubna točka v S? — K, lahko

S? — (xa? preslikamo s stereografsko projekcijo homeomorfno na BR? [18; str. 7]. Pri tem

se seveda K preslika na neko enostavno sklenjeno krivuljo v R?, Zato iz 1.1 brez težav

dobimo:

1.6. Posledica, Če je K enostavna sklenjena krivulja v S?, ima komplement S? — K natanko

dve komponenti in K je rob obeh teh komponent.

2. Sehoenfliesov izrek

Pojdimo zdaj k drugemu izreku, ki ga omenja naslov članka. Označimo z E zaprti

enotski krog v R?. Topološki prostor, homeomorfen Z, bomo imenovali disk. Leta 1908 je

A. Schoenflies [16] dokazal tole dopolnitev Jordanovega izreka:

2.1. Schoenfliesov izrek. Če je K enostavna sklenjena krivulja v R?, je zaprtje njenega

notranjega polja disk.

Schoenfliesov dokaz je bil čisto topološki. Nekaj let kasneje pa je Caratheodory pokazal,

da se Schoenfliesov izrek da izpeljati iz Riemannovega izreka o konformnih preslikavah.

Verjetno se tudi Schoenfliesov izrek marsikomu zdi očiten. Enostavna sklenjena krivulja

je namreč nekakšna zverižena krožnica. In če krožnico S? lahko deformiramo v K, »gotovo«

lahko obenem deformiramo notranje polje krožnice S! na notranje polje krivulje K. Kasneje

bomo videli, da je tak »sklep« zmoten.

Schoenfliesov izrek je ekvivalenten vrsti drugih trditev (in zato tudi vsaki od teh trditev

pravimo Schoenfliesov izrek):

2.2. Izrek. Tele trditve so ekvivalentne:

a) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K < R? je zaprtje notranjega polja krivulje

K disk.

b) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K < R? obstaja homeomorfizem R?'— R?,

ki preslika K na enotsko krožnico Sl.

c) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K < S? sta zaprtji obeh komponent komplementa

S?.— K diska.

d) Za vsako enostavno sklenjeno krivuljo K < S? obstaja homeomorfizem S? — S?, ki

preslika K na »ekvator« sfere S?, to je na množico točk v S?, ki imajo 3. koordinato enako 0.

Ta izrek bomo dokazali bolj površno. Pokazali bomo, da veljajo implikacije (a) > (c) >

— (d) — (b) — (a).
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Da iz (a) sledi (c), dokažemo takole: Krivulja K deli S? na dve odprti množici, recimo

U in V (glej 1.6). Izberimo poljubno točko x, € V in naj bo 4: S? — 4x,? > R? poljuben

homeomorfizem (recimo stereografska projekcija). Potem je 4(K) enostavna sklenjena

krivulja v R?in 4(U) je njeno notranje polje. Po (a) je zato 4(U) U 4(X) disk, torej je tudi

U U K disk. Analogno dokažemo, da je V U K disk.

Dokaz, da iz (c) sledi (d): Bodita D, in D, zaprtji komponent množice S? — K. Po (c)

sta D, in D, diska. Naj bosta B, in B, zaprta zgornja in spodnja hemisfera na S?, torej diska,

ki ju ekvator omejuje v S?. Izberimo homeomorfizem g krivulje K na ekvator. Po [19 7.2]

je g mogoče razširiti do homeomorfizma /, : D, > B, in do homeomorfizma 4, : D, — B.. Ta

dva homeomorfizma skupaj sestavljata homeomorfizem /4:.S? — S?, ki seveda K preslika

na ekvator.

Dokaz, da iz (d) sledi (b): Bodi s »severni pol« na S?in naj bo f: S? — (s) — R? stereo-

grafska projekcija. Če je K dana enostavna sklenjena krivulja v R?, je f-'(K) enostavna

sklenjena krivulja na S? in zato po (d) obstaja homeomorfizem 4 : S? — S?, ki f4(K) preslika

na ekvator. Iz [19; 3.6] zlahka sledi, da obstaja homeomorfizem g : S? — S? ki ne premakne

nobene točke na ekvatorju, točko /(s) pa preslika nazaj v s. Kompozitum goh:,S? 5 S?

je spet homeomorfizem, ki f-(K) preslika na ekvator, in poleg tega je g > h(s) — s. Kom-

pozitum fo goho f"! pa je potem homeomorfizem R? na R?, ki K preslika na S.

Dokaz, da iz (b) sledi (a), je še najlažji in ga bomo izpustili.

Pri začetni formulaciji Schoenfliesovega izreka (2.1) smo se sklicevali na Jordanov izrek.

Za formulacijo trditve (b) iz 2.2 pa nam Jordanov izrek ni potreben, pač pa Jordanov izrek

očitno sledi iz 2.2 (b). Ker lahko tudi dokažemo 2.2 (b) brez sklicevanja na Jordanov izrek,

ubijemo tako dve muhi na en mah. Po tem lahko pričakujemo, da je dokaz Schoenfliesovega

izreka težji kot dokaz Jordanovega, in res je tako. Zato tu seveda tudi Schoenfliesovega

izreka ne bomo dokazovali. Bralec si dokaz lahko ogleda npr. v [9], [10], [12] ali [13] (ti

dokazi si niso enaki). Dokaz Schoenfliesovega izreka za poligonalne enostavne sklenjene

krivulje je mnogo lažji kot dokaz splošnega izreka in bi nam bil čisto dostopen (glej npr.

[4). Vendar tudi tega dokaza ne bomo napravili, da se nam članek ne bo preveč razvlekel.

Iz Schoenfliesovega izreka z lahkoto dobimo:

2.3. Posledica. Če sta J in K poljubni enostavni sklenjeni krivulji v R?, obstaja homeo-

morfizem R? — R?, ki J preslika na K.

Dokaz. Iz 2.1 in 2.2 sledi, da obstajata taka homeomorfizma f in g iz R? na R?, da je

J(J) < Slin g(K) — Sl. Kompozitum gr! o f je potem homeomorfizem iz R" na R?, ki J

preslika na K.

3. Jordanov izrek v višjih dimenzijah

Pri topologiji štejemo homeomorfne prostore za enake, ekvivalentne. Zato bomo vsak

prostor, ki je homeomorfen standardni z-sferi S", to je enotski sferi v R"'l, imenovali

topološka n-sfera. Topološka 1-sfera je torej isto kot enostavna sklenjena krivulja.

Leta 1912 je Brouwer [5] dokazal tole naravno posplošitev klasičnega Jordanovega izreka:

3.1. Jordan-Brouwerjev izrek o separaciji. Če je K poljubna topološka (n — 1)-sfera v

R"(n Z 2), potem ima komplement R" — K natanko dve komponenti in K je rob vsake od njiju.

Originalni Brouwerjev dokaz je bil težak. Po mogočnem razvoju, ki ga je algebraična

topologija napravila od tistih časov, pa je dokaz postal preprosta topološka vaja. Mi tule

sredstev algebraične topologije nimamo in zato nam je dokaz izreka 3.1 nedostopen. No,

kljub temu lahko povemo o njem nekaj besed. Če je U odprta množica v R", je število

njenih komponent določeno z ničto homološko grupo //,(U). Če je U komplement kom-

paktne množice K, je po Alexandrovem dualnostnem izreku grupa /,(R" — K) izomorfna
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(n — 1)-ti Alexander-Čechovi kohomološki grupi H"-!(K), ta pa je odvisna le od topo-

loškega tipa množice K (celo samo od njenega homotopskega tipa). Tako dobimo:

3.2. Izrek. Če sta K in L homeomorfni kompaktni množici v R", imata njuna komplementa
R" — Kin R"— L isto število komponent.

K omplement sfere S"-! v R"(m — 2) ima dve komponenti. Zato iz 3.2 sledi:

3.3. Posledica. Če je K topološka (n — 1)-sfera v R"(n — 2), ima R" — K dve komponenti.

Če je k < n, identificirajmo vsako točko x — (č,,..., čx) € R"stočko (č,,..., čx,0, ..., 0) e

e R" ki ima prvih £ koordinat enakih koordinatam točke x, zadnjih nm — k koordinat pa

enakih 0. S to identifikacijo postane R" K.-razsežna koordinatna ravnina v R" in obenem

postaneta zaprta enotska krogla B" c R" in enotska (k — 1)-sfera S"! c R" podmnožici

prostora AR". Ta dogovor bomo upoštevali do konca članka.

Prav lahko je videti, da je pri k < n komplement krogle B" v prostoru R" povezan. Zato

iz 3.2 sledi:

3.4. Posledica. Če je množica B < R"(n — 2) homeomorjna zaprti enotski krogli BE

prostora R"4k < m, je njen komplement IR" — B povezan.

Z rezultatom 3.3 že imamo del izreka 3.1. Pri dokazovanju ostalega si pomagamo S 3.4

(verjetno ni mogoče dokazati izreka 3.1, ne da bi spotorna dokazali 3.4 vsaj za k —< n—l;

zato nekateri vključijo 3.4 kar v formulacijo Jordan-Brouwerjevega izreka). Naj bo torej

K < R' in naj obstaja homeomorfizem f: S"-! — K. Po 3.3 ima R" — K dve komponenti,

recimo Vin W. Dokazati moramo še, da je vsaka točka iz K robna za Vin W. Pa recimo, da

točka x, € K ne leži na robu množice V. Potem obstaja odprta okolica U točke x, v R", ki

množice V ne seka. Ker je preslikava f zvezna, ima točka rt, — f-1(x,) tako okolico

G v S'"-l da je f(G) c U. Pri tem lahko vzamemo za G kar presek sfere Sr-l

z dovolj majhno odprto kroglo v RR", ki ima središče v 7, (glej sliko 5 za primer z» — 2).

Pri takem G pa je množica H — S"-l . G (in prav tako G) homeomorfna B"-! (to je prav

lahko pokazati neposredno; ne potrebujemo kakega Schoenfliesovega izreka). Seveda je

tudi množica f(H) homeomorfna B"-! in zato je po 3.4 njen komplement R" — f()) po-

vezan. Če si torej izberemo poljubni točki v e V in w ec W, obstaja po izreku 4 iz [18] poli-

gonska črta P < R" — ((H) od v do w. Ker v in w pripadata različnima komponentama

množice R" — K, mora P nekje sekati K. Naj bo x prva točka na P (če gremo od v proti w),

ki leži v K. Seveda je x e f(G) < U. Ker je množica U odprta, je okolica za x in zato vsebuje

vse točke na P, ki so dovolj blizu x. Toda vse točke na P med v in x so v V (po definiciji

točke x), torej je UN V A 0. S tem pa smo prišli do protislovja, torej je bil privzetek, da x,

ni robna točka za V, napačen. Enako pokažemo, da je vsaka točka iz K robna za W.
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V [18; str. 7] je bil brez dokaza naveden tale izrek:

3.5. Brouwerjev izrek o invarianci odprtih množic. Če sta U in V homeomorfni podmnožici

prostora R" in če je množica U odprta, potem je tudi V odprta.

To je eden najosnovnejših izrekov v topologiji evklidskih prostorov in mnogoterosti

(glej npr. [18], str. 7 in str. 15, ter [19], str. 27 in dokaz izreka 2.2). Pokažimo, da 3.5 dokaj

preprosto sledi iz 3.3 in 3.4 (za k — n).

Vzemimo poljubno točko y e V. Treba je pokazati, da je y notranja točka za V. Izberimo

homeomorfizem f: V — V in naj bo x — f"!(y). Ker je množica U odprta, obstaja taka

zaprta krogla O s središčem x, da je O < U. Označimo z S rob krogle O, s O" pa njeno

notranjost.

Oglejmo si podmnožici f(0?% in R" — f(0) množice R" — S. Množica f(0?) je povezana

(ker je zvezna slika povezane množice O") in zato vsa leži v eni sami komponenti množice

R" — S. Tudi množica R" — f(0) je povezana (in sicer po 3.4 za k — m), torej tudi ta leži

vsa v eni sami komponenti iz R"— S. Toda R" — S ima po 3.3 natanko dve komponenti

in ker ((0?) in R"—((0) skupaj pokrivata vso množico R"— S, ni druge možnosti,

kot da je vsaka od množic f(0%, R"—-f((0) kar enaka eni od komponent v R"— S, Iz

1.4 zato sledi, da je množica ((0") odprta v R". Seveda je y —< f(x) ef(0") < V, torej

je y res notranja točka množice V.

4. Schoenfliesov izrek v višjih dimenzijah

Pri Schoenfliesovem izreku je manj jasno kot pri Jordanovem, kaj naj bi bila »prava«

posplošitev na višje dimenzije. Za splošne prostore R" lahko namreč formuliramo več raz-

ličnih trditev, za katere je klasični Schoenfliesov izrek (ali kaka ekvivalentna trditev iz 2.2)

poseben primer. Najbolj direktna posplošitev pa bi bila najbrž tale:

4.1. Domneva. Za vsako topološko (n — 1)-sfero K < R" je zaprtje njenega notranjega

območja homeomorfno B".

Ta domneva je napačna za vsak z > 2. Menim, da je to eden od primerov, ko nas »zdrava

pamet« vara. Domnevo 4.1, recimo za z — 3, je namreč mogoče »dokazati« prav tako kot

klasični Schoenfliesov izrek: če je K zverižena sfera, potem tisto, kar je znotraj, ne more biti

nič drugega kot zverižena krogla. Prvi primer topološke 2-sfere v R?, za katero je domneva

4.1 napačna, je leta 1924 konstruiral Alexander [2]; tista topološka 2-sfera je kasneje dobila

ime Alexandrova rogata sfera, ker jo konstruiramo tako, da na okroglo sfero nataknemo

neskončno mnogo »rogov«, ki se med seboj prepletajo. Tu bomo rajši pokazali neki drug

primer, ki ga je laže opisati in narisati.

Najprej pa tale opomba: za vsak z lahko formuliramo trditve, analogne (a), (b), (c) in

(d) iz 2.2, in potem lahko dokažemo (s praktično istim dokazom kot pri 2.2), da so vse te

posplošene trditve med seboj ekvivalentne — le da so pri x <— 3 vse napačne. Tako je npr.

trditev iz 4.1 ekvivalentna tejle (za z — 3 napačni) trditvi:

4.2. Domneva. Za vsako topološko (n — l)-sfero K < R" obstaja homeomorfizem R" — R",

ki K preslika na Sl,

Opozorimo, da sta trditvi 4.1 in 4.2 ekvivalentni le tako, kot sta napisani: če je za vsako

topološko (m — 1)-sfero v R" zaprtje njenega notranjega območja homeomorfno B", potem

je vsako topološko (m — 1)-sfero v R" mogoče preslikati na S"-! s homeomorfizmom vsega

prostora MR"; in obratno. Za kako posamezno topološko (mn — 1)-sfero K < R" pa se lahko

zgodi, da je zaprtje njenega notranjega območja homeomorfno B", pa vseeno ni homeo-

morfizma R" — R", ki bi K preslikal na S"-l, Prav sfera, ki jo nameravamo zdaj poka-

zati, je taka.
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V skladu s splošno rabo bomo topološko (m — 1)-sfero K < R" imenovali krortko, če

obstaja kak homeomorfizem fa" — MR", ki K preslika na S"-!; če pa takega homeomorfizma

ni, je K divja topološka sfera.

Vzemimo kroglo B$ in jo razsvaljkajmo v dolgega, tankega, na obeh koncih zašiljenega

črva (slika 6). Ta črv je homeomorfen Bin njegov rob je homeomorfen S?, Zdaj pa tega črva

na obeh koncih neskončnokrat zavozlajmo (podobno kot delamo z nitjo pri kvačkanju):

proti koncu naj vozli postajajo vse manjši in naj na vsaki strani konvergirajo proti eni sami

točki (p oziroma g) — glej sliko 7. Črv, čeprav zavozlan, je še vedno homeomorfen BŠ in

njegov rob — imenujmo ga K — je homeomorfen S?. Topološka 2-sfera K je divja. Da se

namreč pokazati, da njeno zunanje območje ni homeomorfno zunanjemu območju za S?

(to je RS — B8), To najlaže dokažemo s homotopskimi sredstvi. Lahko se je prepričati, da

je množica Rš— B% enostavno povezana, tj. vsako sklenjeno krivuljo, ki leži v Rš— B$,

lahko znotraj RS — BS zvezno stisnemo v točko. Če bi bil komplement črva na sliki 7 homeo-

morfen Rš — B$%, bi bil tudi sam enostavno povezan; da pa se pokazati, da npr. krožnice J,

kot je narisana na sliki 7, ni mogoče zvezno stisniti v točko v komplementu črva.

Opozoriti moramo, da pravkar omenjena homotopska metoda ne da natančnega kri-

terija za razločevanje med divjimi in krotkimi topološkimi sferami. Če npr. črva na sliki 7

presekamo na polin nato levo polovico odvržemo, bo desna polovica še vedno homeomorfna

BŠ: za njen komplement v BR? pa se da pokazati, da je ne samo enostavno povezan, ampak

celo homeomorfen R? — B%, Kljub temu se izkaže, da je tudi desni »polčrv« divji.

Pokazali smo primer topološke 2-sfere v BR, katere zunanje območje je »slabo«. Od tod

lahko takoj dobimo topološko sfero, pri kateri zaprtje notranjega območja ne bo homeo-

morfno B?: prejšnjo topološko sfero K preslikajmo z inverzijo glede na poljubno sfero, ki

ima središče v notranjosti našega črva (manj učeno povedano: če si črva na sliki 6 mislimo

praznega, tj. brez notranjosti, mu konice lahko zavihamo navznoter in potem znotraj

napravimo tistih neskončno mnogo vozlov).

Še na nekaj bi bilo treba opozoriti: neskončno mnogo vozlov črva ne napravi nujno

divjega. Razmeroma lahko je pokazati, da je površina črva na sliki 8 krotka topološka

2-stera.

Bralec more najti v [8] odlično in pristopno napisano ter obenem dokaj izčrpno poročilo

o znanih rezultatih glede topoloških 2-sfer v R?. Ta teorija je najbolj cvetela v letih od 1955

do 1970. Do danes se je težišče premaknilo bolj na študij višjih dimenzij.

Divje topološke sfere v višjih dimenzijah dobimo iz nižje dimenzionalnih s konstrukcijo,

ki se ji pravi suspenzija. Zaradi nazornosti začnimo v ravnini. Vzemimo poljubno topološko
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1-sfero (enostavno sklenjeno krivuljo) K v R?. Izberimo točki x,y c R$ — R? tako, da bo

u »nad« ravnino R?, v pa »pod« njo. Suspenzija nad K z vrhovoma vu in v — označili jo bomo

s ZK — je unija daljic od x do vseh točk iz K in daljic od v do vseh točk iz K; to je torej

dvojni stožec z bazo K. Vsak homeomorfizem K — S! očitno lahko razširimo do homeo-
morfizma ZK — S? (tvorilke suspenzije preslikamo na meridianske polkroge na S"); ZK je

torej topološka 2-sfera v R?. Analogno konstruiramo za vsak z in za vsako topološko

(n — 1)-sfero K < R" suspenzijo ZK < R"' jn ta je potem topološka z-sfera.

Vzemimo zdaj tako (divjo) topološko (m — 1)-sfero K < R" (n Z 3), da ena od kompo-

nent množice R" — K ni enostavno povezana. Dokaj lahko je pokazati, da tudi ustrezna

komponenta množice R"'! — »/K ni enostavno povezana; natančneje, fundamentalna grupa

(glej [14] vsake komponente množice R"'! — K je izomorfna fundamentalni grupi ustrezne

komponente množice R" — K. Z indukcijo torej lahko pokažemo, da za vsak z — 3 obsta-

jajo divje topološke (z: — 1)-sfere v R".

Kadar je kaka smiselna domneva — v našem primeru 4.1 oziroma 4.2 — v splošnem

napačna, se vedno vprašamo, kdaj je pa le pravilna. M. Brown je leta 1960 našel dovolj

zadovoljiv odgovor na to vprašanje v našem primeru. Da bi mogli formulirati njegov izrek,

moramo najprej uvesti pojem lokalne ploščatosti.

Vsaka točka na S"-! ima v S"-! kako okolico (npr. presek sfere S"-! s poljubno dovolj

majhno odprto kroglo v R", ki je homeomorfna R"-! (primerjaj [19]. Ker gre za topološko

lastnost, velja ista trditev za vsak prostor, ki je homeomorfen S"-1, Če je torej K poljubna

topološka (7: — 1)-sfera v R", ima vsaka njena točka x v K odprto okolico U, ki je homeo-

morfna R-l, Ali pa se da tak homeomorfizem U — R'-!l razširiti do homeomorfizma kake

okolice množice U v AR" na kako okolico hiperravnine R"-! v R'"? V splošnem ne; če pa,

pravimo, da je sfera K v točki x lokalno ploščata. Natančneje, topološka (m — 1)-sfera

K <— R" je lokalno ploščata v točki x < K, če obstajata taka odprta okolica V za x v R" in

tak homeomorfizem 4: V > R", da je k(Y A K) — R'-l. Dalje pravimo, da je topološka

sfera K lokalno ploščata, če je lokalno ploščata v vsaki svoji točki.

Sfera S"-! je lokalno ploščata. Tu namreč lahko vzamemo za okolico V poljubne točke

x € S" kar odprti polprostor v RR", omejen z (z: — 1)-razsežno ravnino, ki je pravokotna

na vektor od izhodišča do x. Homeomorfizem 4 konstruiramo tako, da odprto hemisfero

V A S"-l preslikamo na R"-!, radialne poltrake iz izhodišča, ki ležijo v V, pa na premice,

ki R"— sekajo pravokotno. Zapišimo / za primer, da je x »severni pol« (0, ..., 0, 1): če vsako

točko iz R" predstavimo kot par (y, £), pri čemer je y ec R'"-! in ze R, potem je homeo-

morfizem / dan s formulo A(y, £) < (y/t, log (|| y ||? -- 12). Od tod zdaj očitno sledi, da je

lokalno ploščata tudi vsaka krotka topološka (m — 1)-sfera v R". Brownov izrek ([6] in

[7] pa pravi, da velja tudi obratno:

4.3. Posplošeni Schoenfliesov izrek. 7opološka (n — 1)-sfera v R" je krotka tedaj in le

tedaj, ko je lokalno ploščata.

Površina črva na sliki 7 torej ni lokalno ploščata. V resnici je ta topološka 2-sfera lokalno

ploščata povsod razen v točkah p in g. Površina črva na sliki 8 pa je lokalno ploščata povsod,

tudi v p in g, pa če se to zdi še tako neverjetno.

Za konec si oglejmo še tole posplošitev domneve 4.2 (ki je zato tudi posplošitev klasičnega .

Schoenfliesovega izreka):

4.4. Domneva. Za vsako topološko k-sfero K < R"(k < n) obstaja homeomorfizem

R" — RR", ki K preslika na S" < R"lc R".

Povedali smo že, da je ta domneva napačna, če je z Z 3 in k — n— 1. Pa je napačna

tudi za vsak drug k > 0, če je le z < 3. Kot zgoraj nas zato zanima, ali je morda ta domneva

pravilna vsaj za kak razred »lepih« topoloških k-sfer v R", npr. za gladke ali, splošneje,
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za lokalno ploščate (lokalno ploščatost pri poljubnem X definiramo podobno kot pri k —

— n — |). Res se izkaže (glej [17], da je domneva 4.4 pravilna za vsako lokalno ploščato

topološko k-sfero K < R", če jele k x n — 2. Če paje k — n — 2, je domneva 4.4 napačna

za še tako lepe topološke k-sfere v R". Tu se namreč pojavijo vozli. Gladke topološke 1-stere

K v R5. ki jo prikazuje slika 9, ni mogoče preslikati na S! z nobenim homeomorfizmorn

BR — R8, Pri dokazu te trditve se moramo spet zateči k homotopskim metodam. Ni težko

pokazati, da je fundamentalna grupa z,(R? — S!) izomorfna grupi z,(5?) in s tem aditivni

grupi celih števil Z (glej [14]. Če bi obstajal kak homeomorfizem Rš — R$, ki bi K preslikal

na Sl, bi bila seveda tudi komplementa R% — K in R? — SS! homeomorfna in bi zato imela

izomorfni fundamentalni grupi. Da pa se pokazati, da grupa 7,(R? — K) ni izomorfna Z.

Bralcu, ki bi ga zanimali problemi, kakršne smo obravnavali v tem članku, priporočam

Rushingovo knjigo [15].
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Obzornik mat. fiz. 23 (1976) 5/6

O NEKEM EKSTREMALNEM PROBLEMU

MILAN HLADNIK

AMS Subj. Class. (1970): 50 A 30, 28 A 75

Članek obravnava, skupaj z nekaterimi sorodnimi vprašanji, naslednji problem, ki ga je zastavil
Kakeya: Poiskati lik z minimalno ploščino, v katerem je mogoče daljico dane dolžine obrniti za 180".

ON AN EXTREMUM PROBLEM

How to find a plane figure of least area on which a line segment of a certain length can be moved

so that it returns to its original position but with its direction reversed? This old problem of Kakeya

is treated together with some related guestions.

Zastavimo si naslednjo nalogo: Orientirano daljico želimo tako premikati po ravnini,

v kateri leži, da se vrne v prvotno lego z nasprotno orientacijo. To seveda lahko storimo

na veliko načinov, vprašanje pa je, koliko »prostora« za tako gibanje potrebujemo. Daljico

dolžine a lahko npr. obrnemo v krogu s polmerom da/2, v četrtini kroga s polmerom a,

v polovici astroide x?/8 -- y?!8 — ag?! v enakostraničnem trikotniku z višino a itd. Ploščine

naštetih likov so po vrsti za?/4, za?/4, 3 a?[16, a?/Y/3. Pa si predpišimo še pogoj, da je treba

daljico zavrteti na čim manjši površini. To pa je že pravi problem, ki ga lahko formuli-

ramo takole:

Problem 1. Poiskati lik z minimalno ploščino, v katerem je mogoče daljico dane dolžine

obrniti za 180".

V matematični literaturi je problem znan od leta 1917, ko ga je postavil japonski mate-

matik S. Kakeya. Čeprav ni ostal dolgo nerešen, je zaradi svoje zanimivosti še danes, po

skoraj šestedesetih letih, sem in tja deležen pozornosti. V dvajsetih letih tega stoletja so se

s problemom ukvarjali nekateri znani matematiki in A. S. Besicovitch ga je leta 1928 rešil

v vsej splošnosti [1]. Njegova rešitev je morda presenetljiva. Pokazal je, da lahko obrnemo

daljico na poljubno majhni površini. Metode, ki jih je uporabljal pri dokazovanju, so sicer

popolnoma elementarne, dokaz sam pa je precej zamotan. Šele pred nedavnim ga je B.

Fisher poenostavil [2]. V članku si bomo najprej ogledali Besicovitchevo rešitev, nato pa

bomo omenili še nekaj sorodnih problemov.

Besicovitch je ugotovil, da je njegov rezultat posledica naslednje trditve:

Izrek 1. V trikotniku ABC razdelimo osnovnico AB na 2" enakih delov in povežemo delilne

točke z ogliščem C. Tako smo trikotnik razdelili na 2" elementarnih trikotnikov. Pri primerni

izbiri števila n je mogoče elementarne trikotnike premakniti vzdolž daljice AB tako, da je

skupna površina, ki jo prekrivajo v novi legi, poljubno majhna.

Dokaz. Ploščina trikotnika 4BC naj bo S, dolžina osnovnice AB pa c. Označimo delilne

točke osnovnice z A — X,, X,, X,,..., Xm — B, kjer je m — 2". Premaknimo vsak trikotnik

X,; XajjaC (i< 0,1, ..., 2"—-) vzdolž osnovnice AB v desno za dolžino xc2-", kjerjeO < x <1.

V novem položaju naj bodo oglišča X;,;, X3;,, in C'. Ta trikotnik deloma prekriva trikotnik

XoairaXarjaC, presečišče stranic X,,C' in X,;,9C označimo z Y; (glej sliko 1). Elementarni

račun nam pove, da je ploščina trikotnika X;,X,,,Y; enaka 2!-"S(1 — 4x)" in ploščina

preostalega dela lika, ki ga tvorita trikotnika X;,;X;;;,C' ter XayaXanjaC, 27"5x?. Ker so

oglišča Y; vseh 2"-! trikotnikov X3,X,;,2Y; v isti višini nad osnovnico in imata sosednja
tj
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dva vzporedni stranici, lahko s translacijo vzdolž osnovnice iz njih sestavimo nov trikotnik

A,B,C;, tako da jih poravnamo na desno (pri tem je C, — Y,,21, m — 2"). Njegova ploščina

znaša

S, < S(1— 41x?

Če s T, označimo preostalo ploščino, ki jo pokrivajo premaknjeni elementarni trikotniki,

pa velja

T, < Sx?]2

Proces sedaj nadaljujemo na trikotniku A,B,C,, ki je sestavljen iz 2"-' trikotnikov.

Na isti način kot prej najdemo trikotnik A,B,C, s ploščino

S, — S,(l — px)? —< S(1 — 4x)

medtem ko je ploščina, ki jo pokriva 2" prvotnih elementarnih trikotnikov in ki leži izven

ABC,
T, < Sx?]2 4 S,x?]2 — SO?) Ad - Ud — 14x)

Postopek ponavljamo, dokler gre.

Na r-tem koraku imamo

S, — S(1— ix)?

in

T, < SOŽP)1 -U—Zx? 4... - ( — Lxir-)

Za vsak r je tako T, < 25x/(4 — x). Če pri poljubnem e > 0 izberemo x dovolj majhen,

bo tedaj 7; < «/2. Zaradi lim S, — 0 pa obstaja tudi tako naravno število N, da je S, < a/2,
F — CO

brž ko je r > N. Če torej vzamemo z > r > N, je ploščina lika, ki ga sestavlja prvotnih 2"

elementarnih trikotnikov po r korakih opisane transformacije, manjša od e. Dokaz izreka

je s tem končan.

C

C

nbnunijc a

Kia Žan Kara A ZA, O B, B

Slika 1 Slika 2

Sedaj nam preostane še naloga, da pokažemo, kako je mogoče daljico dane dolžine

obrniti za 180" na površini, manjši od poljubnega vnaprej predpisanega števila e. Dolžino

daljice označimo z a. Polkrogu s polmerom a očrtajmo enakokrak trikotnik, kot kaže slika 2.

Na trikotnikih CAO in BCO izvedemo transformacijo, opisano v izreku 1, tako da

vzamemo za osnovnici CA oz. BC. Naj bo skupna ploščina obeh likov, ki jih dobimo na

ta način, manjša od c/2. Nazadnje enega izmed obeh likov po potrebi še vzporedno premak-

nemo, tako da se daljici 4,0 in OB, (glej sliko 2) ujemata. S tem skupne ploščine nismo

povečali.
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Rezultat opisanega postopka je ta, da imamo tudi polkrog razdeljen na končno število

krožnih izsekov, ki pa so premaknjeni tako, da pokrivajo površino, manjšo od a/2. Naj bo

njihovo število N.

Vzemimo dva izseka O,D,E,in O,D,E,, ki sta bila pred transformacijo sosednja. Seveda

ni treba, da ležita drug ob drugem (slika 3). Ker sta stranici O,E, in O,D, vzporedni, lahko

izberemo na loku D,E, točko F, dovolj blizu £, in na loku D,E, točko F, dovolj blizu D,,

tako da polmera O,F, in O,F, oklepata poljubno majhen kot a, npr. a < a/(N — la".

Polmera O,F,in O,F, podaljšamo do presečišča O in načrtamo še izsek OG,G, s polmerom a

in vrhom v O. Ploščina tega krožnega izseka je manjša od s/2(N — 1). V liku, ki ga tvorijo

vsi trije krožni izseki in obe zveznici OF, in OF,, lahko premaknemo daljico dolžine a iz

položaja O,D, v položaj O,E,, tako da jo najprej zavrtimo okoli točke O, v položaj 0,),

nato vzdolžno premaknemo, tako da se pokrije z OG;, to zavrtimo v OG,, spet porinemo

vzdolžno v položaj O,F, ter zavrtimo končno v O,E,.

Če napravimo enako konstrukcijo za vsak par sosednjih krožnih izsekov, lahko v tako

dobljenem liku premaknemo daljico dolžine a iz začetne lege OA, v končno lego OB, — 4,0

(slika 2). Ker je dodatna površina, ki jo pri opisanem postopku na novo pridobimo, manjša

od (N — 1) z/2 (N — 1), smo tako dosegli svoj cilj, to je, na površini, manjši od a, smo daljico

obrnili za 180".

Na podlagi izreka 1 je mogoče ugnati tudi tale problem:

Problem 2. V ravnini konstruirati množico z (Lebesguovo) mero 0, ki v vsaki smeri vse-

buje daljico dane dolžine.

Očitno zadošča, da najdemo množico z mero 0, ki vsebuje daljico dane dolžine, npr. v

vseh smereh med 0" in 120". Imejmo torej trikotnik ABC z osnovnico AB in vrhom C. Kot

ob vrhu C naj bo 120" in višina na osnovnico enaka a.

Trikotnik lahko opazujemo kot množico daljic, ki vežejo vrh C s točkami osnovnice AB.

Denimo, da imamo neskončno zaporedje transformacij, pri katerih se poljubna daljica XC,

ki v začetku veže točko X na osnovnici AB z vrhom C, vzporedno premika na desno, tako

da spodnji konec daljice ves čas ostane na osnovnici AB. Pri prvem koraku naj se daljica XC

vzporedno premakne v daljico X,C,, pri čemer naj točka X preide v točko X,, ki je enaka

X ali pa leži desno od nje na osnovnici AB, točka C pa v točko C,. Drugi korak naj prevede

daljico X,C, v daljico X,C,, katere spodnji konec X, spet leži na osnovnici AB desno od točke

X, itd. Tako imamo zaporedje točk X, .X,,.X,,..., ki vse leže na osnovnici AB in vsaka

kvečjemu desno od prejšnje. Ker je to zaporedje točk monotono in omejeno, obstaja na AB

neka limitna točka, ki jo označimo s Ty. Prav tako obstaja limitna točka zaporedja C,

h,

Slika 4
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C,, C,,..., ki jo zaznamujmo s 76. TxT« je tako daljica, v katero po vseh transformacijah

reide začetna daljica XC. Obe daljici sta seveda vzporedni. Tako vidimo, da vsaki daljici

XC pripada neka vzporedna limitna daljica 7,7. Množico točk, ki jih pokrivajo vse li-

mitne daljice, imenujmo Z. Torej je E — U T,T,. V množici E so daljice, ki leže v vseh

smereh med 0" in 120". XeAB

Sedaj bomo opisano zaporedje transformacij konstruirali na poseben način in sicer tako,

da bo iz konstrukcije sledilo, da je Lebesgueova mera limitne množice E enaka 0. Množica E

bo tedaj rešitev Problema 2.

Naj bo 4e,? poljubno monotono padajoče zaporedje pozitivnih števil, za katero velja

Erji — €k/2, k — 1,2, ... Po izreku 1 prevedemo trikotnik ABC v lik S,, katerega ploščina

p(S;) znaša manj kot e;/2. Denimo, da smo pri tem morali razdeliti trikotnik na z, elemen-

tarnih trikotnikov. Zaradi določenosti vzemimo, da desni rob spada k elementarnemu

trikotniku (in ga zato hkrati z njim premaknemo), levi pa ne (razen pri trikotniku na skrajni

levi). Postavimo D, — €e,/2an, in vsak elementarni trikotnik povečajmo za paralelogram

z osnovnico b,, kot kaže slika 4. Vsi tako popravljeni trikotniki tvorijo lik T,, katerega

ploščina p(T,) ne presega c,.

Osnovnice elementarnih trikotnikov, ki sestavljajo lik 5,, so vse enake. Vsako izmed njih

razdelimo na enake dele, katerih dolžina je manj kot b,/2, in delišča povežemo z vrhom

ustreznega trikotnika, ki mu osnovnica pripada. Tako dobimo večje število pomožnih

trikotnikov (glej sliko 4), ki skupaj sestavljajo ravno vse elementarne trikotnike.

Na vsakem izmed pomožnih trikotnikov posebej izvršimo transformacijo iz izreka 1,

tako da je skupna ploščina p(S,) lika S,, ki ga na ta način dobimo, manj kot e,/2. Pri tej trans-

formaciji se vsaka daljica, ki veže vrh pomožnega trikotnika s točko na njegovi osnovnici,

premakne v desno kvečjemu za toliko, kolikor znaša dolžina osnovnice pomožnega tri-

kotnika, torej kvečjemu za ),/2. Denimo, da je sedaj skupno število vseh trikotnikov, ki

sestavljajo lik S,, m, Z n,. Spet postavimo b, — ea/2an, in tvorimo kot prej lik 7,, katerega

ploščina p(T,) znaša manj kot c,.

Kar smo napravili na liku S,, napravimo sedaj na liku S,, to je. razdelimo vsakega izmed

trikotnikov, ki sestavljajo S,, na pomožne trikotnike, ki jih transformirajmo tako kot v

izreku 1, da dobimo lik S, s ploščino p(S;) < e;/2. Vsi pomiki so sedaj manjši od b,/2. Na

koncu vdelamo lik S, podobno kot prej v lik 7;, katerega ploščina znaša p(T,) < es.

Če postopek tako nadaljujemo v neskončnost, dobimo zaporedje likov S,, S,,... in

T,, T.,...,tako da velja za vsakr —1,2,...S, < 7,inp(7,) < e,. Pri transformaciji S, > S,,,

se vsaka daljica, ki veže vrh kakega elementarnega trikotnika iz S, s točko na njegovi osnov-

nici, premakne za manj kot 5,/2 v desno (b, — €,/2an,).

Zasledujmo, kaj se pri zaporedju transformacij ABC — S, — S,—... dogaja z dalji-

cami XC, ki na začetku povezujejo točko X na osnovnici AB z vrhom C! Pri vsakem koraku

ostanejo pri miru ali pa se vzporedno premaknejo v desno, tako kot smo opisali na začetku

obravnave problema 2. Še več, ker velja

b,)2 Se b,,)2 Jo... zm (Z a) (e,/n, S Era! ana - ...) mel (e,/4an,) (1 S š -- (z)? EH ...) —
— e,/2an, <— b,, | |

ostane taka daljica, ko je enkrat v liku 7;, vse do konca v njem. Torej je limitna množica Z,

kakor smo jo opredelili na začetku, vsebovana v 7, za vsak r — 1,2,... Od tod sledi FE <

< (1 7, in ker je mera m((l 7,) < limp (7,) — 0, je tudi m(£) — 0. Dokaz je končan.
r—] r—>oo

Ob koncu se še enkrat pomudimo ob problemu, ki ga je zastavil Kakeya. Besicovit-

cheva splošna rešitev nam zagotavlja eksistenco lika s poljubno majhno ploščino, v katerem
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moremo obrniti dano daljico za 180%. Vendar ta lik ni enostaven; sestavljen je iz velikega

števila krožnih izsekov, ki so drug od drugega lahko zelo oddaljeni. Če se hočemo takim

rešitvam izogniti in ostati v mejah nazornosti, se moramo pri reševanju Problema 1 omejiti

na »lepše« like. Tako se npr. izkaže, da ima izmed vseh konveksnih likov, v katerih je mo-

goče daljico z dolžino a obrniti za 180", naj-

manjšo ploščino (a?//3) enakostranični trikotnik

z višino a. To je pokazal J. Pal, še preden je Besi-

covitch objavil svojo rešitev (glej [3D.

Jasno pa je, da obstajajo preprosti liki

s ploščino, manjšo od a?//3, v katerih je tudi

mogoče obrniti daljico. Tak je npr. lik, ki je na

sliki 5 včrtan enakostraničnemu trikotniku z vi-

šino a. Seveda ni več konveksen. Iz množice pro-

blemov, ki imajo svoj izvor v Kakeyinem in se

nanašajo na določeno vrsto likov, omenimo le

enega, ki je v zvezi z zadnjim primerom: Rešiti

Problem 1 z omejitvijo na like, včrtane enako-

straničnemu trikotniku z višino a. Besicovit-

Slika 5 cheva rešitev tu seveda ne pride v poštev.
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UTRINEK

»TEŽAVE NE SMEJO BITI OVIRA«

Sloviti matematik P. S. Aleksandrov občasno priredi na MGU' »večere Aleksandrova«.

Zbranim študentom in profesorjem nestor sovjetske topološke šole pripoveduje najzanimi-

vejše prigode iz svojega pisanega življenja. Nekoč je med drugim tudi dejal, da po njegovem

mnenju ni za dobrega matematika okolje nič važno, torej da se da tudi v izredno slabih

okoliščinah kaj zanimivega odkriti. Kot zgled je navedel, da je do enega najpomembnejših

izrekov prišel v mrzli zimski noči, ko se je stiskal med dvema vagonoma, polnima vojnih

internirancev, ki so jih nemški vojaki namenili v taborišča. Sedel je na odbijačih vagonov,

se drgetajoč zavijal v strgano suknjo in pihal v premrle roke — v glavi pa dokazoval ču-

dovit izrek...

.. »Res je,« bi dejal N. G. Čebotarjov, »tudi jaz sem, ko sem bil še kratkohlačnik-šesto-

šolec, rešil mali Fermatov problem šele v neki soparni poletni noči, ko mi nadležni komarji

niso dali spati...«')
Dusan Repovš

1 Moskovskij gosudarstvennyj univerzitet im. M. V. Lomonosova

' N.G. Čebotarjov, Matematičeskaja avtobiografija, Uspehi matematičeskih nauk, 4 (1948) 3,
8 1. Skoljnye gody.
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STANE ARH

UDK 77.01:53

Članek obravnava latentno sliko v fotografski emulziji. Opiše njen nastanek in vlogo centrov
latentne slike. Vpelje kvantni izkoristek in razčleni vzroke, zaradi katerih je ta izkoristek nepri-

čakovano velik.

THE PHOTOGRAPHIC LATENT IMAGE

In this article the photographic latent image is considered. Its formation and the role of latent

image specks are described. The guantum efficiency is introduced and causes of its unexpectedly high

value are discussed.

Uvod

Danes poznamo že vrsto različnih načinov za zapis vidne slike predmeta. Nobeden od

njih pa se po občutljivosti, uporabnosti in ekonomičnosti ne more primerjav s fotografijo,

ki je zato prodrla skoraj v vse veje sodobnega življenja in postala del vsakdanjosti.

Navadni fotografski film sestavlja celuloidna osnova, na katero je nanesena tanka plast

emulzije. To je suspenzija kristalčkov srebrovega halogenida v želatini. Najpogosteje uporab-

ljajo srebrov klorid AgCl ali srebrov bromid AgBr. Navadno so kristalčki ploščati s trikotno

osnovno ploskvijo z odsekanimi oglišči (sl. 1). Velikost kristalčkov je odvisna od načina

priprave in se spreminja od stotinke mi-

krona do nekaj mikronov, njihova debelina

pa je desetkrat manjša [1]. Lastnosti foto-

grafskega filma so odvisne predvsem od

velikosti kristalčkov.

Ko fotografsko emulzijo osvetlimo z

vidno svetlobo, nastanejo v njej trajne

spremembe. Teh sprememb pa ne opazimo

niti z elektronskim mikroskopom. Šele ko

osvetljeni film potopimo za nekaj časa v

razvijalec, se pokaže vidna slika. Prvotne-

mu, nevidnemu zapisu slike, ki nastane

med osvetljevanjem, pravimo latentna slika.

Sestavljajo jo centri latentne slike. To so

skupki atomov srebra na površini kristalč-

kov srebrovega halogenida.

Pri razvijanju ima center vlogo prevodne

linije. Od reducenta, ki je raztopljen v raz-

vijalcu, posreduje elektrone do kationov

srebra Ag? v kristalčku srebrovega halo-

genida. Elektron in kation se združita

v atom srebra. Združevanje elektronov in

kationov poteka, dokler ves kristalček ne
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polnoma razpadejo na kovinsko srebro. Zaradi drobne zrnatosti vidimo nastalo srebro

črno. Direkten prehod elektrona od reducenta do kationa srebra Ag? v kristalčku ni mogoč.

Zato se pri razvijanju kristalčki brez centra ne spremene. Iz emulzije jih odstranimo s

fiksiranjem v raztopini, ki raztaplja kristalčke srebrovega halogenida. Tako preprečimo

svetlobi nadaljnje učinkovanje in dobimo obstojno sliko.

Nastanek centra latentne slike

Oglejmo si, kako nastane center latentne slike v kristalčku srebrovega halogenida,

ko ga osvetlimo.

Kristal srebrovega halogenida sestavljajo ioni. Osnovna celica je ploskovno centrirana

kocka. Vsak kation srebra Ag" ima šest bližnjih sosedov halogenskih anionov in vsak

halogenski anion ima šest bližnjih sosedov kationov srebra Ag". Kristali srebrovega halo-

genida brez primesi in brez napak so sko-

raj prozorni. Absorpcija svetlobe se v njih

zelo poveča zaradi nečistoč in nepravilnosti

v kristalni zgradbi. Absorpcijski koeficient

kristalčkov v fotografski emulziji je od

104 cm! do 105 cm7! [2], [3], tako da že

plast z efektivno debelino 1 m absorbira

pretežni del vpadne svetlobe.

Foton z zadostno energijo, ki se absor-

bira v kristalčku, sprosti elektron iz halo-

genskega aniona (sl. 2). Ta elektron preide

iz valenčnega pasu v prevodni pas in se

skoraj prosto giblje po kristalu. V srebro-

vih halogenidih potrebuje elektron za pre-

hod preko energijske špranje energijo 2 do

3eV. Zaradi sodelovanja mrežnega nihanja

pri prehodu te energije ne moremo zanes-

ljivo določiti. Odvisna je še od tempera-

ON ... in ponovitev ture. Pri 300 K vzamemo navadno 2,6 eV

B cikla od (b) do (a) pri srebrovem bromidu [2] in 2,9eV pri

H | srebrovem kloridu [1]. To ustreza mejnima
valovnima dolžinama 4750 A in 4200A.

Za vzbujenim elektronom ostane nevtralni

SI. 2. Nastanek centra latentne slike: absorpcija halogenski atom. Ustreza mu pozitivna

fotona povzroči nastanek prostega elektrona in, zel v valenčnem pasu, ki je mnogo manj

vrzeli (a), elektron in vrzel potujeta na površino a ae.

kristala in se ujameta vsak v svojo past (b), v pasti gibljiva kot elektron v prevodnem pasu.
ujeta vrzel se veže na aminsko kislino iz emulzije Nečistoče in nepravilnosti kristalne

(c), kation srebra Ag" potuje k ujetemu elektronu mreže so pasti za elektrone in vrzeli. Elek-

in se združi z njim v atom srebra (d). Ob absorp-.'— (4 in vrzel se ne moreta več prosto gibati
ciji drugega fotona se pojav ponovi (e) [3] . v v

po kristalčku, če se ujemata v past. Pasti za

elektrone in pasti za vrzeli se med seboj razlikujejo. V pasti, ki jim ustreza energijski nivo za

okoli 0,1 eV nad vrhom valenčnega pasu, se ujamejo vrzeli. V pasti z nivojem za okoli 0,1 eV

do 0,3 eV [5] pod dnom prevodnega pasu pa se ujamejo elektroni (sl. 3). Zaradi nihanja

kristalne mreže lahko postaneta ujeti elektron ali ujeta vrzel zopet prosta. Elektron ostane

v pasti povprečno le po 10-? sekunde [5]. V tem času se elektron lahko združi s prosto

vrzeljo ali s prostim gibljivim kationom srebra Ag", ki je vrinjen med ione v mreži. Oba

privlači zasedena past zaradi negativnega naboja elektrona.
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Z, rekombinacijo, to je z združitvijo A totalna energija

elektrona in vrzeli, izgubimo podatek o O

tem, da se je absorbiral foton. Zato mora- nirujoč prost
mo zmanjšati verjetnost za rekombinacijo. elektron v vakuumu

To storimo tako, da odstranimo čim več

vrzeli iz kristala. V želatini so snovi, ki se

rade vežejo s halogenskimi atomi. Toso . .

aminske kisline z žveplom, ki so Že v živa-

lih, iz katerih delajo želatino. Večkrat pa

jih dodajajo želatini še posebej. 'Te snovi —3- dno prevodnega pasu pri 3,3eV

se spojijo s halogenskimi anioni, brž ko EI |
O,75eVse ti ujamejo v katero izmed površinskih g]| past za IA 12ev

I J TT] elekirone NA ,
pasti za vrzeli. ? atom |

Sorazmerno trajen zapis absorpcije fo- srebra —

tona dobimo, če se elektron v pasti nev- .5|,4s pe a
tralizira s kationom srebra Ag", ki je vri- vrzeli

njen med ione v mreži. Nastali atom srebra gole

zniža nivo pasti na okoli 0,75 eV pod dno —6- vrh valenčnega pasu pri 5,9eV

prevodnega pasu [5]. Zaradi večje globine

pasti se poveča verjetnost, da se bo vanjo Sl. 3. Energijska nivoja pasti in centra latentne
ujel nov elektron. Poleg tega se podaljša slike ter Fermijev nivo v kristalčku srebrovega

vo. v a ae ga halogenida. Energijski nivo stabilnega centra se

povprečni čas, ki ga preživi ujeti elektron skoraj pokriva s Fermijevim nivojem [2], [5]
v pasti. Novi, v pasti ujeti elektron se

nevtralizira z drugim vrinjenim kationom srebra Ag". Pojav se mora večkrat ponoviti,

preden skupek atomov srebra v pasti doseže zadostno velikost, da lahko nastali center rabi

za prevodno linijo pri razvijanju.

Spodnje meje števila atomov srebra v stabilnem centru ni težko oceniti. Center ima last-

nosti prevodnika in mora prevajati elektrone v vseh smereh. To pomeni, da mora imeti

prostorsko zgradbo. Za tako zgradbo so potrebni vsaj štirje atomi, razporejeni v ogliščih

letraedra. Ali je ta ocena pravilna, pa lahko povedo le merjenja. Najmanjše število atomov

srebra v centru ugotavljajo z merjenjem kvantnega izkoristka, to je najmanjšega števila

fotonov, ki se morajo absorbirati v kristalčku, da ta pri razvijanju razpade na srebro.

Kvantni izkoristek

Najmanjše število fotonov, ki se morajo absorbirati v enem kristalčku, da nastane v njem

center, je pomembno iz dveh razlogov. Preko njega ocenimo največjo občutljivost, ki jo

lahko dosežemo z izbrano emulzijo. Poleg tega rabi za podatek pri določitvi najmanjšega

števila atomov srebra v centru, kar je pomembno predvsem za teorijo o nastanku latentne

slike.

Predpostavimo, da osvetlimo kristalček z enobarvno svetlobo, katere valovna dolžina

je krajša od mejne. V tem primeru vsak absorbirani foton vzbudi elektron v prevodni pas.

O izkoristku se poučimo, če pregledamo mogoče izgube elektronov v kristalu: elektron

se lahko združi z vrzeljo takoj po nastanku, preden se ločita; elektron se lahko ujame v

notranjosti kristala in nikoli ne pride na površino; elektron dospe na površino, a se združi

s kationom srebra Ag" v kateri od različnih površinskih pasti.

Podrobneje si oglejmo vsako izmed mogočih izgub. Pri vzbuditvi elektrona iz valenčnega

pasu v prevodni pas se v kristalih srebrovega halogenida spremeni tudi nihanje kristalne

mreže. Elektron in vrzel se takoj po nastanku gibljeta v različnih smereh in verjetnost za

takojšnjo rekombinacijo je majhna.



Skupek atomov srebra, ki se izoblikuje v notranjosti kristalčka, ne more priti v stik z

razvijalcem. Kot prevodna linija med reducentom v razvijalcu in kationi srebra Ag" lahko

deluje le skupek srebra na površini. Vsi med osvetlitvijo nastali elektroni, ki se združijo

s kationi srebra Ag" v notranjosti, so tako za nastanek latentne slike izgubljeni. Na srečo

je verjetnost za ujetje elektrona v notranjosti majhna. Srebrovi halogenidi imajo — v na-

sprotju z drugimi ionskimi kristali — veliko dielektričnost c, okoli 13. Zaradi tega v večji

razdalji od pasti v kristalu ni čutiti njenega električnega polja. Elektrostatični potencial pade

na termično vrednost kT v razdalji R — e;/4zegekT. Pri temperaturi 300 K dobimo za R

okoli 40 A. Kristal se vede, kot da bi bil v notranjosti brez nepravilnosti.

Velikost kristalčka v emulziji je okoli stokrat večja od razdalje R. Tako zajame past le

desettisočino površine kristalčka. Po tem sklepamo, da se izoblikuje v kristalčku več centrov.

Ker se ujamejo prosti elektroni v različne pasti na površini, se mora absorbirati veliko

fotonov, da preseže skupek srebra na enem mestu kritično vrednost. Pričakovali bi, da

pobegne zaradi kratkega dosega elektrostatičnega potenciala pasti nekaj elektronov iz

kristala. Vendar izgub te vrste niso opazili

AD ne pri siliciju in ne pri germaniju, ki imata

[1,00 tudi veliko dielektrično konstanto.

Razprava o izgubah elektronov torej

pokaže, da se absorbirani fotoni izgubijo

predvsem zaradi velikega števila površin-
-0,75 . .

skih pasti.

Fernel, Chanter [6] in Marriage [7] so

0.50 ugotovili, da razpade v emulziji z majhni-
mi kristalčki pri razvijanju na atome sre-

bra 10% vseh kristalčkov, če se v vsakem

izmed njih absorbira le štiri do šest foto-

[0,25 nov. Iz tega sledi, da za center latentne

slike zares zadostujejo že štirje atomi sre-

bra. 50% vseh kristalčkov se razvije, če

> se v vsakem od njih absorbira od 10 do

O 2. 4 8 16 32 64 N | 35 fotonov (sl. 4). Merjenja kvantnega iz-

koristka so torej potrdila napovedane
SI. 4. Odvisnost deleža razvitih kristalčkov D od majhne izgube zaradi rekombinacije elek-

števila absorbiranih fotonov N v posameznem

kristalčku. Kvadrati se nanašajo na kristalčke s W9na Z vrzeljo 1 zaradi Ujetja elektrona
povprečno prostornino 5,5 yum?, krožci pa na kri- v notranjosti kristalčka. Cisto nepričako-

stalčke s povprečno prostornino 0,69 zum? [6] vano pa so pokazala, da se izoblikuje v vsa-

kem kristalčku le en center ali kvečjemu dva.

Zakaj nastane v kristalčku samo en center latentne slike ali kvečjemu dva in zakaj jih

ne nastane več, tako kot so pričakovali, so pojasnili [3] z električnim poljem pod površino

ionskega kristala. Na površini ionskih kristalov je namreč vedno električni naboj. Izvira

iz napak v kristalni mreži, kakršne so luknje, vrinjeni ioni ter dvovalentni kationi. Luknje,

to so prazna mesta v kristalni mreži, se v določeni meri pojavljajo v vseh kristalih. Nastanejo,

ko ion zaradi termičnega nihanja skoči s svojega mesta v kristalni mreži v medmrežni

prostor. Dobimo vrinjeni ion in luknjo, ki ima nasproten naboj kot pobegli ion. Izviri lukenj

so lahko tudi dvovalentni kationi, ki se v kristalih pojavljajo kot nečistoče. Vsak izmed njih

nadomesti v kristalni mreži po dva kationa srebra Ag" in povzroči s tem nastanek ene luknje.

Pri sobni temperaturi število takih lukenj presega število drugih napak kristala. Med luknja-

mi deluje odbojna coulombska sila. Ta povzroči, da se zgostijo luknje na površini kristalčkov.

Manjkajoči kation srebra Ag' v kristalni mreži ustreza negativnemu naboju, zato postane
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površina negativno nabita. Negativni površinski naboj uravnoveša naboj pozitivnih dvo-

valentnih kationov. Ti segajo do nekaj sto Angstromov pod površino kristalčka. Opi-

sana porazdelitev naboja povzroči močno električno polje v 0,05 zvem debeli plasti pod

površino. Polje, ki naraste od nič v sredini kristalčka na več kot 10" V/cm na površini,

zmanjša globino površinskih pasti. Elektroni se zato ujamejo le v eni ali dveh izmed naj-

globjih pozitivno nabitih pasti. Negativni naboj hkrati preprečuje elektronom pobeg iz

kristala. Elektroni se od površine odbijajo, dokler se ne ujamejo v globoki pasti.

Pri razvijanju je negativna površina tista pregrada, ki preprečuje direkten prehod elek-

tronov od reducenta v razvijalcu h kationom v kristalčku. Center latentne slike je za elek-

trone edini vhod v notranjost kristala. |

Med površino in notranjostjo kristala je zaradi električnega polja potencialna razlika
0,1 V do 0,15 V. Blizu površine zniža negativni potencial potrebno energijo za nastanek

vrinjenega kationa srebra Ag" za 0,1 eV do 0,15 eV. Lokalna koncentracija vrinjenih ka-

tionov srebra Ag" se zato poveča za stokrat. S tem se poveča verjetnost, da se združita v pasti

ujeti elektron in vrinjeni kation srebra Ag". Obenem se skrajša čas, ki preteče od ujetja

elektrona v past do njegove nevtralizacije. Past lahko prej sprejme novi elektron, s tem pa

se zmanjša verjetnost za nastanek več centrov v kristalčku. Skrajša se tudi potrebni čas,

v katerem skupek srebra doseže kritično vrednost.

Nastanka latentne slike ni bilo mogoče zadovoljivo pojasniti, dokler niso spoznali

posebnosti kristalčkov srebrovih halogenidov. Še danes je nerešenih nekaj vprašanj o po-

drobnostih pri nastanku latentne slike in čakajo odgovora.
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UTRINEK

NOV VIR VPRAŠANJ IN NALOG

V znani monografiji S. Langa: Al/gebra (Addison-Wesley, Mass. 1965) je v poglavju

Homologija pod razdelkom Naloge (str. 105) naslednja naloga:

Vzemi poljubno knjigo o homološki algebri in dokaži vse izreke, ne da bi pri tem pogledal

dokaze v njej.

Ruski prevod (Mir, Moskva 1968, str. 126) navodilo dosledno prevaja, a ima pod črto

hudomušno pripombo:

Priporočamo, da pri prvem branju knjige te naloge izpustite.

Dusan Repovš
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SONČNI VETER
IGOR MAJERLE

UDK 538.7, 538.3

Članek obravnava sončni veter in interakcijo sončnega vetra z zemeljskim magnetnim poljem.
Od posledic te interakcije navaja nesimetričnost zemeljskega magnetnega polja, magnetni rep in

plazmo v ionosferi.

SOLAR WIND

In this article the solar wind and its interaction with the geomagnetic field are considered. Among

the conseguences of this interaction the unsymetric geomagnetic field, the geomagnetic tail and

plasma in the ionosphere are briefly discussed.

Ob spremljanju vesoljskih poletov po televiziji ali časopisih smo postali pozorni na

sončni veter. Med drugim smo zvedeli za folijo, ki so jo vesoljci izpostavili temu vetru na

Luni. V članku je na kratko opisan ta zanimivi pojav.

Sončno korono sestavlja plazma vodikovih ionov in elektronov. Izredno visoka tempe-

ratura okoli milijon stopinj je glavni vzrok, da se giblje ta plazma v smeri od Sonca s hi-

trostjo nekaj sto metrov na sekundo. Širjenje plazme v vesolje imenujemo sončni veter.

Sončni veter prihaja tudi do rmagnetosfere — do prostora, v katerem zaznamo zemeljsko

magnetno polje — in jo stiska in pači. Zato magnetosfera ni simetrična. Na sončni strani

sega do razdalje okoli deset zemeljskih radijev, a na senčni strani do pet do sedemkrat

tolikšne razdalje. Poleg tega ima še ogromen rep, katerega dolžina je okoli tisoč zemeljskih

radijev [1].

Teorije o teh pojavih so nastale precej pozno. Prvo sta postavila Chapman in Ferraro [2].

Pozneje jo je dopolnil Parker [3]. S poskusi so potrdili teoretične napovedi šele po 1957,

ko je bil izstreljen prvi umetni satelit. 1961 so določili meje magnetosfere, podroben potek

gostotnic pa so narisali šele po 1963. Huda ovira pri teh merjenjih je časovna odvisnost, saj

se orientacija, razsežnost, oblika in vsebina magnetosfere neprestano spreminjajo. To je

posledica dnevnih izbruhov na Soncu, 27-dnevne rotacije Sonca, 11-letnega cikla sončne

aktivnosti...

Interakcijo med sončnim vetrom in zemeljskim magnetnim poljem opišejo enačbe magne-

tohidrodinamike. Za naš namen zadostuje izrek o ohranitvi celotne gostote toka gibalne

količine [4]:

pv? -- p -- 4B?/u, — konstantno (1)

Običajnima členoma pv? -- p dodamo v njem še tretji člen, ki ustreza magnetnemu tlaku

v prečnem magnetnem polju z gostoto 5. Plazmo obravnavamo kot idealni plin: v je njena

hitrost, p — n,m, -- nim; gostotain p — n,kT, -- nikT; tlak. Pri tem je z, gostota elektronov

z maso ;n, in m; gostota ionov z maso ;.

Vzemimo, da pada curek plazme iz območja, v katerem ni magnetnega polja in so v ne-

motenem toku gostota, hitrost in tlak p,, vo in po, pravokotno na mejo območja, v katerem

ni plazme, a je magnetno polje. Iz enačbe (1) sledi

pivi pi, — 8Be'/u —C)

Pri tem se nanašajo količine z indeksom 1 na razmere tostran meje in z indeksom 2 na

razmere onstran meje (sl. 1). Na meji med obema območjema mora teči električni tok, saj
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zavrne magnetno polje v drugem območju meja

vse nabite delce nazaj v prvo območje. Ta kosi tok
površinski tok ustvari svoje sekundarno ni magnetnega polja magnetno polje

magnetno polje z gostoto B,, ki prispeva SONČNI VETER |

skupaj s prvotnim magnetnim poljem z go- — ni plazme
stoto B, k polnemu magnetnemu polju. oc, V, Ps ?
Tostran meje je gostota prvotnega magnet- % 4, Pi B,e
nega polja 5, nasprotno enaka gostoti se- B,

kundarnega polja B,, inje njuna vsota enaka TTTTTT B TUTTTTTOTUTTTT prsnem B O,

nič: B,—B,-B,<—0 in B,<—B. O š diti

četna trditev, da tostran meje ni magnetne- H U.

ga polja. Onstran meje je gostota sekun- Sl 1. Razmere na meji območja s plazmo brez
h . imagnetnega polja in območja brez plazme s preč-

darnega magnetnega polja B. po velikosti nim magnetnim poljem

enaka gostoti B,,, le da ima nasprotno smer.

Tam dobimo za gostoto polnega magnetnega polja B, — B,, - B, — 2B,. Ker zavrne meja

vse nabite delce, je gostota elektronov in ionov tostran meje tik ob meji približno enaka

dvakratni gostoti v nemotenem toku, iz česar sledi p, — 2p, in pa — 2p). Tako dobimo

končno iz 2pove? -- 2p, — 4 2B,)'/u, enačbo

Povo Po — Be'/u (3)

Iz nje lahko izračunamo razsežnost magnetosfere v smeri proti Soncu. Vemo, da bi

imelo nepopačeno zemeljsko magnetno polje dipolno obliko. V ekvatorski ravnini tega

polja bi bila gostota

Bo(r) — B,(R/r)?

usmerjena po meridianu, to je pravokotno na ekvatorsko ravnino, od severa proti jugu.

r je razdalja od osi, R radij Zemlje, in 5, — 0,312 gauss gostota magnetnega polja ob

ekvatorju na površini Zemlje. Iz zahteve B, — 2B, sledi

B, — B,(r,) — 2B (R/r,)Š

r, Je radij magnetosfere in B, gostota mag-

netnega polja na robu magnetosfere. Iz-

merjeni podatki z Explorerja 18 se skladajo

z rezultati, ki jih dajo zapisane enačbe. Iz-

merjena hitrost sončnega vetra je 380 km/s,

gostota elektronov in ionov 5cm? in

radij magnetostere od 10,3 R do 11,1 R.

Hitrost sončnega vetra je precej večja od

hitrosti zvoka v plazmi. Tako nastane na NOR

robu magnetosfere udarno čelo (sl. 2). Med | Sl. 2. Poenostavljen diagram gostote plazme v od-
visnosti od razdalje od Zemlje v smeri proti Soncu.

čelom in magnetosfero narasteta gostota mp je rob magnetosfere ali ;magnetopavza in uč
in temperatura sončnega vetra, hitrost pa udarno čelo

se zmanjša.

S sl. 3 razberemo, da so magnetrie gostotnice v repu vzporedne, vendar kažejo v nasprotno

smer. To pomeni, da je nekje na sredini simetrijska ravnina. V njej ni magnetnega polja, je

pa močno električno polje. To polje pospešuje plazmo, ki vstopa v rep, po magnetnih go-

stotnicah proti tečajema (sl. 4). Lin in Anderson sta dokazala, da točka, v kateri plazma

vstopa v rep, ne sme biti dlje kot 5000 R [5]. Ker plazma ne more vstopati v magnetostero

s sončne strani, je rep izrednega pomena, saj lahko le po njem pride plazma v ionosfero.

IZR
proti Soncu
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Sl. 3. Magnetno polje okoli Zemlje. S tankimi črtami

so narisane gostotnice magnetnega polja in z debe-

limi tokovi, ki vplivajo na magnetno polje. ms ma-

gnetosfera, mp magnetopavza, mo mejno območje,

sv sončni veter, mr magnetni rep in uč udarno čelo [1]

SI. 4. Gostotnice magnetnega polja v preseku skozi Zemljo. Si-

metrijska ravnina, v kateri ni magnetnega polja, je nakazana

z debelo črto. Neprekinjene gostotnice ustrezajo polnemu polju,

črtkane pa nepopačenemu dipolnemu polju [1]

BA

Bolr)

mp

50

V Mma popa

obe URL n -|
» sa l

TE
ti ji taX .

L. 10 , , ih Soncu.

TI 13 IZR

Sl. 5. Meritve gostote polnega magnetnega polja, ki jih je

napravil Pioneer 6, ko je 16. decembra 1965 letel skozi mag-

netosfero. ČCrtkana krivulja je ekstrapolirana gostota dipol-

nega magnetnega polja [1]
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Elektroni iz plazme vzbujajo

ione v ionosferi in tako nasta-

ja značilno sevanje, ki ga po-

znamo kot polarni sij.

Po sl. 5, ki je bila naprav-

ljena po meritvah Pioneerja 6,

vidimo, da je gostota magnet-

nega polja B, na meji magne-

tosfere zares enaka 2B,.

Na koncu omenimo še te-

žave, ki nastanejo pri merje-

njih. Zaradi gibanja ladje v

magnetnem polju se na njej in-

ducira napetost, ki moti plaz-

mo v okolici. Pri opazovanju

Pioneerja 6 je Wolfe [6] ugo-

tovil, da ladjo na sončni strani

spremlja oblak elektronov, ki

jih izbije svetloba iz kovine.

Zato površina Pioneerja 6 ni

ekvipotencialna ploskev, am-

pak meri napetost med sonč-

no in senčno stranjo 10 V do

15 V. Prav tako motijo polje

v okolici [7] oddajniki in spre-

jemniki na ladji, sončne celice

in razni merilni instrumenti.

Zaradi teh pojavov so meritve

še vedno dokaj nezanesljive.
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RAZTEGI IN ULOMKI

Posodabljanje pouka odpira nove poglede na stare reči. Poglejmo tako še enkrat na

ulomke. Kakorkoli jih že uvedemo, vselej končamo s pari naravnih števil, z znanimi opera-

cijami nad njimi. Tu seveda nimamo kaj spreminjati, iščemo lahko le nove pobude za

uvedbo ulomkov, nova ponazorila za operacije nad njimi. V srednji šoli, ko dijaki delo

z ulomki že obvladajo, poznajo razmere v njihovem svetu, lahko uberemo kako aksiomat-

sko pot. Naloga osnovne šole je težja. Vse do poglavja o ulomkih je šola učenca urila v rečeh,

ki jih je poznal iz vsakdanjega življenja. Ulomek pa mu mora šola sama skorajda prvič

predstaviti, ga navaditi nanj in izuriti v računanju.

Običajna modela, ki naj navedeta učenca na pravilno dojetje. definicij, sta naravni,

geometrijski model »rezanje hlebca« in drugi, aritmetični model, ki uvede ulomek kot

»nakazano deljenje« ali posplošeno rešitev enačbe s celimi števili ax — b. V zadnjih letih

pa nam moda veleva, da povsod vidimo množice in preslikave med njimi. Pričujoči zapis

naj bo davek takim pogledom. Sestavili bomo model ulomkov, v katerem bo ulomek

preslikava množice naravnih števil vase. Tak model pravkar spoznavajo učenci naših

osnovnih šol. Zato ne bo napak, če z njim seznanimo tudi bralce Obzornika. Odveč je

najbrž pripomba, da je sestavek prilagojen bralcu.

Kot vselej je c// množica naravnih števil, <4? — 40; U -/.

Vsakemu a € c/? priredimo razteg R, nad c/9, ki pomnoži vsak x e c/9 z a

R,:cy?— -/8 R,x — ax

Graf preslikave R, je podmnožica premega produkta <4? x c/9, sestavljena iz parov

(x, ax), x € c/'. Očitno leži (0,0) v grafih vseh raztegov. Razteg R,, je natanko določen

s parom (1, 4). Zaradi asociativnosti množenja in x <— 1 " x lahko zapišemo ax — (a-1)x.

Brž ko poznamo sliko števila 1, poznamo ves razteg.

Sestavimo kompozitum preslikav R,R,. Asociativnostni zakon a(bx) — (ab)x pove,

da je kompozitum dveh raztegov spet razteg in še

R,R, — R,5

V -4" je še druga operacija — vsota. Z njo definiramo vsoto raztegov, kakor pač defini-

ramo vsoto funkcij

(R, — R,x — R,x -— R,x

Razčlenitveni zakon ax -- bx — (a - b)x pove, da je vsota raztegov spet razteg in

R, —- R, — R,t5

Razteg R, odlikujejo tri lastnosti: 1. Razteg je definiran za vsak x ec c/9. 2. Razteg je

homogen R,(4£x) — k(R,x). 3. Razteg je aditiven R,(x -- y) — R,x -- R,y.

Bralec sam vidi, katere lastnosti naravnih števil tiče za njimi. Posplošimo pojem raztega

tako, da popustimo pri prvi lastnosti. Ne zahtevamo več, da bodi razteg definiran pri vseh

naravnih številih. Odslej naj razteg pomeni preslikavo R:c/%— -/9, ki zadošča pogojem:

1. Naj bosta x in y v definicijskem območju R. Tedaj sta v njem tudi x -- y in kx pri

vsakem A e c/9, Če sta v definicijskem območju vsota in en njen člen, je v njem tudi drugi

člen. Brž ko je kx v definicijskem območju in je R(kx) — ky, je tudi x v definicijskem

območju.
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2. Razteg je homogen: R(kx) — k(Rx).

3. Razteg je aditiven: R(x -- y) — Rx -- Ry.

Dokažimo tri izreke:

Naj bo a najmanjše naravno število v definicijskem območju raztega. Tedaj je definicijsko

območje množica večkratnikov ška, k e c<y%.

Res! Naj bo tudi D v definicijskem območju. Delimo: b — ka J- c, 0 < c < a. Po prvi

zahtevi je v definicijskem območju najprej ka, potem pa še c. To gre le, če je c — 0. Izrek je

dokazan.

a je najmanjše naravno število v definicijskem območju raztega natanko takrat, ko je

tuje proti Ra.

Res! Imenujmo Ra — Db. Brž ko je d skupni delitelj števil a in Db, je a — da,, b — dbo,

iz R(da,) — db, pa po prvi lastnosti sledi, da je g, v definicijskem območju R. Ce je a naj-

manjše naravno število, pri katerem je definiran R, gre to le pri d — 1. Po prvem izreku

je R definiran na večkratnikih ka, zaradi homogenosti je R(ka) — KRa, argument in vred-

nost imata skupni faktor K. Izrek je dokazan.

Razteg R je natanko določen že z enim parom (a, Ra), a < 0.

Res! Naj bo D največji skupni delitelj števil a in 5 — Ra. Zaradi a — Dao, b — Db,

je par tujih si števil (a,, bo) že v grafu raztega, a, pa najmanjše število v definicijskem ob-

močju. Ker poznamo Ra, — bo, poznamo R povsod, kjer je definiran.

Zadnji izrek lahko povemo še z drugimi besedami: vsaka točka premega produkta

c/Y x c/y' leži v grafu natanko določenega raztega. To pa že odpira pot do relacije v c// x cy?

ki jo označimo kar z enačajem in definiramo takole:

(a, b) — (c, d) natanko takrat, ko sta točki na grafu istega raztega. Dokažimo:

(a, b) — (c, d) — ad — bc

Izračunajmo na dva načina R(ac) — (Ra)c — bc, R(ac) — a(Rc) — ad, pa je dokaz

končan.

Razteg je natanko določen s točko na svojem grafu. Zato ga odslej označimo kar z

(a, b), a A 0. Ponovimo: (a, b) pomeni razteg, ki preslika a v D.

Produkt dveh raztegov definirajmo s kompozitom preslikav, vsoto pač kot vsoto funkcij.

Prav lahko je pokazati, da sta produkt in vsota raztegov spet raztega.

Vzemimo raztega (a, b) in (c, d). Definicijsko območje njunega produkta vsebuje prav

gotovo točko ac, bolj podroben opis definicijskega območja pa prepustimo bralcu. Ra-

čunajmo takole

(c, d) (a, b) — (bc, bd) (ac, bc) — (ac, bd)

Da smo podprli drugi enačaj, smo sklepali takole: prvi razteg (desni faktor) preslika ac

v be, drugi (levi faktor) pa be v bd, sestavljena preslikava tedaj ac v bd.

Če sta oba para okrajšana, sestavljajo definicijsko območje vsote skupni večkratniki

števil g in c. Poiščimo spet njeno vrednost v točki ac

(a, b) -- (c, d) — (ac, bc) -- (ac, ad) — (ac, bc -- ad)

Par (a, a), a 7% 0, je očitno ekvivalenten paru (1, 1). Ustrezni razteg je identična trans-

formacija in enota pri množenju

(a, 5) (1, 1) — (a,b)
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Razteg (a, b), b 7% 0, ima obratni razteg

(b, a)

(a, b) (b, a) — (ab, ab) < (1,1)

Preslikava a >— R, preslika naravna

števila v raztege. Razteg R, je očitno

določen s parom (1,4). Pri tej vključitvi

naravnih števil med raztege se ohranjata

vsota in produkt.

Še enkrat spremenimo imena in zapis.

Razteg (a, b) imenujmo ulomek, abscisi a

recimo imenovalec, ordinati b števec ulom-

ka in zapišimo (a, Db) — b/a, pa smo že v

domačem svetu.

Predočimo raztege in ulomke še gra-

tično. Narišimo c/?% x c/? kot mrežo

celih točk (točk s celimi koordinatami) na

ravnini. Grafu raztega recimo kar premi-

ca. Premica v c/?) x -/9 je pač diskretna

množica. Vse premice, ki ustrezajo razte-

gom, gredo skozi izhodišče (0, 0). Raztegi, katerih grafi sečejo premico x — 1 (tudi ta je

diskretna), ustrezajo naravnim številom in številu 0.

Pa naj bo x <— 1 premica, kot jo vidi geometrija. Izberimo jo za model številske premice.

Točke, v katerih sekajo premico grafi raztegov, so slike ustreznih ulomkov.

france Križanič

RAZPIS NAGRAD

Na podlagi pravil o podeljevanju priznanja učiteljem matematike, fizike in

astronomije za delo z mladimi (Obzornik 1974 št. 5) vabimo podružnice DMFA,

aktive matematikov in fizikov na šolah, da do 1. oktobra 1976 predlagajo kan-

didate za priznanje za delo z mladimi.

Predloge z utemeljitvami pošljite na naslov: DMFA SRS, Komisija za pe-

dagoško dejavnost, Ljubljana, Jadranska 19, p. predal 227.

Martina Koman

11 
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ZORNO POLJE DALJNOGLEDA

Poleg povečave, ločljivosti in zmogljivosti [1] je pomemben podatek o daljnogledu

zorno polje. Podamo ga z zornim kotom 24 ob vrhu osnega preseka prostorskega kota, ki

ga zajame daljnogled.

Vzemimo astronomski daljnogled s premerom objektiva 2R,, premerom okularja 2 R,,

goriščno razdaljo objektiva f, in goriščno razdaljo okularja /,. Kratek račun (sl. 1) pokaže,

da velja:

tga — (R, fi — RJA 2) — LRa(fa/) — RUD (Ji 29) (1)

Pri velikih povečavah f;/fs je torej zorno polje majhno.

Ri(ftf ) Rl'ftf.)

f R-R, RR.[.

g.r. ij
k R,

ai | —-W a NI ——— TT

ž a- ji ane —
' ooo —

R LET ih 7 oo ---—I
To | — —

— psi hi

a — PP

f, f,

Y Vu | Ne n. ekvator
I—], r<rcos8 2ačot,<— W/r <lL/r

SI. 2. Črtkan krog označuje zorno polje daljnogleda. S je sredina zornega polja, O pa opazovališče.
Zorno polje je 2a — l,/r — (/,/r,) cos 8 — ot cos 80. Za ekvatorsko zvezdo je 2a — /[/r — of,; fo Je

čas prečkanja ekvatorske zvezde
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Mali astronomski daljnogled, izdelek tovarne Vega iz Ljubljane, ima takele podatke:

2R, — 46 mm, 2R, — 14 mm, f, — 700 mm in f, — 16 mm. Iz njih izračunamo tga —

— 0,0091 in 2a — 62".

Zorno polje pa lahko določimo tudi z opazovanjem. Izmerimo čas prečkanja zvezde čez

sredino zornega polja. Zvezda se giblje v zornem polju nepuemičnega daljnogleda zaradi

navideznega vrtenja neba. Čas prečkanja ni za vse zvezde enak. Za zvezdo X z deklinacijo 8

je večji kot za zvezdo >, na ekvatorju z deklinacijo 0. Zorno polje daljnogleda je 2a —

— oftcosd, če je ft čas prečkanja zvezde z deklinacijo 0 in wo <— 15"/h kotna hitrost navidez-

nega vrtenja nebesne krogle (sl. 2). |

Daljnogled postavimo v ravnino krajevnega nebesnega meridiana, ga utrdimo, narav-

namo na neskončnost in usmerimo proti zvezdi z znano deklinacijo [2]. S stoparico izmerimo

čas prečkanja. Meritev ponovimo z isto zvezdo ali z drugimi zvezdami. Za šolske namene

zadostuje, da določimo zorno polje na 0,1" natančno. Za določevanje zornega polja so

prikladne zvezde blizu nebesnega ekvatorja (sl. 3).

SI. 3. Za meritev zornega polja daljnogleda so prikladne zvezde blizu nebesnega ekvatorja (n. e.),

npr. Rimščice (8, e in () v ozvezdju Oriona (zimska opazovanja) in zvezde v Orlu (poletna opazo-

vanja). Kot pomoč pri oceni zornega polja so podane kotne razdalje med nekaterimi zvezdami teh

ozvezdij [5]

Orion (levo): a — č 10,0"; 8— PR 8,3; a—y 7,8; a— A 5,71; 8—(i 2,8

Orel (desno): a — A 18,0"; a — č 12,6; j—d 71; P—y 4,8; a—y 22

Z Veginim daljnogledom. sem meril aprila 1976. Čas prečkanja Sirija (G — —16? 40")

je bil 4 min. 20 s, ene izmed zvezd v Rimščicah (K oscih) (8 x 0") pa 4 min. 4s. Iz tega sledi

povprečna vrednost kota a 61,6', ki se lepo ujema z izračunano.

Marijan Prosen
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DOMAČE VESTI

NAGRAJENCI SKLADA BORISA KIDRIČA V LETU 1976

Sklad. Borisa Kidriča pri Raziskovalni skupnosti je v letošnjem letu za pomembne

znanstveno-raziskovalne dosežke v Sloveniji podelil pet nagrad Borisa Kidriča in šestnajst

nagrad Sklada Borisa Kidriča. Med nagrajenci so tudi štirje člani Društva matematikov,

fizikov in astronomov SR Slovenije.

Ciril Velkovrh

KIDRIČEVA NAGRADA

Docent dr. Josip Globevnik — za dela na področju analitičnih vektorskih funkcij, za-

jeta v devetih člankih.

Doc. dr. Josip Globevnik se že nekaj let ukvarja s teorijo analitičnih funkcij, katerih vrednosti

so elementi Banachovega prostora. S tega področja je objavil sam ali kot glavni soavtor 9 del v med-

narodnih matematičnih časopisih. Od teh del sta dve izšli v letu 1973, dve v letu 1974 in pet v letu 1975.

Vektorske analitične funkcije se v marsikaterem oziru vedejo drugače kakor skalarne analitične

funkcije. Tako npr. v nekaterih prostorih zanje ne velja strogi princip maksima. V treh člankih

(A note on normal-operator-valued analytic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 37 (1973) 619—621;

On vector-valued analytic functions with constant norm, Studia Math. LIH (1975) 29—37; On a class

of vector-valued analytic functions, Annales Pol. Math. XXXI (1975) 73—81) je avtor obravnaval

vprašanje, v katerih prostorih velja strogi princip maksima; nadalje je študiral lastnosti analitičnih

funkcij s konstantno normo, oz. funkcij, katerih norma je enaka absolutni vrednosti skalarne ana-

litične funkcije v prostorih, kjer ta princip ne velja. Dokazal je vrsto zanimivih lastnosti takih funkcij.

Posebne rezultate je dobil v primeru, ko so vrednosti analitične funkcije elementi Banachove algebre

ali omejeni operatorji Hilbertovega prostora.

Obravnavanje omenjenih problemov ga je privedlo na študij Banachovih prostorov, ki se odli-

kujejo s striktno ali enakomerno c-konveksnostjo. V članku Ox complex strict and uniform convexity,

Proc. Amer. Math. Soc. 47 (1975) 175—178 je dokazal, da so prostori Z, enakomerno c-konveksni.

Nadalje je obravnaval posplošitve Schwarzove leme na vektorske funkcije (Sc/mwarz's lemma for the

spectral radius, Rev. Roumaine de Math. XIX (1974) 1009—1012). Našel je pogoje, pri katerih velja

ta lema tudi tedaj, ko nadomestimo normo s spektralnim radijem.

V dveh člankih (WNorm-egualities of vector-valued analytic functions, Math. Ann. 206 (1973)

295—302; Norm-egualities of analytic mappings into Hilbert spaces, Monatshefte f. Math. 79 (1975)

299— 301) je obravnaval avtor analitične funkcije, ki imajo vse isto normo, njihove vrednosti pa so

omejeni operatorji Hilbertovega prostora. Dokazal je, da se take funkcije med seboj razlikujejo le

za parcialno izometrijo kot faktor. Isto velja za posplošene analitične preslikave.

V članku The Rudin-Carleson theorem for vector-valued functions, Proc. Amer. Math. Soc. 53

(1975) 250—252 se je avtor ukvarjal s posplošitvijo Rudin-Carlesonovega izreka. Dana je zvezna

funkcija, definirana za zaprti množici točk enotne krožnice z mero nič, njene vrednosti pa so vektorji,

ki leže v enotni krogli Banachovega prostora. Vsaka taka funkcija se da razširiti tako, da je zvezna

na zaprti krožni plošči, analitična v notranjosti, njene vrednosti pa leže v enotni krogli.

Zadnji izrek je pripomoček pri reševanju Patilovega problema; poiskati je treba funkcijo, ki je

zvezna na zaprti krožni plošči, analitična v notranjosti, njene vrednosti pa leže v enotni krogli sepa-

rabilnega Banachovega prostora in so v njej goste.

NAGRADE SKLADA BORISA KIDRIČA:

Docent dr. Andrej Čadež — za tri članke s področja splošne teorije relativnosti.

Prva dva članka obravnavata problem dveh črnih lukenj, to je zvezd, ki sta tako gosti, da ju ne

more zapustiti niti svetloba. V prvem članku (Apparent Horizons in the Two-Black-Hole Problem,

Annals of Physics 83 (1974) 449) je dr. Cadež ugotovil lego navideznih horizontov na prostorski

hiperploskvi. Zanesljiveje kot drugi avtorji je določil kritično vrednost parametra razmika, pri kateri

izgine zunanji navidezni horizont in se za oddaljenega opazovalca črni luknji zlijeta. Izračunal je
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površino notranjega navideznega horizonta in dobil preprosto enačbo, ki mu jo je uspelo razložiti

s fizikalnimi argumenti.

V drugem članku (Some Remarks on the Two-Body-Problem in Geometrodynamics, Annals of

Physics 91 (1975) 58) je identificiral gravitacijsko potencialno in deformacijsko energijo črnih lukenj.

Ugotovil je, da lahko oddasta črni luknji pri trku okoli tisočkrat večji energijski tok gravitacijskega

valovanja kot naslednji najmočnejši izvir. Ugotovil je tudi, da privedejo nekateri koordinatni pogoji

pri reševanju Einsteinovih enačb do singularnosti in predložil uporabo harmoničnih koordinatnih

pogojev v krajevnih rezinah, ki so maksimalne.

V tretjem članku (Non-Causal Chains, General Relativity and Gravitation 5 (1974) 467) je skupaj

s sodelavko s tehniko Feymanovih diagramov raziskal nekatere pojave, ki utegnejo biti pomembni

pri kvantizaciji gravitacijskega polja.

Dr. Branimir Borštnik — za dela s področja molekulske dinamike, ki so bila objav-

ljena v letu 1975, in z njimi povezana dela iz leta 1974.

V prvem delu (The numerical solution of the BGYB eguation for the liguid-vapour interface, Mole-

cular Physics 29 (1975) 1165) je Borštnik uporabil BGYB intergrodiferencialno enačbo za določitev

gostotnega profila plasti na meji med tekočino in plinom. Analiziral je možne vzroke nasprotujočih si

rezultatov prejšnjih avtorjev, zlasti negotovost v približku za parsko porazdelitveno funkcijo.

Problema gostote plasti na meji med kristalom in tekočino se je lotil v naslednjem delu (The nume-

rical solution of the BG YB eguatior for the liguid interaciing with the rigid wall, Molecular Physics 30

(1975) 1565). Izkaže se, da je pri renormalizirani temperaturi gostotni profil oscilirajoč. V nadaljnjem

delu (Molecular dynamics simulation of the liguid-solid transition, The dynamical properties of the

liguid-solid interface, Chemical Physics Letters 32 (1975) 153), je Borštnik prvi pokazal, da se da

metoda molekulske dinamike uporabiti tudi za študij nehomogenih sistemov. Ker običajna izvedba.

molekulske dinamike za takšne primere ni uporabna, je Borštnik vpeljal dodatne robne pogoje

za stabilizacijo nehomogenosti. Delo obravnava dinamične lastnosti in je nadaljevanje dela, o ka-

terem je že poprej poročal v uvodnem predavanju na konferenci Computer in Chemical Research and

Education (Ljubljana 1973). Rezultati omenjenih del so pomembni v teoriji kristalizacije in nukleacije,

v kateri je poznavanje vmesne plasti nujno potrebno. Doslej so privzeli gostoto plasti ad hoc, brez

kakršne koli utemeljitve, Borštnik pa je pokazal, kako se dajo ti podatki izračunati. O problemih

medfaznih plasti je Borštnik imel uvodno predavanje na kongresu jugoslovanskih kristalografov

(Kumrovec 1975).

V uvodnem predavanju na kongresu o dinamiki tekočin v Orsayu leta 1973 je pokazal, da je

mogoče z metodo molekulske dinamike določiti reorientacijsko in vibracijsko relaksacijo (Vibrationa!

and reorientational relaxation of hydrogen-bonded systems. Prispevek za knjigo Molecular Motion in

Liguids, J. Lascombe (urednik), D. Reidel Publ. Co., 1974, Dordrecht-Holland).

V naslednjih dveh delih (Chemical Physics Letters, 26 (1974) 56; 31 (1975) 225) je obravnaval

problem neurejenega sistema z vodikovo vezjo in razložil, v katerem frekvenčnem območru infra-

rdečega spektra lahko pričakujemo vpliv neurejenosti.

Dr. Janez Korenini, dr. Rudolf Murn in ing. Tomo Pisanski — za publikacije in raziskave

s področja diagnostike napak v digitalnih vezjih.

Rezultate večletnih raziskav so avtorji objavili v več publikacijah. Ključnega pomena sta razpravi:

Metoda za diagnozo večkratnih napak v prostih mrežah (Proceedings of the international symposium

on fault-tolerant computing, Paris 1975) in Uporaba diagnoze napak v prostih mrežah na splošna

omrežja (Proceedings of the international seminar Applied aspects of the automata theory, vol. 2,

str. 542—551. Varna 1975).

Pomembnost dela raziskovalne skupine ni samo v znanstvenem reševanju problematike, ampak

tudi v neposredni uporabnosti rezultatov pri reševanju diagnostike digitalnih vezij domače pro-

izvodnje.

165



RAZISKOVALNE NALOGE MATEMATIČNEGA ODDELKA

INŠTITUTA ZA MATEMATIKO, FIZIKO IN MEHANIKO

O raziskovalnih nalogah matematičnega oddelka IMFM smo poročali v Obzorniku za

matematiko in fiziko 21 (1974), str. 56—58. Danes navajamo še nekatere naloge. Financirala

jih je (razen prve) Raiskovalna skupnost Slovenije.

Anton Suhadolc

Stabilnost numeričnih procesov linearne alsebre

Nosilec te triletne naloge, ki jo je financiral Zvezni fond za znanstveno raziskovalno delo,

Je bil Z. Bohte.

V delu so z Wilkinsonovo metodo obratne analize napak analizirani nekateri procesi

numerične linearne algebre. Z enotnega stališča so ocenjene zaokrožitvene napake pri

metodi Choleskega za reševanje sistemov linearnih enačb s pozitivno definitno matriko, pri

ortogonalnih metodah za reševanje sistemov linearnih enačb z elementarnimi zasuki in

zrcaljenji, pri Givensovi in Householderjevi metodi za redukcijo simetrične matrike na

tridiagonalno obliko in pri redukciji splošne matrike na Hessenbergovo obliko z elimina-

cijami. Vse ocene so izpeljane tudi v primeru, ko je matrika pasovna. Dobljene ocene niso

direktno uporabne za oceno napak izračunanih rešitev, pač pa omogočajo primerjavo raznih

metod glede stabilnosti računanja.

Nosilec bo iz obdelane snovi napisal skripta za predavanja iz predmeta Specialni kurz

in za predavanja, ki jih je imel v okviru tretjestopenjskega študija na zagrebški univerzi.

Zvonimir Bohte

Adicijski izreki v teoriji grup in v teoriji števil

Nosilec je bil J. Grasselli.

V prvem delu je podan kratek pregled nekaterih pojmov in znanih izsledkov obravna-

vanega področja. Opisani sta prema in obratna naloga, razne njune posplošitve in nerešena

vprašanja.

V drugem delu je izpeljanih nekaj izrekov o vsoti in pozitivnih diferencah množice, ki jo

sestavlja končno mnogo celih števil. Dana je ocena za. število razredov izomorfnih množic

celih števil.

Avtomatizacija faktorske analize

Nosilec naloge je bil E. Zakrajšek, sodelavci pa K. Momirovič, J. Kczak, A. Kmet in

J. Štalec.

Statistični paket SS smo si pred leti zamislili kot paket programov za računalnik

IBM 1130, s katerim bi lahko reševali standardne statistične naloge z najrazličnejših podro-

čij, kot so sociologija, psihologija, kineziologija in podobno. Še preden je bil program do

kraja izdelan, smo dobili pri nas vrsto modernejših in večjih računalnikov. Tako smo pre-

liminarno verzijo programa predelali za potrebe novih računalnikov in danes eksistirata

dve verziji programa, ena na računalniku CYBER 72, druga na računalniku UNIVAC 1106.

Obe verziji se še vedno spreminjata. V paket vgrajujemo nove module, obenem pa program

stalno moderniziramo.

Egon Zakrajšek

Nove kvadraturne formule

Nosilec naloge je bil A. Suhadolc, sodelavec M. Omladič.

Delo obravnava eksistenco in konstrukcijo kvadraturnih formul, ki uporabljajo kot

podatek o integrandu povprečja integranda po nekaj majhnih podintervalih.
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Najprej je dokazana eksistenca kvadraturnih formul po povprečjih za z podintervalov,

ki se ne prekrivajo; te formule so eksaktne najmanj za vse polinome do vključno stopnje

n —1.

V drugem delu je konstruiran neki operator povprečenja, ki omogoča, da se definira

posplošeni skalarni produkt na prostoru polinomov dveh spremenljivk. Definirani so tudi

posplošeni oskulacijski polinomi in polinomi, ortogonalni glede na posplošeni skalarni

produkt. Ti polinomi omogočajo konstrukcijo Gaussovih kvadraturnih formul po povprečjih.

Idejo za obdelavo takih kvadraturnih formul je dobil prof. S. Pahor pri študiju nekega

fizikalnega problema.

Iz obravnavane snovi je sodelavec pripravil tudi diplomsko nalogo. V tisku je članek,

ki povzema prvi del naloge.

Anton Suhado lc

Metrične lastnosti analitičnih funkcij in izometrije v Banachovih prostorih

Nosilca naloge sta bila 1. Vidav in J. Globevnik, sodelavca pa G. Tomšič in P. Legiša.

Naloga je sestavljena iz štirih delov. V prvem je obdelan tale problem:

Naj bo D odprta povezana množica v kompleksni ravnini in X kompleksen Banachov

prostor. Naj bosta F,G:D — X analitični funkciji, za kateri velja || F(z) || <— || G(z) ||

(ze D). Če je prostor X Hilbertov, obstaja izometričen linearen operator W:X — X, da

je F — WG. Obratno, če je za vsaki funkciji F, G z zgornjimi lastnostmi mogoče najti izo-

metričen linearen operator W:X — X, da je F — WG, in če je X končnodimenzionalen, je

X Hilbertov prostor.

Drugi del obravnava grupe izometrij in strukturo končno razsežnih Banachovih pro-

storov.

Naj bo X končno razsežen Banachov prostor, G grupa vseh linearnih izometrij na X,

G, povezana komponenta identitete grupe G in %6 množica vseh hermitskih operatorjev

na X. Osrednja tema. so zveze med strukturami teh objektov. Najprej je dokazan tale re-

zultat: % -- iY6je algebra natanko tedaj, ko obstaja na X toliko od nič različnih pravokotnih

hermitskih idempotentov, kot je rang Liejeve grupe G,. Nato vzame avtor poljubno tako

C".podalgebro 8 v %6 -- 1%, ki vsebuje identiteto prostora X. Razcepu algebre '8 na fak-

torje ustreza razcep prostora X na podprostore, recimo X,, en X;. Pokazano je, da je vsak

X;, direktna vsota Hilbertovih podprostorov iste dimenzije. Ce je 3 — % -- i%, vsaka

izometrija prostora X ohranja ali le zamenja podprostore X,.

Iz zgornjega se da izvesti nov dokaz izreka H. Schneiderja in R. E. L. Turnerja o vpra.-

šanju, kdaj je X direktna vsota pravilno vloženih Hilbertovih podprostorov. Končno je podan

pregled spektralnih lastnosti hermitskih operatorjev na končno razsežnih prostorih.

Tretje poglavje se imenuje Hilbertovi podprostori v C"-algebrah. V njem je najprej

ugotovljena. struktura pravilno vloženih Hilbertovih podprostorov v C"-algebrah. Ostanek

daje odgovor na vprašanje, kakšni so tisti Hilbertovi podprostori v C"-algebri vseh omejenih

linearnih operatorjev na nekem Hilbertovem prostoru, ki vsebujejo minimalne desne ideale.

Četrto poglavje ima naslov Poševno simetrični operatorji v realnih Banachovih pro-

storih. Omejen linearen operator A v realnem Banachovem prostoru imenujemo poševno

simetričen, čeje || £ - zA4|| — 1 -- o(£t), £— 0, te R. Poševno simetričen operator je gene-

rator neke enoparametrične grupe izometrij v realnem Banachovem prostoru in obratno.

Če je A poševno simetričen operator v realnem 27 dimenzionalnem Banachovem prostoru

in če so lastne vrednosti 1,,),,..., A, prirejenega hermitskega operatorja v kompleksnem

prostoru racionalno neodvisne, potem je 4 — 2. — 1, JP,,k — 1,2,...,n, kjer so P, pro-

jektorji, J poševno simetričen operator in J? — — 7.

O rezultatih naloge bodo avtorji poročali v šestih člankih. Peter Legiša
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Aciklične mnogoterosti

Nosilec naloge je bil J. Vrabec, sodelavci pa P. Petek, M. Kranjc, J. Malešič, J. Rakovec

in J. Šrekel.

Delo obravnava tri sorodne, vendar neodvisne teme:

1. vložitve (k — 1)-povezanih, sklenjenih 2k-mnogoterosti v (24 -- 1)-mnogoterosti,

ki so aciklične v dimenziji k, in kompaktne z-podmnogoterosti acikličnih z-mnogoterosti;

2. nekompaktne ploskve v 1-acikličnih 3-mnogoterostih:;

3. sklenjene ploskve in kompaktne 3-podmnogoterosti v neorientabilnih 3-mnogote-

rostih, ki so 1-aciklične ali aciklične nad Z,,.

Povzetek obravnavane snovi bodo avtorji izdelali v enem članku.

Jože Vrabec

Cele analitične funkcije, katerih vrednosti so obrnijivi operatorji

Nosilec naloge je bil I. Vidav, sodelavec P. Mizori-Oblak.

Teorija. celih analitičnih funkcij je za skalarni primer podrobno izdelana. Med osnovne

spadajo izreki o izražanju cele funkcije brez ničel in cele funkcije z neskončno mnogo

ničlami. Zanimalo nas je vprašanje, ali je mogoče podobno izraziti tudi cele funkcije, katerih

vrednosti so obrnljivi elementi neke Banachove algebre.

Cele funkcije z vrednostmi v Banachovei algebri se v marsikaterem pogledu vedejo dru-

gače kakor skalarne cele funkcije, zato ne preseneti rezultat, da tu ne moremo vedno izraziti

— celo obrnljivo funkcijo v obliki eksponentne funkcije. V splošnem se taka funkcija ne more

zapisati niti kot produkt končnega ali neskončnega števila eksponentnih funkcij.

Polinomske obrnljive matrike in cele funkcije, ki so po vrednosti obrnljive matrike,

pa je vedno mogoče zapisati kot produkt končnega števila eksponentnih funkcij. Pri poli-

nomski obrnljivi matriki smo našli potreben in zadosten pogoj za rešljivost enačbe

eX() — A(2),

kjer je rešitev X(z) spet cela funkcija.

Iz obravnavane snovi bosta avtorja pripravila članek.

Pavla Mizori-Oblak

Splošna metoda reševanja bilinearnih programov

Nosilec naloge je bil A. Vadnal, sodelavci pa V. Rupnik, S. Indihar in M. Simončič.

Pri bilinearnem programiranju iščemo ekstrem bilinearne namenske funkcije, kjer za-

doščajo spremenljivke pogojem nenegativnosti in sistemu neodvisnih neenačb ali enačb.

Pri reševanju bilinearnih programov so bile doslej znane metode, ki privedejo, izhajajoč

od znane možne rešitve z iteracijami do lokalnega, ne pa vselej do globalnega optimuma.

Raziskava podaja novo iterativno metodo, ki privede v vsakem primeru do globalnega

optimuma.

Raziskava vključuje tudi strojni program za elektronski računalnik, po katerem je mogoče

numerično izračunati globalni optimum vsakega bilinearnega programa.

Iz obravnavane snovi je izdelal S. Indihar doktorsko disertacijo 1n jo tudi uspešno obranil.

Stanko Indihar

Računalniško orientirane matematične metode III

Nosilec je bil I. Grad, sodelavci Z. Breška, E. Zakrajšek in B. Žitko.

V prvem poglavju je dokazan izrek o eksistenci in enoličnosti točke minimuma enakomer-

no povezanega funkcionala. Obravnavana je konvergenca. metod spusta za iskanje mini-

muma funkcionala.
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