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Obzornik za mat. fiz. 23 (1976) 4

MARKO KRANJC

AMS Subj. Class. (1970) 65D30

V tem ¢lanku si bomo ogledali primer takih funkcij, ki se dajo natancno integrirati s trapeznim
in Simpsonovim pravilom.

PERFECT NUMERICAL INTEGRATION

In this article we consider a type of functions which are exactly integrable by trapezium and
----- Simpson’s rule.

ce je [a, b] konCen interval in f omejena funkcija, def]
v n + 1 ekvidistantnih toCkah x,, ..., x,; naj bo x, =a in x, = b

Najprej izracunajmo i

tako, da funkcijo f aproksimiramo na
intervalu [x;_4, x;] s premico, ki gre skozi
tocki (x;—y, yimy) In (x; ¥), Kjer je y, =
=f(x) za k=0, ...,n (sl 1).

Ta premica ima enacbo y = (1/h) (x — x;_) yi — (x — x3) yi_1)- Ce napravimo substitu-
cijo x — x;_; = hs, dobimo:

[0 dy =7 T —x) — (0 —x) yiy) dv =

Xi—1 X

§ f(x)dx m.le § f(x)dx —-5 Z Viey ) = = jsz(yo + 2y 4+ o+ 200y + 2

Tako smo izpeljali kvadraturno formulo, ki se im @nuj@ trapezno -o Ce je f dvakrat
zvezno odvedljiva, se da videti, da je napaka pri integraciji enaka M

Mh?, pri Cemer je M
konstanta, ki se izraza z drugim odvodom funkcije f. Ze iz izpeljave je ommo da je formula
o¢na za linearne funkcije.
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Xit+1
Vzemimo sedaj, da je » sodo Stevilo, npr. n = 2m in izraCunajmo integrale | f(x)dx

Xj—1
tako, da na intervalu [x;_;, x;,4] aproksimiramo funkcijo f's kvadratnim polinomom p; skozi
tocke (x;_q, ¥i1), (X5, ¥1) 10 (X441, Vir1). T@ polinom ima enacCbo

pi(x) = (A/2RY) [(x — x;41) (x — xi)yi—l — 2(x — xp4) (X — X2y +
+ & —x) (x — X))Vl

Ce spet uvedemo novo spremenljivko s = (x — x;)/h, dobimo:

Xit1 Xit+1
§ f()dx = | p;(x)dx =
-1 }:—1 1
=3 (sGc— Dy — 26+ DG —Dy; + s(s + Dy )ds =
_— | |
h (2 3 2 h
— "‘“’(”J’i-—-l + =y + =Vir1) = Wi + A+ Vi)
21\3 3 3 3 |

Zato je

b X2 X4 Xn
[ fO)dx = [ fydx + § fe)dx + ... + [ f()dx =

Xp—2

h h h
ﬁ“?;(yo + 4y, 4+ y2) + ‘“3’()’2 4+ 4ys + vy + ... +’§(yn--—~2 —+ 4yn-—1 T Vn) =

h
=00t dn 2 A )

Dobljeno se imenuje Simpsonovo pravilo. Ce je f §tirikrat zvezno odvedljiva, je napaka
pri integraciji enaka M#h*, pri Cemer je konstanta M odvisna od Cetrtega odvoda funkcije f.
Torej je Simpsonova formula natancna za polinome tretje stopnje. |

V splosnem bi lahko ravnali tudi takole: kvadraturno formulo bi iskali z nastavkom

}nf (x)dx xk-—ioAkf (x) + R

pri ¢emer je R napaka, konstante 4, pa bi izraCunali iz zahteve, da je formula natan¢na
za polinome n-te stopnje. Lahko je videti, da na ta naCin dobimo za » = 1 trapezno pravilo,
Za n = 2 pa S1mpsonovo.

Kot primer izraCunajmo integral

/2 : | .
I={ 2% v =n2)2)
0 sin (x 4+ 7/4)

s Simpsonovim pravilom in korakom 7/8!

. T (O } 4 sin (7/8) C 2 sin (n/4) & 4sin (37/8) E 1 ):
24 sin (37/8) sin (57/8)  sin (37/4)
= i@tg (7/8) + /2 + 4 +1/2)

Ker je tg (n/8) = l/i — 1, dobimo I = n/(2]/§), kar je natanCna vrednost.
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1
sin (37/4)

(0 + 4sin (n/4) +

Prav tako ni napake, Ce uporabimo trapezno formulo:
Korak 7/8 nam da

, sin (37/8) n

ku A.

mtegmm pri - bnen
Vemo, da sta Slmpsonom in trapezna formula to¢ni za polmome tretje oziroma prve

stopnje. Toda v naSem primeru integrand ni polinom kusali najti razlago

za zgornje rezultate.
Izkaze se, da nam da Vs&ka »smiselna simetricna kva.dmtuma formula« toCen rezultat,

Ce je integrand primerne oblike
Vzemimo, da so funkcije, s kaienml bomo imeli opravka, zvezne in omejene, integra-

ciyysko obmocje naj bo koncno.

ja. M je smiselna simetri¢na kvadraturna formula, Ce ima obliko

kar pomeni, da je M natancna pri integraciji konstant.

IZREK 1. Ce je

I“__f J(x) .
0 f(x) +fla—x)

velja
(1) I =a/2
(i1) vsaka smiselna simetri¢na kvadraturna formula M
nam da tolen rezultat.

pri kateri je xo =0 in x,, =

Dokaz.

(i) Ce naredimo substitucijo y = a — x, dobimo

(_fe=»
7o)+ fla—»"

I =

od tod sledi

torej je res I = a/2.



(ii) Naj bo M taka smiselna simetri¢na kvadraturna formula, da je x, = 0 in x, = a.

Ce je
oo — T
J(x) + fla—x)
dobimo
I=§ F@ds = 3w FOs) = § > 0FCG) -+ W () =

=0

= %2"; i{(F(x;) + F(x,—))

"'II

|
Py

N

wln—-&

=0
& H
2 wi (F0x) + Fla—x) = 4 S, —
F=0 i=0
ker je F(x;) + Fla—x) =1in
Z wi — xn i xO == (I
i=0 |

Ce je dolzina koraka taka, da moramo M vedkrat uporabiti preden pokrijemo interval
(0, a), prav tako velja Izrek 1. To sledi od tod, ker je mtegraj aditivna funkcija integra-
cijskega obmogdja.

Pa se vrnimo k prvotnemu pnmeru'

Ker je /2 sin x /2 sin x
[=1 dx = V g dx
0 sin (x -+ n/4) sin x -+ sin (/2 — x)

in je I take oblike, kot jo zahteva Izrek 1 ter sta trapezno in Simpsonovo pravilo smiselni
simetriCni kvadraturni formuli, nam to pojasnjuje toCnost racuna.
Rezultat pa lahko Se posploSimo.

IZREK 2. Ce je k(¢) soda funkcija, potem je
| ' k(al2 —x) - f(X)

0 f(x) + fla — x)

Ce izraCunamo oba integrala s poljubno smiselno simetri¢no kvadraturno formulo, dobimo

obakrat isto napako.
Dokaz Izreka 2 poteka na popolnoma isti naCin kot pri Izreku 1.

Primer. IzraCunajmo integrala

2 (x — w/4)? sin x

1=

0 sinx -+ cosx

H

O Qe O

k(a2 -—-—- x) dx

1
2

/2
dx, = 1 { (x — n/4) dx
0

s trapezno formulo, dolzina koraka naj bo 7/4:
I=7/80 +2°0+4 (n/4)?) = n®/128
J=n/16 (n/4)? + 20 + (n/4)?) = =3/128

/2
1 S (x — (/4))?dx = n®/192
0

Prava vrednost je

Ce uporabimo Simpsonovo formulo, dobimo togen rezultat.

LITERATURA

1] R. F. Churchhouse, Perfect numerical integration by Simpson’s rule, Math. Gaz. 589 (1975),
159—162.

2] E. Isaacson, H. B. Keller: Analysis of numerical methods, New York, John Wiley & Sons
1966.
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Clanek obravnava vpraSanje konvergence Fourierovih

In the paper the question of convergence of Fourier series is discussed.

atiki je vedno dovolj novosti, velika ve¢ina pa je takih, da se o njih

V matem

ne da porocati, ker zahtevajo pm%@ pmdmaﬂja Zato si bomo v S@Smﬂm ogled
novost 1z teorije Fourierovih vrst. Trd mlji nu matematiku, saj ne za;hmva
veC kot znanje analize v obseg . Dokaz tr 'mf@ pa je dolg i

zahteven. V omgmam@m H Obsgga 22 sﬁcmm dosmpmjm dokaz je 1zdelan v knjigi

| pojmov iz analize. MnoZica E na realni premici
djem intervalov, katerih skupna dolZina ni
ﬁma mnﬁzma sestavljena iz Stevno
na, maﬁm @Si katerih
ke mnoZice je npr.

V@@j& od poijubmga nam@g pmdmsanega; & > 0.

C&nmm@m mnozica.

ostori EJJ md_n"ah

periodicne funkcije s periodo 27, zato si oglejmo prostor
0, 2m), k buje vse realne ali kompleksne merljive funkcije, definirane na intervalu
, Zyz} take, da je |

27
(Gf | f(x) |7

l Lip < O

kjer je p poljubno Stevilo, vedje ali enako 1. Stevilo

1A, = ﬁ if(x) 7 dx)lip

oremo definirati konvergenco zaporedja

imenujemo p-ta norma funkcije f. V prostoru L?Z m

na vec nacinov:
a) Konvergenca po normi (v p-tem povprecju).

mi, ¢e velja || f, — |, — 0, ali na dolgo

gira proti f v p-ti

2r
g | fu(x) — f(x) [P

konvergira enakomerno na inter-

b) Enakomerna konvergenca. Zaporedje funkcij f,
valu [0, 27).
Konvergenca po tockah.
d) Konvergenca skoraj povsod.
f(x), m konvergira zape»mdje St@Vﬂ In ( } pmu Stevilu f (x) za vse x € [0

Zaporedje f,(x) konvergira za vsak x € [0, 27).
Zaporedje f,(x) konvergira skoraj povsod proti funkciji

, 27) razen morda

b) sledi ¢), iz ¢) sledi d) in iz b)




Fourierove vrste. Trigonometriéni sistem funkcij imenujemo funkcije 1, sin x, cos x,
sin 2x, cos 2x, ...
Te funkcije so med seboj ortogonalne v temle smislu

21

[sinkxcosmx dx = 0 za vse k in m
0
21

[sinkxsinmxdx =0za k # m
0
27

fcoskxcosmxdx =0zak # m
0
2r 2r

| sin?kx dx = =, jcoszkxdxmnzakm 1,2, ..
0

Naj bo f(x) periodi¢na funkcija s periodo 27 in taka, da obstajajo integrali

n=1,2,... (1)

1
b, = — ff(x) sin #nx dx
T

Stevila a, in b, imenujemo Fourierove koeficiente funkcije f(x). Funkc131 priredimo njeno

Fourierovo vrsto
flx) ~ E (a, cos nx + b, sin bx) (2)

n=0

Fourier je v prejSnjem stoletju trdil v delu [2], da je za »poljubno« periodi¢no funkcijo vsota
Fourierove vrste enaka f(x), torej se da razviti »poljubna« funkcija v Fourierovo vrsto.
To trditev je zelo uspeSno porabil pri Studiju enacbe za prevod toplote.

Prav v ta Cas pa segajo napori matematikov, da b1 matemati¢no strogo definirali osnovne -
poyme analize kot limita zaporedja, vsota neskoncne vrste, funkcija, zveznost, odvod,
integral. Tudi Fourierova trditev je bila delezna kritiCne pozornosti.

Navedimo najprej vprasanja, ki si jih moremo zastaviti v zvezi s Fourierovo vrsto! Naj
bo f(x) dana periodi¢na funkcija, njeni koeficienti naj bodo dani s formulo (1).

1. Ali konvergira vrsta (2) vsaj za en x € [0, 27]?
I1 konvergira vrsta (2) skoraj povsod na intervalu [0, 27]?
1 konvergira vrsta (2) za vse x € [0, 27]?
li konvergira vrsta (2) enakomerno na intervalu [0, 27]?
li konvergira vrsta (2) po normi prostora L?P?
6. Ce je odgovor na katerokoli od prvih petlh vpraSan) pozitiven, ali je tedaj njena
vsota enaka f(x)?

>>P>

2.
3.
4.
5.

Zanimiva so $e mnoga druga vprasanja, npr. dana naj bo vrsta oblike (2). Ali eksistira
kakSna funkcija f(x), katere Fourierovi koeficienti so prav dani koeﬁmenh‘? Kako tako
funkcijo poiskati tudi tedaj, ko vrsta (2) ni konvergentna?

Enega najenostavnejSih pozitivnih odgovorov na vprasSanje 3 daje tale izrek:

Izrek 1. Naj bo f(x) na intervalu (0, 27} dvakrat zvezno odvedljiva. Tedaj vrsta (2) kon-
vergira za vsak x na intervalu (0, 27). Njena vsota je enaka dani funkciji f(x).
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rilejSih pogojih za funkcijo f(x), npr. funkcija f(x) naj bo

Izrek j@ mmm@n tudi pri n

zvezna in ma m
Za zvezne fun km E Vd ja tudi 1zrek,

odgovora.

3 nima vedno pritrdilnega

[zrek 2. ]
zvezna funkcija f(x),

Naj bo E poljubna Stevna mnoZica na intervalu
da njena Fourierova vrsta ne konvergi

ﬁ@mm

nkcije delno pritrdilen odgovor, kot kaZe naslednji

. Naj bo f(x) zvezna funkcija na intervalu [0, 27]. Vrsta (2) naj ]

. Tedaj je vsota vrste (2) pri x = x, enaka f(x,).

kot zvezne funkcije, je

Ce studiramo Fourierove vrste za funkcije, ki so bolj splosne

ituacija Se slabsa.

. Eksistita integrabilna funkcija f(x), katere

1amo tudi sedaj delno pritrdi

Na vpraSanje 6 in

j bo funkcija f(x) integrabilna in naj vrsta (2) konvergira skoraj

[zrek 5. (Lebesgue). N
73 vsak x € [0, 2x]. Tedaj je vsota vrste skoraj

Malo lepsi so rezultati za funkcije iz prostorov L?, p > 1.

lerova vrsta (2) po normi

1, p > 1. Tedaj konvergira Four

1Y Lﬁ pmm f nkcm F(x, ah na dolgo

2 (ay cos kx + by sinkx) |P dx =0

Mo ga npr. p 1z Analize ] E
aw mk@ mmmbﬂn@ funkcije f(x), katerih Fou

2 (a, cos nx -+ b, sin nx)/log n
n=1

x €0, 27x].

prav vsi izvirajo najmanj iz ¢asa pred drug
Naslednji rezultat je razmeroma nov.

konvergira skoraj za vsak

Dosedanji mmm 11SO NOVi,

EH@R@V E-—--——? npr. v knﬁgi [4]. Dokazan je

. Naj bo funkcija f e L? [0, 27], p > 1. Tedaj njena Fourierova

Wsm {2} SKGE‘&} povsod in njena vsota je skoraj povsod enaka f(x).

Posledica: Ce je f(x) zvezna funkcija na intervalu [0, 27}, je seveda tudi element prostora
[P, zato zanjo tudi velja izrek 8. Za zvezno funkcijo konvergira torej Fourierova vrsta (2)

skoraj za vsak x proti
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Ce primerjamo to posledico z izrekom 2, vidimo, da je nereseno $e tole vprasanje: Ali
obstaja zvezna funkcija, katere Fourierova vrsta ne konvergira na NESTEVNI mnoZici
z mero 07? |

Za konec naj Se na kratko omenimo sredstva, ki so potrebna za dokaz izreka 8: funkcio-
nalna analiza, predvsem §tudij linearnih operatorjev v prostoru L; teorija mere in integrala
in poznavanje lastnosti Hilbertove transformacije:

[/

X—y

f dx

- OO

LITERATURA
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NOVE KNIJIGE

Joze Grasselli, Osnove teorije Stevil, 2. predelana izdaja, Drzavna zalozba Slovenije,
Ljubljana 1975, 196 str., Knjiznica Sigma — 14, Cena 100.— din.

Avtor v predgovoru pise takole: Ta knjizica obravnava nekatere osnovne pojme In
izsledke teorije Stevil. Namenjena je bralcu, ki se Sele seznanja s to vejo matekatike. Po-
glavja I-—V so napisana tako, da za razumevanje ne zahtevajo posebnega prejSnjega znanja.
V dodatku pa je nekoliko vecC stvari, ki so privzete kot znane.

V nadaljevanju pa je dodal naslednje: Druga izdaja se razloCuje od prve, predelana
so bila vsa poglavja. Snov ima drugacno razporeditev in je na veC mestih razSirjena. Na
novo so pridejane tudi vse naloge. Izpadla sta razdelka o particiji Stevil in o van der Waerde-
novem izreku. Sedaj se konCuje knjizica z dodatkom, ki dejstva samo navaja. V njem je
nekaj zgodovinskih podatkov in kratek opis prej dobljenih ugotovitev z algebraiCnega
stalisCa. |

To je Ze Sestnajsta knjiZica iz zbirke Sigma, ki smo jo lahko ponatisnili in o tem skoraj
v celoti ustregli prenekaterim bralcem, saj je tako velina knjiZic e vedno v zalogi.

Ciril Velkovrh
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“Bs B9 e
B b
- 5

iem m 1e konca ne kraja. Z
P’ z lastno energijo 3,1 G GeV in 4,1

- i " 1n n@pm@a kovano velik mzpad
V@ h [2]. dem‘ se 7e k&m nova pot: Stevilo razli¢nih kvarko

ki jih je treba

. Nato so vpeljali tr1 barve, tako da so n agmaﬁ@ tr1 razno-
k SO p@%@&h Smwm na Stiri, ] :

Pomembne nove podatke je dalo proucevanje reakcij med elektroni m pozitroni v nako-
picevalniku. To g@ velika evakuirana Qbmmgm cev, v aﬁt@n kﬁ“@ﬂj@ y precnem magnetneim
p@i u elektroni s Egm@m@n@ energij ¢ GeV. ad o pje nize ali vise

) DOZI " Nakopicevalnik napolnij ,} 0
jprej umgaw 17 POSE eSevalnika elektrone in n o Se pozitrone. Na nekaj
se poti elektronov 1n pozitronov Emzam pmd@ do reakcij
Nastale delce preisCejo z mag m 1n vrsto

, DA | E"Hﬂ@f na dveh,
" N P zﬂmm

S’E@V@@V

mak@uah m@d elektroni in pozitroni v nakopicevalniku je laboratorijski sistem kar
m. TeziSCna energija, m }@ na mzpamg@ za nastanek dd@@v je enaka skupm

ol ﬂ d@ o m pozm ona. IN pravi dskem nakopiceval-
Elektroni in

n dmgg d dm

eV -+ e —— hadron + ... (D)

in za reakcije, pri katerih nastane mionski -

i et +eT ——put 4y (2)

nov za k Zmerje :
preseka za reakcije (1) in preseka za re-
akcijo (2) 3- .

R = o(et e~ —— hadron)/ *
[o(et e — ut u) (3) |

merijo razi ﬁkﬂh 2 (sl. 1). Pri

energiji zacne razmerje narascati in d

okoli 4 GeV najveCjo vrednost 6 , . o .
de. S1. 1 Izmerjeno razmerje R v odvisnosti od teziS¢ne

energiji pa ng gﬁ pa Eﬁ 1 energiji med energije W elektronskega para. Podatki so posneti

7 GeV se ustall priblizno pri W@dﬂgu J.  po merjenjih ob stanfordskem nakopicevalniku [6]

1 3
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Razmerje R pri dovolj veliki energiji je mogocCe izraCunati. Reakcija (2) je Cist elektro-
magnetni pojav, kot je na primer Rutherfordovo sipanje. Presek za takSen pojav je sorazmeren
s produktom nabojev vseh Stirih udelezenih delcev [3]. V primeru (2) je tedaj presek soraz-
meren z e¢,(—ep) * eo(—ey) = e,*. Tudi reakcija (1) je Cist elektromagnetni pojav [4]. Poteka
namreC v dveh korakih, od katerih je prvi popolnoma podoben reakciji (2). V tem koraku
nastaneta kvark in njegov antidelec:

et e —>q +(q (1a)

Nastala delca v vsakem primeru razpadeta in nastane vsaj en hadron: g + g ——hadron -...
Tako je tudi presek za reakcijo (1) sorazmeren s produktom nabojev vseh Stirih udeleZzenih
delcev v reakciji (1a), to je z e,(—ey) * e,(—e,) = e,?e,’. Mionski par je en sam, parov
kvark-antikvark pa je veC. Pri dovolj veliki teziSCni energiji lahko nastane katerikoli par
kvark-antikvark z notranjimi kvantnimi Stevili vakuuma. Zato je polni presek za reakcijo (1)

pri dovolj veliki teziS¢ni energiji sorazmeren z vsoto produktov e,%e,? za vse dopustne pare
kvark-antikvark. Razmerje R je tedaj

R =3 2l e % /ey

Faktor 3 Ze uposteva tri razliCne barve in je treba v vsoto vklju€iti samo kvarke, ki se razli-
kujejo po drugih kvantnih Stevilih.

Pri treh Gell-Mannovih kvarkih u, d in s (pomen oznak je pojasnjen v besedilu sl. 2) z
naboji — 3e,, 3¢, in — 3¢, je to razmerje enako

R=3[2+ O+ O1=2

WOt W

TN W

za. potrditev modela treh barvastih kvarkov.

Porast razmerja R med energijama 3 GeV in 4 GeV je mogoCe pojasniti z dodatnim
poveCanjem preseka za reakcije (1) zaradi resonancnih pojavov. Na tem obmocdju energij je
namreé postopno dosezen prag za nastanek mezonov ¥, ¥’ in ¥”. Toda razmerja R = 5

A1, A1,
t, /3

41
2

|
wlro

|
Y

E
w|=->T
|ro
bl Y

d —13 b B

ra|—
ro|—

Sl. 2 Stara trojica kvarkov s tezkostjo 0 in nova trojica kvarkov s tezkostjo 1 v Hararijevem modelu

[6]. Naboj je nanesen kot indeks pri oznaki. Na ordinatno os je nanesena tretja komponenta izospina

I, in na abscisno os hipernaboj Y. Za naboj velja izpopolnjena Gell-Mann-Nishijimova enacba:

e =% Y 4 I, + % H, hipernaboj pa je ¥ = B - S. Pri tem je S Cudnost, barionsko §tevilo B pa je

za vse kvarke enako i. Kvarka t in b in kvarka u in d sestavljata izospinska dubleta, kvarka s in r

pa sta izospinska singleta. Z risbe razberemo izvor oznak za kvarke: up — navzgor, down —navzdol,
sideways — na stran (ali singlet), top — vrh, bottom — dno, right — desno
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10goce pojasniti, tudi Ce vkljuéimo poleg kvarkov u, d in s Se kvark ¢

pri veliki energiji ni m
larom 1 [2] in z nabojem Ze,. S tem kvarkom doseZemo samo, da naraste razmerje na

R =3 E@}z + G)* + G)* + () =10/3 =33

zmerje pri veliki energij je pm@q %@j@

Toliksno mz 1erje R govori za obsto] dodatnih kvarkov. Razm
[5], H. Harari pa se je ¢ dﬁ@@ﬂ za. Sest kvarkov H Poleg trojice kvarkov u

u, d in s je uvedel
é@ trojico ,binr znaboji 2¢,, — 3¢, in %e@ (sl. 2). Druga imgma s mzm@ﬁ
vaﬂ fezmm H Kvar

(angl. hm’vm@gg}
ima pri Sesterici podobno *

ima take mgm@m kot kvark c. Seveda. je treba tudi pri Sesterict
v&rkmf iposStevati m mzhm@ mk@ da nastopajo tri raznobarvne Sesterice kvarkov.
S to Sesterico kvarkov dobimo razmerje

R=3[+G+G+ @+ + 1=

ki se dobro uiema z izmerieno vmdnﬁsﬁ&
sémh kmﬂmv u, d, sin ¢ im

S@ d mg@ gmgm

maj hm ga razmer ja R

Rxgs’

- Swgﬂ& Mezo
7 vzporednima spinoma ¢ in C.
S _- inoma c in ¢, se pravi delcev ¥ s spinom 07 V Harazs
P sestavljeni iz meSanic treh Sfi&m u bb in rr, @mk@ kot so mezoni ﬁy W m P S@SMVEJ@M 1z
mesSanic treh stanj uu, dd in ss. Harar model ima Se druge prednosti. Pojasni tudi verjet-
nosti za nekatere mzpad@, Izmerjena delna Sirina™ za razpad ¥ v elektronski par 3@ dé 8 keV,
delna Sirina za mzpa P’ v elektronski par je 2.2 keV in delna Sirina za razpad & v elek-
U"@HSEQ Har j@ 4 keV. Zadnja vrednost je zelo nezanesljiva in je m C

1I€mo prvi : ve d @Em émm ot o d@ bim
Za fﬂ“@ﬂ O ] Eibﬁiﬂ@ 7 V. T

s’@mz 1h SME} par

I ih kvarkov. Glrsey in sodelavcei
m 0d « mga@mh mdp@gmvk m Poskusali so pojasniti, zakaj ne Gpazu@

nekaterih mzpa dov, ki jih sicer pmmkuj@m p@d@bﬂ@ kot S@ storili ob vpeljavi ¢ cara. Vend

SO ] Hmsah n@w trojici kvarkov naboje — ze,, €, in — ;¢€,. To pa da za razmerje R pre-

ni mo g@@@ imeti za edinega
m,da;hm@ Emmnm@ raziskave. Fritzsch,
hilo mogoce opisati Sibk@ elektro-
o . Ugot wh so, da vsebuje najpre-
10del te vrste m mm@hm‘m@ S@smﬂm kmﬂgv in Sesterico leptonov.** Poleg

prostejsi n
d@mmm elektronskega nevtrina, mionskega nevirina naj bi obstajala % dva

dodatna leptona, na primer fezki lepton in njegov ﬁ@Wﬂﬂ@ Tako bi v modelu nastopale
Stiri Sesterice elementarnih fermionov (delcev s p@ﬁowgm lelu je mogoce
opisati §ibko interakcijo — poleg njenega dela z nabitim tokom tud; | z nevtralnim

Qbmdmd pa je kot mhﬁdm@@
in M mk@ skg SO 1 Skah k

Delna Sirina [ je povezana z verjetnostjo za izbrani razpad na ¢asovno enoto [/5.
Leptonsko stevilo ni nekaksna Cetrta barva, saj imajo leptoni cele naboje, kvarki pa tretjinske.
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tokom — podobno kot elektromagnetno z vektorskim poljem in invariantno proti gradientni
transformaciji. Celo mocna interakcija gre neprisiljeno v ta model, le da jo opiSejo z nekoliko
drugacnim vektorskim poljem.

Kljub teoretiCni privlaCnosti modela je priporocljiva zadrZzanost. Vprasanje o obstoju
mezonov in barionov s tezkostjo ali s Carom in tezkih leptonov je Se vedno nereSeno. Opa-
zovanje reakcij med mionskimi nevtrini in nukleoni skoraj neizpodbitno kaze le, da obstajajo
doslej neznani delci. Pri tem se zanimajo za reakcije, pri katerih nastaneta dva miona ali
mion in pozitron. Te reakcije pricajo, da nastane delec, ki razpade z zelo kratkim razpadnim
casom (recimo, manj kot 10 —13s) po Sibki interakciji. Noben znani delec nima takih lastnosti.
Do zdaj so opazovali s Stevci okoli sto reakcij, pri katerih sta nastala dva miona (v Bataviji),
in sedem reakcij v mehurcni celici, pri katerih sta nastala mion in pozitron (3 v CERN in
4 v Bataviji). Vendar tolmacenja niso enotna, posebej glede na napovedi posameznih mo-
delov. Treba bo pocakati Se na nove eksperimentalne podatke. Ne glede na to pa sta Hara-
rijev model in razsiritev Fritscha, Gell-Manna in Minkowskega vsaj koraka proti daljnemu

cilju — poenotnemu obravnavanju interakciy med delci.
Janez Strnad
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UTRINEK

DVE PREMICI 1

Znameniti ruski matematik A. K. Viasov je med predavanjem o preseku dveh premic,
danih z njunima enacbama, pri uri analiti¢ne geometrije povedal Studentom tole anekdoto:

Neko¢ sem Sel po predavanju po hodniku in pri dvigalih nehote prisluhnil pogovoru
dveh prvoletnikov, ki sta oéitno prav pred tem posluSala moje predavanje iz tega poglavja.

Prvi je dejal: »Vidi§, Kolja, sedaj pa razumem, zakaj ima sistem dveh linearnih enacb
z dvema neznankama v sploSnem eno samo reSitev. To je zato, ker se premici sekata v
eni tocCki.«

Drugi pa je odvrnil: »Pomisli, Ivan, jaz pa Sele sedaj razumem, zakaj se dve premici
sekata v eni tocki. To je ravno zato, ker ima sistem dveh linearnih enacb z dvema neznan-

kama eno resitev.«..
Po reviji KVANT povzel

Dusan Repovs
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Na medicinski fakulteti anwm‘“m v L j abh am imajo novinci ze vrsto let sprejemno skusnjo
1], [2]. Ta naj bi izbr @E& med prijavl imajo najveC upanja za uspeh
del sprejemne skusnje zajema mdi msé iz fizike. Kandidati dobijo trideset
led petimi navedenimi odgﬁwm je pri vsakem vpmgamu wdne pravilen le

jajo sod dwm InStituta za biofiziko M

pri smdzm

@M‘mm mmhaﬁ@ fmsfgv
Tako je na primer 70 od
redno wmmh

a 3@ d@fm@m mk pri zapo-
0 mvﬂ@n

ovor, da; spreminja @E@Mﬁ.m@ energ EJE@ v mm@m Samo 79
OV d@hﬁ@ﬁ@ energl)

ceprav je bﬂ E&V@d@ﬁ mdi
odgovorov je bilo pravilnih. Za 8 k
gijo, za 3 potencialno energijo a 8 zopet to '
9 kandidatov n1 odgovorilo.
Da veCina kandidatov ne razume pojavov,
vprasanj.

Enoto za masm tok, energijski tok, svetlobni tok, elektrini tok 1 k d
bimo tako, da delimo eno od enot kilogram, joule, lumen, ampersekunda, kelvin z enoto
Casa. V vsaki vrstici podcrtaj ustrezno enoto!

kg J Im K ni odgovorilo

1 21
2 39
2 30
243 I 10
192 37

masni tok 232
energijski tok 1

svetlobni tok
elektriéni tok 0
toplotni tok 1

pcev. - m j@ bi o

JE@ bﬂ n@kohk@ boljsi.

19 32 55 25 19 ni odgovorilo 127

S




Iz rezultatov testov je razvidno, da velik del kandidatov ne zna zares osnovnih stvari.
Nasteyjmo Se nekaj opaznih primerov. Pri mehaniki dela najveC preglavic nihanje. Le 4
kandidati od 277 so vedeli, da lastna frekvenca nihala ni sorazmerna z amplitudo nihanja
in da je celotna energija pri nihanju sorazmerna s kvadratom amplitude. Za nekatere
kandidate (sicer samo 25) je nihajni Cas pri matematiCnem nihalu odvisen od amplitude
nihanja. 67 kandidatov od 256 meni, da je tlak v posodi z 1idealnim plinom pri konstantni
temperaturi sorazmeren s prostornino plina, in le 49, da je sorazmeren z gostoto plina.
Le 65 jih je v isti skupini pravilno izbralo zmesno temperaturo med petimi navedenimi
temperaturami. Le 23 od 278 kandidatov je odgovorilo pravilno na vprasanje:

Ce sta toplotna rezervoarja na temperaturah 27°C in 127°C, je izkoristek Carnotovega
stroja 21, 2; 25; 35; 50; 78.

Pr1 vprasanjih iz elektrike je problem izbrati koli€ine, ki nastopajo v izrazu za kapa-
citeto plosCatega. kondenzatorja (79 pravilnih od 278 odgovorov). Le 69 kandidatov od
256 ve, da se kapaciteta kondenzatorja v nihajnem krogu ne spreminja s ¢asom.

Zanimivi so tudi odgovori na vpraSanja iz optike. Na vpraSanje o sestavljanju leC je
odgovorilo le 13 kandidatov od 256. V isti skupini je samo 50 kandidatov poznalo zvezo
med kotom in valovno dolzino pri uklonu na uklonski mrezici. 98 od 277 jih je trdilo,
da lomni kvocient stekla ni odvisen od valovne dolZine svetlobe. Pravilnih odgovorov je
bilo le 84. Eksponentni zakon o absorpciji svetlobe pozna komaj 6 od 278 kandidatov.
102 kandidata menita, da je valovna dolzina infrardeCe svetlobe manjSa od valovne dolZine

vidne svetlobe. Pravilnih odgovorov je le 109.

Najmanj pravilnih odgovorov je obi¢ajno iz atomike. Skoraj nobenega ni, Ce je treba po-
vezati doloCen atomski proces s sevanjem 1zbrane vrste elektromagnetnega valovanja.
171 kandidatov od 278 meni, da je v jedru (podCrtano tudi v besedilu testa) atoma 4,128
92 protonov, 146 nevtronov in 92 elektronov, in le 96 odgovorov je pravilnih. Na vpra-
Sanje, katero od nastetih jeder (eno med njimi je ;H®) ne razpada z razpadom S+, je od-
govorilo le 93 od 277 kandidatov. Komaj 52 kandidatov pozna velikostno stopnjo valovne
dolzine rentgenske svetlobe. Samo 81 od 256 kandidatov je odgovorilo na vprasanje, koliko
elektronov ima dvakrat ionizirani atom berilija ,Be®. Pri vpraSanju o tem, katera od na-
vedenih snovi ima najveCjo gostoto, smo dobili naslednje odgovore: les (0), svinec (57),
voda (0), zrak pri temperaturi 0°C in tlaku 50 kp/cm? (11), jedro atoma (193); 66 je bilo
nepodCrtanih odgovorov. Rentgensko svetlobo sestavljajo: pozitivni i1oni (4), elektroni
(23), fotoni (131), protoni (2), delci a (9); 109 kandidatov ni odgovorilo. Le 73 od 256
jih je pravilno odgovorilo, da katodna cev ni detektor ionizirajoCih Zarkov.

Znanje, ki ga pokazejo kandidati za Studij medicine, se ne sklada z njihovimi sposob-
nostmi. So namre¢ relativno dobri dijaki. Od leta 1975 prijavljenih dijakov jih je bilo pri
maturi 399 odlicnih, 319, prav dobrih, 229 dobrih in 8% zadostnih. Kandidati so se
Se posebej pripravljali v pripravljalnem teaju, v katerem so se tudi seznanili z obliko
sprejemne skus$nje in posebej s testi. Od 202 vpisanih leta 1974 jih je v predpisanem roku
napravilo izpit iz biofizike 174, povprecna ocena pa je bila nekaj pod osem.

Sasa Svetina

LITERATURA

[1] M. Kali‘s’nik, Sprejem novincev na Ljubljansko medicinsko fakulteto, Zdrav. vestn. 37 (1968)
441—442.

[2] M. Kalisnik, Razvoj sprejemnega postopka na medicinski fakulteti v Ljubljani, Medicinski
razgledi 14 (1975) 358—360.

118



Od stevilnih poglavyj topologije prihaja v poStev za srednjo Solo predvsem splosna topo-
logija na premici, vravnini in v ﬂmng@m@m prostoru. Obdela naj se vsaj m.sﬁedm@ okolice:
notranjost, rob in zum&m&sé Mnoz vojem odprte in zaprte mnoZice; limita zapm‘@dja;

in ﬁmkmj@ zwzn@%

v 1. razredu srednje Sole, je m

Stevilna p@gmw&
nastopa ta pri p 0.,,5 e
zunanjost. . netrij

nita, zveznost, nﬁfimmmt ro
u@ od aksmmgv o urejenosti naprej (odprte in
zaprte da J};@@} EZE‘&ZH@ top on znacaja je aksiom o zveznostl premi Tako je
topologija navzoCa Ze v dosedanjem pouku matematike, ponekod eksplicitno (npr. pri
limiiti in zveznosti v 4. razredu), drugod pa belj implicitno oziroma skrito. Izrazitejsi in celc-
vitejsi pouk topologije zato dijakom ne bo tuj, ampak jim bo Se celo pomagal k boljSemu
n globljemu razumevanju reci, ki so jih Ze srecali.

n&si&dmah mzdhh g@ E@@E@SM SnOv, primerna za STe( m@ Solo, mzm*@j@ 2 po raz-

a} Okolice
Pojem okolice realnega Stevila lahko vpeljemo pri algebri na kamu
to je po obdelavi realnih Stevil in mg 1 ZVeZe S E@Qk&ml na premici. v definirajmo najprej
odprti in Z&pﬁl interval: (a, b) = {x;a < x < b}, [a,b] ={x;a=x = é} nato pa k@hm
Stevila a s polmerom e: @ (a, ¢) = (a— &, a + &). Definiciji okolice naj sledi ug
(npr. v obliki naﬂage}a da je O (a,e) ={x;|a— x| < e}*; glej [5], str. 58. Pri
nadaljnji obravnavi je treba Stevila, intervale in okolice ponazoriti na Stevilski premici.
Tako lahko poymujemo @ (a, ¢) tudi kot ckolico toCke — slike stevila g, 1zraz |a — x| pa
pomeni razdaljo med a in x (kot toCkama).

Vsako Stevilo ima seveda méwm okolic; manjsi vrednosti za ¢ ustreza manjsa okolica.
o H’H&Iﬁ@ iahk@ za merilo, kako bhm smo danemu Stevilu (oz. mdﬂ} Za va jO naj

poglavia v [2],

@ﬁm@u@ nztancne zgornje m
Stevila u neki x € 7 (koristna vaja:

* Zaradi preglednosti uporabljam tu formalni zapis matemati¢nih izjav. Pri pouku ima seveda
prednost besedno 1zrazanje, podkrepljeno s primeri — formalni zapis pa vpeljemo v teku obravnave.

*% ¥V zvezi z drugo trditvijo glej [2], str. 61.



da smo z druZzino vseh okolic danega Stevila razlozili intuitivni pojem »poljubno blizu«;
ta je namreC ekvivalenten izrazu »v vsaki okolici«.

Okolice omenimo spet pri geometriji v IV. poglavju [7], takoj ko obdelamo dolzine in
razdalje. Okolico O (4, ¢) to¢ke 4 na premici p opredelimo kot mnozico {T € p; AT < ¢};
pri tem poudarimo, da je ta, bolj geometrijska definicija ekvivaletna prvotni. Kot vaja
sledi ugotovitev, da je O (A, ¢) odprta daljica s krajis¢ema B in C, kjer je AB = AC = s.
Po aksiomu I1/2 lahko v vsaki okolici dane tocke 4 € p najdemo neko tocko T € p, razliCno
od A — pravimo, da je premica gosta v sebi ([6], str. 76 spodaj). Se enkrat se ozremo na
akstom o zveznosti premice ([7], str. 91) in se prepricamo: v vsaki okolici delitvene tocke C
najdemo neko toCko iz prvega in neko 1z drugega razreda. Torej segata oba razreda prav do
toCke Cin se v C stikata; s tem je daljica — in prav tako premica — nepretrgana (povezana).
Koristno je tudi ugotoviti, da je C natanCna zgornja (oz. spodnja) meja prvega (oz. dru-
gega) razreda.

Neposredno za IV. poglaviem v [7] vpeljemo okolico toCke A v ravnini Il: O (A4, &) =
= {T ell; AT < ¢}. Torej je O (A4, &) odprt krog s sredisem A in polmerom & (v [7] je za
»odprt krog« uporabljen izraz »notranjost kroga«). Omenimo, da sta definiciji okolice na
premici in v ravnini enaki, le da vzamemo za univerzum enkrat premico in drugi¢ ravnino.
Ugotovitve iz drugega odstavka toCke (a) prenesemo na okolice v ravnini. Tudi ravnina je
gosta v sebi, saj lahko v vsaki okolici danega 4 €Il najdemo neki T €ll, T+ A (sledi iz
aks. I1/2). Naj bo p neka premica v ravnini Il in naj bo 4 € p; z upostevanjem aks. I/2 do-
zenemo, da nobena (ravninska) okolica za A ne lezi vsa v p. To je znacCilna lastnost premic,
ravninskih krivulj nasploh in tudi kon¢nih mnozic (v nasprotju z dvorazseznimi liki);
primerjaj [1], str. 77. — Po seznanitvi s kroglo uvedemo okolice Se v trirazsezni prostor;
obravnava je prav taka kot za premico in ravnino.

b) Notranjost, rob in zunanjost

Te poyme lahko uvedemo takoj po obravnavi okolic v ravnini. Opraviti imamo z univer-
zumom %/, ki je bodisi premica bodisi ravnina (pozneje tudi trirazsezni prostor), in s poljubno
mnozZico £ < 9. Dijaki naj poleg operacij unije in preseka poznajo tudi komplement.
Nadalje naj loCijo med odprtim in zaprtim krogom (trikotnikom, daljico...). Tu je seveda
Se miSljena geometrijska odprtost oz. zaprtost: odprt krog je {7; ST < r}, zaprt krog je
{T; ST =r}...

Za mnozico A definiramo notranje, zunanje in robne tocke tako kot v [10], str. 3 (okolice
so pri nas seveda le intervali oz. krogi). Glej tudi [5], str. 58. MnoZico notranjih (zunanjih,
robnih) tock imenujemo notranjost (zunanjost, rob) mnozice -4 in jo ozna¢imo npr. z
N(A) (Z(A), R(A)).* Seveda je lahko katera teh mnozic tudi prazna (za premico p v ravnini
je N(p) = 0). Prav lahko se prepri¢amo o naslednjih odnosih, ki jih Ze priakujemo: N(4),
R(A4) in Z(A) so paroma disjunktne, skupaj pa pokrivajo ves univerzum (N(4) U R(4) U
UZ(A) = W**; N(A) < A; Z(A) < CA. Vse to kajpak povemo najprej z besedami,
npr.: ¢e je T notranja toCka za 4, je tudi T € A4 — itd.

Nato pois¢emo notranjost, rob in zunanjost zaprtega in odprtega kroga (polravnine,
trikotnika...); isto napravimo tudi za daljice in poltrake na premici. Svoje ugotovitve seveda
utemeljimo z dosedanjim geometrijskim znanjem. Tako npr. pri zaprtem krogu K (S, r)
(sl. 1) dokaZemo: Ce je ST < r, je T notranja tocka za K (S, r) — itd. Ob primerih wchmo
da lahko robna tofka dane mnoZice £ sodi bodisi v o4 bodisi v C 4.

* Namesto »rob« pravimo tudi »meja«. Namesto znaka N(A4) (oz. R(4)) rabimo pogostio

A (0z. A).
** O enakosti N(4) U R(A) U Z(A) = 9 se prepricamo, brz ko dokazemo: e neka toCka
T € 9/ ni niti notranja niti zunarja za 4, potem je 7 robna tocka za 4.
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et p
s il

Odprte 1n zaprte mnoZzice de-
finiramo kot v [1 0 , str. 4 oziroma yd
[5], SU‘” 58. Og mo si primere  /
, ki so Oprm mﬁ@ ali
pa niti eno niti drugo (slednje
VS@H}@}@ le del svojega roba).
Univerzum % ;g@ hkrati odpm in
zaprt. — Zanim $e mnoz
brez HQU‘aﬂjlh m@k (npr. premica
v ravninl) in take bf@z zunanjih
mgk o slednjih pravimo , da so
mmna;ma; g@@mm na f@aﬁm 031}
damo geometrijske like
kot dele ravnine, se njihova geo-

jsm 10tranjosti 1td. gE@j WL str. 33, 36, 95.) Prav tako se ujemata geometrijska i
E@Ska @pﬁ@gi OZ. zapﬁmi odprt krog {T; ST < r} je topolosko odprt — itd. E
nri mnozical premici. Vendar pa smo c inirali geometrijsko notranjost itd. g
mica za daljice, ravnina za like), o topologiji pa, univerzum pos
Ta;kf@ npr da,bma v ravnini ah trikotnik v prostoru Spﬁh netrm;gh m@k

jem pouku geometrije lahko mimogrede uporabimo pridobljeno znanje p
obravnavi ravninskih likov in pozneje teles v prostoru. TopoloSke pojme seveda prav tako
s pridom uporabljamo v analitiCni geometriji.

vsaﬁq toCki T univerzuma % priredili druZino okolic {0 {T e); & > 0}, smo s tem
v 42.5 vpeljali mp@mgu 0 — 94 je postal topoloski prostor. Odprte mnoZice v %/, ki so definirane

na osnovi okolic, namrec zadoééajo aksiomom za topologijo (glej pogoj B), (C) v [10],
str. 4in 7). N @k&j vel o temn kaj j@ 72 t@p@i@g@@ znacilno, o nam pmf@ H&ﬂ@dﬂﬂ pmmisE@k
Glede na dosedanje izkusnje je smiselno reCi: topolosko je vse, kar temelji (vsaj posredno)
na pojmu okolice, pri Cemer nastopa beseda »ckolica« v bistvu v ent od obeh naslednjib
zvez: »vsaka okolica«; »vsaj ena okolica«. Primeri: V vsaki okolici danega realnega $tevila
je neko racionalno stevilo. V vsaki okolici dane robne toCke za mnoZzico -4 je neka tocka iz -4
1 neka tocka iz C 4. Notranja todka mnoZice -4 ima vsaj eno okolico, ki lezi v 4. Ce sta
A in B razli¢ni tocki, obstajata vsaj ena @kohm za A4 in vsaj ena okolica za B, katerih presek
je prazen. — Izraz »v vsaki okolici« pomeni isto kakor »poljubno blizu« (glej str. 120 zgoraj),
zvezl »vsaj ena okolica« pa ustreza pojem »dovolj blizu«: Ce je A # B in 1zberemo toCko A’
dovolj blizu 4, toCko B’ pa d@voh bli potem je mdg A” + B’. — Izraza »poljubno blizu«

in >>d voh bhm« k&mm na kvalitativni ma@aj . To kvalitativnost sicer nekoliko
pmdvsem d.mﬁm,

m nekako odvzamemo

vseh @k@hc

velikosti oz. kvantiteti njeno tezo.

m‘vnaw; topologije na premici, v ravnini in v trirazseznem prostoru se seveda ne sme

koncati z m@n@ Vp @havo E vkﬁdgkﬁ prostori se namreC 1oCijo od splosnih topoloskih pro-
DO iih smvﬂmh p@S® n Z.ato g@ Drav, da; S@ V S@h prepricamo o nasled-
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ravnina in trirazseZni prostor so gosti v sebi; racionalna Stevila so povsod gosta v R ; premica
je povezana (aks. o zveznosti premice)... Pomembna lastnost evklidskih prostorov je Se
kompaktnost zaprtih in omejenih mno#Zic, kar je na vrsti v 4. razredu (o kompaktnosti
glej [10], str. 11—16). |

Topologija nastopa tako v geometriji kakor v analizi, saj gre obakrat za iste evklidske pro-
store; tega naj se dijaki dobro zavedajo. Vendar Stevilni temeljni topoloSki premisleki lepse
potekajo »v geometrijskem okolju«, brez uporabe koordinatnega sistema. Po drugi strani pa
je treba spoznati tesno povezavo topologije z analizo, saj je slednja Ze dolgo eno glavnih
podrocij, na katerem se uporablja topologija.

Ce utegnemo, se lahko pri obravnavi notranjosti, roba in zunanjosti prepri¢amo $e o
naslednjih, splo$nih trditvah, ki sledijo iz samih definicij. Trditve se nanasajo na poljubno
mnorico A< U; N(A) =Z(CA), Z(A) = NCA), R(A) =RCH; A< NHAU
U R(-4) (to je posledica enakosti N(A) U R(A) U Z(A) = 9/); mnozZica 4 je odprta
(oz. zaprta) natanko tedaj, ko je <4 1 R(A) = 0 (0z. A = N(A4) U R(HA)).

Dokazi raznih topoloskih trditev, ki smo jih doslej sreCali, veCinoma niso posebno tezki,
zato se jih pri pouku naceloma ne izogibljimo. Dokazovanje v topologiji se da lepo povezati
7 nazornostjo, saj dokazom navadno utirajo pota prav nazorni premisleki. — Za vsestransko
razumevanje splosne teorije je seveda Se treba obdelati dovolj primerov (npr. v obliki nalog).
Ob njih spoznavamo tudi zvezo med topologijo in drugo matematiko.

4. Topologija v 2. in 3. razredu

Znanje topologije iz 1. razreda uporabimo pri asimptotah funkcij, vpeljavi odvoda,
posameznih primerih za limito zaporedja in pri obravnavi mnoZzic v ravnini in v prostoru.

Asimptote sre¢amo v [3] in [4] pri funkcijah 1/x", a*, log,x, p(x)/q(x), tgx, ctgx in pri
hiperbolah. Premica y = a je desna vodoravna asimptota funkcije f(x), Ce gre f(x) proti a,
ko gre x proti co; to pomeni: e izberemo za a poljubno majhno okolico (a — ¢, a - &),
lezi v njej f(x) za vse dovolj velike x. To ponazorimo graficno in preskusimo npr. pri f(x) =
= 1/x (k izbranemu ¢ doloimo ustrezne x). Analogno vpeljemo levo vodoravno asimptoto.
— Premica y = ax + b je desna (leva) poSevna asimptota za f(x), Ce gre razlika f(x) —
— (ax -+ b) proti 0, ko gre x proti oo (— o). — Za desno navpicno asimptoto x = a funkcije
f(x) je znacilno: Ce izberemo Se tako velik M > 0, lahko najdemo takSno, dovolj majhno
okolico (a—e¢,a +¢), da je |f(x)| > M, Cejele xe(a—e,a -+ ¢) in x > a. Definicija
leve navpi¢ne asimptote x = a je prav taka, le da pogoj x > a nadomestimo s pogojem
x < a. V 3oli najveckrat sreCujemo desne navpicne asimptote, ki so hkrati tudi leve; ime-
nujemo jih kar navpi¢ne asimptote. S kakSnim preprostim zgledom za navpicno asimptoto
(npr. pri f(x) = 1/x) povezemo tudi graficno ponazoritev definicije.

Pri vpeljavi odvoda zaénemo s pojmom tangente na graf poljubne funkcije f(x) (glej [3]).
SkuSamo poiskati f” (x,), to je smerni koeficient tangente v tocki x,. Vzamemo npr. f(x) = x2,
xo = 1. V smerni koeficient sekante (x? — 1)/(x — 1) nima smisla vstavljati x = 1, zato se
vrednosti 1 priblizujemo z 1,1; 1,01; 1,001; ...; pri raCunanju upostevamo, da je (x2 — 1)/
[(x—1)=x -+ 1za x + 1. Opazimo, da se sekanta priblizuje tangenti, njen smerni koefi-
cient pa gre proti 2 — torej je v naSem primeru (1) = 2. Zdaj je na dlani tale, analiticna
definicija odvoda, ki naj si jo dijaki tudi zapomnijo: f'(x,) je tisto Stevilo, ki se mu bliZza
(f(x) — f(xo)/(x — x0), ko se x bliZza x,. (Seveda f'(x,) ne obstaja vselej — primer: f(x) =
= | x|, xo = 0.) Ob konkretnih primerih razlozimo navedeni pojem blizanja: izraz (f(x) —
— f(x0))/(x — x,) je poljubno natancen priblizek za f’(x,), Ce le vzamemo x dovolj blizu x,.
Z drugimi besedami: vrednost (f(x) — f(x,))/(x — x,) pade v poljubno majhno okolico
za f’(x,), Ce lezi x v dovolj majhni okolici za x,.

Primeri omejenih naraSCajoCih oz. padajoCih zaporedij nastopajo pri obsegu kroga,
vpeljavi plosCine, plosCini kroga... v [8], pa tudi pri numeriCnih metodah za reSevanje enacb
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dje (natancne j@“ za Mnozic o
SE@dE da E&hk v vsaki okolici (g — &,
arasca, so v t@j @k@hm ?mdﬁ 4

{m Viyxt=y < x} U{(x,p); x? =y = x};

jegova notranjost je {(x, y):

km bi jo sicer © bmv &mh v 1. mzm
@ﬁm iske reci).
Na koncu razdel na jdemo Borelov m‘@k ki pove, da je poljuben zaprt interval

a mnozica. O kompak 1 nasploh glej v [10], str. 11—16; v Soli rabimo seveda
gsm d@ﬁmcga ’m paﬁm& Y EME E@ da po’mka vsa obravnava na majm osi in morda Se
v ravnini in triraz m prostoru.®** Poleg Borelovega je ugodno i EZ dj ati Se Izrek 6. v [1 ' .
str. 32 m mu za nase namene damo mﬁ@ thk@ Vsaka; za,prm. mnozica, ki lezi v
7 m a. Ta trditev nam sk 13 m pove, da so na premici
mnozice tu dﬁ imo, da so — obratno
‘ ' ” ° Znem 'msmm

za;pmh mmkomﬂmv in kmdmv; E@j d@kaz Ezmka l v 0
800 d Eogﬂn@ ga pomena pri Obmvna;w zmzm h funkcij

nava zveznih funkcij na
Do limite funkcije pridem
[(x — 1) v okolici a = 1. je 1 é C'Z)f, se
f(x) = 3x in takoj opazimo, da se f(x) bliza Stevilu 3, ko se x bliza Stevilu 1; zapiSemo

limf(x) = 3. Obravnavani primer nas navede najprej na tole definicijo: limf(x) je tisto
x—=>1
Stevilo,

Nato formuliramo definicijo linu

1a | x — a | < 0, seveda predpostavljam

vsele;.
x € €)(a) oziron

mnozica

* Zaporedje gledamo kot funkcijo iz /) v R;
vrednosti te funkcije.

*#* Pojem kompaktnosti postare jasnej$i, ¢e navedemo primere nekompaktnih mnoZic oz. p
storov: premico, ravnino, trirazsezni prostor. O njihovi nekompaktnosti se je lahko prepricati.




vanje limite je koristna vaja, pri kateri k danemu ¢ pois€emo tak 0, da bo | f(x) —f | <,

ebole|x—a|<<din x + a (pri tem je f = limf(x)); lahko za & vzamemo vrednosti
X—>

0,1;0,01 ... — Poleg vseh drugih ugotovitev o limiti omenimo e to, da ima funkcija v dani
toCki kvecjemu eno limito: f(x) se namreC ne more hkrati blizati razlicnima vrednostma f
in y, saj imata f in y okolici, ki se ne sekata.

Zveznost funkcije v dani tocki definiramo z limito, nato pa izrazimo definicijo Se v obeh
drugih oblikah — glej [5], str. 63 zgoraj. Zveznost opiSemo Se »po domace«: ko gre x proti a,
gre f(x) proti f(a). Sami teoriji lahko dodamo Se takSno, bolj praktiCno nalogo: recimo,
da merimo neko koli¢ino x in na podlagi meritev raCunamo f(x); vpraSamo se, koliko se
smemo pri merjenju vrednosti x = a zmotiti, da bo f(x) oddaljen od pravega rezultata
f(@) manj kot za predpisan ¢ (0,1; 0,01 ...). Naloga je resljiva pri poljubnem ¢ natanko tedaj,
ko je funkcija f(x) zvezna v to¢ki x = a. — Obravnavi zveznih funkcij pridruZimo $e razli¢ne
primere nezveznih funkcij: x/x, x/ | x|, 1/x, sin (1/x) itd. — Dobro je omeniti Se, kako se
zveznost funkcije odraza na njenem grafu: funkcija f(x) je zvezna pri x = a natanko tedaj,
ko je njen graf nad toCko x = a nepretrgan. Ta lastnost nepretrganega grafa je nekak nazoren
argument za trditev: Ce je funkcija f(x) zvezna na [a, b] ter je f(a) < 0in f(b) > 0, je nujno
f(x) = 0 za neki x € (a, b).

Limito zaporedja vpeljemo z raznimi zgledi; spomnimo se tudi na primere limit, ki smo
jih sreCali doslej. Definicijo limite najdemo v [5], str. 80 (poleg oblike | a — a,, | < ¢ rabimo
Se: a,€(a—e, a -+ ¢) ali: a, €0 (a,e). Povemo tudi »po domacde«: &leni a, se blizajo
toCki a, ko raste n Cez vse meje. Za vajo poisCemo pri kakSnem konvergentnem zaporedju
k danemu ¢ takSen n(e), da je | a—aq, | << ¢ za vse n > n(e). — Limita zaporedja in limita
funkcije sta v tesnem sorodstvu : definiciji sta podobni, obnasSanje glede na vsoto, produkt...
je pri obeh enako, tudi zaporedje ne more imeti dveh limit... V resnici sta obe limiti posebna
primera limite preslikave po filtru ([6], str. 110—134). — Pomemben primer konvergentnih
zaporedij so omejena naraSCajoCa (oz. padajoCa) zaporedja; vsako tako zaporedje kon-
vergira k svoji natanéni zgornji (oz. spodnji) meji — glej Cetrti odstavek prejSnjega razdelka.

Prepri¢amo se lahko $e, da vsako konvergentno zaporedje zado$¢a Cauchyjevemu pogoju,
kar pomeni: pri poljubnem ¢ je | a,, — a, | << ¢ za vse dovolj velike m, n; glej [9], str. 37.
Cauchyjev pogoj je za konvergenco tudi zadosten; dokaz opustimo in povemo le, da temelji
na Dedekindovem aksiomu. V obsegu racionalnih Stevil (kjer Dedekindov aksiom ne velja)
pa Cauchyjev pogoj ni zadesten za konvergenco zaporedja.* To vidimo npr. pri zaporedju
racionalnih priblizkov za Stevilo n: razlika med dvema dovolj poznima ¢lenoma je poljubno
majhna, vendar zaporedje konvergira le v R, ne pa v ) — saj je njegova limita 7z, ki je
iracionalno Stevilo.

6. Homeomorfizmi in njihova vioga

Pri obravnavi zveznih funkcij je koristno, Ce se posebej ustavimo Se pri homeomorfizmih
realne osi. Funkcijo /: R — R imenujemo homeomorfizem (realne osi), Ce je f bijektivna in
ée sta tako f kakor tudi f~* zvezni funkciji v vseh toCkah na R. Ce je f homemoorfizem,
je seveda ! prav tako homeomorfizem. Zgled za homeomorfizem je npr. poljubna funkcija
oblike f(x) = ax" 4+ b, kjer sta a, b € R in je n liho naravno Stevilo.

Za vsak homeomorfizem f: R — R veljajo naslednje ugotovitve. Stevilo a € R je limita
zaporedja a,, a., a,, ... natanko tedaj, ko je f(a) limita zaporedja f(a,), f(as), f(as), ... Neki
x € R je notranja (robna, zunanja) tocka za dano mnozZico -4 < R natanko tedaj, ko je
f(x) notranja (robna, zunanja) tocka za f(-4). Dana mnoZica 4 < R je odprta (zaprta

* V () se definicija limite glasi enako kot v R : Stevilo a € () je limita zaporedja a4, a,, a, ... racio-
nalnih $tevil, ¢e lahko za poljuben ¢ najdemo tak n(e), da je | a—a, | < ¢ za vse n > n(e).
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mpaktna, povezana) natanko

povsod gosta, gosta v sebi,
7ico f(A).
wha;vnmu omenjenih trditev se najr m,,g
morfizma, nato pa graficno --
. N @kaﬁ@mh trditev tudi ni tezko za
mnozZice A4 < R (sl. 2). Ted
Emh@@ kileZi vot. Ceje f1 R — JQ
poljuben homeomorfizem, ima f(x) taksno
okolico, ki se z /' preslika v omenjeno
okolico za x (upoStevali smo zveznost /).
Ta okolica tocke f(x) zato nujno lezi v f(A4)
n s tem je f(x) notranja tocka za f(A4). —
)b upoStevanju zveznosti funkcije f p
nako -‘ 03@@2@ 10 obratno trditev: Ce w f (x)

gebrskih operacij
N1 tezko ugani-
maim @SE topo-

: natanko vse mm km‘ je 1
am. topoloski pojem
ko tedaj, k

pri vseh ho _°
kega. Homeomorfizem je namrecC tudi sam
O oziroma »blizine«: sliki dw m@k sta s1 »blizu« natas
mi. Tore] se ohranja pri vseh homeomorfizmih
7Zine«, to je vse, kar je topolosko.

Trditve iz drugega odstavka veljajo (ustrezno prirejene) za poijubm
med dvema (sploSnima) topoloskima p ma. V Soli pa lahko omenimo vsaj njihovo
veljavnost za homeomorfizme ravnine | akw tudi trirazseZznega | msﬁcom. Pri tem seveda
nakazemo, kaj pomeni zveznost pri preslikavah ravnine oz. trirazseznega prostora. Zgledi
za homeomorfizme so poleg raznih gibanj, zrcaljenj in raztegov tudi vse preslikave oblike
F(x,y) =(f(x),g(») oz. G(x,¥,z) = (f(x), g(), h(2)), kjer so f, g, k homeomorfizmi
realne osi. — Naso obravnavo sklenemo z ugmovﬁwj@ da je na realni osi (v ravnini, v tri-

m. prostoru) topolosSko vse tisto, kar se ohranja pri vsakem hon ﬁom@rﬁzmu realne
0s1 {mvmn@ trirazseznega prostora). |

0 Sm S1 bhzu
ravno vse tisto, km“ temelji na pojmu »bli-

m d kako vkljuciti osnove topologije v pouk matematike v srednji
Z Pri obx @E@M mdmg&n@ snovi naj bi duaﬁﬂ Spemah ka;j 1€ momgua in kaksno je
i : be jim lahko pomaga

anju casa pa bo dobro-

hko za obdelavo mb@mmﬁ mdi le enega i@h razd dkov __
ﬁio’%nosﬁ@

dosla vsaj omemba katere od navedenih rei — ob primerni
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2. SploSni topoloski prostori

Da b1 prisli do splo$nih topoloskih prostorov in njihove aksiomatiCne vpeljave, si najprej
ogledamo lastnosti odprtih in zaprtih mnoZic na premici, v ravnini in v trirazseZnem prostoru.
Nekatere teh lastnosti bomo potem vzeli za aksiome topologije. — Podlaga naSemu delu je
poznavanje topoloSke snovi, ki sem jo predvidel za 1. razred (glej prvi del, 2. razdelek in peti
odstavek 3. razdelka).

Obravnavamo poljubno mnozico 4 < 9, kjer je </ premica, ravnina ali trirazsezni
prostor. Z opazovanjem primerov pridemo do ugotovitve: mnoZica -4 je odprta (oz. zaprta)
natanko tedaj, ko je njen komplement C4 zaprt (oz. odprt). Dokaz te trditve je na dlani,
Ce upoStevamo, da imata -4 in Co4 isti rob in da vsebujejo zaprte mnozZice ves svoj rob,
odprte pa ne vsebujejo nobene svojih robnih toCk. — Nato se prepriamo o veljavnosti
trditev (A), (B), (C) in (A"), (B"), (C’) v [10], str. 4; prav tam najdemo tudi njihove dokaze.
(Za nas prihajajo v poStev prostori R le za n = 1, 2, 3.) Povedati moramo seveda, kako je
definirana unija (oz. presek) poljubno mnogih (lIahko neskoncno mnogih) mnozic. Obrav-
navo spremljamo z razliCnimi primeri. Prav je tudi, Ce pokazemo, da presek nestetih odprtih

mnozic v sploSnem ni odrrt ([ (—1, 1/n) = (—1, 0]) in da unija nestetih zaprtih mnoZic
ro%e) n=1
v splosnem ni zaprta (U [1/n, 1] = (0, 1]).
n=1
NaSe pojmovanje topologije zdaj posploSimo. Za univerzum % vzemimo kakrSnokoli

mnoZzico; poljubno druzino ¢ podmnozic 1z %, ki zados€a pogojem (A), (B), (C) kot ak-
siomom, imenujmo fopologijo v %/; posameznim mnozicam iz Y pravimo odprte mnoZice
(zato 1imenujemo ¢ tudi druzino odprtih mnozic). Par (%, 9) se imenuje topoloski prostor.
— Pri danem % pa topologija ni enoli¢no doloCena z aksiomi (A), (B), (C); tako lahko iz
istega univerzuma %/ napravimo ve¢ razliCnih topoloSkih prostorov — glej primere 1., 2.,
3. v [10], str. 8 zgoraj. — Doslej obravnavani prostori (premica, ravnina, trirazsezni prostor)
so le posebni primeri sploSnih topoloskih prostorov. Seveda pa lahko npr. na premici nado-
mestimo obiCajno topologijo s kaksSno drugo (primeri 1., 2., 3.!) in tako napravimo iz
premice topoloski prostor, ki je drugacen od doslej obravnavanega.

V poljubnem topoloskem prostoru (%, ) definiramo
zaprte mnozZice kot komplemente odprtih mnoZic. Iz aksi-
omov (A), (B), (C) i1zpeljemo — kot preproste izreke —
lastnosti (A7), (B"), (C’) za druzino zaprtih mnozic. —
Okolico dane toCke a € 9 imenujemo vsako mnoZico
0 < 9, ki vsebuje tak$no odprto mnozico ./, dajeaec 1
(slika 3). S tako dobljenimi okolicami pa definiramo pojme:
notranjost, rob. zunanjost, limita ... na Ze znani nalin. —
Okolice v tem, sploSnejSem smislu lahko seveda vpeljemo
tudi pri obicajni topologiji na premici, v ravnini in triraz-
seznem prostoru. Vendar se izkaze, da so tu prvotne, Ze
znane okolice enakovredne »novimg, sploSnejSim okolicam
v temle pomenu: topoloski pojmi (limita, notranjost...)
se prav ni¢ ne spremenijo, ¢e v njihovih definicijah nadomestimo prvotne okolice z »no-
vimi.« | -'

Omenimo $e, da lahko sami dobimo preproste primere topoloskih prostorov, ¢e za uni-
verzum %/ vzamemo kaks$no kon¢no mnozico in nato poisCemo takSne druzine njenih pod-
mnozic, ki zado3¢ajo aksiomom (A), (B), (C). — V ravnini pa dobimo lep primer topologije,
¢e proglasimo za odprte vse ravninske mnozice -4 s tole lastnostjo: za vsako tocko a € A4
obstaja odprt trikotnik, ki vsebuje a in lezi v 4. Veljavnost pogojev (A), (B), (C) sledi

Slika 3
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1z geometrijskih aksiomov I. in IL. SRH@EH@ Za to topologijo ofitno niC ne potrebujenzo
nojma razdalje. Ko pa potem (po 1IV. skupini aksiomov) vpeljemo v ravninit obiCajno, namm

d@bm Znano w@mg@@ se i1zkaze, da vsebuje slednja natanko tiste odprte mnoZice kot

pet — m,k@ kot v prvem delu — omejili na obi-
10 na premici, v ravnini in v ﬁm" 7seznem prostoru.

ki so »nepre-
dveh ali veC kosov«,

imamo za povezane tiste m

nega p@jm@mma p@%zm@m

k@m« za nepovezane pa in

[ in @ d@ﬁ@@aw mk@ mzdew

SMO mzd@hh na oba njena »kosa«, k
oa kosa« — njena d@m As 1N "B, sta Sm@d@ disjunk

e

ma »do ancen pomen z naslednjo definicijo.
n&g . razdeljena na dela 4 in ”B oba dem se dotikata, Ce obstaja vsaj ena
l, ki je robna m@ka tako za -4 kakor tudi za 7B; dela 04 in 7B lezita narazen,

Ce se ne dmﬂga’m imeru je v [e, f] tocka x mbm za [e, x) in [x, f]; v la, ﬂ
e AT oa T oo ~ - PAE [nozica

@ghsmm Cy: dda A 1N By
#. na sliki 4b pa je unija odprtih trikot-

SCem C,; Ceprav je (', robna tocka za A4, 1n ‘B, lezita A4, in ‘A,

na dva dela tak

dveh kosov« razdelimo

| MNOZICo Mz
kata. - pr. imo unijo [a,b] U e, d] (kjer je a < b < ¢ < d) na dela o4 =
= E@ x]n B = @C U Le, d], kjer je a << x< b; oCitno se A in B dotikata, saj j@ x robna

tocka za oba. — O |
takole: neka mnozi pri pobu nl njeni razdelitvi oba dela d mﬂmm;

neka mnoZica je mpm&am ¢e ni povezana, tj. ¢e jo lahko razdelimo tako, da oba dela
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lezita narazen. — IzkaZe se, da je povezanost oz. nepovezanost dane mnozice odvisna le od
nje same, ni¢ pa od univerzuma, v katerem jo obravnavamo. (Tako je npr. mnozica [a, b] U
U [c, d], kjer je a < b < ¢ < d, nepovezana, naj jo gledamo kot del realne osi ali kot del
ravnine ali kot del trirazseZznega prostora.) To spoznanje neposredno sledi iz definicije pove-
zanosti v [10], str. 9, ki1 je ekvivalentna na8i definiciji, vendar je za dijake zahtevnejsa — tam
namreC obravnavamo posamezno mnozico kot prostor, opremlijen z relativnho topologijo.

Lahko je najti najrazliCnejSe primere nepovezanih mnozic in se tudi prepricati o njithovi
nepovezanostl na podlagi definicije (med temi primeri seveda ne pozabimo na mnoZzico
celih Stevil in mnozico racionalnih Stevil). Neposredno dokazovanje povezanosti posameznih
mnozic (npr. krogov, trikotnikov...) pa bi bilo zelo tezko, saj bi morali pregledati vse mozne
razdelitve dane mnozice. Zato se rajSi najprej prepricamo o povezanosti daljic in lomljenih
crt, to pa nam potem pomaga k preprostemu dokazovanju povezanosti mnogih drugih
mnozic. | |

Da je poljubna daljica povezana, sledi iz aksioma o zveznosti premice (glej [7], str. 91).
Aksiom zagotavlja dotikanje obeh delov pri taks$nih razdelitvah daljice, ki so omenjene v
predpostavki samega aksioma (toCka C je robna za oba dela oz. razreda). Na podlagi
aksioma pa je mogoce dokazati, da se tudi pri poljubni razdelitvi daljice oba dela dotikata
(dokaz opustimo). — Iz povezanosti daljice sledi povezanost poljubne lomljene (oz. poli-
gonske) Crte, saj je taka Crta »veCkrat nalomljena« daljica in velja tudi zanjo aksiom ozvez-
nosti premice (v primerni obliki).

Pravkar navedena ugotovitev nas pripelje do naslednjega spoznanja. V dani mnozici
naj za poljubni toCki A, B € _ obstaja takSna lomljena Crta, ki veze toCki A4 in B in ki vsa
lezi v . Tedaj je 7 povezana mnoZica., — To dokazemo takole. Mnozico , za katero

| velja navedena predpostavka, razdelimo
- kakorkoli na dva dela -4 in 3. Izberemo
pcljubni tocki 4 € A4 in B € 7B (slika 5). Po
predpostavki obstaja lomljena Crta - Z2, ki
lezi v M in veze A in B. Preseka A ) £
in B N £ olitno predstavljata neko raz-
delitev lomljenke 2. Ker je 2 povezana,
se dela 4 (1 £ in 73 (1 £ nujno dotikata.
Lahko je videti, da se morata tedaj doti-
kati tudi 4 in ‘8. S tem jJe mnozica _#
povezana.

Iz dokazanega izreka takoj sledi pove-

Slika 5 | zanost premice, ravnine, trirazseznega pro-

stora in sploh vseh konveksnih mnozic

(poljubni tocki lahko povezemo z daljico). Nadalje uporab1mo izrek pri dokazu povezanosti

roba trikotnika, zunanjosti trikotnika ali kroga... — Zal pa ta izrek odpove npr. pri

kroznici. Da je le-ta povezana, »dokazemo« nazorno: kroznico dobimo, ¢e »ukrivimo«

rob trikotnika in pri tem se »ni¢ ne pretrga«; za rob trikotnika pa seveda ze vemo, da je
povezan. |

4. Vel 0 zveznosti

Pojem zvezne preslikave (funkcije) je osrednjega pomena za topologijo samo in tudi
za njeno uporabo v analizi. Zato je koristno, e dijaki spoznajo poleg zveznih funkcij ene
spremenljivke Se zvezne funkcije veC spremenljivk, pa tudi zvezne preslikave ravnine (ali ene
ravninske mnozice na drugo) itd. Vse to jim bo pomagalo k boljSemu razumevanju pojma
zveznosti in njegove vloge v matematiki. Za taksSno, sploSnejSo obdelavo zveznosti je seveda
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nave dene m@w noramo v zacetku ob u Gz
mghk@v@ /. A — 7B, njene o 1, injektivnosti oz. bijektiv-
1: glej pwi razdelek v [5].

Naj %/ pomeni realno os R ali ravnino
podobno naj 2 pomeni eno od teh treh
je 9 njeno definicijsko obmocje 1
S@V@& j@ Z < 9,

. Z aj@ 20 VIe; d ngm § nkm}@ f oznalimo z g
g@ mgmga;va f zveznc

F(T)e0 (F(T Ted ( > ). Pri tem je 0

je O(T,, o) « dpm interval oziroma E{mg oziroma krogla
% %X%m% @x@ R.

- na to, ali je @Z % ali
Analogno velja za okolico O (f(T,), &) tocke f(T,) v 22.
1, I mora seve ' lezativ 9, njena slika f(T') pa spada
' T = {TeD;
ko f(T) lezi v preseku &£ (1}
0 ( f {T 0} 5} = { f@” } =08 f‘{ ) ﬂﬂ < ¢}, Za ug@mvham@ zveznosti sta torej od okolic
{Twé} in 0( f(T,), e) merodajna le njuna 1 mS@ a4 Z % oziroma .7,
Naso obravnavo razvijamo postopoma, ob pﬂ @nh D mghk w (T un 3%

y£:) kaﬁ@m jamo, kje so zvezne. Zalnem

D < R; gﬁq 15], str. 62 in naprej. Nato si a mghkm@ * D — Q X R, je Se
vedno D < R; glej [5], str. 73, 74. Na podlagi d@ﬁmcu@ je Eahk@ dokazati, da j j@
s predpisom x = a + kt, y = b + [t zvezna na R*. Prifunkcijah, kot so: x = ¢2, y = 1/¢:
x=cost, y=sint, x =logt, y = Ji..., pa ugotavljanje zveznosti rajsi naslonimo na
tole trditev: funkcija f(¢¥) = {x (2), y(1)) je v dani tocki ¢, zvezna natanko tedaj, ko sta v #,

zvezni funkciji x(¢) in y(¢). 1 10 le,

Ja. je to res, se prepri¢amo nazorno — upostevati moram

da se tocka (x m y(f}} bliza tocki (x(Z,), y(Z,)) natanko tedaj, ko gre x(¥) proti x(#,) in y(¥)
kor fu nk@ﬂ@ I CD s @ X @ obravnavamo tudi funkcye /2 2 —

h oz. treh spren enljivk f: % — R, kjerje D < R X R
OZ. ?D - @ X R X @ XII. poglavju [9] (ukvarjamo se samo z enoliCnimi
funkcijami). Da je vsaka hﬂ@ama funkmja dwh oz. treh spremenljivk zvezna na vsej ravnini
0Z. na vsem prostoru, se na podlagi definicije ni teZko prepricati. Ogledati si moramo
kako je z zveznostjo nekaterih drugih funkcij (f(x, ) = xy, f(x, ¥) = 1/(x® + »?), f(x, Vs Z§
= xyz, f(x, yﬁ z} = E/(x + y? 22} }; natancno dokazovanje je tu zahtevnejSe in
lahko opustim | | |

Zdaj pmd@m na vrsto msﬁkw@ f: Cﬁ — @ x R, ki
zvezne na vsej ravnini, spadajo razna
pravokotna projekcija mvmn@ na mk@ .
ne n E@mv \ Sak funkcijo /1 D —» R X R, D = R X R lahko ?Eudi zapilemo kot par
nkcij dveh spren ivk; pri tem velja: funkcija f(x, y) = (u(x, »), v(x,»)) je zvezna v
fmdﬂ (xgg y@} n&t@nka t@d% k@ sta v(x,, vo) zvezni funkciji Mx y) in v(x y) (glej podobno
trditev zgoraj). — Slika 6 nam kaZe delovanje preslikave, ki je definirana na robu nekega
OHV@kSﬂ@g@ ﬁ@gﬁkﬁimka njena zaloga vrednosti pa je kroZnica, ki leZi zxmimj Mnogo-
kotnika. Dokaz, da je ta preslikava zvezna na vsem robu mnogokotnika, je tud 1 razviden
@m celotnih okolic vzamemo le 1 ﬂma pr@S@ka z robom mnogokotnika oziroma
to sta odprta daljica oziroma lok) mshk&m lahko raz§irimo do preslikave

[MNOg @koém ka na zaprti krog, ki ga omejuje omenj ena kroznica: poljubno daljico

ga

. A . pi‘@Shk&V@

Neko funkcijo f° 9 — 20 imenujemo zvezno na 9, &e je zvezna v vsaki tocki iz 9.




ST preslikamo linearno na daljico Sf(T). Ta, razSirjena preslikava je zvezna na vsem zaprtem
mnogokotniku, o Cemer se prepriCamo nazorno: »bliznji« toCki se res preslikata v »bliZnji«
toCki. (Pravi dokaz zveznosti tu opustimo.) — Vsemu temu bi seveda lahko dodali najraz-
liCnejSe primere zveznih preslikav, ki imajo definicijsko obmocje oz. zalogo vrednosti v tri-
razseznem prostoru. V Soli omenimo vsaj preslikavo, analogno tisti s slike 6, pri kateri
namesto mnogokotmka. in kroga vzamemo konveksen polieder in kroglo v njegovi no-
tranjosti.

|

Slika 6 A |

Poljubno preslikavo f: 2 — R lahko obravnavamo tudi kot preslikavo f: 2 - R X R
alt f: D — R X R X R, saj imamo lahko realno os R za del ravnine R X R ali prostora
R X R X R. Ceje D< R, lahko D gledamo tudi kot podmnoZicov R X RaliR X R X
X R. Podobno lahko R X R nadomestimo z ® X R X R, ¢ Imamo D < R X R oz.
f: D — R X R. Vendar zveznost preslikave f v dani tocki 7, € 2 ni ni€ odvisna od takega
ali drugaCnega nacina gledanja. Resda vzamemo za O (T,, J) oz. O (f(T,), &) zdaj interval,
drugiC krog in tretji€ kroglo; vemo pa, da sta za zveznost merodajna le preseka teh okolic
z D oz. Z — preseka sta enaka {T' € D; T,T<< 6} oz. {f(T) e Z; f(To)f(T) < &}, torej nista
odvisna od univerzuma, v katerem opazujemo 9 oz. ¢£.

Naj 9/ — in prav tako 9 — pomeni realno os, ravnino ali trirazsezni prostor, naj bo
D < YUin f. D — 9 poljubna preslikava; zalogo vrednosti za f oznaCimo spet z &£ (seveda
je &£ < 90). Nas f lahko obravnavamo tudi kot preslikavo f: 9 — ¢Z, ki je olitno sur-
jektivna. Preslikavo f: 9 — &£ imenujemo homeomorfizem (mnozZice 9 na mnozico &£),
Ce je f bijektivna in zvezna na 9 in ¢e je inverzna preslikava f~': & — 9 zvezna na .
Poljubni mnoZici A4 in 78, kjer je o4 < 9 in B < 9, imenujemo homeomorfni, ¢e obstaja
kakSen homeomorfizem mnozice -4 na mnozico ‘8. Hitro se izkaze, da je odnos homeo-
morfnosti ekvivalenéna relacija med mnoZicami. |

Med Ze obravnavanimi zveznimi preslikavami ni teZko poiskati homeomorfizme. Nekateri
od teh preslikajo realno os (0z. ravnino oz. trirazsezni prostor) nase. Poljubna eksponentna
funkcija je homeomorfizem realne osi na poltrak (0, o©). Predpis f(x) = x/(1 + | x )
dolo¢a homeomorfizem realne osi na interval (—1, 1); z analogno formulo dobimo homeo-
morfizem ravnine (oz. prostora) na odprti enotni krog (oz. kroglo) — glej [10], str. 6, 7
(za nas pride v postev n = 1, 2, 3). Preslikava, ki jo kaZe slika 6, je homeomorfizem roba
konveksnega mnogokotnika na kroZnico, njena razSiritev na zaprti mnogokotnik pa je
homeomorfizem le-tega na zaprti krog. Od tod sklepamo, da je poljuben zaprt (oz. odprt)
konveksen mnogokotnik homeomorfen poljubnemu zaprtemu (oz. odprtemu) krogu — saj
sta poljubna zaprta (oz. odprta) kroga med seboj homeomorfna. Slednje lahko dokazejo
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pmshk 6:4

m f celotne realne o

(t]. ‘ _ f (04) mzmw f na
7ice A na mnozico “A.

Zanima nas S@ v katerih Eas@ @Sﬁ

interval na reaﬁm 0s1 Mh gE@ lamo kot .

@h tu dg o del trirazseznega on a

mnozice E@ ce j@ ok mvn&v am
m Nasprotno pa. se EZR&Z@ da je gmm% \Y g@‘m R@
mnozice odvi sna le od same mnozi C
(m je lahko videti na prim e lh}
pomeni tako, absolutno topolosko Eaﬁm@séﬁ dan@

0 A 1n ’B san osm;m@
e namrec @QHB@ dwgm E@

clof 0’8 V@h a: 4 je kompal

na pojmu >> hzmﬁ« to je vse topolosk
m omsk@ Ea;sé osti mnoZic A4 in B, saj j@ dﬂ
A in zato »ve« le za to, kar je odvi

glede njun 1e povezano sti uporabim
. upostevati je le treba, da j@ “
na rob émk tnika in da je rob trikotnika D @V@Z@;ﬂ SMo — v ﬂazm‘m

jega razd dka} — Ujem ]
m tudi pomaga pri ugotavljanju oz. dokazovanju, da ka;ksm
omeom 1. Tako npr. disjunktna unija zaprtih krogov (ki ni @V@zana)
biti homeon mﬂm nekemu mpm@ M ogu; noben zaprt mwwaﬁ ni homeomorfen
maﬂ ni osi, saj le-ta ni komp h Stevil ni gosta v sebi, torej ni homeom
niti realni osi niti mmg‘wﬁ

branega univerzuma %, (ki je realna os, ravnina ali tri-
razsezni prostor). N aj bosta A < 9/ in B < 9 homeomorfni mnoZici. Vemo Ze, da se 4
1n “A ujemata v svojih topoloskih lastnostih. Vprasamo pa S@ Se: ali je m ;
(zaprta, povsod gosta) natanko tedaj, ko velja isto za mnozico 3?7 Odgovor na vse c je
pozitiven, Ce obstaja tak homeomorfizem vsega univerzuma, f: 9 — U, da je B = f(A).
(Glej 6. razdelek prvega dela.) — Vzemimo zdaj 4 = R in B = (—1, 1) kot podmnoZici
v R. Vemo, da sta -4 in 8 homeomorfna, vendar je A4 @éimo zaprt v ‘R, tj. v samem sebi,
pa ni zaprta n - Tudi je o4 povsod gosta mnozZica, ‘B pa ne. Za;m"msfi in gosmst
povsod se m ne ohranita, a to ne nasprotuje prejSnji Udnw v nafem prim namrec
mOremo n , ki bi mshkai % na AR m hkrati A4 = @ na @ == ( 1, 1).




fizem f: A4 — B, ne pa kak homeomorfizem vsega %/, ne moremo pri -4 in ‘B priCakovati
ujemanja v receh, ki so odvisne tudi od 9. — Vendar velja tu izrek, ki je nekaksSna izjema:
Ce sta mnozZici A < 9 in B < 4 homeomorfni, je 4 odprta v % natanko tedaj, ko je B
odprta v 9. Gre za Brouwerjev izrek ([10], str. 7), katerega dokaz je teZak in ki ni posledica
definicije homeomorfizma; ta izrek namreC velja le v evklidskih prostorih in temelji na
njihovih posebnih lastnostih.

Janez Rakovec
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UTRINEK

KAKQO FIZIKI DOKAZUJEJO PITAGOROV IZREK

Ce bi bil Pitagora fizik po dusi, bi morebiti modroval takole:

-~ »Ce sta hipotenuza in ostri kot enega pravokotnega trikotnika enaka thotenuzz in ostremu
kotu drugega pravokotnega trikotnika, sta trikotnika enaka; to pa pomeni, da hipotenuza
in ostri kot popolnoma doloCata pravokotni trikotnik.

Iz naSega sklepanja sledi, da lahko plosé¢ino trikotnika ABC zapiSemo kot produkt
kvadrata hipotenuze c¢ in funkcije kota a: ¢?f(a). Analogno operacijo napravimo za podobne
trikotnike ADC in BCD, v katerih vlogo hipotenuze igrata kateti izhodnega trlkotmka
Ker je ploséina trikotnika ABC enaka plosCini trikotnikov ADC in BCD, je

¢*f(a) = a%f(a) + b% (@)

kjer je paC f(a) brezdimenzionalna funkcija kota a. Odtod dobimo

Czr_a2+b2

in 1zrek je pred nami.«

C | '

PO reviji KVANT povzel
Dusan Repov§
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Izvoljeni so bili tudi ¢lani komisij in sekcij drustva:
Komisija za pedagosko dejavnost: tajnik: Martina Koman

Clani: Aleksander Cokan, Marija Jemec, Neda Kotnik, Matilda Lenarci¢, Tatjana
Markelj, Ivan Pavliha, Miha Stalec, Rado Torkar, Joze Vogrinec, Pavle Zajc

Komisija za tisk : predsednik: Gabrijel TomsiC
podpredsednik : Janez Strnad
tajnik : Ciril Velkovrh
blagajnik : Janez Markelj
Clani: Anton Suhadolc, Peter Petek, Joze Kotnik

Uredniki: glavni urednik: Gabrijel TomsSiC
tehnicni urednik: Ciril Velkovrh

Odgovorni uredniki :
OMPF: Janez Strnad
PRESEK : Peter Petek
SIGMA: Ivan Vidav
MATEMATIKA-FIZIKA : France KriZzaniC
Izbrana poglavja iz matematike: Ivan Vidav
Izbrana poglavja iz fizike: Janez Strnad
Postdiplomski seminar iz matematike: France KriZaniC

Uredniski odbori — Clani:

OMEF': France Avsec, Robert Blinc, France Kvaternik, JoZze Lep, Anton Moljk, Joze
Pahor, Mitja Rosina, Tomaz Skulj, Anton Suhadolc, Ivan Vidav

Presek : Vladimir Batagelj, Joze Dover, Tomaz Fortuna, Pavel Gregorc, Andrej Kmet,
Ljubo Kostrevc, JoZze Kotnik, Matilda LenarCiC, Biserka MikoS, Franc Oblak,
TomaZz Pisanski, TomaZ Skulj, Marjan Vagaja, Marjan Hribar (fiz.), Andrej Ca-
dez (astr.)

Knjizne izdaje : matematika : Rajko Jamnik, Alojzij Vadnal, Ivan Vidav, France KriZanic;
fizika : Ivan Kuscer, Janez Strnad, Mitja Rosina

Sekcija za bibliografijo : JoZze PovsiC

Sekcija za terminologijo : Alojziy) Vadnal

Sekcija za znanstveno in aplikativno dejavnost na podrocju fizike: Zvone Trontelj, Janez
StepiSnik

Sekcija za znanstveno in aplikativnho dejavnost na podrocCju matematike: Albina Rebolj,

. Marko Kranjc
Studentska sekcija : Zvonko Duplanci¢ (ma II.), Peter Sekolonik (fi I1I.)

Komisija za popularizacijo : tajnik : Mirko Dobovisek (ma) in Bojan Golli (fi)
Komisija za Plemljev dom: Majda AndolSek, Zvonimir Bohte, Janez Markelj;, Davorin
Tomazi¢ in Ciril Velkovrh.

V nadaljnji razpravi je bila izrazena Zelja, da bi druStvo bolj aktivno pritegnilo uCitelje

matematike in fizike na osnovnih Solah. Po koncani razpravi se je predsednik novega uprav-
nega odbora prof. Prijatelj zahvalil prisotnim za izkazano zaupanje, organizatorjem —
Clanom podruznice v Ptuju, zlasti prof. Tonejcu — pa za trud pri pripravi obCnega zbora.
Predsednik delovnega predsedstva prof. Janez Strnad je zakljuCil obCni zbor priblizno
ob 11.30. Za precejSnje Stevilo ¢lanov pa se je obéni zbor koncal sredi lepe zimske narave
v PoStarskem domu na Pohorju.

Marjan Hribar
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>odrobna raz€lenitev dohodkov in izdatkov za obe reviji je takale:
Dohodki: Obzornik mat. fiz.

neljne izobrazevalne skupnosti
SRS za 1974

1zvrsni svet

iat za urbanizem

Skupaj dohodki  258.685,40 499.741,20




Izdatks: | | o
Tiskarski stroski , | 132.911,40 222.624.00

Avtorski honorarji 66.397,40 79.405,15
Akontacija Clanarine DMFA | 5.000,00
109 rezija 19.930,90 30.065,40
Skupaj izdatki 224.239.70 332.094,55
Saldo 34.445,70%) 167.652,65%%)

Stevilo naro&nikov v Solskem letu 1975/76 se je povedalo:

Obzornik Presek
cla;m . | } 939 posamezniki 485
neclani
Studenti 179 dijaki 15229
ustanove 86 ustanove 155
zamenjava 103 22
darila | 18 | darila - 85

Skupaj 1325 . 15976

| %) S temi sredstvi smo do konca leta 1975 placali Se avtorske honorarje za Vi§jo matema-
tiko III. |

Y Primanjkljaj smo pokrili z avtorskimi honorarji, ki nam jih je bila dolZzna DZS.

5) Do konca leta 1975 smo dobili od FNT 2.000,00 in od URC 980,00.

6) Sredstva smo porabili za ponatis skript Moderne fizike 1. del.

") Ta znesek nam je bila dolzna Mladinska knjiga.

8) Sredstva so namenjena za reZijske stroSke za zadnje Cetrtletje 1975 in prvo Cetrt-
letje 1976. |

%) Odsek je ta sredstva namenil za subvencioniranje univerznih uCbenikov.

1%) Republiska konferenca SZDL je za Plemljev dom nakazala se 50.000,00

V letu 1975 smo prodali: Stevilo knjig v vrednosti din
Sigma 10.880Y) 203.783
Matematika | 722 88.800
Izbrana poglavja iz matematike 1.0852) 32.456
Univerzna skripta 733 13.457
Druga skripta 1.6533%) 20.785
Spominske publikacije (J. Vega in J. Plemelj) 513 1.215
Razne knjige | 224 11.563

Skupaj 15.810 372.059

') 9.608 teh knjig je Logaritemskih tabel. Prodaja drugih knjig upada.

2) Predvsem Fortran.

3) Zbirka reSenih nalog iz aritmetike, algebre in analize za 4. razred gimnazij in Zbirka
nalog za 8. razred osnovnih Sol. |

* Do konca leta 1975 smo placali tisk in avtorske honorarje za 6. Stevilko (30.000.—), dobili pa

smo Se 21.000,00 od RSS. |
** Placali smo Se ponatis 1. §t. (25.000,00), tisk in avtorske honorarje za 2. §t. (70.000.—), dobili

pa smo Se 30.000,00 od RSS.
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