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Obzornik mat. fiz,

IVAN VIDAV
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AMS Subj. Class. (1970): 54-01, 54 D 05

Clanek obravnava osnovne pojme splosne topologije: odprte in zaprte mno¥ice, zvezne pmshkam
povezane prostore in kompaktne prostore. |

This is an elementary exposition of the basic notions of the general topology: open and closed
sets, continuous maps, connected spaces and compact spaces.

. Evklidski prostori. V obiajnem prostoru je lega tocke dolodena s tremi koordina-
tami. Koordinate so realna Stevila, koordinatni sistem pa naj bo pravokoten. Ker tudi
narobe vsaka trojka (&,, &,, £s) realnih $tevil dolo¢a neko tocko v prostoru, | pravimo p@-m
gosto kar U’Gﬂﬂ toCka. IzhodisCe koordinatnega sistema o je toCka s kooydm@m i nic. C
daljenost tocke (£, &,, £;) od izhodiséa je enaka pozitivnemu kvadratnemu korenu izraza
Eu% Gt Eﬁ
10: tocka ﬁmrazseéma msmﬁ‘a 3?@ urejena n-terka realnih Stevil (&5, ..., &),
n@éica, vseh urejenih n-terk.
cimi ¢rkami, npr. x = (&, ..., &).
, ¢, so koordinate tocke x, &, je prva koordinata, &, druga itd., &, n-ta koor-

n-razsezen prostor, oznacim

Prin=1j )¢ R R kar Stevilska premica. TocCka 1ma samo eno koordinato.

ravinina. Vse slike bomo risali v mvnmi t]. za n = 2.
nozwa; vseh urejenih m-terk je mnozica elementov karteziCnega produkta R
R, kjer j | . Zato lahko reCemo, da je prostor R” karteziCni pmdum

@g@gm oomo n-terko x = @1, ..., &,) imenovali vektor. Stevila &,,..., £, so v tem
V@kmma X. X S@ga od izhodisCa o do tocke s koordinatami

.., &,. Vektorje Eahﬁm no s Stevili. SeStevamo ﬁh tako, da seStevamo
istoleZzne komponente, mnozimo s pa tako, da pomnozimo vse komponente
s skalarjem. Ce sta mmj x = (Zb e &) iny = (p, ..., 17,) poljubna vektorja in a poljubno
Stevilo, je | |

X+ y = <gi + Hisenes En +§gﬁ}
x = (a&,, ..., at,)

Razdalja toCke x od mhodls@a _g@ enaka pozitivnemu kvadratnemu korenu iz VSOE@
kvadratov koordinat. A
jo z |l x|, torej

dolZina oz. norma vektorja x.

.-

[Jax]| =]al:

" pa je @naka normi m;zhm X —:

&zdaha, dmh toCk xinyv pmswm

d(x,y) = H X —y H = V@l — )2 + .. (&, —n,)? (1)




Razdalja ima tele lastnosti:

1. d(x, y) = 0; d(x, y) = 0 natanko tedaj, kadar tocki x in y sovpadata.
2. Razdalja je simetricna: d(x, y) = d(y, x).
3. Velja trikotni8ka neenacba. Ce so x, y, z poljubne tocke, je

d(x,2) <d(x,y) +d(y,2) 2)

Tri toCke x, y, z imamo lahko za oglis€a trikotnika. Razdalje d(x, y), d(y, z) in d(x, z)
so dolzine njegovih stranic. V trikotniku je vsaka stranica manjsa od vsote drugih dveh
stranic. Zato imenujemo (2) trikotnisko neenacbo.

Lastnosti 1. in 2. sta neposredno razvidni 1z definicije (1). TrikotniSka neenacCba se da
tudi izpeljati 1z definicije (1), je pa pri tem potrebno nekaj raCunanja. EnacCaj nastopi v (2)
tedaj, kadar so toCke x, y, z na isti premici in lezi y med x in z. |

Evklidski prostor R”* je mnozica vseh urejenih n-terk realnih Stevil, pri Cemer raCunamo
razdaljo med toCkami po formuli (1).

Naj bo a toCka prostora R” in r pozitivno Stevilo. MnoZica vseh toCk x € R”, ki so od
a oddaljene za manj kakor r, je odprta krogla K(a, r) s srediS¢em a in polmerom r:

K(a,r) = {x e R,

x—al|<r}
Mnozica vseh tock, ki imajo oddaljenost » od a, je sfera S(a, r) s sredis¢em a in polmerom r:

S(a, r) = {x e R",

Ce upostevamo definicijo norme, sestavljajo kroglo tocke x, katerih koordinate ustrezajo
neenacbi

(Zl‘“‘"al)z + ... + (gn____an)g < r?

Sfero pa sestavljajo vse toCke, ki ustrezajo enacbi

Gi—a)+ ... +E,—a) =r

Tu so a4, ..., a, koordinate sredisCa a.

V dvorazseznem prostoru je mnozica K(a, r) krozna plos€a s polmerom r, S(a, r) pa je
kroznica. | |

V enorazseznem prostoru ima tocka eno samo koordinato. Razdalja dveh tock je abso-—
lutna vrednost razhke koordinat. Enorazsezna krogla S sredii¢em a m polmerom r je interval
1n a + r.

Mnozica totk {x e R%, || x —a || =} je zaprta krogla s sredi§¢em g in polmerom r.
Zaprta krogla sestoji 1z odprte krogle K(a, r) in sfere S(a, r).

Oglejmo si Se definicijo kvadra. Imejmo dve n-terki (a4, ..., a,) in (f4, ..., f,), pri Cemer
naj bo a, < B, za vsak k. Kvader K je mnozica vseh to¢k x = (&,, ..., &,), pri katerih
leZi prva koordinata ¥, med a, in f,, druga &, med a, in ., itd., zadnja koordinata £, pa med
a, in B,. Robovi tega kvadra so f, — ay, ..., B, — a,. Ce so med seboj enaki, je K n-raz-
sezna kocka. V ravnini je mnozica K pravokotnik, na premici pa daljica (interval). |

2. Topologija v prostoru R”?. Okolico tocke a sestavljajo vse toCke, ki so »blizu« tocke a.
Zev vsakdanjem pomenu okolica ni nekaj natanko dolocenega. Za okolico mesta vzamemo
lahko npr. vse kraje, kamor pridemo iz mesta pe§ v manj kakor eni uri, ali vse kraje, kamor
pridemo s kolesom v manj kakor eni uri ali z avtom v manj kakor eni uri. Tudi v matematiki
ima vsaka toCka veC okolic.
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V prostoru R
nujemo okolico toc¢ke a vsako n
: ycka prostora celo druzino okolic.

gla s srediSCem v tocki a okolica toCke a. Na splosno pa
inozico tock, ki w@bm@ kako kroglo s srediS¢em a. ']
Ta druzina 1ma tele lastnosti:

tedaj a € U.

lica U tocCke a vsebuje a,
h okolic toCke a je okolica tocCke a.
toCke a, je V okolica tocke a.

Yol

ocke a, da je U okolica

mnozica E/" VS@MU@ aﬁm okolico U

. Da ‘V@Eja; tudi (4), ugotovimo takole:

glo K(a, r) s sredis€em a in polmerom r > 0. Naj bo

. Mnozica U je okolica za wa}m toCko b krogle K(a, % r},} saj lezi krogla
1 K(a, r), torej pripada mn glej sliko M, |

SI. 1

o Se eno lastnost okolic:

basm ain b mzh@m tocki. Obstaja taka okolica U tocCke ain okolica V tocke b,
kupne tocCke, torej U1 V = 0.
d razdaljo toCk a in b in postavimo r =

R

. {@5 ?"} n K(ég F}

Naj bo ay, a., a,, ... zaporedje toCk v prostoru R”. Definicija konvergence je obiCajna:
zaporedje {a,} konvergira proti tocki a, Ce Vsaka okolica limitne m&ke a vsebuje od nekega
Clena naprej vse toCke tega zaporedja. Torej za vsak & > 0 lIahko najdemo tak indeks k,,
da je ] a,—da ” < ¢ za vsak k > k,. Hitro Wdi m zaporedju {a}
konvergirajo posamezne koordinate ¢lenov a, proti ustrezni koordinati limitne tofke a.

R". Totka iz

Naj bo 4 poljubna mnozica tock prostora
‘razli¢ne kge (sl. 2):

a) ToCka a je notranja mgka nnozice A, Ce obstaja vsaj ena okolica U tocke a, ki lezi
vsa v mnozici A. . .

b) Todka b je zunanja totka, e obstaja vsaj ena okolica V te tocke, ki nima nobene
tocke n noéic@ A.

C) ¢ je robna toka, &e so v vsaki njeni okolici m@k@ 1z mi
niso v A.

R” ima glede na A4 lahko tri

Gﬂ@@ A in l ki




Notranja toCka pripada mnozici A4, zunanja tocka pa ni v 4. Robna tocka je lahko v
mnozicl A ali pa tudi ne.

OznaCimo z A¢ komplementarno mnozico od 4 (na kratko komplement od A), to je
mnozico vseh toCk prostora R”, ki niso v A. Mnozici 4 in A¢ nimata skupne tocke, zdruzeni
pa sestavljata ves prostor, torej A (1 A =0 in A U A¢ = R”. Notranja to¢ka mnozice
A je zunanja tocka za A¢, zunanja za A pa je notranja za A¢. Vsaka robna toCka mmnozice
A je robna tocCka tudi za Ac.

Primeri. 1. Ce je 4 = R”, so vse toc¢ke notranje, zunanjih in robnih tock tu ni.

2. Naj bo A mnoZica vseh toCk na premici, prostor R” pa naj ne bo enorazsezen. Tu
notranjih toCk ni. Vsaka tocka na premici je robna, vse toCke zunaj premice pa so zunanje.

3. Ce je A = K(a, r), to je krogla s sredisCem a in polmerom r, ima mnozica notranje,
zunanje 1n robne toCke. Vse robne tocke sestavljajo ggroS(a,r)

4. Imenujmo tocko x = (%, ..., &,) racionalno, ¢e so vse njene koordinate £, racio-
nalna Stevila. Mnozica vseh racionalnih toCk nima niti notranjih niti zunanjih tock. Vse

toCke prostora so robne. V vsaki okolici vsake toCke so namreC racionalne toCke in tocke,
k1 niso racionalne.

Definicija. MnoZica O je odprta, ce je vsaka njena tocka notranja.
MnoZica Z je zaprta, ce vsebuje vse svoje robmne tocke.

Odprta krogla K(a, r) je odprta mnozica, sfera S(a, r) je zaprta mnozica. Ves prostor
R” je hkrati odprta in zaprta mnoZzica. Robnih toCk pri tej mnozici sploh ni.

Iz definicije je takoj razvidno, da je komplementarna mnozica odprte mnozice zaprta,
komplementarna mnozica zaprte mnozice pa odprta. Komplement vsega prostora R” je
prazna mnozica. Ker je R” odprta in zaprta mnoZica, Stejemo tudi prazno mnozico za
odprto in zaprto.

Iz definicije okolice in odprte mnozice se takoj vidi, da je neprazna. odprta mnozica
okolica za vsako svojo tocko.

OznacCimo z @ druzino vseh odprtih mnozic in z &£ druZino vseh zaprtih mnozic pro-
stora R”. DruZina @ ima tele lastnosti:

(A) Prostor R" in prazna mnoZica O pripadata druzini O
(B) Unija odprtih mnoZic je odprta mnoZica

(C) Presek dveh odprtih mnoZic je odprta mnoZica

Druzina ¢Z ima podobne lastnosti:

(A") MnoZici R" in O pripadata druZini (£
(B") Presek zaprtih mnoZic je zaprta mnoZica

(C’) Unija dveh zaprtih mnoZic je zaprta mnoZica

Dokazimo lastnosti za odprte mnozice! Lastnosti (A”), (B") in (C’) dobimo iz (A),
(B), (C), Ce upostevamo, da je zaprta mnozica komplement odprte, da je presek komple-
mentov komplement unije in unija komplementov komplement preseka.

Da velja (A), Ze vemo. |

Naj bo zdaj {O;} poljubna druZina odprtih mnoZic in O unija te druzine. Vzemimo v O
poljubno tocko a. Ta tocka je vsaj v eni mnozici druzine {O;}, npr. a € O, . Ker je O; odprta
mnozica, je okolica toCke a. Unija O pa vsebuje mnozico O; . Od tod sledi, da je a notranja
to¢ka v O. Torej je O odprta mnozica, ker so vse njene tofke notranje. |

Naj bosta 0, in O, odprti mnozici. Ce je presek O, (1 O, prazna mnoZica, je odprta. Naj
bo 0; N O, # 0. Vzemimo v preseku poljubno tocko a. Ta tocCka lezi v O,in O,. Ker sta O,
in O, odprti, obstajata taki okolici U; in U, toCke a, da je prva v O,, druga v O,. Presek
U = U, N U, jetudi okolica to¢ke a, lezi pa v preseku O; N O,. Torej je a notranja tocka
preseka O, (1 O,, ki je res odprta mnozica.

!



ih mnozic odprta m

da je presek konéneg

Iz lastnosti (C) takoj sledi,
MnoZico vseh notranjih toCk dane mnoZice A —
mnozica in leZzi v A. To je najvecja odprta mnozica v A.
Mnozica A je odprta natanko tedaj, ko je 4 = A°.
Prav tako sestavljajo vse zunanje toCke mnoZice A odprto mnozico. To je notranjost
komplementa A°.

OcCitno je A° odprta
nozice A.

R oznacimo z A°.
[menuje se nofranjost n

Dodajmo mnozict A vse njene robne m&k@ Dobljena mnozica A vsebuje mnoZico A4
in je za;mm jen komplement sestoji namreC iz vseh zuﬂ&mm ’mdg mnoZice A m je Omm
mnozica. A se imenuje mpme mnozice 4. OCitno je A najmanjSa zaprta mnoz

MnoZico vseh robnih toCk bomo oznacili z R(A).
komplementa A4¢. R(A) imenujemo rob mnoZice A.
presek zaprtih mnoZic 4 in zaprtja komplementa A°.

Naj bo X poljubna mnoZica to¢k prostora R”. Okolica toCke g € X glede na X je presek
mnozice X z okolico tocke a v prostoru R" Taka okolica je npr. mnoZica vseh tock iz
X, ki leze v notranjosti krogle s polmerom r in sredis¢em a. PodmnoZico A — X bomo im
novali relativno odprito, Ce obstaja taka odprta mnozica O prostora R”, da e d =0
Podobno je podmnoZica B — X relativno zapria, Ce je enaka preseku 1 Emzm@
zaprto mnozico prostora R”. Druzina relativnho odprtih mnozZic mnoZice X im
druzina odprtih mnozic mogmm R”_lastnosti (A), (B) in (Q dmzma mmuw‘m zaprtih

Mnozico mgk XcR

To je obenem mnozica robnih tocCk
Rob R(A) je zaprta mnoZica, ker je

R” ali na kmé ko kar prostor.

prostora

inozica prostora R”, so relativno odprte m
R”, so relativno zaprte vse zaprte m

V posebnem primeru, ko je X odprta n
vse odprte mnoZice, ki leZze v X. Ce pa je X zaprta v
zice, ki leze v X.

.'/.

MnozZico vseh toCk na premici imamo lahko za enorazsezen prostor R

Primeri. 1.
11 prostora

Relativno odprte (zapﬁ@} ngzm@ se tu ujemajo z odprtimi (zaprtimi) mnozican
R Isto velja, Ce je X mnozica vseh tock na neki mvmm pmsmm R R ’
in zaprte mnozice se ujemajo z odprtimi in zaprtimi mnozicami prostora R2,

2. Stera S'(a, r) je zaprta mnozica. Zato so relativno zaprte mnozice kar zaprte m
m@k na tej sferi. Odprta mnozica na S{a, r) pa je presek odprte mnozice prostora R” s siero

Y < R” poljubni mnozici toCk. Preslikava f: X Y je 1 mdms
0 pmpada vsaki tocCki X € X natanko dolocena tocCka prostora Y kot shika. T
m@k@ bomo oznacili z f(x). Preslikava f je injektivna, Ce upodobi razliCne toCke prostora X
v razliCne toCke prostora Y, surjektivna, Ce je vsaka tocka prostora Y slika neke tocke iz X,
in bijektivna ali povratno enoli¢na, Ce je hkrati injektivna in surjektivna. Bijektivna pre-
slikava ima inverzno preslikavo f 1, ki preslika prostor ¥ na X.

Ce je A mnoZica totk prostora Xf, oznatimo z f(A) mnoZico njenih slik, torej f(A) =
= {f(x), x A}, Posebej je f (X) mnoZzica vseh slik pri upodobitvi f. f(X) imenujemo zalogo
vrednosti upodobitve f. Ce je f(X) = Y, je upodobitev surjektivna.

Njena inverzna slika, oznaimo jo f~*(B), je mnoZica
noZici B. Torej f~1(B) = {x € X, f(x) €

Naj bo B mnozica toCk prostora Y.
vseh tistih toCk prostora X, katerih slika pripada n

Kako se preslikava f izraza s koordinatami? Naj bo x = (&, ..., &) 1n f(x) =y =
= (i, ..., 17,,) ustrezna tocka v Y. Njene koordinate so funkcije koordinat tocke x:

‘??1 :“"—-j’;(éla =y éﬁz}a “3 ?f?z mﬁg(éls vy éﬁg}




Narobe je tudi res. Funkcije fi(&y, ..., &)y ovny [ (&, o0y &), ki naj bodo definirane, de
pripada tocka x = (&, ..., &,,) mnozici X, doloCajo neko preslikavo mnozice X v prostor R”,
Prostor R! je Stevilska premica. Preslikava f : X — R! = R je torej realna funkcija, ki je
definirana na mnozici X.
Kdaj je preslikava f: X — Y zvezna? Zvezna je lahko v posameznih toCkah, pa tudi
povsod na definicijskem obmocju X. Definicija zveznosti v tocCki je obiCajna:

Definicija. Preslikava f: X — Y je v tocki x, € X zvezna, ¢e pripada vsakemu pozitiv-
nemu Stevilu ¢ tak pozitiven o, da velja ocena

Hf(x) — f(xo) H < &

za vse tocke x € X, ki ustrezajo pogoju || x — x, || < 6.

Vse togke x € X, za katere velja || x — x, || < J, sestavljajo okolico Us togke x, v pro-
storu X. Vse totke y € ¥, ki ustrezajo pogoju || ¥y — f(x,) || < &, pa sestavljajo okolico V,
slike f(x,). Pozitivno Stevilo ¢ si smemo poljubno izbrati. Od tod sledi, da lahko povemo
definicijo zveznosti tudi takole:

Preslikava fje v tocki x, € X zvezna, e za vsako okolico V slike f(x,) obstaja taka okolica

U tocke x,, da se vse tocke okolice U preslikajo v izbrano okolico V tocke f(x,), torej velja
f(U)c V.

Preslikava [+ X — Y je na prostoru X zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki.
Izrek 1. Preslikava f: X — Y je zvezna natanko tedaj, kadar je inverzna slika vsake
odprte mnoZice prostora Y odprta mnoZica prostora X.

Dokaz. Naj bo f zvezna, torej zvezna v vsaki toCki prostora X. Vzemumo v Y poljubno
odprto mnozico O. Denimo, da njena inverzna slika f~* (O) ni prazna. Naj bo a € f~* (0),
tedaj f(a) € O. Ker je mnozica O odprta, je okolica toCke f(a). Ker je f zvezna povsod, torej
tudi v tocki a, obstaja taka okolica U toCke a, da je f(U) — O. Od todsledi U < f— (0).
Torej je a notranja toCka mnozice f~*(0). Ker je bila a poljubna, je f~*(0O) res odprta mnozica.

Naj bo zdaj ftaka preslikava, da je inverzna slika vsake odprte mnoZzice odprta mnozica.
Izberimo si poljubno toCko a € X in poljubno odprto okolico ¥V slike f(a). Njena inverzna
slika (V) = U je odprta mnozZica. Ker je a € Uin U odprta, je U okolica toCke a. Nadalje
velja f(U) < V. Torej je f v toCki a zvezna. S tem je 1zrek 1 dokazan.

Pogosto definiramo, da je zvezna preslikava taka preslikava, pri kater1 je inverzna slika
vsake odprte mnozice odprta mnozica. Izrek 1 pove, da je ta definicija ekvivalentna z defini-
cijo zveznostl v vsaki tocCki.

Definicija. Bijektivna zvezna preslikava f: X — Y, pri kateri je tudi inverzna preslikava
f1:Y > X zvezna, se imenuje homeomorfizem.
Prostora X in Y sta homeomorfna, ¢e obstaja kak homeomorfizem f prostora X na prostor Y.

Inverzna preslikava f~* homeomorfizma f je seveda tudi homeomorfizem. Zato je homeo-
morfnost prostorov simetri¢na lastnost. Topologija Studira tiste lastnosti prostorov, ki se
ohranjajo pri homeomorfizmu. | |

Naj bo f homeomorfizem prostora X na prostor Y. Ker je f zvezna preslikava, preslika
f~t vsako odprto mnozico prostora Y na odprto mnozico prostora X. Ker je tudi /= zvezna
in je f njena inverzna preslikava, preslika tudi f odprte mnoZice prostora X na odprte mno-
7ice prostora Y. Zato obstaja pri homeomorfnih prostorih povratno enoli¢na korespon-
denca med odprtimi mnozicami prvega in drugega prostora.

Oglejmo si dva primera homeomorfizmov. Prvi€¢ naj bo X = R” 1n Y odprta enotna
krogla v R”, torej ¥ = {x e R, || x || < 1}. Preslikavo f definirajmo takole

SO =0 +|[x|px, xeR”



0, da vse k@@fdmam tocke X delimo s Stevilom
mshk&m fec d’EH@ zvezna. Ce piSemo f(x) = y, dobim

[yl =a+]lx[D|x]l <1

Od tod izraCunamo || x || = ||y ||/(1 — ||y |). Inverzna preslikava pa se

I b

Tore] y €Y.
glasi

Ty =0— ||y Dy, ye¥

Ker je H y H < 1 za vsako toCko y enotne krogle Y, je tudi /= zvezna preslikava. Zato je
£ hon @ﬁmmﬁZ@ m in pmswr R” j¢ homeom @ﬂ‘én odpﬁi mmm <rogh v tem prostoru. Od
1imo da e R eomn gli tega prostora (s ohubm

Sre-

£ 2 g W

discem in n mbm E"&dﬁ
Drugi€ naj bo prostor X mp@wavmn&, pro-

Swm R” dolocCena z enacbo &,
X mnozica vseh n-terk (&, ...., éﬁ_h 0), pri |
katerih je zadnja koordinata enaka ni¢. Prostor
Y naj bo enotna sfera S = {xe R”, || x || = 1},
iz katere smo odstranili severni pol, tj. to¢ko
(0, ...,0,1). StereografiCna projekcija f hiper-
ravnine X na sfero S je dolocena takole: Tocko
x € X zveZzemo s severnim polom (sl. 3). Pre-
selisCe te zveznice s sfero S je tocka f(x) =y
Zaloga vrednosti preslikave f je vsa sfera §
7 17jemo severnega pola, torej prostor Y. Hi
vidimo, da je stereograficna projekcija povrat-
no enoli¢na in v obeh smereh zvezna. Torej je hiperravnina X homeomorfna punktirani
sferi (sferi brez severnega pola). Bralec naj sam poisCe, kako se stereografiCna projekcija
izraza analiti¢no. |

Poljubno izbrana prostora nista vsdﬁj homeomorfna, tudi e obstaja bijektivna presli-
kava med toCkami obeh prostorov. Brez d@kaza nmf@d} 10 izrek:

Brouwerjev izrek o invarianci odpm‘m nnozic. Naj bosta m
podprostora prostora R" . Ce je mnoZica U odprta v R

Od tod sledi, da j@ dimenzi Jéa; topoloska mgmosé Ce m
homeomorfna. Denimo namre¢, da je » < m. Prostor R” imamo mhkﬁ Za p@dpmsim
pmsmm R S@Swﬁ 1z vseh m@k x € R™, pri kat@mh j@ zadnﬁh " — N k@mdmm enakih nic.

Ker R” ni odprta mnozica v R™, pmsfmm R’ in R” nista homeomorfna. Pac pa je G.
Cantor dokazal, da obstaja bijektivna preslikava c mika ni Stevilske premice in tockamai

¥

oloski prostori. Oglejmo si na kratko doslej prehojeno pot. S pomodjo
razdalje med toclkami @thdsk@a prostora smo za vsako toCko definirali sistem okolic.
Od tod smo prisli do pojma odprtih in zaprtih mnozic. Zveznost preslikav smo lahko defi-
nirali samo z okolicami oz. odprtimi mnoZzicami. Ce ta spoznanja posploSimo, pridemo
do poyma spmsneg& topoloskega pmsmm

Definicija. Topoloski prostor je par (X (), kjer je X mpmmﬁ nnoZica, katere elemente
imenujemo tocke, O pa je druZina podmmnoZic mnoZice X. DruZina O naj ima tele lastnosti:
\) Ves prostor X in prazna mnozica O pripadata druZini O |
(B) Unija poljubne druzine mnoZic iz O je v O
(C) Presek dveh mnoZic iz druZine € je v )

MnoZice iz druZine ) imenujemo odprte mnoZice tock topoloskega prostora X,




Ce pri dani mnozici X druzino @ spremenimo, dobimo drugacen topoloski prostor.
Kljub temu bomo na kratko rekli kar topoloski prostor X, ne da bi posebej navajali dru-
¥ino 0. |

Primeri. 1. Druzino ¢ naj sestavljajo vse delne mnozice toCk prostora X. Ta druZina
oCitno ustreza pogojem (A), (B) in (C) in zato doloca topologijo. Ker je tu vsaka mnoZica
z eno samo toCko odprta, imenujemo to topologijo diskretna topologija prostora X. Zgled
za tak prostor je mnozica Z celih Stevil na Stevilski premici v relativni topologiji. Interval
(n—e¢,n + &) je okolica Stevila n in edino celo Stevilo v njej je n, Ce je ¢ < 1. Ta okolica

je odprta mnozica, torej je vsaka toCka v mnozici Z odprta. Potem pa je vsaka podmnozica
v Z, odprta.

2. Druzino O naj sestavljata samo prostor X in prazna mnozica. Tudi ta druzina doloca
topologijo v prostoru X.

3. Naj bo X neskon¢na mnozica. Druzino @) naj sestavljajo vse tiste podmnozice O — X,
katerith komplement je konCna mnozica (v komplementu je samo konc¢no Stevilo toCk).
N1 tezko videti, da ta druZina ustreza pogojem (A), (B), (C) in zato dolocCa topologijo pro-
stora X. |

Zaprta mnoZica topoloSkega prostora X je komplement odprte mnozice. Druzina &
zaprtith mnozic ima tele lastnosti (glej str. 4): Prostor. X in prazna mnozica sta zaprti mnozici.

Presek zaprtih mnozic je zaprta mnozica. Unija konCnega Stevila zaprtih mnozic je zaprta
mnozica.

Kaj je okolica tocke a v topoloSkem prostoru X? Okolico imenujemo vsako mnoZico
toCk U < X, ki vsebuje tako odprto mnozico O, dajetoCkaav O, torejaec O < U. Po tej
definiciji je odprta mnoZica okolica za vsako svojo toCko. Bralec se lahko brez tezave pre-
prica, da ima sistem okolic dane tocke v topoloSkem prostoru X lastnosti (1) — (4), ki smo
jih naSteli na str. 3 za okolice v evklidskih prostorih.

Naj bo A mnozica tock topoloskega prostora X. Kakor na str. 3 opredelimo notranje,
zunanje in robne to¢ke mnozZice A, notranjost A4° in zaprtje A.

Tudi zveznost in homeomorfizem definiramo kakor pri evklidskih prostorih: preslikava
f topoloskega prostora X v topoloski prostor Y je zvezna, Ce je inverzna slika vsake odprte
mnozice prostora Y odprta mnozZica prostora X. Prostora X in Y sta homeomorfna, Ce
obstaja povratno enoli¢na, v obeh smereh zvezna preslikava prostora X na prostor Y.

- Konstantna preslikava je taka, da se vse toCke prostora X preslikajo v isto toCko ¢
prostora Y. Konstantna preslikava je vselej zvezna.

Brez tezave vidimo, da je vsaka preslikava f: X — Y zvezna, Ce sta v prostoru Y edini
odprti mnozici Y in 0.

- Naj bosta f: X— Y in g : Y — Z zvezni preslikavi. Kompozitum g . f je preslikava
prostora X v prostor Z. ToCki x € X pripada tocka g(f(x)) € Z. Kompozitum je zvezna
preslikava. Naj bo namre¢ O < Z odprta mnozZica. Ker je g zvezna, je O, = g~1(0) odprta
mnozica v Y. Prav tako je tudi O, = f~*(0,) odprta mnozica v X. Torej je (g o /)71 (O) = O,
odprta mnozica. Od tod sledi zveznost kompozita g . f. Posledica tega je, da je homeo-

morfnost tranzitivna relacija: ¢e je prostor X homeomorfen prostoru Y, Y pa prostoru Z,
je X homeomorfen prostoru Z.

Naj bo A4 poljubna mnozica toCk v topoloSkem prostoru X. Na mnozici A definiramo
relativno topologijo kakor pri evklidskih prostorih. Podmnozica B < A je odprta v relativni
topologiji, ¢e je B presek mnozice A s kako odprto mnozico prostora X. Tako doloCena
druzina (relativno) odprtih mnozic ustreza pogojem (A), (B) in (C) na str. 7 in dolo¢a na
mnozici A topologijo, ki jo imenujemo relativna topologija. Prostor 4 v tej topologiji
imenujemo podprostor prostora X.
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Imejmo toploska prostora X i
imenujemo vioZitev prostora X
prostorov v evklidske prostore R”. |
Sistem okolic v evklidskem prostoru ima tudi lastnost (5) (glej str. 3). \
3kih prostorih (5) ne velja. Kar oglejmo si prostor X iz primera 3 (str. 8). N aj bosta a in
b mzﬁém mﬂd mga msmm U poljubna Odrm mnoZzica, Vv km@ﬂ j@ a V poljubna

. Zato je tudi

o1 plement p msska Ul
ni prazen. Poljubni okolici tock @ in b imata torej neprazen j msekg da (5) ne velja.

Definicija. Topoloski prostor X je Hausdorffov ali T, prostor, ¢e za poljubni razlicni tocki

, b e X obstaja raka okolica U tocke a in taka okolica V tocke b, da je njun presek
fedaj UNV=0~0.

Evklidski prostori so vsi Hausdorffovi.

Ce je X Hausdorffov prostor in A — X mnozica tock, je A v relativni topologiji H
dorffov prostor. |

Povezani prostori. V vsakem mpﬂmsk@ m prostoru X sta prazna mnoZica in mnozZica
X odprti in Z&m"ﬂ * i je Se kaka druga mnoZica toCk odprta in zam‘m‘? Pa naj bo O odp

in za,mm @mp lement O°¢ = O’ je potem tudi odprta in zaprta mnoZica. V@ha
01O =0. X smo mzsmwh v dve dmunktm odprti mnozici O

in G Namb@ naj bo X =0 U O/, = 0, kjer sta O in O odprt1 n nozm@ ‘
, je tudi zaprta mnoZica. Isto velja za O’. -

f _

komplement od O

Definicija. Topoloski prostor X
( edini odprti in zaprti mnoZici.
Tudi takole lahko povemo:

Topoloski prostor je povezan, Ce ga ne moremo zapisati kot unijo dveh odprtih
nepraznih disjunkitnih mnoZic. |

je povezan, ce sta v njem prazna mnozZica ) in mnoZica

(zaprtih)

10 vsaj na en nacin v unijo X = O /o NE-
Mnozici O, in O, sta v tem primeru tudi

Nepovezan prostor X pa lahko razstavin
praznih disjunktnih odprtih mnoZic O, in O,.
za.mﬁ |
Diskretni prostor je nepovezan, Ce ima veC kakor eno tocko.
m prostoru odprta in zaprta.
Naj bo X < R”" podprostor, ki sestoji iz dveh krogel K
pmm@mv + r mams& od razdalje srediSC a in b, je prostor X nepovezan.
m primeru v X odprti in zaprti.

Vsaka mnoZica z eno tocko

nazma X vseh racionalnih tock na Stevilski premu
namre¢ poljubno iracionalno $tevilo a. Oznadimo z O; m SfEWﬂ
manjSih od a, in z O, mnozico vseh racionalnih St@vﬂ veCjih u a. O C msim‘u
X odprti. Prva je presek mnozice X z Odmﬂm intervalom (—o0, a), druga pmsd{ yi odm’um
intervalom (a, ). Velja X = O, U 0,, O, 1 O, = §. Torej je X nepovezan. |

Ali sploh obstajajo povezani pmstom ki imajo veC kakor eno tocko? 1
katerem sta edino 9 in X odprti mnozici, je o¢itno povezan. Toda ta prostor ni I
¢e ima vel kakor eno tocko. Videli bomo, da so vsi evklidski prostori povezani.

pa poglejmo, kako se vede povezan prostor pri zvezni preslikavi.

Izrek 2. Naj bo X povezan topoloski prostor in f zvezna surjektivna preslikava prostora
X na prostor Y. Potem je tudi Y povezan prostor.

[ausdorfiov,
Najprej

Pripomba. Pogosto je X mnozica tock v nekem topoloskem prostoru. |
povezana, ¢e je povezana kot prostor v relativni topologiji. Tudi Y je pogosto le n




toCk v kakem topoloskem prostoru. Zato lahko izrek 2 na kratko povemo takole: zvezna
slika povezane mnozice je povezana mnozica.

Dokaz izreka je preprost. Ce Y ni povezana mnozica, jo lahko zapi$emo kot unijo dveh
nepraznih odprtih disjunktnih mnozic O, in O,. Inverzni sliki f~(0,) in f~1(0,) sta brez
skupnih toCk in odprti neprazni mnozici, ker je f zvezna surjektivna preslikava. Nadalje

je X = -0, U f4(0,). Tak zapis pa ni mogoc¢, ker je X povezan. Zato je tudi Y povezan
prostor.

Izrek 3. Na Stevilski premici so vsi intervali, koncni in neskoncni, odprti, zaprti in napol
zaprti, povezane mnozice. To so poleg mnoZic z eno samo tocko edine povezane mnozice na
premici.

Dokaz. Vzemimo poljuben interval I s krajis€t a in b, priCemer je —o0 =a < b < w
Ce I ne bi bil povezana mnoZica, bi lahko pisali I = Z, U Z,, kjer sta Z, in Z, neprazni
disjunktni relativno zaprti mnozici. Izberimo si v Z; Stevilo u in v Z, Stevilo v. Naj bo npr.
u < v. Zaznamujmo z M mnozico toCk, ki so v Z, in leZe na intervalu [«, v]. Ta mnoZica
ni prazna, ker je u € M, in je zaprta. Naj bo ¢ njena natancna zgornja meja. Ker je M zaprta,
lezZicv M  Z,. Torej ¢ < v eZ,. Vse toCke med c1n v so v £,. Zato je ¢ robna tocka mno-
zZice Z,1n c je tudi v Z,, ker je Z, zaprta. Torej imata Z; 1n Z, skupno toCko cin nista disjunkt-
ni. To protislovje dokazuje, da je interval I povezana mnozica.

Naj bo zdaj M poljubna povezana mnoZzica na Stevilski premici in naj sestoji iz vec
kakor ene todke. Vzemimo spet v M poljubni todki u in v, u < v. Vse tocke intervala [u, v]
so v M. Denimo namrec, da tocka ¢ € [u, v] ne bi bila v M. Preseka mnozice M z intervaloma
(—o0, ¢) in (¢, ) sta relativno odprti mnozici O, in O,, ki nista prazni in nimata skupne
toCke. Ker je M = 0, U O,, mnozica M ni povezana, kar nasprotuje privzetku. Torej
je ves 1nterval [u, v] v mnozici M. Naj bo a natanCna spodnja meja mnozice M in b njena
natanCna zgornja meja (a = —oo, ¢e M ni navzdol omejena, in b = oo, ¢e¢ M ni navzgor
omejena). Iz prejinjega sledi, da so vse tocke intervala (a, ) v mnozici M, saj lahko najdemo
u € M, ki je poljubno blizu krajis€a a in v € M, ki je poljubno blizu krajis€a b. Torej je M
interval (odprt, zaprt alt napol zaprt). Izrek 3 je dokazan.

Oglejmo si preprosto posledico izrekov 2 in 3. Naj bo f zvezna realna funkcija, definirana
na topolo§kem prostoru X. Ce je X povezan prostor, je po izreku 2 zaloga vrednosti f(X)
povezana mnozica toCk na Stevilski premici. Po izreku 3 pa je f(X) interval. Od tod sledi:
Ce zavzame zvezna funkcija na povezanem topoloSkem prostoru vrednosti a in 8, zavzame
tudi vse vrednosti med a in f. V posebnem primeru, ¢e zavzame pozitivho in negativno
vrednost, zavzame nekje tudi vrednost 0.

Enacbi &, = rcos ¢, &, = r sin ¢ dolocCata pri danem r zvezno preslikavo Stevilske premice
v ravnino R? Zaloga vrednosti je mnozica vseh toCk na kroznici &2 + &£,2 = r2 Torej je
kroznica zvezna slika Stevilske premice, ki je povezan prostor Zato je tudi kroznica povezan
prostor.

Na premici smo nasli vse povezane mnozice. V prostorih R”, n > 1, je druZina povezanih
mnozic neprimerno bogatejSa. Tu bomo poiskali samo odprte povezane mnozice.

Naj bosta a in b poljubni toCki prostora R”. Daljico, ki veZe a in b, opiSe toCka x =
=q -+ t(b—a),kogre t od 0do 1. Pri ¢t = 0 dobimo krajisCe a, pri ¢t = 1 krajiS€e b. Daljica
je kot zvezna slika intervala [0, 1] povezana mnozica tock.

Poligonska Crta je kon¢no zaporedje daljic

10z, o3, ...y Qpy 11

v katerem je konCna tocka vsake daljice zaCetna toCka naslednje daljice. Pravimo, da poli-
gonska Crta veze prvo toCko a, s konCno tocko a, 1.
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mnozici O
zammﬁ tocko a, koncéno mdm pa 5 Na sl. 4 S@Smﬁ
n O,. Poljubni tocCki a in b 1z O, se dasta zvezati s polig
pa se ne da povezati z nobeno tocko ¢ iz O,. Dokazimo zdaj

4. Neprazna odprta m O < R” je povezana natanko takrat, kadar se dasta
pm’wém Wem tocki povezati s p@hg@mk@ crto, ki pm&m v O, |

[ s ne d aj@ povezati z a s poligonsko crto. OcCitno V@h&

- -f ), MnozZici O O, sta @dpm Naj bo nam m@ tocka b v O

poligons m@ Eﬂ mm a in @ in poteka v o S

do Smdﬁg@a, b, nam pa m@k@ b Zas @N@ P. ’Eakﬁ d@bimg pohg@mk@ m@ Py, m veze a 1n d.

Torej pripada okolica K(b, ) totke b mnozici O;. To pomeni, da je O, odprta. Drugi
. Nobene tocke d te Gkohm

mimo tocko ¢ € O, in njeno okolico K(c, 0), ki lezi vsa v O. ]
moremo zvezati z a s poligonsko Crto. Ce bi taka Crta P obstajala, bi krajisCe d zvezali
s sredisCem c¢ in dobili ¢rto Py, ki veZe a in c¢. Take Crte pa ni, k@f je ¢ € O,. Torej je tudi
mnozica O, @dm‘m Ker je O povezana in O 0, mora biti ena od
mnozic O prazna. Toda a € O, in je zato O

), O = O,. To pomeni, da se dasta
pﬁhubm m@m povezane mnozice O povezati s pohgm}sﬁm érto, ki poteka v O.
j, da se dasta poljubni toCki odprte mnoZice O povezati s p@}iggﬂgkﬂ gﬁ

m primeru O povezana. Ce ni p@mzan a, lahko pi Yemo O

O, disjunktni neprazni odprti m ” 0, i

. a a, = a, a,,; = b poligonska ¢&rta, kiveZe a in b in poteka vsa v O (sl. 5). Naj bo

n--1s |
a,da, _:;_ taka stranica te é;me;ﬁ da je krajise g, v mnozici O,, krajisCe a;_.; pa v O,. Daljica
a a1 lezl seveda v O. Ce imenujemo U, presek te damw z O, 1n U, presek z O,, je daljica
enaka uniji U; U U,. Tu sta U, in U, relativno odprti mnoZici brez skupnih tock. Ker a; €
e Uyin a4 € U,, sta Usin U, n@pmzm Toda daljica je povezana mnozica wck in smo tako
pmsh do protislovja. Tore} je mnozZica O povezana in izmk 4 dokazan. |
Posledica 1zr@ka; 4 je, da so vsi prostori R” povezani. Poljubni tocki v

kar z daljico. Tudi vsaka krogla je povezana mnoZica.

R” zvezemo lahko

prostori. Odslej bodo wvsi topoloski prostori Hausdorffovi. Naj bo X
mpoiosm pE‘GS‘tOE’ in M < X mnozZica tock. Tocka a € X je stekalis¢e mnozice M, Ce vsaka
okolica toCke a vsebuje neskoncno tock iz M. MnozZica M premore kako stekaliSCe kveCjemu
tedaj, kadar ima sama neskoncno tock. Lahko pa se zgodi, da stekalisCa ni, Ceprav je v
mnozici neskoncno tock. | |
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Naj bo X prostor, 4 ¢ X mnozZica tock in {B;, i €I} poljubna druzina podmmnoZic
mnozice X. Z I smo oznalili mnozico indeksov, ki oznadujejo posamezne ¢lane druZine.
I je lahko konéna, §tevna ali nestevno neskonéna mnozica. Ce velja 4 = U,; B,, bomo ime-
novali druzino {B;} pokritje mnoZice A. Vsaka toCka a € A pripada vsaj eni mnozZici druZine.
Ce je v druzini {B;} le kon¢no $tevilo mnoZic, jo imenujemo konéno pokritje, & so vse
mnozice B; odprte, pa je odprto pokritje. Naj bo {B;} poljubno pokritje za 4. Ce so B;, ...,

.., B;,, take mnozice iz te druZine, da velja 4 < B; U ... U B, , pravimo, da smo nasli
v {B;} kon¢no podpokritje.

Definicija. MnoZica tock A topoloskega prostora X je kompaktna, e obstaja v vsakem
odprtem pokritju mnoZice A koncno podpokritje.

V primeru, ko je A = X, pravimo, da je prostor X kompakten.

Ce je torej mnoZica 4 kompaktna in druZina odprtih mnozic {0;} pokriva A, lahko
najdemo v tej druzini kon¢no druzino {O,, ..., 0,,}, ki pokriva 4.

Ocitno je vsaka konCna mnozica toCk kompaktna.

Komplement odprte mnoZice je zaprta mnozica, komplement unije pa je presek komple-
mentov. Naj bo {O;} odprto pokritje mnozice 4 in Z; = OfF. Ker unija mnozic O; pokriva
A, presek zaprtih mnoZic Z; nima nobene skupne tocke z 4. Zato opredelimo pojem kom-
paktnosti z zaprtimi mnozicami takole: mnozica 4 je kompaktna, e ima tole lastnost:
naj bo {Z;} poljubna druZina zaprtih mnoZic. Ce presek teh mnoZic nima nobene tocke
mnozice A, obstaja v druzini {Z;} kon¢no $tevilo mnozic Z;, ..., £, katerih presek nima
skupne toCke z A.

Izrek 5. Vsaka neskoncna mnoZica tock kompaktnega prostora ima vsaj eno stekalisce.

Dokaz. Naj bo M neskonéna mnoZica to€k kompaktnega prostora X. Ce tocka ae X
n1 stekaliSCe, obstaja taka njena okolica U(a), ki vsebuje kveCjemu koncno Stevilo toCk
mnoZice M. Smemo vzeti, da je U(a) odprta okolica. Ce M ne bi imela stekalii¢a, bi za
vsako tocko a € X dobili tako okolico U(a). Druzina {U(a), a € X} je odprto pokritje pro-
stora X, ker velja a € U(a). Zaradi kompaktnosti prostora X lahko izberemo iz te druzine
konéno podpokritje {U(ay), ..., U(a,,)}. Vsaka od teh m okolic ima le kon¢no Stevilo tock
iz M, vsaka toCka iz M pa je vsaj v eni izmed teh okolic. Torej je v M koncno Stevilo tock.
To nasprotuje privzetku. Izrek 5 je dokazan.

Zastavili b1 si lahko vprasanje, ali je prostor kompakten, Ce ima vsaka neskonCna mno-
zica njegovih toCk vsaj eno stekaliSCe. Tak prostor je v sploSnem le Stevno kompakten.
To pomeni, da obstaja v vsakem odprtem pokritju, ki vsebuje le Stevno neskonCno mnozic,
koncno podpokritje.

Dokazimo zdaj nekaj preprostih lastnosti kompaktnih mnozic in prostorov.

Izrek 6. Vsaka zaprta mnoZica kompaktnega prostora je kompakina.

Dokaz. Naj bo Z zaprta mnoZica tock kompaktnega prostora X in {O;} naj bo poljubno
odprto pokritje mnozice Z. Komplement Z¢ = O, je odprta mnoZica. Ce druzini {0;}
dodamo mnozico O,, dobimo odprto pokritje prostora X. Ker je X kompakten, obstaja
v njem koncno podpokritje, ki sestoji npr. iz mnozic O,, O;, ..., O;,. Zadnjih m mnozic
je 1z prvotnega pokritja mnozice Z. Torej je Z kompaktna.

Izrek 7. Kompaktna mnoZica topoloskega prostora je zaprta.

Dokaz. Naj bo A < X kompaktna mnozica tock in ¢ € X njena robna toCka. Denimo,
da ¢ ¢ A. Vzemimo poljubno toCko a € A. Ker je prostor X Hausdorfiov, obstaja taka
okolica U(a) tocke a in taka okolica ¥V toCke ¢, da je U(a) N V = . Vse te okolice vzemimo
odprte. DruZina {U(a), a € A} je odprto pokritje mnozice A. Ker je 4 kompaktna, obstaja
v tej druzini konéno podpokritje {U(ay), ..., U(a,,)}. Naj bodo V4, ..., V,, ustrezne okolice
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toCke ¢. Presek V; (1 ...1 V,, = V je okolica tocke c. Ta presek nima nobene skupne
tocke z unijo U(ay U ... U Ula,,), torej tudi ne z mnoZico A. Potem pa ¢ ni robna tocka,
ker okolica V' nima nobene toCke mnozice 4. To protislovje dokazuje, da je vsaka robna
tocka ¢ v 4 in je mnozica A zaprta.

X kompakitna mnozZica. Njena slika f(A) je kon

rostor Y in A <

Naj bo f zvezna presiikava topoloskega prostora X v topoloski |
ipakina mnoZica v Y.

paktna.

atko povedano: Zvezna slika kompakine mnozice je kom

Dokaz. Naj bo {0’} poljubno odprto pokritje mnozice 4" = f(A4). Ker je f zvezna pre-
ghkam so inverzne slike /=% 0,") odprte mnozice prostora X. DruZina { f“‘%@ 3} je odprto
E@kﬂtj@ OEIC@ A. K @E je A kompaktna, obstaja kemn@ podpokritje { f~4O0,), ..., f ”1(@;;7; 0}

Torej je

./, ki so iz prvotne druzine {O;}, pa pokrivajo 4" = ﬂﬁ}g

k@ 1pakina mnozZica.
Izrek 9. Zvezna povratno enolicna preslikava f kom
je homeomorfizem.

5 og

aktnega prostora X na prostor

Dokaz. Ker je f zvezna preslikava in je X kompakten, je po izreku 8 tudi f(X) =Y
k@mpaﬁdm orostor. Vsaka zaprta mnozica Z — X je kompaktna. Zato je tudi njena slika

= f(Z) kompaktna, torej zaprta v prostoru Y. O d md sledi, da pmsmga J zaprte mnozice
na zaprte n nois\@@ in E@E JE@ f bij@kﬁvn& resli udi od mnozice prostora X na @dpﬁ@
mnozice prostora Y. To pa pomeni, da je inverzna pmshkam f~t zvezna 1n je f homeomor-

Ce prostor X ni kompakten, potem zvezna povratno enoli¢na preslikava f prostora X
na prostor Y ni vselej homeomorfizem. Naj bo npr. X napol odprti interval [0, 1), ¥ pa
kroznica &,% -+ &2 = 1 v ravnini. Enacbi & = cos 2nt, &, = sin 2n¢ dolodata zvezno po-
vratno enolicno preslikavo intervala [0, 1) na krozZnico. Ta preslikava ni homeomorfizem,
ker obratna preslikava ni zvezna v to&ki s koordinatama ¢, = 1, {, = 0. Ce je namred todka
(&1, Ey) na kmzm@i blizu toCke (1, 0)in je &, > 0, je ustrezni ¢ blizu krajis€a 0, Ce pa je £, << 0,
je ustmzm ¢ blizu krajisCa 1. Interval [0, 1) in enotna kroznica sploh nista homeomorina
prostora. Po 1zreku 10, ki1 ga bomo zdaj dokazali, je namreC kmzm@a kompaktna mnozica,

napﬁi odprti interval pa ni kompakten

Kako je s kompaktnostjo mfﬁdgdsmh prostorov? Takoj vidimo, da noben prostor R”
ni kompakten. Vzemimo namre¢ druzino odprtih koncentri¢nih krogel {K(a,r), r > 0}.
Ta druzina je odprto pokritje prostora R”. V njem pa oCitno ni konCnega podpokritja.

Izrek 10. MnoZica rock evklidskega prostora
zaprta in omejena.

R” je kompakina natanko tedaj, kadar je

Pripomba. MnozZica toCk A evklidskega prostora je omejena, Ce obstaja dovolj velika
krogla K(a, R), ki vsebuje vse toCke mnoZice A. Omejena mnozica je seveda vsebovana

tudi v dovolj velikem kvadru.

Dokaz. Naj bo mnozica A — R” kompakm& Po izreku 7 je zaprta. DruZina krogel
{K(a,r), r > 0} je okﬂtj@ n@ﬂg@ A. Torej je v njem konCno podpokritje. Ker so pa te
krogle vloZene druga v drugo, obstaja krogla K(a, R), ki pokriva mnoZico A. Torej je 4
omejena.

Naj bo zdaj mnoZica 4 omejena in zaprta. Ker je omejena, obstaja dovolj velik kvader
K, ki vsebuje 4. Naj S@Smj 1 K iz vseh toCk x = (&,, ..., &), katerih koordinate ustrezajo
pogojem: o; = ¢ = fy, ..., ¢, = ¢, = p,. Robovi kvadra K so enaki fy—ay, ..., f,— a,.
Mnezw@ }@ zaprta. C@ dokaze 10, da je kompaktna, je po izreku 6 tudi mnoZica A kom-




Naj bo torej {O,;} poljubno odprto pokritje kvadra K.
Denimo, da v njem ni konCnega podpokritja. Razrezimo
K na manjSe kvadre tako, da razpolovimo vsak rob. Ko-
ordinata &, vsake toCke delnega kvadra lezi bodisi na
intervalu [a.;7,] bodisi na intervalu, [y.f.], kjer je
v, = % (o, + B). Delnih kvadrov je 27 (glej sl. 6). Ce
kvadra K ne moremo pokriti s konCnim Stevilom mnozic
druZine {O;}, potem vsaj enega izmed delnih kvadrov ne
bomo mogli pokriti s koncnim Stevilom teh mnozic. Izbe-

Sl 6 rimo en tak delni kvader in ga ozna¢imo s K;. Tega spet

| - razdelimo na 2" kvadrov s poloviCnimi stranicami in med
njimi pois¢imo takega, ki ga ne moremo pokriti s kon¢nim Stevilom mnoZzic druzine {O,}.
Oznacimo ta kvader s K,. Razpolavljanje nadaljuymo. Dobimo zaporedje vlozenih kvadrov

KoK oK,>o... (3)

v katerem je vsak Clen kvader, ki ima polovico manjSe robove od prejsnjega Clena. Zapo-
redje (3) konvergira proti neki tocki y, ki lezi v notranjosti ali na robu prvotnega kvadra K.
Vsaka okolica toCke y vsebuje od nekega Clena naprej vse kvadre zaporedja (3). DruZina
{0;} pokriva kvader K, torej tudi toko y. Naj bo npr. y v mnozici O;. Ker je O; odprta
mnoZzica, je okolica tocke y. Torej pokriva O; vse kvadre zaporedja (3) od dovolj poznega
naprej. To pa je v protislovju s tem, da nobenega kvadra K,, ne moremo pokriti s konCnim
Stevilom mnozic druzine {O;}. Od tod sklepamo, da je zaprti kvader K kompaktna mnoZzica
toCk. Izrek 10 je dokazan.

Naj bo f zvezna realna funkcija definirana na kompaktnem prostoru X. Zaloga vred-
nosti f(X) je po izreku 8 kompaktna mnozica toCk na Stevilski premici, torej po izreku 10
zaprta in omejena. Od tod sledi, da je funkcija f na obe strani omejena. Natancna spodnja
in zgornja meja zaprte mnozice f(X) sta elementa te mnozice. To pomeni, da sta ti dve
meji funkcijski vrednosti. Torej funkcija f doseze v neki toCki prostora X maksimum in
v neki tocki minimum. Tako smo dokazali |

Izrek 11. Zvezna realna funkcija definirana na kompaktnem prostoru je na obe strani
omejena. Maksimalno in minimalno vrednost res doseZe.

Primer. KoncCen zaprt interval je kompaktna mnozZica toCk na Stevilski premici. Realna
zvezna funkcija je na takem intervalu omejena in na njem zavzame najvecjo in najmanjso
vrednost. |

Izreka 5 in 10 povesta, da ima vsaka omejena neskonCna mnozica toCk evklidskega
prostora vsaj eno stekalisce. | |

Imejmo neskoncno omejeno zaporedje med seboj razlicnih toCk {a;} prostora R”.
To zaporedje 1ma vsaj eno stekaliS¢e ¢. Okolica K(c, 1) stekaliS8€a ¢ vsebuje neskoncno
toCk zaporedja {a;}. Naj bo npr. g, taka tocka. Tudi v okolici K(c, ) je neskontno tolk
zaporedja. Zato lahko najdemo tako tocko ai, ki lezi v tej okolici in je njen indeks k, >
> k,. Potem izberemo v zaporedju tocko a , ks > ks, ki lezi v okolici K(c, 1) itd. Tako
dobimo zaporedje a, ay, ax,, ..., ki je podzaporedje prejSnjega zaporedja in konvergira
k stekalis¢u ¢. Dokazali smo torej

Izrek 12. Iz vsakega neskoncnega omejenega zaporedja tock evklidskega prostora lahko
izberemo konvergentno podzaporedje.

Prostor R” ni kompakten, vsaka omejena zaprta mnoZica tock pa je. Torej je kompaktna
vsaka zaprta krogla. Krogla s sredis¢em v tocki a je okolica toCke a. Zato ima vsaka tocka
prostora R” neSteto okolic, ki so kompaktne. Pravimo, da je prostor R” lokalno kompakten.
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| Definicija. Topoloski prostor X je lokalno kompakten, de ima vsaka njegova tocka vsaj
eno okolico, ki je kon akmﬁ, | f

Oﬁ na prostoru R

sfera sta namreC kompaktna prostora,
kompaktna prostora.

), 1] 1n Rmzmm Sw; - GVQZQMS; in komp

R” in hﬂp@ﬁ“&?ﬂlﬂ& ki je v bﬁg’wu ' —1 pa mgm

Zaprti int @W@E
0 i in 1 mmwaﬁa; v razlicni mdﬂ ain b na ici. Ce krajis¢i deza c

interval, E@ je $e vedno povezana mnozica. Ce m, @d‘vmm@m@ ﬂa Egmzmm um@zm mdﬁ a
in b, dobimo mnozico, ki S@Sﬁ@ﬁ 1z - o h kroznih lokov in ni povezana
mnozica. Homeomorfizem f bi
| mogoce, zaprti interval in k

pm%@m X na mnozico f (X). Zwma mg@kéwm; nga mmrmm E@ ilv pmgmr ' ' se 1Imenuje
), 1].

c"’ anski lok. To je krivulja, ki je v relativni mp@mm homeomorina intervalu [0
mj@ké ivna slika enotne kroZnice v prostor R” pa se imenuje enostavno sklenjena
jordanska krivulja. Lahko tudi recemo, da je jm‘daﬁsm lok topoloska vlozitev intervala
0, 1], sklenjena jordanska krivulja pa vloZitev enotne kroZnice v prostor R”.

Enotna sfera S(o,1) = § je m — 1)-razsezna hiperploskev v m-razseznem pmgmm
R”, Torej je .S véﬁzm& v R”. Ali se da morda sfera vlozZiti Ze v prostor R
bomo, da to ni mogoce. Pa demim Gﬁ n” a bi vmmmv 8 — R" ! obstgjala. ]
injektivna preslikava. M “ ik F(S)bib 1 .S. Od prej vemo
(str. 7), da je sfera brez severnega poia homeomorfna prostoru R Sfera brez severnega
pola ] Je odprta okolica za juzm pol. Torej 1ma Waka toCka na sferi derm Gkahc@ ki je
homeomorfna prostoru R Naj bo a € S poljubna to¢ka, f(a) njena Sh pri ’vmzﬂw 1,
U pa naj bo taka odprta kama tocke a, Eﬂ Je m‘fna; prostoru R
morfizem sfere S na mnoZico f(S) = R
R*-1 Toda f(U) lezi v prostoru R"1, Zam je po ! muweg evem m“@ku o n"' pma
0 tod sledi, da je f(U) okolica QO f(a) v prostoru R"!1in je f(a) notranja tocka mn

. Ker je bila tocka a € § - na, je f(S) odprta mnozica tock v R""*. Obenem pa je

ki je zvezna slika Sf@m - mnozica, torej zaprta in omejena. Toda prostor
To protislovije

R”-1 je povezan In v njem ni omejene @dpﬂ@ in zapﬂ@ neprazne mnozice.

d@kazuj@ da ne moremo vloziti sfere .S v prostor R

Na koncu si @G’E@gmg S@ en primer za uporabo izreka 9. Najprej pa povejmo, kaj je
ﬁ«:ﬁﬁ eksna mnozZica. M 1ca to K= R” je E{@nvgkgﬂﬂ E{ﬁdm*’ ima tole lastnost: ¢e sta
K in b. Trikotnik, tetra-

-

tocki a in b v mnozici K
eder, krogla, prostor R

Izrek 13. Omejena zaprta konveksna mnoZica rock prostora
je homeomorfna zaprii enotni krogli prostora R”.
Dokaz. Naj bo K < R” omejena zaprta konveksna mnozica, ki ima vsaj eno notranjo
toCko. Vzeti smemo, da je izhodisCe o notranja tocka. Krogla z dovolj majhnim polmerom
¢ in srediSCem o lezi vsa v mnozici K. Vsaka robna toCka mnoZice K je torej oddaljena od
izhodisCa za najmanj . Rob R(K) je zaprta in omejena mnozica. Zato je kompaktna. Ogleimo
si tole preslikavo f roba R(K) v prostor R”:

R” z vsaj eno notranjo tocko

Jx) =




Preslikava f je ocitno povsod na mnozici R(K) zvezna. Slika f(x) ima normo || f(x) || =
= || x ||/ || x|| =1, torej lezi f(x) na enotni sferi S = S(o0, 1) prostora R*. DokaZimo,
da f preslika rob R(K) povratno enoliCno na sfero S. V ta namen zvezimo izhodisCe o s
poljubno toc¢ko y na sferi S. Dobimo poltrak, ki prebode .S v tocki y. Ker je toCka o v mnozici
K 1n je K omejena, seCe ta poltrak rob R(K) vsaj v eni toCki a (sl. 7). Slika tocCke a je izbrana
tocka y na sferi. Zato je f surjektivna preslikava. Denimo, da bi poltrak sekal rob R(K)
$e v eni tocki b, b = a. Todki a in b bi imeli isto sliko y na sferi. Naj bo a blize izhodii¢u
kakor 6. Ker je mnozica K zaprta, je b v K. Zvezimo zdaj poljubno tocko krogle K (o, ¢)
(ta krogla lezi v K) s to¢ko b. Vse tako dobljene daljice leZe v K, ker je K konveksna. Mno-
Zica vseh toCk na vseh teh daljicah je neke vrste stoZec z vchom v b (njegova osnovna ploskev
je del sfere s polmerom ¢) in a je notranja to¢ka v tem stozcu (sl. 7). Od tod sledi, da a ni

S1. 7 SI. 8

robna toCka mnozZice K. To pritislovje dokazuje, da vsak poltrak 1z izhodisCa seCe rob R(K)
v natanko eni toCki. Torej je f povratno enoliCna preslikava mnozice R(K) na sfero S.
Ker je f zvezna in R(K) kompakina mnozica, je f po izreku 9 homeomorfizem. Ugotovili
SMo

Rob omejene zaprte konveksne mnoZice z vsaj eno notranjo tocko je homeomorfen sferi S.

OznaCimo z g : S — R(K) inverzno preslikavo od f. Naj bo x $# 0. Zaznamujmo s
p(x) dolZzino daljice, ki gre skozi tocko x in sega od izhodisCa do roba mnozice K (sl. 8).
Ker je p(x) = || g(x/|| x | ||, je p(x), x # o, zvezna in omejena funkcija. Definirajmo zdaj
preslikavo F prostora R” vase takole

F(x) m{

px)x, x#o

0, X =0

Preslikava F je povsod zvezna. Iz pomena funkcije p(x) takoj sledi, da F preslika zaprto
kroglo s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom 1 povratno enoli¢no na mnozico K. F namre¢
linearno raztegne vsak radij krogle do roba mnoZice K. Ker je zaprta krogla kompaktna,
je F homeomorfizem enotne krogle na mnozico K. Izrek 13 je dokazan.

Rekli smo, da topologija Studira lastnosti prostorov, ki se ohranjajo pri vsakem homeo-
morfizmu. Spoznali smo nekaj takih osnovnih lastnosti: povezanost, kompaktnost in lokalno
kompaktnost prostorov.
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Obzornik mat. fiz. 23 (1976) 1/2

PETER PETEK

AMS Subj. Class. (1970) 55-01

Topoloskemu prostoru X priredimo grupo n;(X), imenovano fundamentalna grupa. Zacnemo
7 MNOoZico poti v prostoru X, se nato omejimo na pentlje v izbrani toCki x, in nazadnje vpeljemo ekvi-
valencno relacijo — homotopnost. Kot primer izraCunamo fundamentalno grupo kroznice in izve-
demo nekaj posledic.

To a topological space X the group 7, (X) is assigned and called its fundamental group. We
begin with the set of paths in the space X, then we limit ourselves to the loops in the base point x,,
and finally introduce an equivalence relation through homotopy. As an example the fundamental
group of the circle is computed and a few corollaries deduced.

Nas namen je prirediti vsakemu topoloSkemu prostoru X neko grupo 7,(X) in vsaki
zvezni preslikavi /7 X — Y homomorfizem grup 7, (f): m(X) — 7, (Y), tako da

1. kompoZiciji zveznih preslikav X — Y — Z ustreza kompozicija homomorfizmov
(X)) — 7 (Y)—» (L) in

2. identicni preslikavi X — X ustreza identiCni izomorfizem 7; (X) — 7, (X).
Mimogrede, takole prirejanje se 1menu}@ funktor iz kategorije topoloskih prostorov
v kategorijo g

Kaj je pot v prostoru? Tako imenujemo vsako zvezno preslikavo y enotskega intervala
I = [0, 1] v topoloski prostor X. Simboli¢no zapiSemo y: I — X.
Zakaj ime pot? No E&hk@ s1 predstavljamo, da imamo na razpolago enoto Casa in se
sprehajamo po topoloSkem prostoru. Vrednost y(f) nam v vsakem trenutku 7 med 0 in 1

pove, kje v prostoru se nahajamo.

Prostor X naj bo ravnina R2, vsaka njena tocka je d@i@gﬂm s parom koordinat
imer poti v ravnini je preslikava y: I — R?, dana s predpisom

v(¢) = (cosmt, sinmnt).

Pot je narisana na sliki 1.

7 enakomerno hitrostjo se pomikamo po zgornji polovici

kroznice v pozitivnem smislu.

Seveda, Ce hoemo poznati pot, nam ne zadosCa sama
slika, ta nam da le tir poti; za vsak trenutek med 0 in 1
moramo vedeti, kje se nahajamo.

Prav lahko se zgodi, da v kaksni tocki za krajS$i ali dalj$i Cas obstanemo. Ce sj
ms @Swm@ no v tockl x,, imenujemo tako pot konstantno pot v tocki x, in J0 oznacim




Ce se sludajno zgodi, da se konec poti a ujema z zadetkom poti f: a(1) = £(0), lahko
poti sestavimo. Seveda moramo potem vsako od poti preteC1 ze v polovici €asa. Sestavljeno
pot oznalimo z a * . To je spet preslikava a * §: I — X, doloCena takole: "

a(21) 0<r<i
a* f(t) =
BRt—1) i<t<I1

Poti a * f bomo rekli tudi produkt poti a in . Pozor! Produkt ni komutativen a * f #
# B *a. ' |
Ce obrnemo tok ¢asa, dobimo nasprotno pot. Naj bo a: I — X pot; nasprotna pot a je

doloCena s predpisom
| a(t) = a(l —1).

Brez tezav uvidimo, da je nasprotni poti nasprotna prvotna pot; a = a:
a(t)=a(l —1t) =a(l—(A —1) = a(z)

in konstantna pot o, nasprotna sama sebi: @, = w,,.

Nasprotna pot produkta dveh poti je enaka produktu nasprotnih poti, ampak v obrnje-
nem vrstnem redu a ¥ g = B * a.

Za dokaz moramo prepisati definicije sestavljene poti in nasprotne poti. Najprej za-
piSimo sestavljeno pot |
a(2t)

0
“*ﬁ(t)m{ﬁ(zt—_l) 1< <

nato njej nasprotno pot
(a(2—2¢) <1<

Produkt nasprotnih poti 8 in a pa je enak

B(21) =p1—21) 0<r<y
1

B*a(t)'w{a(z:ml) =a(2—21) <1<

Oba izraza sta enaka in zveza je preverjena.

Oznac¢imo z £2(X) mnoZico vseh poti v prostoru X. Nekatere poti lahko sestavljamo
(mnozimo) med seboj, vseh pa seveda ne. Recimo, da imamo tri poti a, f, y in da jih mo-
remo zmnoziti, se pravi, da je a(1) = £(0) in f(1) = »(0). (sl. 2)

Vendar je produkt odvisen od vrstnega reda sestavljanja.
Ce najprej sestavimo poti a in # in nato dodamo $e pot 7,
dobimo pot (a* f) * y. V tem primeru porabimo za poti a
in B po 1 &asa, za pot y pa . Ce pa poti « dodamo produkt
B * y, dobimo pot a * (f * y). Sedaj se £ Casa sprehajamo po
poti a, za vsako od pot1 § in y nam ostane po 1 Casa.

MnoZenje v £2(X) ni asociativno. Kasneje bomo vpeljali

Sl. 2 med potmi ekvivalencno relacijo tako, da bo talepotna napaka
odpravljena.

Pot, ki se zacne in kond&a v isti tocki x,, se imenuje pentlja v tocki x,. Ce sta a in f§ pentlji
v toCki x,, je tudi a * f pentlja v x,. (sl. 3)

Pentlji ¢ nasprotna pot je spet pentlja.
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Konstantna pot je vedno pentlja.
yomo oznacili z £2

Mnozico pentelj v tocki x, | X, Xo).

QUX, xo) ={a:1- X E a(0) = a(1) = x,}

Gm@mme se Se, da bomo mnozico poti, ki se zacnov tocki x, in
io v tocki XbOZHa;@ﬂE Z Q (X, X0, x1). Seveda je Q(X, xo, X,) =
mnoZzica pentelj v x,.

polmera 1 okoli 1izhodisCa.

Primer. Prostor X naj bo ravnina, iz katere smo izrezali ,:,
Poti a in fsta homotopni, poti a in y pa ne. (sl. 4)

delimo nazorni pojem homotopnosti strogo matematicno! Recimo, da imamo dve
Q(X, xo, x1), ain . NariSemo kvadrat s stranico 1 kot kaZe sl. 5 in preslikamo njeg
rob v prostor X: stranico 4B preslikamo s preslikavo a, stranico DC's preshkavo B, stranico
AD posljemo vso v zaCetno tocko x, in stranico BC vso v koncno mcko X1 C
slikavo z roba razsiriti na ves kvadrat, to je Se na notranjost, bomo rekli, da je pot a ho-

motopna poti fin oznacili a ~ .

Kvadrat na sliki 5. je mnozica vseh toCk (7, s), za katere je t €1 in s € I; torej je karte-
zicni produkt 7 < 1. '

Sl. 4 SL. 5

imenovali homotopijo, ki veZe poti a in f.

Zapi$imo zgornje pogoje:

H . S} = Xy

Homotopija H nam da zvezno druZino poti iz x, v x;, za vsak s eno pot

10, da je zgoraj def

inirana homotopnost ekvivalencna relacija!

1. refleksivnost — vsaka pot je homotopna sama sebi a ~ a Vse poti
Sl. 6 druzine so kar enake poti a. H(¢, s) = a(z).




2. simetri¢nost —a~f = p ~«a

g Kvadrat zavrtimo okrog vodoravne srednjice (sl. 7).
- Naj bo H: I X I - X homotopija, ki veze « in . Po-
tem je homotopya, ki veze f 1n a, dana z G(¢, s5) =

= = H(t, 1 — ).
3. tranzitivhost — a ~ S & f~y = a ~ 7y (sl. 8).
a B Homotopija K, ki veZe a 1n p, je sestavljena iz homotopije
Sl. 7 H, ki veze ain p, ter homotopije G, ki povezuje f in 7.
B 8
H & G =
a y )
S1. 8
(H(t, 25) O0<s <
K(t, ) = { B
G(t,2s—1) LT<s=<I1

Preverili smo vse tri lastnosti, ki naj jih ima ekvivalenCna relacija, in ugotovili, da je
homotopnost ekvivalenCna relacija.

Pojem homotopije ni omejen samo na primer poti v prostoru. V sploSnem definiramo
homotopijo takole:

Naj bosta fin g preslikavi iz prostora X v prostor Y. Pravimo, da sta fin g homotopni
preslikavi, Ce obstaja taka preslikava H: X X I — Y, da velja H (x 0) =f(x)m H(x, 1) =
= g(x); preslikavo H bomo spet imenovali homotopija.

Pa recimo, da imamo podprostor 4 — X in da za vsako toCko a € 4 velja f(a) = g(a).
Ce obstaja homotopija H: X X I — Y, ki slike na podprostoru 4 ohranja (H(a, s) =
= f(a) = g(a)), pravimo, da sta preslikavi fin g homotopni relativno glede na A4 in zapiSemo

f~ grel A.

Pri poteh nam je mnozZica A sestavliena iz krajnih toCk intervala 4 = {O, 1}. Opravka
imamo z relativno homotopijo.

Homotopnost je tudi v sploSnem primeru ekvivalencna relacija, pa naj gre za absolutno
ali relativno homotopnost.

Ce je prostor X tak, da so vse preslikave vanj homotopne med seboj in zato homotopne
konstantni preslikavi, se imenuje kontraktibilen prostor. Trivialen primer kontraktibilnega

prostora je prostor z eno samo tocCko, saj so pacC vse preslikave vanj konstantne. Dokazimo
zdaj, da je krog D polmera 1 kontraktibilen!

Preprosto: krog postavimo v sredis¢no lego in vpeljemo polarne koordma’te Pokazali
bomo, da je vsaka preslikava f: X — D homotopna konstantni preslikavi v sredisCe kroga.
Naj bo f(x) = (r(x), ¢(x)). Ustrezna homotopija je H(x, s) = (1 — s)r(x), ¢(x)).

Kaj se dogaja? Ko se s spreminja od O do 1, lezejo vse slike iz prvotnih polozajev proti
srediSCu po svojith zarkih. Stiskanje (kontraktiranje) slik v eno tocCko je dalo tudi ime —
kontraktibilnost.
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Vrnimo se k potem! Homotopija poti je lepo uglaSena z mnozenjem in s prehodom k
nasprotni poti. Velja namreC 1zrek: Ce je a~ fin y ~ 3, potem je a* y ~ f* 8. Dokaz
je na sliki 9.

8 y
H & G
Sl 9
a B
Iniza ~ Bsledi a ~ B, kar spet uvidimo s slike 10. B B
Bodi sedaj a: I — X pot, a(0) = x, in a(l) = x;. %
Prepricaimo se, da je produkt poti in nasprotne poti e —
homotopen konstanti, in sicer je H H
l.a*a ~ Wy, Q a
2.0% a~w,,. S1. 10

Dokazemo 1. Homotopija, ki veZe a * a z o, , je naslikana na sliki 11 ali s formulo

5 | SI. 11

, yokazemo namrec, da je produkt poti a s kon-
stantno potjo w,, homotopen poti a. Ravno tako je produkt w, * a hemotopenpoti a.
Slika 12. pove vse, formula ni potrebna.

Konstantna pot bo imela viogo enote. IJ

Ugotovili smo Ze, da mnoZenje poti ni asociativno.
Vendar velja 1zrek :

Naj bodo a, B, y tr1 poti v prostoru X, ki jith moremo
zmnoziti, t. j. a(1) = f(0); (1) = y(0). Potem je (a * p) *
¥y ~a*(B*y).

Dokaz. Najprej nariSemo sliko in si potem zapiSemo Se formulo:
A
s -+ 1
0<1r< .
4
s+ 1 s+ 2
o Y s+ 2
.,,,....i_ < <1
Sl. 13 4
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Bazna tocka

Izberemo v prostoru toCko x, in jo imenujemo bazna tocka. Tu se bodo zalenjale in
koncCavale vse nasSe poti. Opravka bomo imeli le Se s pentljami, ki so privezane v tej izbrani
tocki. Zdaj tudi ni veC problema z mnoZenjem. Poljubni dve pentlji moremo zmnoziti.
Mnozico pentelj 2(X, x,) razbijemo na ekvivalenCne razrede po homotopnosti. Dve homo-
topn1 pentlji bosta za nas enaki. Ker smo Ze dokazali, da razred produkta ni odvisen od
1zbora predstavnikov dveh razredov, lahko mnozimo razrede med seboj. Podobno je s pre-
hodom k nasprotni pentlji — nasprotnemu razredu. In razred konstantne pentlje je enota
za mnozenje.

Definicija. Fundamentalna grupa n;(X, x,) je mnozica homotopskih razredov pentel;
iz 2(X, x,). Grupna operacija je definirana z mnozenjem pentelj, prehod k nasprotni pentlji
nam da inverzni element in konstantna pot v tocki x, enoto.

Ze sam zapis kaZe, da je grupa odvisna od prostora X in od tega, kje smo izbrali bazno
toCko x,, sedez potovalne agencije. V resnici je vseeno, kje to toCko izberemo, Ce je le prostor
s potmi povezan, tj. e moremo poljubni dve to¢ki povezati s potjo.

Presilikave

Denimo, da imamo dva prostora X in Y z baznima toCkama x, oziroma y, in zvezno
preslikavo f prostora X v prostor Y (oznaka f: X — Y), ki bazno toCko prostora X preslika
v bazno toCko prostora Y, tedaj f(x,) = y,.

Sl. 14

Vsaki poti a: I — X v prostoru X ustreza s pomocjo preslikave f dobljena pot v prostoru
Y, f.(a): I — Y. Ta je kar kompozicija

[ (@) (2) = f(a(?))

Seveda se pentlja v x, preslika v pentljo, ki je privezana v tocki y,. S pomocjo preslikave f
tako dobimo preslikavo f.: (X, x,) = (Y, y,) mnozice pentelj v prostoru X v mnozico
pentel] v prostoru Y.

Ta preslikava je tudi homomorfizem. Produkt dveh pentelj se preslika v produkt njunih
slik. Nasprotna pentlja gre v nasprotno, konstantna v konstantno. Ker sta tudi sliki dveh
homotopnih poti homotopni, se preslika ves razred, ki ga doloCa pot a, v isti razred v
(Y, y,). Zato dobimo homomorfizem fundamentalnih grup. O tem, da identiCna preslikava
X — X daidenti¢ni homomorfizem, ni vredno izgubljati besed. Prav tako je ocitno, da kom-
poziciji dveh preslikav X — Y — Z ustreza kompozicija homomorfizmov fundamentalnih
grup. Homeomorfizem prostorov da izomorfizem njunih fundamentalnih grup.
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Swvﬂ | ak S@E 1tne w

Imamo zvezno preslikavo realnih
R' — §7, dano z @(x) = &* ™,

Stevil na

1orfno preslika na

Odprti interval (—3%, £) se homeon

Sl. 15

Cne v bazni tocki o (0) =
Dokaz. Ker zvemos& na zaprtem mfiervaiu I = [0, 1] pomeni hk
zveznosé Eahk@ najdemo ¢ > 0, tako da iz |, — 1, | < J sledi | o(#) — a(m | < E Zaw
tudi ne more biti o(#,) = ma(z‘g} saj je razdalja dveh diametralnih tocka enaka 2. Z
lahko pc isw mo vrednost funkcije w na kvocientu o(#,)/o(¢,). Ta vrednost je neko realno
Stevilo med in . PoiS¢emo tako veliko naravno Stevilo N, da je vsak ¢ z intervala [
manjsi od N9, to se pravi N > 1/0. Postavimo

oklepaju je vedno kvocient dveh ﬁmkcij skih vmdnosﬁ katerih argumenta se razlikujeta

za 1 kot 01n so zato vsi éﬁ@ni @ﬁmmni Koliko je 67(0)? Kerje c(0) = 1T inyw(l) =




Skoraj vse se krajSa, ostane le
Do'(t) = a(t)/c(0) = a(¢)

in ¢’ je res preslikava, kot jo zahteva 1zrek.
Je-pa tudi edina. Recimo, da imamo Se

o": 1> R, o"(0)=0, ®o”" =0

Razlika ¢” — ¢’ je spet zvezna preslikava I — R!' in Se @(¢” — o) (t) = 2767 ()—0' () =
= @g"(t)/ Do’ (t) = c(t)]c(t) = 1.
Ker pa @ preslika v Stevilo 1 le cela Stevila Z — R, mora biti tudi ¢”(¢) — o’ (¢) celo Stevilo
za vsak f € I. Zato imamo lahko ¢” — ¢’ za zvezno preslikavo v cela Stevila. To je mogoce le,
¢e je ta preslikava konstantna. Ker pa je ¢”(0) = ¢’(0) = 0, sta preslikavi ¢” in ¢’ enaki
za vsak f.

Naj bo zdaj ¢ pentlia, tj. o(1) = 1. Seveda ni nujno, da je tudi ¢” pentlja v R. ¢'(1) je
sicer res celo Stevilo, a ne nujno ni¢. Dokazali bomo, da je koncna tocka ¢’(1) odvisna le
od ekvivalenCnega razreda pentlje o.

Videti moramo tedaj, da iz homotopnosti g, ~ 0, sledi enakost a,"(1) = ¢, (1).
Dokaz gre podobno kot prejSnji. Bodita g, in o, pentlji v ST in A homotopija, ki ju veze.

Sl. 17

Poiskali bomo preslikavo H’ kvadrata I x I v realna $tevila, tako da bo ®H’ = H in $e
H'(AD) = 0. Pravzaprav moramo opiemiti s ¢rtico enoparametricno druzino poti H..
Kot prej moramo najti tak pozitiven o, da bo iz i , — 1, | < o sledilo [ H(t,, s) — H(t,, 5) [ <

. . . .- 1
< 1 za vsak sin za vsak par £, 7.. Ravno tako kot zgoraj izberemo celo Stevilo N veCje od —

0

in postavimo

(N — 1 1
H'(t,5) =y (H(r, sy H { % f, S)) + .ot (H(;J z, g) JH (0, s)

Stranica BC se mora preslikati vsa v celo stevilo, k1 je seveda isto kot koncCna tocka poti
o, ali pa o,’. Zato sta ti dve kondént toCki enaki in trditev dokazana.

Sedaj lahko definiramo preslikavo
X: ?Zl(Sla 1) — Z

fundamentalne grupe kroznice v cela Stevila.

Takole ravnamo. Pentlji ¢ priredimo celo Stevilo ¢”(1), ker pa to celo Stevilo pripada
vsem pentljam v razredu, ga dolo¢imo za sliko razreda. Ce oznacimo z [o] razred pentlje o,
bi to zapisali s ssmboli

x([o]) = o’ (1).
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PrepriCajmo se zdaj, da je y homomorfizem grup. Bodita ain f pentlji v Stin «’(1) = m,
f’(1) = n. Pokazati moramo, da jg m « p)Y (1) = m + n. To pa ni tezko. p’ je pot v R?, ki
s zacne v 0. Vzemimo p” = " + n T@ j@ pm \Y ‘ , ki se zaCne v m, se pravi tam, kjer se
konca a’. Zato lahko zmnozim 57 in je (o = ﬁ) = a’ « 7. Koncna tocka te poti je

morfizem, to se pravi, da moremo za vsako celo Stevilo » najti pentljo o tako,
da bo ¢’(1) = n. R@S? Zacnmimo kar s ¢'(t) = nt. To je pot v R, ki se zaCne v 0 in konca v .
Ce jo navijemo na kroZnico s preslikavo @, dobimo pentljo ¢ = @¢’, ki ustreza zgornji
zahtevi, Razred [o] se preslika v celo Stevilo n. |

Ugotovili pa bomo tudi, da je y monomorfizem. To pomeni, da se le en element funda-
mentalne grupe 7, (5%, 1), le en razred, pmshka v isto celo Stevilo. Ker j
ogrup, bo dovolj, ¢e pokazemo, da se v nic¢ ° la ]
pmﬂj@
Bodi zdaj a pentlja v §* in a’(1) =
pentljo w,. Najprej zapiSemo homotopijo H’

Wy

7t 5) = (1 — ) ()

TO hammopgo 7 eksponentno presiikavo @ navijemo na kroznico in Ze imamo homotopge
H = ®H’, ki veZe pentljo ¢ s konstantno pentljo v §:

H(z, 5) = e ai(l—9)a(®)

m ¢ v eksponentu 0 in 1m

Homomorfizem, ki je hkrati epimorfizem in monomorfizem, se im
Fundamentalna grupa kroznice je izomorina grupi celih Stevil.

Ogleymo s1 Se nekaj posledic tega 1zreka!

Dokazali smo ze, da je krog D (disk) kontraktibilen, se pravi: vse presiikave vanj so
h@motopne konstantni pmshkaw Zato je fundam@miama grupa kroga D trivialna — grupa
im elementom

Preslikava f: X — A se imenuje retrakcia,

Bodi A podprostor mpﬁmﬁgega prostora X.
Ce je 1dentiteta na 4, torej f(a) = a za vse a € A.

. Lahko se vprasamo, ali eksistira kaksSna retrakcija
Po domace: koze, ki je napeta na obrocC, ne

St je podmnozica kroga D
D — §1. Videli bomo, da je ne more biti.
moremo zviti nanj, ne da bi kozo predrli.
Pa recimo, da obstaja retrakcija r: D — S'. Oznacimo 8e z i: §* — D vlozitev kroZnice
v krog. Po definiciji retrakcije je kompozicija ri enaka identiteti na kroZnici.

St —- D — St

id.
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Uporabimo obe lastnosti funktorja, ki nam daje fundamentalno grupo. Preslikavi ri ustreza
homomorfizem, ki je kompozicija dveh homomorfizmov, enega za r in enega za i. Ta dva
homomorfizma pa sta oba niCelna. Prvi zato, ker preslikava v niCelno grupo (fundamentalna
grupa kroga je trivialna!), drugi zato, ker iz nje izhaja. Kompozicija dveh takih homomor-
fizmov je niCelni homomorfizem, ki vsa cela Stevila preslika v niC. Po drugi strani pa je ri
identiteta. IdentiCni preslikavi pripada identiCni izomorfizem, torej preslikava, ki vsa cela
Stevila ohranja. Obojega ne more biti: po eni strani niCelni, po drugi pa identi¢ni homo-
morfizem. Protislovje nam pove, da smo napak privzeli predpostavko o retrakciji. Retrakcije
ne more biti!

Ta izrek ima Se zanimivo posledico, namreC Brouwerjev izrek o fiksni tocki:

Vsaka preslikava F: D — D kroga v krog ima fiksno toCko. Fiksna toCka z € D je taka,
da je F(z) = z.

Denimo, da za vsak z € D velja z # F(z). Potem lahko napravimo naslednjo konstruk-
cijo. ToCki z in F(z) zveZzemo s premico, premica seka kroznico v dveh toCkah. Tisto prese-
CisCe, ki je blize toCki z, oznaCimo z r(z). Tocka r(z) lezi seveda na krozZnici S* in je kar
enaka z, Ce Ze z lezi na kroznici. Brez tezav se prepriCamo, da je preslikava r: D — S* zvezna
in ker ohranja toCke na kroznici, je retrakcija. Ker retrakcije biti ne more, tudi ne more biti
preslikave F brez fiksne tocke.

Sl. 19
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S pojmom ploskve, pravzaprav z imenom ploskev, se sreCamo pri ucenju matematike
y4s d@kaj zgodaj: toda najbrZz bo drzalo, da celo - matematike na nasi univerzi
veCinoma ne bi znali odgovoriti na vprasanje, kaj je ploskev. Tu bomo dali neko dokaj

ndi splosno sprejeto (vendar ne edino m ) plos]
" . Kako bomo to | E@S@&m% izrazili matem
Predstavljaimo s1 »ploskev« v R3, npr. povrSino kakega gladkega geon @H@Sk@ga
telesa. Vsaka toCka ploskve ima v ploskvi maaﬂma odprto @k@hm ki je mkak@m kmg@c
ne pravi krog sicer, vendar zelo podobna krogu. G i 11
h@ m*fn@gi ' v no zato d@ﬁmmh km mpaiosm msmf v mmm m 1n
mm_g mnozica VS@h m@k = (T, Ta) e
je homeomorfen celi ravnini K? (g

1.1. Definicija. Ploskev brez roba je tak povezan podprostor F (poljubnega) evklidskega
prostora ", da ima vsaka toCka iz F odprto okolico v F, ki je homeomorifna odprtemu
enotskemu krogu E° v K? ozirorr " ini K

Malo nize bomo definirali 8e splosne ploskve, ki imajo lahko tudi rob. Zahteva po po-
vezanosti pri 1.1 seveda ni bistvena; ni¢ vaznega se ne bi spremenilo, ¢e bi jo 1zpustili.
Zahteva, da je F podprostor kakega R", pa je tu predvsem zaradi nazornosti. Obicajna
definicija ploskve omenja le topoloSke lastnosti prostora samega, je pa ekvivalentna nasi

definiciji.

; str. 1]) 1n zato - no rekli:

Pokazimo zdaj kak primer ploskve. Jasno je, da je R? p
od@pﬁa mnozica v R? je ploskev, saj ima v njej waka tocka okolico, ki je pravi krog. I
gleimo Se primer p E_@Skm ki ne lezi v ravnini. O no z S*% povrsino enotske krogle v i
fi@i’@j mnoZico vseh ¢ € R?, za katere je || || = 1. To mnﬁzﬁg bomo imenovali mem@jm
enotska sfera; kadar bo jasno, da govorimo o pﬁogkw bomo »2-razsezna« izpuscali

s = (0, 0, 1) »severni pol« na S in j = (0, 0, —1) »juzni pol«. MnoZici §? — {s} m Sz —
—{j} sw o meomorini R? (homeomorfizem je stereografska projekcija [10; str. 2]). K

sta t1 mnoZzicl ocitno odprti in okmmm S2, 1e 8% ploskev (brez mba}.,
Oglejmo si zdaj zaprti enotski krog Ev R2 P
N1 pa ploskev brez roba (po definiciji 1.1), kam mgka e = U l Eﬂ lezi na mbu ' E

nima okolice v E, ki bi bila homeomorfna R
taren, ampak m@mm@ pr1l njem uporabiti I muwsr;g@v izrek o mvanaﬁm @dpﬁ@
[10; str. 3]. ' pa ima e okolice v £, ki so ho zarm zg@mﬁ p@lmvmm

— {(z’b T,) € I




vseh toCk 1z F, ki imajo prvo koordinato pozitivno, potem lahko podamo dva med seboj
inverzna homeomorfizma f: U — R_ % g: R, *— U takole:

(pri teh formulah moramo tocko ¢ = (ty, 7,) € R? interpretirati kot kompleksno Stevilo
7, -+ i7,). Prav lahko je pokazati, da ima tudi vsaka druga tocka na robu E odprto okolico
v E, ki je homeomorfna R+2 Definicijo 1.1 bomo zato dopolnili takole: |

1.2. Definicija. Ploskev je tak povezan podprostor F prostora ", da ima vsaka tocka
iz F odprto okolico v F, ki je homeomorfna bodisi R? (oziroma E°), bodisi R+? (oziroma
E° {1 R+*). MnoZico vseh tock iz F, ki imajo kako okolico homeomorfno R? imenujemo
notranjost Fin jo oznadujemo z int F. Komplement notranjosti, torej F — int F, imenujemo
rob Fin ga oznacujemo z oF.

Ploskev brez roba (po 1.1) je torej ploskev (po 1.2), pri kateri je rob prazna mnozica.
Opozoriti moramo, da int /7 in JdF nista v nobent zvezi z relativno topolosko notranjostjo
in relativnim topoloskim robom mnozice /v ambientnem prostoru R” (glej [10; str. 4]).
Pri primeru F < R?, ki smo ga imeli zgoraj, je sicer res int £ = E° relativna notranjost
za%E v R? in JF relativni rob za E v R?; toda E je tudi podprostor 3-razseZznega prostora
R? in v tem prostoru je notranjost £ prazna, rob je pa ves E. Poyma notranjosti in roba iz
definicije 1.2 sta »absolutna«; nanasata se le na prostor F in nista ni¢ odvisna od ambient-
nega prostora.

2. Mnogoterosti

Po nas8i definiciji je ploskev prostor, katerega »majhni kosCki« so topolosko prav taki
kot koScki 2-razseznega evklidskega prostora. Sama od sebe se ponuja posploSitev na
prostore, katerith majhni deli so podobni delom prostora R™ za poljubno izbran m. Takim
prostorom pravimo mnogoterosti.

2.1. Definicija. Naj bo m poljubno naravno Stevilo; m-razseZna mnogoterost — ali
kratko m-mnogoterost — je tak podprostor M prostora R”, da ima vsaka tocCka iz M odprto
okolico v M, ki je homeomorina bodisi K" bodisi zaprtemu »zgornjemu« polprostoru
R _ ™. Notranjost int M in rob dM definiramo podobno kot v 1.2.

Ploskev je torej isto kot povezana 2-mmnogoterost. Mnogoterost: dimenzije 1 bi smeli
imenovati krivulje. Toda beseda krivulja se uporablja v toliko razliCnih pomenih, da bomo
rajSi ostali kar pri »1-mnogoterostih«. Za mnogoterosti dimenzije m1 > 3 pa sploh nimamo
posebnih 1imen.

Primeri ploskev, ki smo jih navedli v § 1, imajo direktne posploSitve v vseh dimenzijah.
Tako so R%Z, poljubna odprta mnozica v R" in m-razsezna enotska sfera S (= povrsina
enotske krogle v R™*1) m-mnogoterosti brez roba, R+ in zaprta enotska krogla v R™ pa
sta m-mnogoterosti z (nepraznim) robom. Primeri 3-mnogoterosti z robom so Se razna
geometrijska telesa v R3. PovrSina vsakega takega telesa je »ocitno« neka ploskev brez
roba, zato nas ne bo presenetil tale izrek:

2.2. Izrek. Ce je M m-mmnogoterost z robom, je OM (m-1)-mnogoterost brez roba. (Pri
tem pod O-mnogoterostjo razumemo diskretno mnozico tock.)

Dokaz. Vzemimo poljubno tocko x € gM. Obstajata odprta okolica U za x v M in homeo-
morfizem A: U — Ry™. Presek U (1 OM je odprta okolica toke x v dM in h preslika U N
(1 M homeomorfno na A(U N dM). Zato je dovolj pokazati, da je /(U N1 dM) = R™1 (tu
-R™m-1 pomeni mnoZico vseh tock v R™ ki imajo m-to koordinato enako 0). Dokazali

#
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bomo ekvivalentno trditev, namre¢, da je AU M) < R" ! in h(U—0oM) < Ry

— m—1

Vzemimo poljubno totko y € U1 dM. Ce slika h(y) ne bi leZala v Rm-1 bi imela v
™ neko odprto okolico, homeomorino R”. S tem pa bi tudi tocka y imela odprto okolico
M, k1 bi bila homeomortna K™, To pa ni1 mogoce, ker je y e M. |

Vzemimo zdaj poljubno tocko y € U — dM. Ker y lezi v int M, obstajata odprta okolica
Vza y v M in homeomorfizem g: V — R™. °

Mnozici g(UN V) in A(U N V) leZita v R’
sta homeomorini (kompozitum /A< gt preslika prvo homeomorino na drugo). MnoZica
(U1 V) je odprta v

Bm (ker je U Vodprtav M in zato v V in ker je g homeomorfizem);
po Brouwerjevem lzreku o 1nvarianci odprte mnozice [10; str. 5] je zato tudi mnozZica
i( U (1 V) odprta v R, MnoZica, ki lezi v B+ in ki seka R"-1 pa ne more biti odprta
v R, Zato je h(U ﬂ Vyc Bym— Rm=1 in s tem tudi A(y) e R — Rt Izrek je
dokazan.

Omenimo Se, da se je za kompaktno mnogoterost brez roba udomacil izraz sklenjena
mnogoterost, za nekompaktno mnogoterost brez roba pa odprta mnogoterost (pri ploskvah
ustrezno uporabljamo izraza sklenjena in odprta ploskev). Vsaka odprta mnozica v ™ je
odprta m-mnogoterost; od tod tudi ime odprta mnogoterost. Ime sklenjena mnogoterost
pa je od tod, ker je vsaka kompaktna povezana 1-mnogoterost bmz roba ﬁm@j kompaﬁgm&

krivulja brez krajis¢) sklenjena krivulja. Primer sklenjene m-m

- \ &
il
@ : Ee 3 ;

Vse trditve o ploskvah, ki jih Om@ nmf@dh v tem razdelku, veljajo, primerno posplo-
Sene, tudi za mnogoterosti poljubnih dim . Ocitno velja:

3.1. Trditev. Bodi F ploskev in G — R" topoloski prostor. Ce obstaja kak homeomorfizem
h: F— G, potem je G tudi ploskev inint G = h(int F), 0G = h(JF).

1z te trditve in 1z [10; izrek 13] npr. sledi, da je vsak kompakten konveksen ik v K
ploskev z nepraznim robom In da je rob vsakega kompaktnega konveksnega telesa v &
sklenjena ploskev. |
Neposredno 1z definicije ploskve sledi tale princip: poljubna trditev o ploskvah, ki govori
samo o lokalnih lastnostih ploskve (to je o Eam‘msmh majhnih delov ploskve), je pravilna
v tem in samo v tem primeru, ¢e je pravilna za R R+2. Navedimo tri primere takih pra-
vilnih trditev.

3.2. Trditev. Vsaka m{!;

ki so homeomorfne I? ali R

3.3. Trditev. Vsaka tocka poljubne ploskve F iw
ki so homeomorfne zapriemu krogu E.

3.4.

Dokaz trditve 3.2. Vzemimo poljubno toCko x € F in poljubno odprto okolico U te
tocke v F. Pokazati moramo, da tudi znotraj U obstaja neka okolica toCke x, ki j¢ homeo-
morfna R? ali R+2 Zaradi enostavnosti vzemimo, da je x € int F; dokaz za prim
je éism podob@n Obstajata odprta okolica V toCke x v F in homeomorfizem A: V — R2
. torej tudi v V, zato je nj@na slika A(U N V) odprta v R2
K _ e W h(UNV) s sredisCem 4 (x} Inverzna
shka h=1(W) je v V, torej tudi v F, ustreza mmmﬁ xeh ' MW)c UNVcUinh
jo preslika homeon @ﬂ’h@ na krog ¥ ﬁ ki je dalje homeomorfen R2.

H’dﬁm 3.3 je Cisto podoben 1n ga bomo izpusézm., Trditev 3.4 pa je neposredna
posledica 3.2. Naj bo F poljubna 1 msmv in G poljubna povezana odprta podmnozica v F.

a poljubne ploskve F ima v F poljubno majhne odprte okolice,

_I—“

1a v F poljubno majhne kompakine okolice,

Trditev. Vsaka povezana odpria podmnoZica poljubne ploskve je ploskev.
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Izberimo poljubno tocko x € G. Ker je G okolica za x, obstaja po 3.2 odprta okolica V
tocke x v F, ki je vsebovana v G in je homeomorfna R? ali R+% Seveda je V tudi odprta
okolica za x v G in s tem je dokazano, da je G ploskev.

Navedimo Se dva izreka o ploskvah, ki sta globalne narave (tj. govorita o ploskvi v
celoti, ne le o njenih majhnih delih) in nista prav o€itna, vendar ju je dovolj lahko dokazati.

3.5. Izrek. Poljubni dve tocki poljubne ploskve lahko poveZemo v tej ploskvi z neko potjo.
To se pravi: Ce sta x in y poljubni tocki poljubne ploskve F, obstaja taka zvezna preslikava
zaprtega intervala [0, 11 v ploskev F, ki preslika Ov xin 1 v y.

3.6. Izrek. Bodi F poljubna ploskev in bodita x in y poljubni tocki v int F. Potem obstaja
neki homeomorfizem h: F — F, ki x preslika v y, vsako tocko iz OF pa pusti na mestu.

Izreka 3.5 in 3.6 imata zelo podobna dokaza, zato bomo dokazali le 3.6. Uvedimo
najprej tale izraz: disk je prostor, homeomorfen zaprtemu krogu E. Pri dokazu izreka 3.6
bomo potrebovali tale pomozni izrek:

3.7. Lema. Izrek 3.6 je pravilen, ce je F disk.

Dokaz. Privzemimo najprej, da je F = E. Naj bo f: E — E homeomorfizem, ki vsak
radij kroga E preslika linearno na daljico od x do krajis€a radija, ki lezi na S* = J0FE (sl. 1)-
ta homeomorfizem je dan s formulo f(¢) = ¢ + (1 — || # ||) x. Podobno konstruiramo homeo;
morfizem g: E — E, ki preslika vsak radij linearno na daljico od y do »zunanjega« krajisca
radija. Kompozitum 2 = g o f~! je potem tak homeomorfizem 1z £ v E, kot smo ga Zeleli.

Vzemimo zdaj poljuben disk F. Izberimo neki homeomorfizem &: F — E. Po prejSnjem
obstaja tak homeomorfizem h': E — E, da velja A'(k(x)) = k(y) 1n A (t) =t za t € S
Kompozitum A = k1o A’ o k je potem homeomorfizem iz F v F in zanj velja A(x) =y
in A(z) = z za z € OF.

Dokaz izreka 3.6. OznaCimo z G mnozico vseh tistih toCk iz int F, v katere je mogoce
preslikati x s kakim homeomorfizmom F — F, ki ne premakne nobene robne tocke; bodi
H = int F— G. 1z 3.7 zlahka sledi, da sta mnozici G in H odprti. Res! Naj bo s poljubna
toCka v G in naj bo f: F — F tak homeomorfizem, da je f(x) = s. Po 3.3 obstaja disk D <
— int F, ki je okolica za s. Hitro bomo videli, da je int D < G (in zato je mnozica G odprta):
Ce je ¢ poljubna toCka v int D, obstaja po 3.7 tak homeomorfizem ¢g: F — F, daveljag(s) = ¢
in g(z) = z za z € F—int D; sestavljeni homeomorfizem g © f preslika x v ¢, torej je ¢ € G.

Sl. 1 u, Sl. 2

Cisto podobno dokaZemo, da je odprta tudi mnoZica H. Vidimo, da je int F unija disjunkt-
nih odprtih mnozic G in H. Ker je mnozica int F povezana (lahka posledica povezanosti
ploskve F), mora biti ena od mnozic G, H prazna. MnoZica G ni prazna, saj vsebuje x.
Zatoje H =0 in F = G.
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3.8. Opomba. Enako pokaZzemo, da za poljubno zaprto m
plement F — Z je povezan, in za poljubni toCki x in yiz (int F) — Z homeon
h: F— F, ki ustreza zahtevama: A(x) =y in h(z) =z za z € Z. Od tod pa {z gﬂduk@g@}
takoj sledi: Ce si v int F poljubno izberemo paroma razlicne toCke x,, ..., x, in paroma
razlicne toCke yi, ..., y,, potem , da velja h(x) =

myé’ Z&gm E?‘,ase?ﬁ@

V tem razdelku nekatere stvari zal ne bodo ravno kristalno jasne. Zahteven bralec
O bo zadovoljen. Tolazim ga lahko le s tem, da se da vse, kar bomo tu poceli, na-
praviti p@pmﬂ@

Poljubno premico {ah d amgw usmerimo ali orientiramo tako, da si na njej izberemo
ﬁ@ki mkmz* smer teg gz brana »pozitivna« smer ali izbrana orientacija.
' , ) Podobno je orientacija enostavne sklenjene
kmmgje (tj. 1-m gﬁi@mgih ki je kmémm} 1zbira (»pozitivne«) smeri obhoda
te krivulije. Orientacija poljubne ravnine pa j@ odloCitev za w»levi« ali »desni« koordinatni
sistem v te} ravnini ali — kar je v bistvu isto 1zbi nOZiti Meri i ini
Smer vrienja pa je spet v bistvu isto kot smer @bh@d& p@]@jubm kmzm@@ v ravnin ali mm
smer obhoda roba poljubnega diska v ravnini. D azanje, uvedimo tole
definicijo: |

]

Definicija. Orientacija diska je orientacija roba tega diska (z drugimi besedami —
disk orientiramo tako, da orientiramo njegov rob).
V vsakem od doslej nastetih objektov (premici,
ravnini, disku) je mogocCe 1zbrati dve razli¢ni orientaciji. Zelo vazno je tole: Ce izberemo dva
pohub E) ommmmna, ﬁska recimo B in C, v isti ravnini, je njuni orientaciji mogoce pri-
merjati. Rekli bomo, d B in C orientirana skladno, ¢e doloCata isto orientacijo ravnine,
tj. Ce se smeri wwma; \% mvmm ki sta doloceni z izbranima orientacijama v Bin C, ujemata;
B in C orientirana neskladno. Na sl. 2 sta diska B in C orientirana
neskladno, dmk D pa je orientiran skladno s C. |
Ali je mogoce govoriti tudi o @m@ma@m poljubne ploskve?
E@kaﬁm @H@HE&QE}E na i E@Skw kajti za hne dele ploskve si lahko predstavljan

daljici, enostavni sklenjeni krivulj,

Gotovo lahko govorimo o
10, da lezijo

F' je taka izbira orientacij
za vse diske v F, ki toCko x vsebujejo v svoji notranjosti, da sta vsaka dva izmed teh diskov,
ki imata p@ﬁ@g E@g& Se to lastnost, da eden od njiju lezi v drugem, orientirana skladno.

1 dveh orientiranih diskih, recimo C in D, ki ustrezata relaciji C
10 0 skladnosti oziroma neskladnosti or mmaw (pri drugacnih parih
di@k@‘v pa v splosnem ne): D preslikamo s kakim homeomorfizmom /4 na disk v RR? in dani
orientaciji v C in D prenesemo s i na diska A(C) in A(D). Ni tezko videti, da je odvisno
samo od C 1 D (ni¢ pa od A), ali sta orientaciji v A(C) in A(D) skladni. Zato lahko defini-
in D orientirana skladno, ¢e sta £(C) in A(D) orientirana skladno.

, Ies hko gamm

D orientiran disk v ploskvi F in bodi x €int D. Potem obstaja ena in
v to¢ki x, ki priredi disku D vnaprej dano orientacijo.

disk na ploskvi doloca neko lokalno orientacijo

samo ena lokalna orientacija ploskve F

7 drugimi besedami, vsak orientiran

ploskve v vsaki svoji notranji tocki.

- Dokaz. Ce je C poljuben tak disk v F, da je x eint C, potem presek int C []int D vsebuje
po 3.3 tak disk B, da je x €int B. Orientirajmo B sk D, potem pa e C skladno z B.
Ce tako orientiramo vse moZne diske C v F, za katere je x € int C, res dobimo neko lokalno
orientacijo ploskve F v tocki x.




4.4. Posledica. Ploskev ima v vsaki svoji notranji tocki natancno dve mozZni lokalni orien-
taciji.
"~ Velja opomniti, da dva orientirana diska na ploskvi, katerih notranjostiimata neprazen,

toda nepovezan presek, lahko doloCata v nekaterih skupnih notranjih tockah isto lokalno
orlentacijo, v nekaterih pa razliCni lokalni orientaciji.

Recimo, da je F gladka ploskev v R®. Potem v poljubni tocCki x € int F obstaja normala
ploskve. Po 4.2 je lokalna orientacija ploskve v toCki x dana z izbiro smeri vrtenja v ploskvi
okoli toCke x. Ta smer vrtenja pa natancno doloCa (po »pravilu desnega vijaka«) neko
smer na normali ploskve v tocki x (in obratno). Zato lahko lokalno orientacijo za F v tocki
x podamo z izbiro enotskega vektorja na normali ploskve F'v tocCki x. Dokaj jasno je, kako
zdaj definirati globalno orientacijo za F: kot skladno 1zbiro lokalnih orientacij, tj. kot tako
izbiro enotskih vektorjev na vseh normalah ploskve, da se njihove smeri zvezno spreminjajo
od tocke do toCke. Tudi v sploSnem bomo definirali globalno orientacijo ploskve kot skladno
izbiro lokalnih orientaciy v vseh notranjih tockah ploskve. NatancCneje:

4.5. Definicija. (Globalna) orientacija ploskve F je taka izbira orientacij za vse diske v F,
da vsaka dva diska (katerih notranjosti imata neprazen presek) doloCata v vsaki tocki, ki
lezi v preseku njunih notranjosti, isto lokalno orientacijo.

Iz 4.3 zlahka sled1

4.6. Lema. Naj bo {D,, D,, D, ...} taka (konéna ali neskoncna) druzina diskov v ploskvi
F, da njihove notranjosti pokrivajo int F. Potem vsaka taka izbira orientacij za te diske, da

vsak par D;, D; doloca v vsaki tocki iz int D;(1int D; isto lokalno orientacijo, natanéno
doloca neko orientacijo ploskve F.

Ta lema je koristna iz praktiCnih razlogov. Na vsaki ploskvi je namreC nepregledna
mnozica diskov, medtem ko je recimo vsako kompaktno ploskev mogocCe pokriti Ze z
notranjostmi koncno mnogih diskov (v resnici vedno zadostujejo Ze trije diski).

S tem, da smo orientacijo ploskve definirali, seveda nimamo Se nobenega zagotovila,
da orientacije ploskev obstajajo. Res nekatere ploskve ne premorejo nobene orientacije.

4.7. Definicija. Ploskev F imenujemo orientabilno, e ima kako orientacijo. Ce pa na F
ni nobene orientacije, je F neorientabilna.

Primer orientabilne ploskve je ravnina. Se ve&; prav lahko je videti, da je orientacija
ravnine, kot smo jo definirali v 2. odstavku tega razdelka, in orientacija ravnine po definiciji
4.5 v bistvu ista stvar. Tud1 vsaka ploskev, ki je homeomoritna kaki ploskvi v ravnini, je
orientabilna; to sledi iz tehle dveh ocCitnih resnic:

4.8. Trditev. Naj bo F orientabilna ploskev in G neka ploskev, ki je homeomorfna F.
Potem je tudi ploskev G orientabilna.

4.9. Trditev. Bodita F in G ploskvi in naj bo G < F. Ce je ploskev F orientabilna, je orien-
tabilna tudi G.

Tudi neorientabilne ploskve obstajajo; nekaj primerov bomo pokazali v prihodnjem
razdelku.

Naj bo F ploskev in x, toCka v int F. Izberimo si lokalno orientacijo za F v tocki x,.
Kako bi to lokalno orientacijo razsirili do globalne orientacije? Bodi x poljubna tocka v
int F. Veriga majhnih diskov od x, do x je tako (konCno) zaporedje diskov Dy, Dy, ..., D, v
F, da velja:

(@) xpeint Dy, x eint D, ,

(byzai=1,2,...,njeint D;,_, Nint D; 5 @ (na to lastnost zaporedja se nanasa beseda
»veriga«w),

32



(c)zai=1,2,...,nlezi D;; U D, m disku na ploskvi (to je »majhnost« diskov).

| x, do x, lahko vzdolz nje prenesemo lokalno orientacijo 1z

. Lokalna orientacija v x, namred dolo¢a neko @ﬂ@maajo 7a D,: iz zgomﬁh zahtev

D, obstaja natancno ena orientacija, ki je na int D

in (c) sledi, da v 1 1
Obh@n@ @ﬂ@nmw@ Y% . analogno pravkar dobljena OH@HE&QE}&; v D, doloCa neko orien-

D dolocCa i PO 4.3 mﬁm lokalno orientacijo ploskve F v tocCki x.
| D F obstaja veriga majhnih diskov od x,
do x. Tocki x@ in x zveZemo s potjo v F (glej 3.5). Ce vsako tocko te poti {miéﬁj@na je slika
;30“ kam pm j@ v resnici preslikava) @hﬁj@mﬁ z notranjostjo nekega déﬂga d@ﬂ imo odprto
Ker j mpaktna mnozica, lahko izmed vseh teh diskov i Emmﬁ -----
ﬁmmmom tudi Ze pokrivajo pot. Lahko je wd@m da se dajo t1
dje tako, da sta izpolnjeni zgornji zahtevi (a) in (b); Ce smo zaceli

Od tod zdaj sledi:

wsém \Y% E&GE’@
vid d@m}j majhnimi diski, bo izpolnjena tudi zahteva (c).

Orientabilna ploskev ima natanéno dve orientaciji.

c na izbira
olobalna orientacija natancno dolocena.

lokalno orientacijo. Tocko x, lahko poveZemo s poljubno drugo tocko x z neko verigo
mora tudi lokalna ormnmmja v x, ki Jo dobimo s prenosom lokalne orientacije

_ /.a orientabilno ploskev, recimo F, obstaja vsaj ena orientacija, tj. sk
lokalnih @rmnmm j. Ce hkrati izprevrZzemo vse lokalne @m@nmm@ oCitno Sp@t dobimo sklad-
no kolekcijo lokalnih orientacij. Zato 1ima F najmanj dve orientaciji. VeC jih pa ne more
m kajti z lokalno orientacijo v eni tocCki je g
[zberimo neko globalno orientacijo in vzemimo v p@bu%no izbrani notranji toCki x, ustrezno
diskov 1 in vzdolz nje prenesemo Eokaino orientacijo iz x, v x. OCitno mora pri tem
c disk 1z verige dobiti orientacijo, ki se na z mbmﬂﬁ globalno orientacijo ploskve;
1Z X,o, Ujemati z lokalno orientacijo v x, ki jo doloca izbrana globalna orientacija. Trditev
4.10 je dokazana.

da neko metodo za prepoznavanje orientabilnih oziroma ne-
ploskev. Izberimo poljubni toCki x, in x v int F in neko lokalno orientacijo
v X,. Ce si 1zberemo verigo majhnih diskov od x, do x, lahko vzdolZ nje prenesemo lokalno
orientacijo 1z x, v x. Toda razli¢ne verige od x, do x nam lahko dajo razliCne lokalne orien-
tacije v x. Ce dobimo pri vseh monih verigah isto lokalno orientacijo v x in &e velja to
za vsako toCko x iz int F (v resnici velja za vsako, Ce velja za eno), potem izbrana lokalna
orientacija v x, natancno doloc¢a neko lokalno orientacijo v vsaki tocki ploskve 1n oéitno
so vse te lokalne orientacije med seboj skladne; ploskev je torej orientabilna. Ce pa pri
m&kﬁ x lahko dobimo dve verigi majhnih diskov od x, do x, ki doloCata v x razlicni
mmnmguh j@ E@S eV nmm@m&bﬂn@

orientabilnih

g

ﬂbm‘m s prenosom lokalne orientacije iz

Xo V X vzdolz gzbmmh c verig mm mmm orientacijo v x. Vidimo, da velja:

4.11. Trditev. Ploskev F je orientabilna natanko tedaj, ko ima tole lastnost: fe prenesemo
i@fmim orientacijo vzdolZ poljubne sklenjene verige majhnih diskov iz x, € Int F' nazaj v x,,
dobimo v x, zaletno lokalno orientacijo.

V resnici je dovolj, & pri tem gledamo samo verige, sestavljene iz diskov, ki jih jemljemo

iz kake take druZine diskov, da njihove notranjosti pokrivajo int F in da vsaka dva diska,
disku na F.

katerih notranjosti se sekata, lezita v kakem

definirati rekurzivno.







