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IVAN VIDAV Mami RUELO
Mi Mi Ma

AMS Subj. Class. (1970): 54-01, 54 D 05

Članek obravnava osnovne pojme splošne topologije: odprte in zaprte množice, zvezne preslikave,
povezane prostore in kompaktne prostore. |

GENERAL TOPOLOGY

This is an elementary exposition of the basic notions of the general topology: open and closed

sets, continuous maps, connected spaces and compact spaces.

1. Evklidski prostori. V običajnem prostoru je lega točke določena s tremi koordina-

tami. Koordinate so realna števila, koordinatni sistem pa naj bo pravokoten. Ker tudi

narobe vsaka trojka (č,, č., €z) realnih števil določa neko točko v prostoru, pravimo po-

gosto kar trojki točka. Izhodišče koordinatnega sistema o je točka s koordinatami nič. Od-

daljenost točke (€,, č,, %,) od izhodišča je enaka pozitivnemu kvadratnemu korenu izraza

Ca? - Ča? -- Ce?
Posplošimo: točka m-razsežnega prostora je urejena z-terka realnih števil (č,,..., č,),

n-razsežen prostor, označimo ga z R", pa ni nič drugega kakor množica vseh urejenih z-terk.

Na kratko bomo zaznamovali točke z malimi latinskimi črkami, npr. x <— (č,,..., č,).

Števila €,,...., €, so koordinate točke x, Z, je prva koordinata, €, druga itd., %,, n-ta koor-

dinata.

Pri nu — 1 je R' — R kar številska premica. Točka ima samo eno koordinato. R? je

ravnina. Vse slike bomo risali v ravnini, tj. za n — 2.

Množica vseh urejenih z-terk je množica elementov kartezičnega produkta R x R x

x ... X R, kjer je faktorjev z. Zato lahko rečemo, da je prostor R" kartezični produkt

n premic.

Pogosto bomo r-terko x — (€,,..., €,) imenovali vektor. Števila č,,..., €%,, so v tem

primeru komponente vektorja x. Vektor x sega od izhodišča o do točke s koordinatami

Či, ».., Čy: Vektorje lahko seštevamo in množimos števili. Seštevamo jih tako, da seštevamo

istoležne komponente, množimo s skalarjem pa tako, da pomnožimo vse komponente

s skalarjem. Če sta torej x — (€,,..., %,) in y — (],..., 7,) poljubna vektorja in a poljubno

število, je

X T V — (č, -- 7], «45 č,, -- n,)

X — (ač;, see, ač,)

Razdalja točke x od izhodišča je enaka pozitivnemu kvadratnemu korenu iz vsote

kvadratov koordinat. Ta razdalja je obenem dolžina oz. norma vektorja x. Označimo

jo z |I x ||, torej

x | — EEA... EP

Če pomnožimo vektor x s skalarjem a, se norma pomnoži z | a |, tedaj||ax || —|a|"|| x ||.

Razdalja dveh točk x in y v prostoru R" pa je enaka normi razlike x — y:

d(x, y) < || x—y || <VG 5m)" £... - Č, — m)? (1)



Razdalja ima tele lastnosti:

1. d(x, y) Z 0; d(x, y) — 0 natanko tedaj, kadar točki x in y sovpadata.

2. Razdalja je simetrična: d(x, y) — d(y, x).

3. Velja trikotniška neenačba. Če so x, y, z poljubne točke, je

d(x, z) S d(x, y) -- diy, z) (2)

Tri točke x, y, z imamo lahko za oglišča trikotnika. Razdalje d(x, y), d(y, z) in d(x, z)

so dolžine njegovih stranic. V trikotniku je vsaka stranica manjša od vsote drugih dveh

stranic. Zato imenujemo (2) trikotniško neenačbo.

Lastnosti 1. in 2. sta neposredno razvidni iz definicije (1). Trikotniška neenačba se da

tudi izpeljati iz definicije (1), je pa pri tem potrebno nekaj računanja. Enačaj nastopi v (2)

tedaj, kadar so točke x, y, z na isti premici in leži y med x in z.

Evklidski prostor R" je množica vseh urejenih z-terk realnih števil, pri čemer računamo

razdaljo med točkami po formuli (1).

Naj bo a točka prostora R" in r pozitivno število. Množica vseh točk x ec R", ki so od

a oddaljene za manj kakor r, je odprta krogla K(a, r) s središčem a in polmerom r:

K(a,r) <4x€R", || x—a|| <r)

Množica vseh točk, ki imajo oddaljenost r od a, je sfera S(a, r) s središčem a in polmerom r:

S(a, r) — 4x € R", | x —a | —r)

Če upoštevamo definicijo norme, sestavljajo kroglo točke x, katerih koordinate ustrezajo

neenačbi

(č, — a)? z... (€, —a,)? < rr"

Sfero pa sestavljajo vse točke, ki ustrezajo enačbi

(č, — a)? -... (€, —a,)" — r?

Tu so a;,...., a, koordinate središča a.

V dvorazsežnem prostoru je množica K(a, r) krožna plošča s polmerom r, S(a, r) pa je

krožnica. |

V enorazsežnem prostoru ima točka eno samo koordinato. Razdalja dveh točk je abso-

lutna vrednost razlike koordinat. Enorazsežna krogla s središčem a in polmerom r je interval

in a --r.

Množica točk (x e R", || x —a || <r) je zaprta krogla s središčem a in polmerom r.

Zaprta krogla sestoji iz odprte krogle K(a, r) in sfere S(a, r).

Oglejmo si še definicijo kvadra. Imejmo dve n-terki (a,,...,a,)in ($,,..., B,), pri čemer

naj bo a, < f, za vsak k. Kvader K je množica vseh točk x — (č;,..., č,), pri katerih

leži prva koordinata €, med a, in 6,, druga č, med a, in 6,, itd., zadnja koordinata č, pa med

a, in P,. Robovi tega kvadra so 8, —a,,..., B, —a,,. Če so med seboj enaki, je K n-raz-

sežna kocka. V ravnini je množica K pravokotnik, na premici pa daljica (interval).

2. Topologija v prostoru R". Okolico točke a sestavljajo vse točke, ki so »blizu« točke a.

Že v vsakdanjem pomenu okolica ni nekaj natanko določenega. Za okolico mesta vzamemo

lahko npr. vse kraje, kamor pridemo iz mesta peš v manj kakor eni uri, ali vse kraje, kamor

pridemo s kolesom v manj kakor eni uri ali z avtom v manj kakor eni uri. Tudi v matematiki

ima vsaka točka več okolic.
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V prostoru R" je vsaka krogla s središčem v točki a okolica točke 4. Na splošno pa ime-

nujemo okolico točke a vsako množico točk, ki vsebuje kako kroglo s središčem da. Torej

ima vsaka točka prostora celo družino okolic. Ta družina ima tele lastnosti:

(1) Vsaka okolica U točke a vsebuje a, tedaj a e U.

(2) Presek dveh okolic točke a je okolica točke a.

(3) Če množica V vsebuje kako okolico U točke a, je V okolica točke a.

(4) Naj bo U poljubna okolica točke a. Obstaja taka okolica V točke a, da je U okolica

za vsako točko množice V.

Lastnosti (1), (2) in (3) so neposredno razvidne. Da velja tudi (4), ugotovimo takole:

okolica U točke a vsebuje neko kroglo K(a, r) s središčem a in polmerom r > 0. Naj bo

V krogla K(a, 4r). Množica U je okolica za vsako točko b krogle K(a, 4 r), saj leži krogla

K(b, 4 r) v krogli K(a, r), torej pripada množici U (glej sliko D.

Navedimo še eno lastnost okolic:

(5) Naj bosta a in b različni točki. Obstaja taka okolica U točke ain okolica V točke Db,

da nimata U in V nobene skupne točke, torej UN Vx< O.

Označimo namreč z d razdaljo točk a in b in postavimo r — 1 d. Krogli K(a,r)in K(b, r)

sta okolici točk a in b in nimata skupne točke. |

Naj bo a,, ds, ds, ... Zaporedje točk v prostoru R". Definicija konvergence je običajna:

zaporedje fa,% konvergira proti točki a, če vsaka okolica limitne točke a vsebuje od nekega

člena naprej vse točke tega zaporedja. Torej za vsak s > 0 lahko najdemo tak indeks k,,

da je || a, — a || < a za vsak k > k,. Hitro vidimo, da v konvergentnem zaporedju (4,3

konvergirajo posamezne koordinate členov a, proti ustrezni koordinati limitne točke a.

Naj bo A poljubna množica točk prostora R". Točka iz R" ima glede na A lahko tri

različne lege (sl. 2): |

a) Točka a je notranja točka množice A, če obstaja vsaj ena okolica U točke a, ki leži

vsa v množici A. |

b) Točka Db je zunanja točka, če obstaja vsaj ena okolica V te točke, ki nima nobene

točke množice A.

c) Točka c je robna točka, če so v vsaki njeni okolici točke iz množice A in točke, ki

niso v A.



Notranja točka pripada množici A, zunanja točka pa ni v A. Robna točka je lahko v

množici A ali pa tudi ne.

Označimo z A" komplementarno množico od A (na kratko komplement od A), to je

množico vseh točk prostora R", ki niso v A. Množici A in A" nimata skupne točke, združeni

pa sestavljata ves prostor, torej A (Il 4" <—< 0 in A U A" — R". Notranja točka množice

A je zunanja točka za A", zunanja za A pa je notranja za A". Vsaka robna točka množice

A je robna točka tudi za A".

Primeri. 1. Če je A — R?", so vse točke notranje, zunanjih in robnih točk tu ni.

2. Naj bo A množica vseh točk na premici, prostor R" pa naj ne bo enorazsežen. Tu

notranjih točk ni. Vsaka točka na premici je robna, vse točke zunaj premice pa so zunanje.

3. Če je 4 — K(a, r), to je krogla s središčem a in polmerom r, ima množica notranje,

zunanje in robne točke. Vse robne točke sestavljajo sfero S(a, r).

4. Tmenujmo točko x <— (Z,,..., č,) racionalno, če so vse njene koordinate č, racio-

nalna števila. Množica vseh racionalnih točk nima niti notranjih niti zunanjih točk. Vse

točke prostora so robne. V vsaki okolici vsake točke so namreč racionalne točke in točke,

ki niso racionalne.

Definicija. Množica O je odprta, če je vsaka njena točka notranja.

Množica Z je zaprta, če vsebuje vse svoje robne točke.

Odprta krogla K(a, r) je odprta množica, sfera S(a, r) je zaprta množica. Ves prostor

R" je hkrati odprta in zaprta množica. Robnih točk pri tej množici sploh ni.

Iz definicije je takoj razvidno, da je komplementarna množica odprte množice zaprta,

komplementarna množica zaprte množice pa odprta. Komplement vsega prostora R" je

prazna množica. Ker je R" odprta in zaprta množica, štejemo tudi prazno množico za

odprto in zaprto.

Iz definicije okolice in odprte množice se takoj vidi, da je neprazna odprta množica

okolica za vsako svojo točko.

Označimo z O družino vseh odprtih množic in z ŠZ družino vseh zaprtih množic pro-
stora R". Družina () ima tele lastnosti:

(A) Prostor R" in prazna množica 0 pripadata družini 0

(B) Unija odprtih množic je odprta množica

(C) Presek dveh odprtih množic je odprta množica

Družina SZ ima podobne lastnosti:

(A) Množici R" in 0 pripadata družini S£

(B') Presek zaprtih množic je zaprta množica

(C) Unija dveh zaprtih množic je zaprta množica

Dokažimo lastnosti za odprte množice! Lastnosti (A), (B") in (C) dobimo iz (A),

(B), (C), če upoštevamo, da je zaprta množica komplement odprte, da je presek komple-

mentov komplement unije in unija komplementov komplement preseka.
Da velja (A), že vemo. |

Naj bo zdaj 40,? poljubna družina odprtih množic in O unija te družine. Vzemimo v O

poljubno točko a. Ta točka je vsaj v eni množici družine (10,), npr. ac O;,. Ker je O, odprta

množica, je okolica točke a. Unija O pa vsebuje množico O;. Od tod sledi, da je a notranja

točka v O. Torej je O odprta množica, ker so vse njene točke notranje.

Naj bosta O, in O, odprti množici. Če je presek O, [A O, prazna množica, je odprta. Naj

bo 0, NA 0; z£ 0. Vzemimo v preseku poljubno točko a. Ta točka leži v O,in O,. Ker sta O,

in O, odprti, obstajata taki okolici U, in U, točke a, da je prva v O,, druga v O,. Presek

U<U,NU, je tudi okolica točke a, leži pa v preseku O, A O,. Torej je a notranja točka

preseka O, (1 O,, ki je res odprta množica.
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Iz lastnosti (C) takoj sledi, da je presek končnega števila odprtih množic odprta množica.

Množico vseh notranjih točk dane množice A c R" označimo z A?, Očitno je A? odprta

množica in leži v A. To je največja odprta množica v A. Imenuje se notranjost množice A.

Množica A je odprta natanko tedaj, ko je A — A?.

Prav tako sestavljajo vse zunanje točke množice A odprto množico. To je notranjost

komplementa A".

Dodajmo množici A vse njene robne točke. Dobljena množica A vsebuje množico A

in je zaprta. Njen komplement sestoji namreč iz vseh zunanjih točk množice A in je odprta

množica. A se imenuje zaprtje množice A. Očitno je A najmanjša zaprta množica, ki vse-

buje A.

Množico vseh robnih točk bomo označili z R(A). To je obenem množica robnih točk

komplementa A". R(A) imenujemo rob množice A. Rob R(A) je zaprta množica, ker je

presek zaprtih množic A in zaprtja komplementa A".

Naj bo X poljubna množica točk prostora R". Okolica točke a < X glede na X je presek

množice X z okolico točke a v prostoru R". Taka okolica je npr. množica vseh točk iz

X, ki leže v notranjosti krogle s polmerom r in središčem a. Podmnožico A c X bomo ime-

novali relativno odprto, če obstaja taka odprta množica O prostora R", da je4<0[ X.

Podobno je podmnožica B c X relativno zaprta, če je enaka preseku množice X s kako

zaprto množico prostora R". Družina relativno odprtih množic množice X ima, kakor

družina odprtih množic prostora R", lastnosti (A), (B) in (C), družina relativno zaprtih

množic pa lastnosti (A), (B") in (C'). Množico točk X c R" bomo imenovali podprostor

prostora R" ali na kratko kar prostor.

V posebnem primeru, ko je X odprta množica prostora R", so relativno odprte množice

vse odprte množice, ki leže v X. Ce pa je X zaprta v R", so relativno zaprte vse zaprte mno-

žice, ki leže v X.
/

Primeri. 1. Množico vseh točk na premici imamo lahko za enorazsežen prostor R!,

Relativno odprte (zaprte) množice se tu ujemajo z odprtimi (zaprtimi) množicami prostora

R!, Isto velja, če je X množica vseh točk na neki ravnini prostora R". Relativno odprte

in zaprte množice se ujemajo z odprtimi in zaprtimi množicami prostora R?,

2. Sfera S(a, r) je zaprta množica. Zato so relativno zaprte množice kar zaprte množice

točk na. tej sferi. Odprta množica na S(4, r) pa je presek odprte množice prostora R" s sfero

S(a, r).

Naj bosta X c R" in Y c R" poljubni množici točk. Preslikava f: X-—> Y je predpis,

po katerem pripada vsaki točki x ce X natanko določena točka prostora Y kot slika. To

točko bomo označili z f(x). Preslikava f je injektivna, če upodobi različne točke prostora X

v različne točke prostora Y, surjektivna, če je vsaka točka prostora Y slika neke točke iz X,

in bijektivna ali povratno enolična, če je hkrati injektivna in surjektivna. Bijektivna pre-

slikava ima inverzno preslikavo f7!, ki preslika prostor Y na X.

Če je A množica točk prostora X, označimo z f(A) množico njenih slik, torej f(4) —

— (/(x), x € Aj. Posebej je f(X) množica vseh slik pri upodobitvi f. f(X) imenujemo zalogo

vrednosti upodobitve f. Če je f(X) — Y, je upodobitev surjektivna.

Naj bo B množica točk prostora Y. Njena inverzna slika, označimo jo f'(B), je množica

vseh tistih točk prostora X, katerih slika pripada množici B. Torej f '(B) — (xe X, f(x) e

e B).

Kako se preslikava f izraža s koordinatami? Naj bo x — (č,,..., €,,) in f(x) < y —

— (, ..., 7],) Ustrezna točka v Y. Njene koordinate so funkcije koordinat točke x:

fhi — f,(Č,, o» e3 Č on), 22», lx — f, (Či, soe5 Em)



Narobe je tudi res. Funkcije f4(č,,..., €,),..., /,(Ei, «.« Em) ki naj bodo definirane, če

pripada točka x — (č,,...., č,,) množici X, določajo neko preslikavo množice X v prostor R".

Prostor R! je številska premica. Preslikava f : X — R! — R je torej realna funkcija, ki je

definirana na množici X.

Kdaj je preslikava f : X — Y zvezna? Zvezna je lahko v posameznih točkah, pa tudi

povsod na definicijskem območju X. Definicija zveznosti v točki je običajna:

Definicija. Preslikava f : X — Y je v točki x, € X zvezna, če pripada vsakemu pozitiv-

nemu številu e tak pozitiven 8, da velja ocena

| CA —fA || < a

za vse točke x € X, ki ustrezajo pogoju || x — x, || < 8.

Vse točke x e X, za katere velja || x — x, || < 8, sestavljajo okolico U; točke x, v pro-

storu X. Vse točke y e Y, ki ustrezajo pogoju || y — f(x) || < s, pa sestavljajo okolico V,

slike f(x,). Pozitivno število e si smemo poljubno izbrati. Od tod sledi, da lahko povemo

definicijo zveznosti tudi takole:

Preslikava f je v točki x, € X zvezna, če za vsako okolico V slike f(x,) obstaja taka okolica

U točke x,, da se vse točke okolice U preslikajo v izbrano okolico V točke f(x,), torej velja

MU) c V.

Preslikava f : X — Y je na prostoru X zvezna, če je zvezna v vsaki točki.

izrek 1. Preslikava f: X — Y je zvezna natanko tedaj, kadar je inverzna slika vsake

odprte množice prostora Y odprta množica prostora X.

Dokaz. Naj bo f zvezna, torej zvezna v vsaki točki prostora X. Vzemimo v Y poljubno

odprto množico O. Denimo, da njena inverzna. slika f"! (0) ni prazna. Naj bo ac/f"! (0),

tedaj f(a) € O. Ker je množica O odprta, je okolica točke f(a). Ker je f zvezna povsod, torej

tudi v točki a, obstaja taka okolica U točke a, da je ((U) c O. Od todsledi U c f"1(0).

Torej je a notranja točka množice f-'(0). Ker je bila a poljubna, je f"'(O) res odprta množica.

Naj bo zdaj f taka preslikava, da je inverzna slika vsake odprte množice odprta množica.

Izberimo si poljubno točko a ec X in poljubno odprto okolico V slike f(a). Njena inverzna

slika f (V) — U je odprta množica. Ker je a e U in U odprta, je U okolica točke a. Nadalje

velja f(U) < V. Torej je f v točki a zvezna. S tem je izrek 1 dokazan.

Pogosto definiramo, da je zvezna preslikava taka preslikava, pri kateri je inverzna slika

vsake odprte množice odprta množica. Izrek 1 pove, da je ta definicija ekvivalentna z defini-

cijo zveznosti v vsaki točki.

Definicija. Bijektivna zvezna preslikava f : X — Y, pri kateri je tudi inverzna preslikava

J—.: Y — X zvezna, se imenuje homeomorfizem.

Prostora X in Y sta homeomorfna, če obstaja kak homeomorfizem f prostora X na prostor Y.

Inverzna preslikava f"! homeomorfizma fje seveda tudi homeomorfizem. Zato je homeo-

morfnost prostorov simetrična lastnost. Topologija študira tiste lastnosti prostorov, ki se

ohranjajo pri homeomorfizmu.

Naj bo f homeomorfizem prostora X na prostor Y. Ker je f zvezna preslikava, preslika

f7' vsako odprto množico prostora Y na odprto množico prostora X. Ker je tudi f"! zvezna

in je f njena inverzna preslikava, preslika tudi f odprte množice prostora X na odprte mno-

žice prostora Y. Zato obstaja pri homeomorfnih prostorih povratno enolična korespon-

denca med odprtimi množicami prvega in drugega prostora.

Oglejmo si dva primera homeomorfizmov. Prvič naj bo X <— R" in Y odprta enotna

krogla v R", torej Y <— 4x € R", || x || < 1). Preslikavo f definirajmo takole

FG) < £ [x [Drx,| xeER"



(Koordinate točke f(x) dobimo tako, da vse koordinate točke x delimo s številom 1 --

-- || x ||.) Preslikava f je očitno zvezna. Če pišemo f(x) — y, dobimo

hi <A [x iDotjix (| <1

Torej y e Y. Od tod izračunamo ||x || < || y ||/(1 — || y |). Inverzna preslikava pa se

glasi

FW) <(1— |v (ty, yeYX

Ker je || y || < 1 za vsako točko y enotne krogle Y, je tudi f"! zvezna preslikava. Zato je

J/ homeomorfizem in prostor R" je homeomorfen odprti enotni krogli v tem prostoru. Od

tod takoj vidimo, da je R" homeomorfen vsaki odprti krogli tega prostora (s poljubnim sre-

diščem in poljubnim radijem).

Drugič naj bo prostor X hiperravnina pro-

stora R", določena z enačbo č, — 0. Torej je

X množica vseh n-terk (€,,...., č, 4, 0), pri JO yu<fta)

katerih je zadnja koordinata enaka nič. Prostor S

Y naj bo enotna sfera S — (xe R", || x || < H), /

iz katere smo odstranili severni pol, tj. točko

(0,...,0, 1). Stereografična projekcija f hiper-

ravnine X na sfero S je določena takole: Točko

x e X zvežemo s severnim polom (sl. 3). Pre-

sečišče te zveznice s sfero S je točka f(x) <— y.

Zaloga vrednosti preslikave f je vsa sfera S

z izjemo severnega pola, torej prostor Y. Hitro SI. 3

vidimo, da je stereografična projekcija povrat-

no enolična in v obeh smereh zvezna. Torej je hiperravnina X homeomorfna punktirani

sferi (sferi brez severnega pola). Bralec naj sam poišče, kako se stereografična projekcija

izraža analitično.

Poljubno izbrana prostora nista vselej homeomorfna, tudi če obstaja bijektivna presli-

kava med točkami obeh prostorov. Brez dokaza navedimo izrek:

Brouwerjev izrek o invarianci odprtih množic. Naj bosta množici U in V homeomorfna

podprostora prostora R", Ce je množica U odprta v R", je tudi V odprta v R".

Od tod sledi, da je dimenzija topološka lastnost. Če m -F z, prostora R" in R" nista

homeomorfna. Denimo namreč, da je zn < m. Prostor R" imamo lahko za podprostor

prostora R". Sestoji iz vseh točk x e R", pri katerih je zadnjih zn — n koordinat enakih nič.

Ker R" ni odprta množica v R", prostora R" in R" nista homeomorfna. Pač pa je G.

Cantor dokazal, da obstaja bijektivna preslikava med točkami številske premice in točkami

prostora R" za vsak n > 1. |

3. Splošni topološki prostori. Oglejmo si na kratko doslej prehojeno pot. S pomočjo

razdalje med točkami evklidskega prostora smo za vsako točko definirali sistem okolic.

Od tod smo prišli do pojma odprtih in zaprtih množic. Zveznost preslikav smo lahko defi-

nirali samo z okolicami oz. odprtimi množicami. Če ta spoznanja posplošimo, pridemo

do pojma splošnega topološkega prostora.

Definicija. Topoloski prostor je par (X, 0), kjer je X neprazna množica, katere elemente

imenujemo točke, 0 pa je družina podmnožic množice X. Družina 0 naj ima tele lastnosti:

(A) Ves prostor X in prazna množica 0 pripadata družini 0

(B) Unija poljubne družine množic iz O jev 0

(C) Presek dveh množic iz družine O je v O

Množice iz družine 0 imenujemo odprte množice točk topološkega prostora X.



Ce pri dani množici X družino 0 spremenimo, dobimo drugačen topološki prostor.

Kljub temu bomo na kratko rekli kar topološki prostor X, ne da bi posebej navajali dru-

žino 0. |

Primeri. 1. Družino 0 naj sestavljajo vse delne množice točk prostora X. Ta družina

očitno ustreza pogojem (A), (B) in (C) in zato določa topologijo. Ker je tu vsaka množica

z eno samo točko odprta, imenujemo to topologijo diskretna topologija prostora X. Zgled

za tak prostor je množica Z celih števil na številski premici v relativni topologiji. Interval

(m — €, n -- €) je okolica števila z in edino celo število v njej je z, če je z < 1. Ta okolica

je odprta množica, torej je vsaka točka v množici Z odprta. Potem pa je vsaka podmnožica

v Z odprta.

2. Družino 0 naj sestavljata samo prostor X in prazna množica. Tudi ta družina določa

topologijo v prostoru X.

3. Naj bo X neskončna množica. Družino 0 naj sestavljajo vse tiste podmnožice O c X,

katerih komplement je končna množica (v komplementu je samo končno število točk).

Ni težko videti, da ta družina ustreza pogojem (A), (B), (C) in zato določa topologijo pro-

stora X.

Zaprta množica topološkega prostora X je komplement odprte množice. Družina (Z

zaprtih množic ima tele lastnosti (glej str. 4): Prostor. X in prazna množica sta zaprti množici.

Presek zaprtih množic je zaprta množica. Unija končnega števila zaprtih množic je zaprta

množica.

Kaj je okolica točke a v topološkem prostoru X? Okolico imenujemo vsako množico

točk U c X, ki vsebuje tako odprto množico O, daje točka a v O, torej ge O c U. Po tej

definiciji je odprta množica okolica za vsako svojo točko. Bralec se lahko brez težave pre-

priča, da ima sistem okolic dane točke v topološkem prostoru X lastnosti (1) — (4), ki smo

jih našteli na str. 3 za okolice v evklidskih prostorih.

Naj bo A množica točk topološkega prostora X. Kakor na str. 3 opredelimo notranje,

zunanje in robne točke množice A, notranjost A? in zaprtje A.

Tudi zveznost in homeomorfizem definiramo kakor pri evklidskih prostorih: preslikava

f topološkega prostora X v topološki prostor Y je zvezna, če je inverzna slika vsake odprte

množice prostora Y odprta množica prostora X. Prostora X in Y sta homeomorfna, če

obstaja povratno enolična, v obeh smereh zvezna preslikava prostora X na prostor Y.

— Konstantna preslikava je taka, da se vse točke prostora X preslikajo v isto točko c

prostora Y. Konstantna preslikava je vselej zvezna.

Brez težave vidimo, da je vsaka preslikava f : X — Y zvezna, če sta v prostoru Y edini

odprti množici Y in 0.

Naj bosta (: X > Y in g: Y — Z zvezni preslikavi. Kompozitum g6c/ je preslikava

prostora X v prostor Z. Točki x c X pripada točka g(f(x)) € Z. Kompozitum je zvezna

preslikava. Naj bo namreč O c Z odprta množica. Ker je g zvezna, je O, <— g-W0) odprta

množica v Y. Prav tako je tudi O, < f-'0,) odprta množica v X. Torej je(g£of)"'(0) < O,

odprta množica. Od tod sledi zveznost kompozita g.f. Posledica tega je, da je homeo-

morfnost tranzitivna relacija: če je prostor X homeomorfen prostoru Y, Y pa prostoru Z,

je X homeomorfen prostoru Z.

Naj bo A poljubna množica točk v topološkem prostoru X. Na množici A definiramo

relativno topologijo kakor pri evklidskih prostorih. Podmnožica B c A je odprta v relativni

topologiji, če je B presek množice A s kako odprto množico prostora X. Tako določena

družina (relativno) odprtih množic ustreza pogojem (A), (B) in (C) na str. 7 in določa na

množici A topologijo, ki jo imenujemo relativna topologija. Prostor A v tej topologiji

imenujemo podprostor prostora X.
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Imejmo toploška prostora X in Y. Homeomorfizem prostora X na podprostor X' < Y

imenujemo vložitev prostora X v prostor Y. Posebno pomembne so vložitve topoloških

prostorov v evklidske prostore R?".

Sistem okolic v evklidskem prostoru ima tudi lastnost (5) (glej str. 3). V nekaterih topolo-

ških prostorih (5) ne velja. Kar oglejmo si prostor X iz primera 3 (str. 8). Naj bosta g in

b različni točki tega prostora, U poljubna odprta množica, v kateri je a, in V poljubna

odprta množica, v kateri je b. Komplementa od U in V sta končni množici. Zato je tudi

komplement preseka U | V končna množica. Ker ima X neskončno točk, presek U N V

ni prazen. Poljubni okolici točk a in b imata torej neprazen presek, tako da (5) ne velja.

Definicija. Topološki prostor X je Hausdorfjov ali T, prostor, če za poljubni različni točki

a, b < X obstaja taka okolica U točke a in taka okolica V točke b, da je njun presek prazen,

tedaj UNAV<O.

Evklidski prostori so vsi Hausdorffovi.

Če je X Hausdorffov prostor in A c X množica točk, je A v relativni topologiji Haus-

dorftov prostor.

4, Povezani prostori. V vsakem topološkem prostoru X sta prazna množica in množica

X odprti in zaprti. Ali je še kaka druga množica točk odprta in zaprta? Pa naj bo O odprta

in zaprta množica. Komplement O" — 0' je potem tudi odprta in zaprta množica. Velja

X—OVU0inONO' <0. Prostor X smo razstavili v dve disjunktni odprti množici O

in O'. Narobe, naj bo X<OUO0O,ONO' — 0, kjer sta Oin O' odprti množici. Kerje O

komplement od O", je tudi zaprta množica. Isto velja za O". |

Definicija. Topološki prostor X je povezan, če sta v njem prazna množica 0 in množica

X edini odprti in zaprti množici.

Tudi takole lahko povemo:

Topoloski prostor je povezan, če ga ne moremo zapisati kot unijo dveh odprtih (zaprtih)

nepraznih disjunktnih množic.

Nepovezan prostor X pa lahko razstavimo vsaj na en način v unijo X < O, U O, ne-

praznih disjunktnih odprtih množic O, in O;. Množici O, in O, sta v tem primeru tudi

zaprti. |

Diskretni prostor je nepovezan, če ima več kakor eno točko. Vsaka množica z eno točko

je namreč v takem prostoru odprta in zaprta.

Naj bo X c R" podprostor, ki sestoji iz dveh krogel K(a,r) in K(5, R). Če je vsota

polmerov R -- r manjša od razdalje središč a in Db, je prostor X nepovezan. Krogli K(a, r)

in K(b, R) sta v tem primeru v X odprti in zaprti.

Množica X vseh racionalnih točk na številski premici je nepovezan prostor. Vzemimo

namreč poljubno iracionalno število a. Označimo z O, množico vseh racionalnih števil,

manjših od a, in z O, množico vseh racionalnih števil, večjih od ec. O, in O, sta v prostoru

X odprti. Prva je presek množice X z odprtim intervalom (—oco, a), druga presek z odprtim

intervalom (a, co). Velja X < 0, U0,,0, NO, < 9. Torej je X nepovezan.

Ali sploh obstajajo povezani prostori, ki imajo več kakor eno točko? Prostor X, v

katerem sta edino ( in X odprti množici, je očitno povezan. Toda ta prostor ni Hausdorftov,

če ima več kakor eno točko. Videli bomo, da so vsi evklidski prostori povezani. Najprej

pa poglejmo, kako se vede povezan prostor pri zvezni preslikavi. |

Izrek 2. Naj bo X povezan topološki prostor in f zvezna surjektivna preslikava prostora

X na prostor Y. Potem je tudi Y povezan prostor.

Pripomba. Pogosto je X množica točk v nekem topološkem prostoru. Množica X je

povezana, če je povezana kot prostor v relativni topologiji. Tudi Y je pogosto le množica
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točk v kakem topološkem prostoru. Zato lahko izrek 2 na kratko povemo takole: zvezna
slika povezane množice je povezana množica.

Dokaz izreka je preprost. Če Y ni povezana množica, jo lahko zapišemo kot unijo dveh

nepraznih odprtih disjunktnih množic O, in O,. Inverzni sliki f-'(O,) in f"'O,) sta brez

skupnih točk in odprti neprazni množici, ker je f zvezna surjektivna preslikava. Nadalje

je X —< f-4O,) U f"4O,). Tak zapis pa ni mogoč, ker je X povezan. Zato je tudi Y povezan

prostor.

Izrek 3. Na številski premici so vsi intervali, končni in neskončni, odprti, zaprti in napol

zaprti, povezane množice. To so poleg množic z eno samo točko edine povezane množice na

premiči.

Dokaz. Vzemimo poljuben interval 7 s krajišči a in 5, pri čemer je —co <a<bs< o.

Če I ne bi bil povezana množica, bi lahko pisali 7 — Z, U Z,, kjer sta Z, in Z, neprazni

disjunktni relativno zaprti množici. Izberimo si v Z, število v in v Z, število v. Naj bo npr.

u < v. Zaznamujmo z M množico točk, ki so v Z, in leže na intervalu [4, v]. Ta množica

ni prazna, ker je x ec M, in je zaprta. Naj bo c njena natančna zgornja meja. Ker je M zaprta,

leži c v M c Z,. Torej c < v e Z,. Vse točke med c in v so v Z;. Zato je c robna točka mno-

žice Z, in c je tudi v Z,, ker je Z, zaprta. Torej imata Z, in Z, skupno točko cin nista disjunkt-

ni. To protislovje dokazuje, da je interval Z povezana množica.

Naj bo zdaj M poljubna povezana množica na številski premici in naj sestoji iz več

kakor ene točke. Vzemimo spet v M poljubni točki u in v, u < v. Vse točke intervala [z, v]

so v M. Denimo namreč, da točka c e [4, v] ne bi bila v M. Preseka množice M z intervaloma

(—oo, c) in (c, co) sta relativno odprti množici O, in O,, ki nista prazni in nimata skupne

točke. Ker je M — O, U O,, množica M ni povezana, kar nasprotuje privzetku. Torej

je ves interval [4, v] v množici M. Naj bo a natančna spodnja meja množice M in b njena

natančna zgornja meja (a — —oo, če M ni navzdol omejena, in b — co, če M ni navzgor

omejena). Iz prejšnjega sledi, da so vse točke intervala (a, 5) v množici M, saj lahko najdemo

u € M, ki je poljubno blizu krajišča a in v e M, ki je poljubno blizu krajišča b. Torej je M

interval (odprt, zaprt ali napol zaprt). Izrek 3 je dokazan.

Oglejmo si preprosto posledico izrekov 2 in 3. Naj bo f zvezna realna funkcija, definirana

na topološkem prostoru X. Če je X povezan prostor, je po izreku 2 zaloga vrednosti f(X)

povezana množica točk na številski premici. Po izreku 3 pa je f(Y) interval. Od tod sledi:

če zavzame zvezna funkcija na povezanem topološkem prostoru vrednosti a in 6, zavzame

tudi vse vrednosti med a in 6. V posebnem primeru, če zavzame pozitivno in negativno

vrednost, zavzame nekje tudi vrednost 0.

Enačbi €, — r cos f, č, — r sin t določata pri danem r zvezno preslikavo številske premice

v ravnino R?. Zaloga vrednosti je množica vseh točk na krožnici č;? -- č,? — r?. Torej je

krožnica zvezna slika številske premice, ki je povezan prostor. Zato je tudi krožnica povezan

prostor.

Na premici smo našli vse povezane množice. V prostorih R", z > 1, je družina povezanih

množic neprimerno bogatejša. Tu bomo poiskali samo odprte povezane množice.

Naj bosta a in 5 poljubni točki prostora R". Daljico, ki veže a in )b, opiše točka x —

— a -- t(b—a), ko gre tod 0 do 1. Pri £ — 0 dobimo krajišče a, pri f — 1 krajišče 5. Daljica

je kot zvezna slika intervala [0, 1] povezana množica točk.

Poligonska črta je končno zaporedje daljic

v katerem je končna točka vsake daljice začetna točka naslednje daljice. Pravimo, da poli-

gonska črta veže prvo točko a, s končno točko a,,,.
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Naj bo O neprazna odprta množica točk prostora R"., Točki a, b e O se dasta zvezati

s poligonsko črto v množici O, če obstaja poligonska črta, ki poteka vsa po množici O

in ima začetno točko a, končno točko pa D. Na sl. 4 sestoji množica O iz dveh delov O,

in O,. Poljubni točki dg in b iz O, se dasta zvezati s poligonsko črto, nobena točka a iz O,

pa se ne da povezati z nobeno točko c iz O,. Dokažimo zdaj |

izrek 4. Neprazna odprta množica O c R" je povezana natanko takrat, kadar se dasta

poljubni njeni točki povezati s poligonsko črto, ki poteka v O,

— Dokaz. Denimo, da je množica O povezana. Izberimo si v njej poljubno točko a. Ozna-

čimo z O, množico tistih točk iz O, ki se dajo zvezati z a s poligonsko črto v O, z O, pa mno-

žico tistih točk c € O, ki se ne dajo povezati z a s poligonsko črto. Očitno velja O <— O, U

UO,in 0, JN O, <— 0. Množici O, in O, sta odprti. Naj bo namreč točka b v O,. Obstaja

poligonska črta P, ki veže a in b in poteka v O (sl. 4). Ker je množica O odprta, je krogla

K(b, c) z dovolj majhnim polmerom e vsa v O. Točko de K(b, c) zvežimo najprej z daljico

do središča b, nato pa točko b z a s črto P. Tako dobimo poligonsko črto P,, ki veže a in d.

Torej pripada okolica K(b, a) točke b množici O,. To pomeni, da je O, odprta. Drugič

vzemimo točko c € O, in njeno okolico K(c, 0), ki leži vsa v O. Nobene točke d te okolice

ne moremo zvezati z a s poligonsko črto. Če bi taka črta P obstajala, bi krajišče d zvezali

s središčem c in dobili črto P,, ki veže a in c. Take črte pa ni, ker je c € O,. Torej je tudi

množica O, odprta. Ker je O povezana in 0 <— 0, UO,,0, NO, <0, mora biti ena od

množic O, in O, prazna. Toda ac O, in je zato O, — 0, O — O,. To pomeni, da se dasta

poljubni točki povezane množice O povezati s poligonsko črto, ki poteka v O.

Vzemimo zdaj, da se dasta poljubni točki odprte množice O povezati s poligonsko črto

in dokažimo, da je v tem primeru O povezana. Če ni povezana, lahko pišemo O — O, U

UJ O,, kjer sta O, in O, disjunktni neprazni odprti množici. Naj bo acO,, be O,in aa,...

nja di — 4, A,g,, — b poligonska črta, ki veže a in b in poteka vsa v O (sl. 5). Naj bo

araj;.,, taka stranica te črte, da je krajišče a, v množici O,, krajišče a,,, pa v O;. Daljica

axa;.,, leži seveda v O. Ce imenujemo U, presek te daljice z O, in U, presek z O,, je daljica

enaka uniji U, U U,. Tu sta U, in U, relativno odprti množici brez skupnih točk. Ker a, €

e U,in a,,, € Us, sta U,in U, neprazni. Toda daljica je povezana množica točk in smo tako

prišli do protislovja. Torej je množica O povezana in izrek 4 dokazan.

Posledica izreka 4 je, da so vsi prostori R" povezani. Poljubni točki v R" zvežemo lahko

kar z daljico. Tudi vsaka krogla je povezana množica.

5. Kompaktni prostori. Odslej bodo vsi topološki prostori Hausdorftovi. Naj bo X

topološki prostor in M c X množica točk. Točka a ec X je stekališče množice M, če vsaka

okolica točke a vsebuje neskončno točk iz M. Množica M premore kako stekališče kvečjemu

tedaj, kadar ima sama neskončno točk. Lahko pa se zgodi, da stekališča ni, čeprav je v

množici neskončno točk.
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Naj bo X prostor, A c X množica točk in (B;, ie 13) poljubna družina podmnožic

množice X. Z 7 smo označili množico indeksov, ki označujejo posamezne člane družine.

I je lahko končna, števna ali neštevno neskončna množica. Če velja A c U,,, B;, bomo ime-

novali družino 4B;? pokritje množice A. Vsaka točka a € A pripada vsaj eni množici družine.

Če je v družini (B;) le končno število množic, jo imenujemo končno pokritje, če so vse

množice B; odprte, pa je odprto pokritje. Naj bo (B; poljubno pokritje za A. Če so B;,,...,

.., B;, take množice iz te družine, da velja 4 c B;, U.... U B;,,, pravimo, da smo našli

v (1By končno podpokritje.

Definicija. Množica točk A topološkega prostora X je kompaktna, če obstaja v vsakem

odprtem pokritju množice A končno podpokritje.

V primeru, ko je 4 — X, pravimo, da je prostor X kompakten.

Če je torej množica A kompaktna in družina odprtih množic 40, pokriva A, lahko

najdemo v tej družini končno družino 4(O,;,,..., O;,), ki pokriva A.

Očitno je vsaka končna množica točk kompaktna.

Komplement odprte množice je zaprta množica, komplement unije pa je presek komple-

mentov. Naj bo 10;? odprto pokritje množice A in Z; — Of. Ker unija množic O, pokriva

A, presek zaprtih množic Z, nima nobene skupne točke z A. Zato opredelimo pojem kom-

paktnosti z zaprtimi množicami takole: množica A je kompaktna, če ima tole lastnost:

naj bo (Z; poljubna družina zaprtih množic. Če presek teh množic nima nobene točke

množice A, obstaja v družini (Z;) končno število množic Z;, ..., Z;,, katerih presek nima

skupne točke z A.

izrek 5. Vsaka neskončna množica točk kompaktnega prostora ima vsaj eno stekališče.

Dokaz. Naj bo M neskončna množica točk kompaktnega prostora XY. Če točka a c X

ni stekališče, obstaja taka njena okolica U(a), ki vsebuje kvečjemu končno število točk

množice M. Smemo vzeti, da je U(a) odprta okolica. Če M ne bi imela stekališča, bi za

vsako točko a e X dobili tako okolico U(4). Družina 4U(4), a e X) je odprto pokritje pro-

stora X, ker velja a e U(a). Zaradi kompaktnosti prostora X iahko izberemo iz te družine

končno podpokritje 1U(a,), ..., U(a,,)$. Vsaka od teh m okolic ima le končno število točk

iz M, vsaka točka iz M pa je vsaj v eni izmed teh okolic, Torej je v M končno število točk.

To nasprotuje privzetku. Izrek 5 je dokazan.

Zastavili bi si lahko vprašanje, ali je prostor kompakten, če ima vsaka neskončna mno-

žica njegovih točk vsaj eno stekališče. Tak prostor je v splošnem le števno kompakten.

To pomeni, da obstaja v vsakem odprtem pokritju, ki vsebuje le števno neskončno množic,

končno podpokritje.

Dokažimo zdaj nekaj preprostih lastnosti kompaktnih množic in prostorov.

Izrek 6. Vsaka zaprta množica kompaktnega prostora je kompaktna.

Dokaz. Naj bo Z zaprta množica točk kompaktnega prostora X in 4O,;? naj bo poljubno

odprto pokritje množice Z. Komplement Z« — O, je odprta množica. Če družini (0,

dodamo množico O,, dobimo odprto pokritje prostora X. Ker je X kompakten, obstaja

v njem končno podpokritje, ki sestoji npr. iz množic O,, O;,..., O;,,. Zadnjih m množic

je iz prvotnega pokritja množice Z. Torej je Z kompaktna.

Izrek 7. Kompaktna množica topološkega prostora je zaprta.

Dokaz. Naj bo A < X kompaktna množica točk in c e X njena robna točka. Denimo,

da c £ A. Vzemimo poljubno točko ac A. Ker je prostor X Hausdorfiov, obstaja taka

okolica U(a) točke a in taka okolica V točke c, daje U(a) A V — 0. Vse te okolice vzemimo

odprte. Družina 4 U(4), a € A? je odprto pokritje množice 4. Ker je 4 kompaktna, obstaja

v tej družini končno podpokritje 4U(a,), ..., U(a,,)). Naj bodo V,,..., V,, ustrezne okolice
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točke ec. Presek V, 1... NA V,, < V je okolica točke c. Ta presek nima nobene skupne

točke z unijo U(a) U.... U U(a,,), torej tudi ne z množico A. Potem pa c ni robna točka,

ker okolica VW nima nobene točke množice A. 'To protislovje dokazuje, da je vsaka robna

točka c v A in je množica A zaprta.

Izrek 8. Naj bo f zvezna preslikava topološkega prostora X v topološki prostor Y in A c

c X kompaktna množica. Njena slika f(A) je kompaktna množica v Y.

Na kratko povedano: Zvezna slika kompaktne množice je kompaktna.

Dokaz. Naj bo 40; poljubno odprto pokritje množice A' — f(A). Ker je f zvezna pre-

slikava, so inverzne slike f-40,/) odprte množice prostora X. Družina 4/7X0/)) je odprto

pokritje množice A. Ker je 4 kompaktna, obstaja končno podpokritje4f-40,'"),...,77X0,,)).

Množice O,;/',..., O;,", ki so iz prvotne družine 10;;, pa pokrivajo A' — f(A). Torej je

tudi f(A) kompaktna množica.

Izrek 9. Zvezna povratno enolična preslikava f kompaktnega prostora X na prostor Y

je homeomorj izem.

Dokaz. Ker je f zvezna preslikava in je X kompakten, je po izreku 8 tudi f(X) — Y

kompakten prostor. Vsaka zaprta množica Z c X je kompaktna. Zato je tudi njena slika

— f((Z) kompaktna, torej zaprta v prostoru Y. Od tod sledi, da preslika f zaprte množice

na zaprte množice in ker je f bijektivna, preslika tudi odprte množice prostora X na odprte

množice prostora Y. To pa pomeni, da je inverzna preslikava f"' zvezna in je f homeomor-

fizem.

Če prostor X ni kompakten, potem zvezna povratno enolična preslikava f prostora X

na prostor Y ni vselej homeomorfizem. Naj bo npr. X napol odprti interval [0, 1), Y pa

krožnica č,? -- č,? — 1 v ravnini. Enačbi č, < cos 27, č, — sin 271 določata zvezno po-

vratno enolično preslikavo intervala [0, 1) na krožnico. Ta preslikava ni homeomorfizem,

ker obratna preslikava ni zvezna v točki s koordinatama č, — 1, č, — 0. Če je namreč točka

(€,, čx) na krožnici blizu točke (1, 0)in je č, > 0, je ustrezni r blizu krajišča 0, če pa je č, < 0,

je ustrezni f blizu krajišča 1. Interval [0, 1) in enotna krožnica sploh nista homeomorfna

prostora. Po izreku 10, ki ga bomo zdaj dokazali, je namreč krožnica kompaktna množica,

napol odprti interval pa ni kompakten.

Kako je s kompaktnostjo evklidskih prostorov? Takoj vidimo, da noben prostor R"

ni kompakten. Vzemimo namreč družino odprtih koncentričnih krogel 4K(a,r), r > 0).

Ta družina je odprto pokritje prostora R". V njem pa očitno ni končnega podpokritja.

Izrek 10. Množica točk evklidskega prostora R" je kompaktna natanko tedaj, kadar je

zaprta in omejena.

Pripomba. Množica točk A evklidskega prostora je omejena, če obstaja dovolj velika

krogla K(a, R), ki vsebuje vse točke množice A. Omejena množica je seveda vsebovana

tudi v dovolj velikem kvadru.

Dokaz. Naj bo množica A c R" kompaktna. Po izreku 7 je zaprta. Družina krogel

YK(a, r), r > 0) je pokritje množice A. Torej je v njem končno podpokritje. Ker so pa te

krogle vložene druga v drugo, obstaja krogla K(a, R), ki pokriva množico A. Torej je A

omejena.

Naj bo zdaj množica A omejena in zaprta. Ker je omejena, obstaja dovolj velik kvader

K, ki vsebuje A. Naj sestoji K iz vseh točk x — (č,,..., č,), katerih koordinate ustrezajo

pogojem: a, S č, < 6,,..., a,, S č, < B,. Robovi kvadra K so enaki 8, —a,,..., B, —a,,

Množica K je zaprta. Če dokažemo, da je kompaktna, je po izreku 6 tudi množica A kom-

paktna, ker je zaprta in leži v K.
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Naj bo torej 10,;' poljubno odprto pokritje kvadra K.

Denimo, da v njem ni končnega podpokritja. Razrežimo

K na manjše kvadre tako, da razpolovimo vsak rob. Ko-

ordinata č, vsake točke delnega kvadra leži bodisi na

intervalu [a,;,x,] bodisi na intervalu, [x,,6,], kjer je

yx — 3 (a, -- B,)). Delnih kvadrov je 2" (glej sl. 6). Če

kvadra K ne moremo pokriti s končnim številom množic

družine 40,%, potem vsaj enega izmed delnih kvadrov ne

bomo mogli pokriti s končnim številom teh množic. Izbe-

SI. 6 rimo en tak delni kvader in ga označimo s K,. Tega spet

razdelimo na 2" kvadrov s polovičnimi stranicami in med

njimi poiščimo takega, ki ga ne moremo pokriti s končnim številom množic družine 40,.

Označimo ta kvader s K,. Razpolavljanje nadaljujmo. Dobimo zaporedje vloženih kvadrov

KS5>K,O>K,O... (3)

v katerem je vsak člen kvader, ki ima polovico manjše robove od prejšnjega člena. Zapo-

redje (3) konvergira proti neki točki y, ki leži v notranjosti ali na robu prvotnega kvadra K.

Vsaka okolica točke y vsebuje od nekega člena naprej vse kvadre zaporedja (3). Družina

10; pokriva kvader K, torej tudi točko y. Naj bo npr. y v množici O;. Ker je O; odprta

množica, je okolica točke y. Torej pokriva O; vse kvadre zaporedja (3) od dovolj poznega

naprej. To pa je v protislovju s tem, da nobenega kvadra K,, ne moremo pokriti s končnim

številom množic družine 40,?. Od tod sklepamo, da je zaprti kvader K kompaktna množica

točk. Izrek 10 je dokazan.

Naj bo f zvezna realna funkcija definirana na kompaktnem prostoru X. Zaloga vred-

nosti f(X) je po izreku 8 kompaktna množica točk na številski premici, torej po izreku 10

zaprta in omejena. Od tod sledi, da je funkcija f na obe strani omejena. Natančna spodnja

in zgornja meja zaprte množice f(X) sta elementa te množice. To pomeni, da sta ti dve

meji funkcijski vrednosti. Torej funkcija f doseže v neki točki prostora X maksimum in

v neki točki minimum. Tako smo dokazali

izrek 11. Zvezna realna funkcija definirana na kompaktnem prostoru je na obe strani

omejena. Maksimalno in minimalno vrednost res doseže.

Primer. Končen zaprt interval je kompaktna množica točk na številski premici. Realna

zvezna funkcija je na takem intervalu omejena in na njem zavzame največjo in najmanjšo

vrednost.

Izreka 5 in 10 povesta, da ima vsaka omejena neskončna množica točk evklidskega

prostora vsaj eno stekališče. |

Imejmo neskončno omejeno zaporedje med seboj različnih točk 4a,? prostora R".

To zaporedje ima vsaj eno stekališče c. Okolica K(c, 1) stekališča c vsebuje neskončno

točk zaporedja 1a,$. Naj bo npr. a,, taka točka. Tudi v okolici K(c, 4) je neskončno točk

zaporedja. Zato lahko najdemo tako točko a,,, ki leži v tej okolici in je njen indeks K, >

> k,. Potem izberemo v zaporedju točko a,,, K; > K;, ki leži v okolici K(c, 4) itd. Tako

dobimo zaporedje a,,, 4;,, d,,, ..., ki je podzaporedje prejšnjega zaporedja in konvergira

k stekališču c. Dokazali smo torej

izrek 12. Iz vsakega neskončnega omejenega zaporedja točk evklidskega prostora lahko

izberemo konvergentno podzaporedje.

Prostor R" ni kompakten, vsaka omejena zaprta množica točk pa je. Torej je kompaktna

vsaka zaprta krogla. Krogla s središčem v točki a je okolica točke a. Zato ima vsaka točka

prostora R" nešteto okolic, ki so kompaktne. Pravimo, da je prostor R" lokalno kompakten.
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Definicija. Topološki prostor X je lokalno kompakten, če ima vsaka njegova točka vsaj

eno okolico, ki je kompaktna. |

Na str. 7 smo ugotovili, da je odprta krogla prostora R" homeomorfna prostoru R"in

punktirana sfera v R" homeomorfna hiperravnini tega prostora. Zaprta krogla pa ni homeo-

morfna prostoru R" in ravno tako ni sfera homeomorfna hiperravnini. Zaprta krogla in

sfera sta namreč kompaktna prostora, R" in hiperravnina, ki je v bistvu R"-!, pa nista

kompaktna prostora. |

Zaprti interval [0, 1] in krožnica sta oba povezana in kompaktna prostora dimenzije 1,

pa klju! b temu nista homeomorina. IT o vidimo takole: homeomorfizem f bi preslikal krajišči
UK RVRVALI

interval, ki je še vedno povezana množica. Če pa odvzamemo na krožnici ustrezni točki a
in b, dobimo množico, ki sestoji iz dveh odprtih disjunktnih krožnih lokov in ni povezana

množica. Homeomorfizem f bi torej preslikal interval (0, 1) na nepovezan prostor. Ker to

ni mogoše, zaprti interval in krožnica nista homeomorfna.

Zvezna injektivna preslikava f kompaktnega prostora X je po izreku 9 homeomorfizem

prostora X na množico /(X). Zvezna injektivna slika intervala [0, 1] v prostor R" se imenuje

jordanski lok. To je krivulja, ki je v relativni topologiji homeomorfna intervalu [O, 1].

Zvezna injektivna slika enotne krožnice v prostor R" pa se imenuje enostavno sklenjena

jordanska krivulja. Lahko tudi rečemo, da je jordanski lok topološka vložitev intervala

[0, 1], sklenjena jordanska krivulja pa vložitev enotne krožnice v prostor R",

Enotna sfera S(o, 1) — S je (m — 1)-razsežna hiperploskev v m-razsežnem prostoru

R", Torej je S vložena v R". Ali se da morda sfera vložiti že v prostor R"-'? Spoznali

bomo, da to ni mogoče. Pa denimo, da bi vložitev f : S — R"-! obstajala. Tu je f zvezna

injektivna preslikava. Množica slik f(S) bi bila homeomorfna enotni sferi S. Od prej vemo

(str. 7), da je sfera brez severnega pola homeomorfna prostoru R"-!. Sfera brez severnega

pola je odprta okolica za južni pol: Torej ima. vsaka točka na sferi odprto okolico, ki je

homeomorfna prostoru R"-!, Naj bo a€< S poljubna točka, f(4) njena slika pri vložitvi f,

U pa naj bo taka odprta okolica točke a, ki je homeomorfna prostoru R"-', Ker je f homeo-

morfizem sfere S na množico f(S) c R"-!, je tudi množica f(U) homeomorfna prostoru

R'-1, Toda f(U) leži v prostoru R"-!, Zato je po Brouwerjevem izreku odprta množica.

Od tod sledi, da je ((U) okolica točke f(4) v prostoru R"-!in je f(a) notranja točka množice

JUS). Ker je bila točka a e S poljubna, je f(S) odprta množica točk v R"-!, Obenem pa je

JOS), ki je zvezna slika sfere S, kompaktna množica, torej zaprta in omejena. Toda prostor

R"-! je povezan in v njem ni omejene odprte in zaprte neprazne rnnožice. To protislovje

dokazuje, da ne moremo vložiti sfere S v prostor R"-!.

Na koncu si oglejmo še en primer za uporabo izreka 9. Najprej pa povejmo, kaj je

konveksna množica. Množica točk K c R" je konveksna, kadar ima tole lastnost: če sta

točki g in b v množici K, so v množici K vse točke na daljici, ki veže ain b. Trikotnik, tetra-
eder, krogla, prostor R" so primeri konveksnih množic.

Izrek 13. Omejena zaprta konveksna množica točk prostora R" z vsaj eno notranjo točko

je homeomorfna zaprti enotni krogli prostora R",

Dokaz. Naj bo K c R" omejena zaprta konveksna množica, ki ima vsaj eno notranjo

točko. Vzeti smemo, da je izhodišče o notranja točka. Krogla z dovolj majhnim polmerom

€ in središčem o leži vsa v množici K. Vsaka robna točka množice K je torej oddaljena od

izhodišča za najmanj a. Rob R(K)je zaprta in omejena množica. Zato je kompaktna. Oglejmo

si tole preslikavo f roba R(K) v prostor R":

J(x) < vora, xeR(K)ib nj
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Preslikava f je očitno povsod na množici R(K) zvezna. Slika f(x) ima normo | JUx) | ze

— [| x [[/ (| x || <1, torej leži f(x) na enotni sferi S — S(o, 1) prostora R". Dokažimo,

da f preslika rob R(K) povratno enolično na sfero S. V ta namen zvežimo izhodišče o s

poljubno točko y na sferi S. Dobimo poltrak, ki prebode S v točki y. Ker je točka o v množici

K in je K omejena, seče ta poltrak rob R(K) vsaj v eni točki a (sl. 7). Slika točke a je izbrana

točka y na sferi. Zato je f surjektivna preslikava. Denimo, da bi poltrak sekal rob R(K)

še v eni točki Db, b 3£ a. Točki a in b bi imeli isto sliko y na sferi. Naj bo a bliže izhodišču

kakor 5. Ker je množica K zaprta, je b v K. Zvežimo zdaj poljubno točko krogle K(o, c)

(ta krogla leži v K) s točko b. Vse tako dobljene daljice leže v K, ker je K konveksna. Mno-

žica vseh točk na vseh teh daljicah je neke vrste stožec z vrhom v Db (njegova osnovna ploskev

je del sfere s polmerom c) in a je notranja točka v tem stožcu (sl. 7). Od tod sledi, da a ni

robna točka množice K. To pritislovje dokazuje, da vsak poltrak iz izhodišča seče rob R(K)

v natanko eni točki. Torej je f povratno enolična preslikava množice R(K) na sfero S.

Ker je f zvezna in R(K) kompaktna množica, je f po izreku 9 nomeomorfizem. Ugotovili

smo:

Rob omejene zaprte konveksne množice z vsaj eno notranjo točko je homeomorfen sferi S.

Označimo z g :.S — R(K) inverzno preslikavo od f. Naj bo x 5£ o. Zaznamujmo s

p(x) dolžino daljice, ki gre skozi točko x in sega od izhodišča do roba množice K (sl. 8).

Ker je p(x) < || £(x/i| x |) ||, je p(x), x Z£ o, zvezna in omejena funkcija. Definirajmo zdaj

preslikavo F prostora R" vase takole

F(x) -|p(x)x, xZ£o

0, x <0

Preslikava F je povsod zvezna. Iz pomena funkcije p(x) takoj sledi, da F preslika zaprto

kroglo s središčem v izhodišču in polmerom 1 povratno enolično na množico K. F namreč

linearno raztegne vsak radij krogle do roba množice K. Ker je zaprta krogla kompaktna,

je F homeomorfizem enotne krogle na množico K. Izrek 13 je dokazan.

Rekli smo, da topologija študira lastnosti prostorov, ki se ohranjajo pri vsakem homeo-

morfizmu. Spoznali smo nekaj takih osnovnih lastnosti: povezanost, kompaktnost in lokalno

kompaktnost prostorov.
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GRUPA TOPOLOŠKEGA PROSTOR
PETER PETEK

AMS Subj. Class. (1970) 55-01

Topološkemu prostoru X priredimo grupo z,(X), imenovano fundamentalna grupa. Začnemo

z množico poti v prostoru X, se nato omejimo na pentlje v izbrani točki x, in nazadnje vpeljemo ekvi-

valenčno relacijo — homotopnost. Kot primer izračunamo fundamentalno grupo krožnice in izve-

demo nekaj posledic.

THE FUNDAMENTAL GROUP OF A TOPOLOGICAL SPACE

To a topological space X the group 7,(X) is assigned and called its fundamental group. We

begin with the set of paths in the space X, then we limit ourselves to the loops in the base point x,,

and finally introduce an eguivalence relation through homotopy. As an example the fundamental

group of the circle is computed and a few corollaries deduced.

Naš namen je prirediti vsakemu topološkemu prostoru X neko grupo z,(X) in vsaki

zvezni preslikavi f: X — Y homomorfizem grup 7z,(f): z,(X)— z,(Y), tako da

1. kompoziciji zveznih preslikav X— Y->— Z ustreza kompozicija homomorfizmov
7, (X) > z(Y)> z(Z)in

2. identični preslikavi X > X ustreza identični izomorfizem 7;(X) — 7,(X).

Mimogrede, takole prirejanje se imenuje funktor iz kategorije topoloških prostorov

v kategorijo grup. |

Pot v prostoru

Kaj je pot v prostoru? Tako imenujemo vsako zvezno preslikavo y enotskega intervala

I < (0, 1] v topološki prostor X. Simbolično zapišemo y: > X.

Zakaj ime pot? No, lahko si predstavljamo, da imamo na razpolago enoto časa in se

sprehajamo po topološkem prostoru. Vrednost y(£) nam v vsakem trenutku med 0 in 1

pove, kje v prostoru se nahajamo.

Primer. Prostor X naj bo ravnina R?, vsaka njena točka je določena s parom koordinat

(x, y). Primer poti v ravnini je preslikava v: 4 > R?, dana s predpisom

v(£) — (cosrt, sinrt).

Pot je narisana na sliki 1.

Z, enakomerno hitrostjo se pomikamo po zgornji polovici

krožnice v pozitivnem smislu.

Seveda, če hočemo poznati pot, nam ne zadošča sama

slika, ta nam da le tir poti; za vsak trenutek med 0 in 1 SLI

moramo vedeti, kje se nahajamo.

Prav lahko se zgodi, da v kakšni točki za krajši ali daljši čas obstanemo. Ce sploh ves

čas ostanemo v točki x,, imenujemo tako pot konstantno pot v točki x,in jo označimo Z 0,.

Potopis te poti je preprost: | |

Ox, (£) < x, O < rsx< 1.
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Če se slučajno zgodi, da se konec poti a ujema z začetkom poti $: a(1) — 6(0), lahko

poti sestavimo. Seveda moramo potem vsako od poti preteči že v polovici časa. Sestavljeno

pot označimo z a " 6, To je spet preslikava a " (: I — X, določena takole: |

a(260 O<tr<i

a" B() —
B(Oit—1Ml)| i<i<l

Poti a " ( bomo rekli tudi produkt poti a in P. Pozor! Produkt ni komutativen a " B x

Če obrnemo tok časa, dobimo nasprotno pot. Naj bo a: 7 — X pot; nasprotna pot a je

določena s predpisom

a(f) <a(1—0.

Brez težav uvidimo, da je nasprotni poti nasprotna prvotna pot; a — a:

a(t) <a(1—n,i <a(1—(1—n) <aG)

in konstantna pot o,, nasprotna sama sebi: o, <— ov,.

Nasprotna pot produkta dveh poti je enaka produktu nasprotnih poti, ampak v obrnje-

nem vrstnem redu a" B — B"a.

Za dokaz moramo prepisati definicije sestavljene poti in nasprotne poti. Najprej za-

pišimo sestavljeno pot

a(2t) 0

BO | a, 1 1 <t<
nato njej nasprotno pot

—— (a(2—2t) šst<l
sk — sk NM

aSBO a"BUICDE Ga. za osrsg

Produkt nasprotnih poti f in a pa je enak

PCM) — pB(1—21) O<t<i

1Bra - lo, 1 —a(2—2t) | <t<
Oba izraza sta enaka in zveza je preverjena.

Označimo z £.(X) množico vseh poti v prostoru X. Nekatere poti lahko sestavljamo

(množimo) med seboj, vseh pa seveda ne. Recimo, da imamo tri poti a, 6, y in da jih mo-

remo zmnožiti, se pravi, da je a(1) — 6(0) in (1) — y(0). (sl. 2)

Vendar je produkt odvisen od vrstnega reda sestavljanja.

Če najprej sestavimo poti a in f in nato dodamo še pot y,

dobimo pot (a" 6) " y. V tem primeru porabimo za poti a

in B po 1 časa, za pot y pa z. Če pa poti a dodamo produkt

B " y, dobimo pot a" (6 " y). Sedaj se 1 časa sprehajamo po

poti a, za vsako od poti f in y nam ostane po 1 časa.

Množenje v 4(X) ni asociativno. Kasneje bomo vpeljali

SI. 2 med potmi ekvivalenčno relacijo tako, da bo ta lepotna napaka

odpravljena.

Pot, ki se začne in konča v isti točki x,, se imenuje pentlja v točki x,. Če sta ain B pentlji

v točki x,, je tudi a " 6 pentlja v x,. (sl. 3)

Pentlji a nasprotna pot je spet pentlja.
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Konstantna pot je vedno pentlja.

Množico pentelj v točki x, bomo označili z A(X, x).

O(X, x) < (a:I> X|a(0) <a(1) < x)

Domenimo se še, da bomo množico poti, ki se začnov točki x, in

končajo v točki x,,označili z P(X, x, X,). Seveda je P(X, xs, Xe) —

— O(X, x,) množica pentelj v x,. Sl. 3

Homotopija

Vpeljali bomo ekvivalenčno relacijo med potmi, ki povezujejo dve točki. Rekli bomo,

da sta dve poti homotopni, čelahko — površno rečeno — zvezno preidemo z ene poti na drugo.

Primer. Prostor X naj bo ravnina, iz katere smo izrezali krog polmera 1 okoli izhodišča.

Poti a in f sta homotopni, poti a in y pa ne. (sl. 4)

Opredelimo nazorni pojem homotopnosti strogo matematično! Recimo, da imamo dve

poti iz £(X, x6, X,), din [. Narišemo kvadrat s stranico 1 kot kaže sl. 5 in preslikamo njegov

rob v prostor .Y: stranico AB preslikamo s preslikavo a, stranico DC s preslikavo 6, stranico

AD pošljemo vso v začetno točko x, in stranico BC vso v končno točko x,. Če moremo pre-

slikavo z roba razširiti na ves kvadrat, to je še na notranjost, bomo rekli, da je pot a ho-

motopna poti fin označili a —>

Kvadrat na sliki 5. je množica vseh točk (f, s), za katere je če I in se Z; torej je karte-

zični produkt 7 x [. |

SI. 4 SI. 5

Preslikavo kvadrata H:I7 x I — X bomo imenovali homotopijo, ki veže poti a in B.

Zapišimo zgornje pogoje:

H(t, 0) — a(t) HO, s) — xs

Hit, 1) <— B(t) H(1,5) — x

Homotopija H nam da zvezno družino poti iz x, V x,, za vsak seno pot

4 H,: Ht) < H(,s) (sl. 6).

Pokažimo, da je zgoraj definirana homotopnost ekvivalenčna relacija!

1. refleksivnost — vsaka pot je homotopna sama sebi a — a Vse poti

SI. 6 družine so kar enake poti a. H(f, s) — a(£).
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2. simetričnost — a — Pp > bp—a

8 Kvadrat zavrtimo okrog vodoravne srednjice (sl. 7).
S Naj bo 4: /7 x /— X homotopija, ki veže a in P. Po-

tem je homotopija, ki veže ( in a, dana z G(ft, s) —

—— — H(t, 1 — s).

' 3. tranzitivnost —a — BEB—y — a — y (sl. 8).

a B Homotopija K, ki veže a in y, je sestavljena iz homotopije

SI. 7 H, ki veže ain 6, ter homotopije G, ki povezuje [ in y.

B Š BOG

a y H a Y

Sl. 8

( HG, 25) O<ss<i

K(, s) — | h
G(t,2s—1) ixsx<l

Preverili smo vse tri lastnosti, ki naj jih ima ekvivalenčna relacija, in ugotovili, da je

homotopnost ekvivalenčna relacija.

Pojem homotopije ni omejen samo na primer poti v prostoru. V splošnem definiramo

homotopijo takole:

Naj bosta f in g preslikavi iz prostora X v prostor Y. Pravimo, da sta f in g homotopni

preslikavi, če obstaja taka preslikava 4: X x 7 — Y, da velja H(x, 0) — f(x) in H(x, 1) <

— g(x); preslikavo 4 bomo spet imenovali homotopija.

Pa recimo, da imamo podprostor A c X in da za vsako točko a € A velja f(a) — g(a).

Če obstaja homotopija H: X x [— Y, ki slike na podprostoru A ohranja (H(a, s) —

— f(a) < £(4)), pravimo, da sta preslikavi f in g homotopni relativno glede na A in zapišemo

f— grel A.

Pri poteh nam je množica A sestavljena iz krajnih točk intervala A — 40, 1). Opravka

imamo z relativno homotopijo.

Homotopnost je tudi v splošnem primeru ekvivalenčna relacija, pa naj gre za absolutno

ali relativno homotopnost.

Če je prostor X tak, da so vse preslikave vanj homotopne med seboj in zato homotopne

konstantni preslikavi, se imenuje kontraktibilen prostor. Irivialen primer kontraktibilnega

prostora je prostor z eno samo točko, saj so pač vse preslikave vanj konstantne. Dokažimo

zdaj, da je krog D polmera 1 kontraktibilen!

Preprosto: krog postavimo v središčno lego in vpeljemo polarne koordinate. Pokazali
bomo, da je vsaka preslikava f: X — D homotopna konstantni preslikavi v središče kroga.

Naj bo f(x) < (r(x), 9(x)). Ustrezna homotopija je H(x, s) < ((1 — s)r(x), p(x)).

Kaj se dogaja? Ko se s spreminja od 0 do 1, lezejo vse slike iz prvotnih položajev proti

središču po svojih žarkih. Stiskanje (kontraktiranje) slik v eno točko je dalo tudi ime —

kontraktibilnost.
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Vrnimo se k potem! Homotopija poti je lepo uglašena z množenjem in s prehodom k

nasprotni poti. Velja namreč izrek: Ce je a — f in y — 0, potem je a" y — PP" 3, Dokaz

je na sliki 9.

B y y

B G

H € G —

H

SI. 9
a B 2

In iza — f sledi a —- 6, kar spet uvidimo s slike 10. B B

Bodi sedaj a: 7 — X pot, a(0) <— x, in a(1) < x,. | [

Prepričajmo se, da je produkt poti in nasprotne poti —-

homotopen konstanti, in sicer je Hi H

l.a"a—o,, | '— -

2.a"a—o;,. SI. 10

Dokažemo 1. Homotopija, ki veže a " a z oo,,, je naslikana na sliki 11 ali s formulo

| 1—

(46) O<t< —
| 2

< 4 So, -- s

2 2 2

— 1 -- s
a(1 —i) <a(t) k <ftš<x]l S] 11

Konstantna pot bo imela vlogo enote. Dokažemo namreč, da je produkt poti a s kon-

stantno potjo c,, homotopen poti a. Ravno tako je produkt o», " a homotopenpoti a.

Slika 12. pove vse, formula ni potrebna.

Ugotovili smo že, da množenje poti ni asociativno.

Vendar velja izrek:

Naj bodo a, B, y tri poti v prostoru X, ki jih moremo

zmnožiti, t. j. a(1) <— 6(0); 6() — 700). Potem je (a " 8) "

ty v a"(B"Y).

Dokaz. Najprej narišemo sliko in si potem zapišemo še formulo:

a B VA

1
| hi osre!
s-1 4

s--l s--2

H(, s) <$ BA—s—I) —— Zzt< ——
4 4

v 4t — s—2 2
i di s stž 4,
SI. 13 2 — s 4



Bazna točka

Izberemo v prostoru točko x, in jo imenujemo dazna točka. Tu se bodo začenjale in

končavale vse naše poti. Opravka bomo imeli le še s pentljami, ki so privezane v tej izbrani

točki. Zdaj tudi ni več problema z množenjem. Poljubni dve pentlji moremo zmnožiti.

Množico pentelj 4(X, x,) razbijemo na ekvivalenčne razrede po homotopnosti. Dve homo-

topni pentlji bosta za nas enaki. Ker smo že dokazali, da razred produkta ni odvisen od

izbora predstavnikov dveh razredov, lahko množimo razrede med seboj. Podobno je s pre-

hodom k nasprotni pentlji — nasprotnemu razredu. In razred konstantne pentlje je enota

za množenje.

Definicija. Fundamentalna grupa 7,(X, x) je množica homotopskih razredov pentelj

iz A(X, x). Grupna operacija je definirana z množenjem pentelj, prehod k nasprotni pentlji

nam da inverzni element in konstantna pot v točki x, enoto.

| Že sam zapis kaže, da je grupa odvisna od prostora X in od tega, kje smo izbrali bazno

točko x,, sedež potovalne agencije. V resnici je vseeno, kje to točko izberemo, če je le prostor

s potmi povezan, tj. če moremo poljubni dve točki povezati s potjo.

Preslikave

Denimo, da imamo dva prostora X in Y z baznima točkama x, oziroma y, in zvezno

preslikavo f prostora X v prostor Y (oznaka f: X — Y), ki bazno točko prostora X preslika

v bazno točko prostora Y, tedaj f(x,) — yo.

Vsaki poti a: Z — X v prostoru X ustreza s pomočjo preslikave f dobljena pot v prostoru

Y, f.(a): I— Y. Ta je kar kompozicija

JA) (D) — fla(5)

Seveda se pentlja v x, preslika v pentljo, ki je privezana v točki y,. S pomočjo preslikave f

tako dobimo preslikavo f.: £A(X, xa) > P(Y, ys) množice pentelj v prostoru X v množico

pentelj v prostoru Y.

Ta preslikava je tudi homomorfizem. Produkt dveh pentelj se preslika v produkt njunih

slik. Nasprotna pentlja gre v nasprotno, konstantna v konstantno. Ker sta tudi sliki dveh

homotopnih poti homotopni, se preslika ves razred, ki ga določa pot a, v isti razred v

A(Y, vs). Zato dobimo homomorfizem fundamentalnih grup. O tem, da identična preslikava

X — X da identični homomorfizem, ni vredno izgubljati besed. Prav tako je očitno, da kom-

poziciji dveh preslikav X — Y — Z ustreza kompozicija homomorfizmov fundamentalnih

grup. Homeomorfizem prostorov da izomorfizem njunih fundamentalnih grup.
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Fundamentalna grupa krožnice

Krožnico S! bomo predstavili kot množico kompleksnih

števil absolutne vrednosti 1. Število 1 bomo izbrali za bazno

točko. (sl. 15)

Imamo zvezno preslikavo realnih števil na krožnico, B:

Ri — Si dano z B(x) — ež"ix,

Odprti interval (— 3, Ž) se homeomorfno preslika na

Preslikavi £ je inverzna preslikava w:S! — (—1) > (—), 1), ki je definirana z

. O
w(e'9) — za € (—r, m)

m

Dokažimo najprej pomožni izrek!

Naj bo oc: Z — S! pot, ki se začne v bazni točki c(0) — 1. Potem obstaja natanko ena pot

o':l— RI taka, daje £o <cine(0) —0.

Dokaz. Ker zveznost na zaprtem intervalu Z — [0, 1] pomeni hkrati tudi enakomerno

zveznost, lahko najdemo 8 > 0, tako da iz | f, —r>| < 8 sledi | (6) — o(£,) | < 1. Zato

tudi ne more biti o(f,) — —o(f), saj je razdalja dveh diametralnih točka enaka 2. Zato

lahko poiščemo vrednost funkcije w na kvocientu c(č,)/o(f.). Ta vrednost je neko realno

število med —š4 in i. Poiščemo tako veliko naravno število N, da je vsak f z intervala Z

manjši od N6, to se pravi N > 1/0. Postavimo

| N—1 v —1 —2o(t) < w (eb ( )) -- wW (- (- tje ( :)) -b...
N N N

l...ŽEW (s (3 ) is0)
N

V oklepaju je vedno kvocient dveh funkcijskih vrednosti, katerih argumenta se razlikujeta

za manj kot din so zato vsi členi vsote definirani. Koliko je c'(0)? Ker je c(0) — 1in y(1) —

— 0, so vsi členi enaki 0in c'(0) <— 0.

Izračunajmo še £g': [/ — Sl, Spravimo zgornjo vsoto v eksponent, upoštevamo lastnosti

eksponentne funkcije in dejstvo, da sta C in w inverzni funkciji. Tako je
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Skoraj vse se krajša, ostane le

bo'(t) — o(£)/c(0) <— c(f)

in o' je res preslikava, kot jo zahteva izrek.

Je. pa tudi edina. Recimo, da imamo še

o":l—> Ri g'%0)—0, dgo'<o

Razlika o" — o' je spet zvezna preslikava Z — R! in še B(c" — co) (£) — e?ri(e()—6() -.

— be"b/bo(t) <— c(b/o(t) < 1.

Ker pa C preslika v število 1 le cela števila Z c R, mora biti tudi 6"(£) — o'(£) celo število

za vsak £ e 7. Zato imamo lahko o" — co' za zvezno preslikavo v cela števila. To je mogoče le,

če je ta preslikava konstantna. Ker pa je c"(0) — 6'(0) — 0, sta preslikavi o" in o' enaki

za vsak f.

Naj bo zdaj o pentlia, tj. c(1) — 1. Seveda ni nujno, da je tudi o' pentlja v R. 6'(b) je

sicer res celo število, a ne nujno nič. Dokazali bomo, da je končna točka o'(1) odvisna le

od ekvivalenčnega 1azreda pentlje o.

Videti moramo tedaj, da iz homotopnosti c, — o, sledi enakost c,'(1) <— co, (1).

Dokaz gre podobno kot prejšnji. Bodita a, in co, pentlji v Stin H homotopija, ki ju veže.

Poiskali bomo preslikavo H'" kvadrata f x / v realna števila, tako da bo $H' — H in še

HAD) — 0. Pravzaprav moramo oplemiti s črtico enoparametrično družino poti H..

Kot prej moramo najti tak pozitiven 8, da bo iz | , — , | < dsledilo , H(r, s) — H(t,, s) | <

6 e 4 « bdi 1
< 1 za vsak s in za vsak par f,, f>. Ravno tako kot zgoraj izberemo celo število N večje od —

)

in postavimo

(N—1 1

H (t, s) < w (Pa. SDH | V t, s) --... di ((3 t, si |HO0, 5)

Stranica BC se mora preslikati vsa v celo število, ki je seveda isto kot končna točka poti

o, ali pa c;. Zato sta ti dve končni točki enaki in trditev dokazana.

Sedaj lahko definiramo preslikavo

xin(S, |) > Z

fundamentalne grupe krožnice v cela števila.

Takole ravnamo. Pentlji c priredimo celo število c'(1), ker pa to celo število pripada

vsem pentljam v razredu, ga določimo za sliko razreda. Ce označimo z [o] razred pentlje o,

bi to zapisali s simboli

xls) —< cb).
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Prepričajmo se zdaj, da je x homomorfizem grup. Bodita a in 6 pentlji v Stina'(1) < m,

B4(1) — n. Pokazati moramo, da je (a x 8)(1) — m -- un. To pa ni težko. B' je pot v RW, ki

se začne v 0. Vzemimo " — B' -- m. To je pot v Ri, ki se začne v m, se pravi tam, kjer se

konča a'. Zato lahko zmnožimo a' in BP" in je (a »8)' — a' 6". Končna točka te poti je

seve /H -- n.

x je epimorfizem, to se pravi, da moremo za vsako celo število z najti pentljo o tako,

da bo o'(1) — n. Res! Začnimo kar s o'(£) — nt. To je pot v R, ki se začne v 0 in konča v x.

Če jo navijemo na krožnico s preslikavo $, dobimo pentljo s — $6', ki ustreza zgornji

zahtevi. Razred [co] se preslika v celo število z.

Ugotovili pa bomo tudi, da je xy monomorfizem. To pomeni, da se le en element funda-

mentalne grupe z,(S1, 1), le en razred, preslika v isto celo število. Ker je X homomorfizem

grup, bo dovolj, če pokažemo, da se v nič č preslika le en razred. Seveda je to razred konstantne

pentlje.

Bodi zdaj a pentlja v S! in a'(1) < 0. Našli bomo homotopijo med a in konstantno

pentljo o,. Najprej zapišemo homotopijo H' med pentljo a' in konstantno pentljo x, v R!.

O

Ht, s) <(U—546)

To homotopijo z eksponentno preslikavo $ navijemo na krožnico in že imamo homotopijo

H <— AdH', ki veže pentljo a s konstantno pentljo v St:

Ht, s) — e? nmi(1 —s)a'()

Za s — 0 imamo res $da' — a, za s — 1 pa je pri vsakem v eksponentu 0 in imamo kon-

stanto 1.

Homomorfizem, ki je hkrati epimorfizem in monomorfizem, se imenuje izomorfizem.

Fundamentalna grupa krožnice je izomorfna grupi celih števil.

Oglejmo si še nekaj posledic tega izreka!

Dokazali smo že, da je krog D (disk) kontraktibilen, se pravi: vse preslikave vanj so

homotopne konstantni preslikavi. Zato je fundamentalna grupa kroga D trivialna — grupa

z enim samim elementom.

Bodi A podprostor topološkega prostora X. Preslikava f: X — A se imenuje retrakcija,

če je identiteta na A, torej /(a) — a za vse a € A.

Krožnica S! je podmnožica kroga D. Lahko se vprašamo, ali eksistira kakšna retrakcija

ri: D— S!, Videli bomo, da je ne more biti. Po domače: kože, ki je napeta na obroč, ne

moremo zviti nanj, ne da bi kožo predrli.

Pa recimo, da obstaja retrakcija r: D — Sl, Označimo še z i: S! > D vložitev krožnice

v krog. Po definiciji retrakcije je kompozicija ri enaka identiteti na krožnici.

St > D— Sl,

| h
id.
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Uporabimo obe lastnosti funktorja, ki nam daje fundamentalno grupo. Preslikavi ri ustreza

homomorfizem, ki je kompozicija dveh homomorfizmov, enega za r in enega za i. Ta dva

homomorfizma pa sta oba ničelna. Prvi zato, ker preslikava v ničelno grupo (fundamentalna

grupa kroga je trivialna!), drugi zato, ker iz nje izhaja. Kompozicija dveh takih homomor-

fizmov je ničelni homomorfizem, ki vsa cela števila preslika v nič. Po drugi strani pa je ri

identiteta. Identični preslikavi pripada identični izomorfizem, torej preslikava, ki vsa cela

števila ohranja. Obojega ne more biti: po eni strani ničelni, po drugi pa identični homo-

morfizem. Protislovje nam pove, da smo napak privzeli predpostavko o retrakciji. Retrakcije

ne more biti!

Ta izrek ima še zanimivo posledico, namreč Brouwerjev izrek o fiksni točki:

Vsaka preslikava F: D > D kroga v krog ima fiksno točko. Fiksna točka z e D je taka,

da je F(z) — z.

Denimo, da za vsak z e D velja z 7% F(z). Potem lahko napravimo naslednjo konstruk-

cijo. Točki z in F(z) zvežemo s premico, premica seka krožnico v dveh točkah. Tisto prese-

čišče, ki je bliže točki z, označimo z r(z). Točka r(z) leži seveda na krožnici S! in je kar

enaka z, če že z leži na krožnici. Brez težav se prepričamo, da je preslikava r: D — S! zvezna

in ker ohranja točke na krožnici, je retrakcija. Ker retrakcije biti ne more, tudi ne more biti

preslikave F brez fiksne točke.

r(z)>

SI. 19
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JOŽE VRABEC

AMS Subj. Class. (1970): 57A 05

V tem članku je podana osnovna topološka teorija ploskev.

SURFACES

This is an exposition of the basic topological theory of surfaces.

1. Definicija ploskve

S pojmom ploskve, pravzaprav z imenom ploskev, se srečamo pri učenju matematike

že dokaj zgodaj; toda najbrž bo držalo, da celo diplomanti matematike na naši univerzi

večinoma ne bi znali odgovoriti na vprašanje, kaj je ploskev. Tu bomo dali neko dokaj

splošno in tudi splošno sprejeto (vendar ne edino mogočo) definicijo ploskve.

Značilna lastnost ploskev je, da so »ploščate«. Kako bomo to ploščatost izrazili matema-

tično? Predstavljajmo si »ploskev« v MR?, npr. površino kakega gladkega geometrijskega

telesa. Vsaka. točka ploskve ima v ploskvi majhno odprto okolico, ki je nekakšen krogec;

ne pravi krog sicer, vendar zelo podobna krogu. Gre za podobnost, ki ji v topologiji pravimo

homeomorfnost. Ploskev bomo zato definirali kot topološki prostor, v katerem ima vsaka

točka odprto okolico, homeomorfno odprtemu enotskemu krogu E? v ravnini R? (EP je

torej množica vseh točk £ <— (7,,7,) € R?, za katere je || f |]? — 7," -- 7," < 1). Krog E? pa

je homeomorfen celi ravnini R? (glej [10; str. 1] in zato bomo rekli:

1.1. Definicija. P/oskev brez roba je tak povezan podprostor F (poljubnega) evklidskega

prostora BR", da ima vsaka točka iz F odprto okolico v F, ki je homeomorfna odprtemu

enotskemu krogu E? v R? oziroma. vsej ravnini R?,

Malo niže bomo definirali še splošne ploskve, ki imajo lahko tudi rob. Zahteva po po-

vezanosti pri 1.1 seveda ni bistvena; nič važnega se ne bi spremenilo, če bi jo izpustili.

Zahteva, da je F podprostor kakega R", pa je tu predvsem zaradi nazornosti. Običajna

definicija ploskve omenja. le topološke lastnosti prostora samega, je pa ekvivalentna naši

definiciji.

Pokažimo zdaj kak primer ploskve. Jasno je, da je RR? ploskev. Še več, vsaka povezana

odprta množica v A? je ploskev, saj ima v njej vsaka točka okolico, ki je pravi krog. Po-

glejmo še primer ploskve, ki ne leži v ravnini. Označimo z S? površino enotske krogle v R?,

torej množico vseh r e R", za katere je || £ || — 1. To množico bomo imenovali 2-razsežna

enotska sfera; kadar bo jasno, da govorimo o ploskvi, bomo »2-razsežna« izpuščali. Bodi

s — (0,0, 1) »severni pol« na S"? in j — (0,0, —1) »južni pol«. Množici S? — (s) in S? —

—1ji sta homeomorfni R? (homeomorfizem je stereografska projekcija [10; str. 2]). Ker

sta ti množici očitno odprti in pokrivata S?, je S? ploskev (brez roba).

Oglejmo si zdaj zaprti enotski krog E v R?, Po našem občutku tudi ta zasluži ime ploskev.

Ni pa ploskev brez roba (po definiciji 1.1), kajti točka e — (1,0), ki leži na robu kroga E,

nima okolice v E, ki bi bila homeomorfna R?; to je lahko verjeti, dokaz pa ni čisto elemen-

taren, ampak moramo pri njem uporabiti Brouwerjev izrek o invarianci odprte množice

[10; str. 3]. Pač pa ima e okolice v Z, ki so homeomorfne zaprti zgornji polravnini R,"' —

— ((,, 7, € R' | Ta — 0): če označimo z U odprto desno polovico kroga E, torej množico
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vseh točk iz E, ki imajo prvo koordinato pozitivno, potem lahko podamo dva med seboj

inverzna homeomorfizma f: U—> R,', g: R,? —> U takole:

(td iN? l -- y/t
[o - (1) , sW< V!

it --1l id a/t

(pri teh formulah moramo točko f — (7,, 7.) € R? interpretirati kot kompleksno število

T, -- i7,). Prav lahko je pokazati, da ima tudi vsaka druga točka na robu E odprto okolico

v E, ki je homeomorfna R,". Definicijo 1.1 bomo zato dopolnili takole:

1.2. Definicija. Ploskev je tak povezan podprostor F prostora R", da ima vsaka točka

iz F odprto okolico v F, ki je homeomorfna bodisi R? (oziroma £%, bodisi R.' (oziroma

E? (A R4"). Množico vseh točk iz F, ki imajo kako okolico homeomorfno R?, imenujemo

notranjost F in jo označujemo z int F. Komplement notranjosti, torej F — int F, imenujemo

rob Fin ga označujemo z 8F.

Ploskev brez roba (po 1.1) je torej ploskev (po 1.2), pri kateri je rob prazna množica.

Opozoriti moramo, da int F in OF nista v nobeni zvezi z relativno topološko notranjostjo

in relativnim topološkim robom množice " v ambientnem prostoru MR" (glej [10; str. 4).

Pri primeru £ c R?, ki smo ga imeli zgoraj, je sicer res int £ — E£? relativna notranjost

za?E v R? in dE relativni rob za E v R?; toda E je tudi podprostor 3-razsežnega prostora

R? in v tem prostoru je notranjost £ prazna, rob je pa ves £. Pojma notranjosti in roba iz

definicije 1.2 sta »absolutna«; nanašata se le na prostor F in nista nič odvisna od ambient-

nega prostora.

2. Mnogoterosti

Po naši definiciji je ploskev prostor, katerega »majhni koščki« so topološko prav taki

kot koščki 2-razsežnega evklidskega prostora. Sama od sebe se ponuja posplošitev na

prostore, katerih majhni deli so podobni delom prostora R" za poljubno izbran m. Takim

prostorom pravimo mnogoterosti.

2.1. Definicija. Naj bo m poljubno naravno število; m-razsežna mnogoterost — ali

kratko m-mnogoterost — je tak podprostor M prostora R", da ima vsaka točka iz M odprto

okolico v M, ki je homeomorfna bodisi R" bodisi zaprtemu »zgornjemu« polprostoru

R,". Notranjost int M in rob OM definiramo podobno kot v 1.2.

Ploskev je torej isto kot povezana 2-mnogoterost. Mnogoterosti dimenzije 1 bi smeli
imenovati krivulje. Toda beseda krivulja se uporablja v toliko različnih pomenih, da bomo

rajši ostali kar pri »1-mnogoterostih«. Za mnogoterosti dimenzije m — 3 pa sploh nimamo

posebnih imen.

Primeri ploskev, ki smo jih navedli v 8 1, imajo direktne posplošitve v vseh dimenzijah.

Tako so R%, poljubna odprta množica v R" in m-razsežna enotska sfera S" (— površina

enotske krogle v R""!) m-mnogoterosti brez roba, R," in zaprta enotska krogla v R" pa

sta zn-mnogoterosti z (nepraznim) robom. Primeri 3-mnogoterosti z robom so še razna

geometrijska telesa v MBR?, Površina vsakega takega telesa je »očitno« neka ploskev brez

roba, zato nas ne bo presenetil tale izrek:

2.2. Izrek. Če je M m-mnogoterost z robom, je OM (m-1)-mnogoterost brez roba. (Pri

tem pod O-mnogoterostjo razumemo diskretno množico točk.)

Dokaz. Vzemimo poljubno točko x e OM. Obstajata odprta okolica U za x v M in homeo-

morfizem 4: U — R,". Presek U A OM je odprta okolica točke x v OM in h preslika UN

[A OM homeomorfno na 4(U NA OM). Zato je dovolj pokazati, da je 4(U N OM) — R'- (tu

-R"—! pomeni množico vseh točk v R", ki imajo m-to koordinato enako 0). Dokazali
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bomo ekvivalentno trditev, namreč, da je 4(U NI OM)c R"-l in K(U—0OM) < Rn" —
— jpRm-l

Vzemimo poljubno točko ye UN AM. Če slika k(y) ne bi ležala v R"-!, bi imela v

R.," neko odprto okolico, homeomorfno BR", S tem pa bi tudi točka y imela odprto okolico

v M, ki bi bila homeomorfna BR". To pa ni mogoče, ker je y € OM. |

Vzemimo zdaj poljubno točko y e U — dM. Ker y leži v int M, obstajata odprta okolica

V za y v M in homeomorfizem g: V — R", Množicig(UN V)in A(UA V) ležita v R' in

sta homeomorfni (kompozitum %4e2g7! preslika prvo homeomorino na drugo). Množica

e(UN V) je odprta v R" (ker je U( V odprta v M in zato v V in ker je g homeomorfizem);

po Brouwerjevem izreku o invarianci odprte množice [10; str. 5] je zato tudi množica

A(U V) odprta v R", Množica, ki leži v RR," in ki seka R'-l, pa ne more biti odprta

v Rm, Zato je MUNV)c RR," — Re-!l in s tem tudi 4(y) e R,y" — Ru-l, Izrek je

dokazan.

Omenimo še, da se je za kompaktno mnogoterost brez roba udomačil izraz sklenjena

mnogoterost, za nekompaktno mnogoterost brez roba pa odprta mnogoterost (pri ploskvah

ustrezno uporabljamo izraza sklenjena in odprta ploskev). Vsaka odprta množica v R" je

odprta m-mnogoterost; od tod tudi ime odprta mnogoterost. Ime sklenjena mnogoterost

pa je od tod, ker je vsaka kompaktna povezana 1-mnogoterost brez roba (torej kompaktna

krivulja brez krajišč) sklenjena krivulja. Primer sklenjene m-mnogoterosti je sfera 5",

3. Nekaj preprostih lastnosti ploskev

Vse trditve o ploskvah, ki jih bomo navedli v tem razdelku, veljajo, primerno posplo-

šene, tudi za mnogoterosti poljubnih dimenzij. Očitno velja:

3.1. Trditev. Bodi F ploskev in G c— R" topološki prostor. Če obstaja kak homeomorfizem

h: F— G, potem je G tudi ploskev in int G — h(int F), dG — h(0F).

Iz te trditve in iz [10; izrek 13] npr. sledi, da je vsak kompakten konveksen lik v Ri?

ploskev z nepraznim robom in da je rob vsakega kompaktnega konveksnega telesa v R?

sklenjena ploskev.

Neposredno iz definicije ploskve sledi tale princip: poljubna trditev o ploskvah, ki govori

samo o lokalnih lastnostih ploskve (to je o lastnostih majhnih delov ploskve), je pravilna

v tem in samo v tem primeru, če je pravilna za R'in R,"'. Navedimo tri primere takih pra-

vilnih trditev.

3.2. Trditev. Vsaka točka poljubne ploskve F ima v F poljubno majhne odprte okolice,

ki so homeomorjne IR? ali R,".

3.3. Trditev. Vsaka točka poljubne ploskve F ima v F poljubno majhne kompaktne okolice,

ki so homeomorfne zaprtemu krogu E.

3.4. Trditev. Vsaka povezana odprta podmnožica poljubne ploskve je ploskev.

Dokaz trditve 3.2. Vzemimo poljubno točko xe F in poljubno odprto okolico U te

točke v F. Pokazati moramo, da tudi znotraj U obstaja neka okolica točke x, ki je homeo-

morfna R? ali R,". Zaradi enostavnosti vzemimo, da je x eint F; dokaz za primer x € dF

je čisto podoben. Obstajata odprta okolica V točke x v F in homeomorfizem /: V — R?.

Množica UN V je odprta v F, torej tudi v V, zato je njena slika 4(U O V) odprta v R?.

Ker je 4(x)e4(UN V), obstaja odprt krog W c h(UN V) s središčem 4(x). Inverzna

slika 4-4(W) je odprta v V, torej tudi v F, ustreza relaciji xehW4W)c UNAVc Vinh

jo preslika homeomorfno na krog W, ki je dalje homeomorfen R?.

Dokaz trditve 3.3 je čisto podoben in ga bomo izpustili. Trditev 3.4 pa je neposredna

posledica 3.2. Naj bo F poljubna ploskev in G poljubna povezana odprta podmnožica v F.
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Izberimo poljubno točko x ec G. Ker je G okolica za x, obstaja po 3.2 odprta okolica V

točke x v F, ki je vsebovana v G in je homeomorfna BR? ali R.?. Seveda je V tudi odprta

okolica za x v G in s tem je dokazano, da je G ploskev.

Navedimo še dva izreka o ploskvah, ki sta globalne narave (tj. govorita o ploskvi v

celoti, ne le o njenih majhnih delih) in nista prav očitna, vendar ju je dovolj lahko dokazati.

3.5. Izrek. Poljubni dve točki poljubne ploskve lahko povežemo v tej ploskvi z neko potjo.

To se pravi: če sta x in y poljubni točki poljubne ploskve F, obstaja taka zvezna preslikava

zaprtega intervala [0, 1] v ploskev F, ki preslika O v x in 1 v y.

3.6. Izrek. Bodi F poljubna ploskev in bodita x in y poljubni točki v int F. Potem obstaja

neki homeomorfizem h: F— F, ki x preslika v y, vsako točko iz OF pa pusti na mestu.

Izreka 3.5 in 3.6 imata zelo podobna dokaza, zato bomo dokazali le 3.6. Uvedimo

najprej tale izraz: disk je prostor, homeomorfen zaprtemu krogu E. Pri dokazu izreka 3.6

bomo potrebovali tale pomožni izrek:

3.7. Lema. Izrek 3.6 je pravilen, če je F disk.

Dokaz. Privzemimo najprej, da je F — E. Naj bo f: E > E homeomorfizem, ki vsak

radij kroga Z preslika linearno na daljico od x do krajišča radija, ki leži na S! — dE (sl. 1)-

ta homeomorfizem je dan s formulo f(£) < t -- (1 — || £ |)x. Podobno konstruiramo homeo;

morfizem g: E — E, ki preslika vsak radij linearno na daljico od y do »zunanjega« krajišča

radija. Kompozitum 4% — ge f"! je potem tak homeomorfizem iz E v E, kot smo ga želeli.

Vzemimo zdaj poljuben disk F. Izberimo neki homeomorfizem 4k: F — E. Po prejšnjem

obstaja tak homeomorfizem 4': E — E, da velja /4'(k(x)) —< K(y) in HK() — rt za te SI,

K ompozitum 4 — kr!o;'o k je potem homeomorfizem iz F v F in zanj velja 4(x) — y

in 4(z) — z za z ec OF.

Dokaz izreka 3.6. Označimo z G množico vseh tistih točk iz int F, v katere je mogoče

preslikati x s kakim homeomorfizmom F — F, ki ne premakne nobene robne točke; bodi

H <—i1nt F—6. Iz 3.7 zlahka sledi, da sta množici G in H odprti. Res! Naj bo s poljubna

točka v G in naj bo f: F — F tak homeomorfizem, da je f(x) — s. Po 3.3 obstaja disk D c

c int F, kije okolica za s. Hitro bomo videli, da jeint D c G (in zato je množica G odprta):

če je z poljubna točka v int D, obstaja po 3.7 tak homeomorfizem g: F — F, da velja g(5) — z

in g(z) — z za z e F— int D; sestavljeni homeomorfizem g ? f preslika x v f, torej je ft € G.

SI. 1 Sl. 2

Čisto podobno dokažemo, da je odprta tudi množica H. Vidimo, da je int F unija disjunkt-

nih odprtih množic G in H. Ker je množica int F povezana (lahka posledica povezanosti

ploskve F), mora biti ena od množic G, H prazna. Množica G ni prazna, saj vsebuje x.

Zato je H—0in F— GO.
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3.8. Opomba. Enako pokažemo, da za poljubno zaprto množico Z c F, katere kom-

plement F — Z je povezan, in za poljubni točki x in y iz (int F) — Z obstaja homeomorfizem

h: F— F, ki ustreza zahtevama: 4(x) — y in 4h(z) — z za z e Z. Od tod pa (z indukcijo)

takoj sledi: če si v int F poljubno izberemo paroma različne točke x,,..., x, in paroma

različne točke y,,..., Y,, potem obstaja tak homeomorfizem /: FF — F, da velja 4(x;) —

—y zai—l,...,n. |

4. Orientabilnost

V tem razdelku nekatere stvari žal ne bodo ravno kristalno jasne. Zahteven bralec

zato ne bo zadovoljen. Tolažim ga lahko le s tem, da se da vse, kar bomo tu počeli, na-

praviti popolnoma, rigorozno.

Poljubno premico (ali daljico) usmerimo ali orientiramo tako, da si na njej izberemo

neki vektor; smer tega vektorja je potem izbrana »pozitivna« smer ali izbrana orientacija.

Pri risanju označimo to smer navadno s puščico. Podobno je orientacija enostavne sklenjene

krivulje (tj. 1-mnogoterosti, ki je homeomorfna krožnici) izbira (»pozitivne«) smeri obhoda

te krivulje. Orientacija poljubne ravnine pa je odločitev za »levi« ali »desni« koordinatni

sistem v tej ravnini ali — kar je v bistvu isto — izbira »pozitivne« smeri vrtenja v ravnini.

Smer vrtenja pa je spet v bistvu isto kot smer obhoda poljubne krožnice v ravnini ali tudi

smer obhoda roba poljubnega diska v ravnini. Da poenostavimo izražanje, uvedimo tole

definicijo: |

4.1. Definicija. Orientacija diska je orientacija roba tega diska (z drugimi besedami —

disk orientiramo tako, da orientiramo njegov rob).

V vsakem od doslej naštetih objektov (premici, daljici, enostavni sklenjeni krivulji,

ravnini, disku) je mogoče izbrati dve različni orientaciji. Zelo važno je tole: če izberemo dva

poljubna orientirana diska, recimo B in C, v isti ravnini, je njuni orientaciji mogoče pri-

merjati. Rekli bomo, da sta B in C orientirana skladno, če določata isto orientacijo ravnine,

tj. če se smeri vrtenja v ravnini, ki sta določeni z izbranima orientacijama v B1n C, ujemata;

v nasprotnem primeru sta B in C orientirana neskladno. Na sl. 2 sta diska B in C orientirana

neskladno, disk D pa je orientiran skladno s C.

Ali je mogoče govoriti tudi o orientaciji poljubne ploskve? Gotovo lahko govorimo o

lokalni orientaciji na ploskvi, kajti za majhne dele ploskve si lahko predstavljamo, da ležijo

v MR'. Natančneje, rekli bomo takole:

4.2. Definicija. Zokalna orientacija ploskve F v točki x <int F je taka izbira orientacij

za vse diske v F, ki točko x vsebujejo v svoji notranjosti, da sta vsaka dva izmed teh diskov,

ki imata poleg tega še to lastnost, da eden od njiju leži v drugem, orientirana skladno.

Naj omenimo, da pri dveh orientiranih diskih, recimo C in D, ki ustrezata relaciji C c

c D, res lahko govorimo o skladnosti oziroma neskladnosti orientacij (pri drugačnih parih

diskov pa v splošnem ne): D preslikamo s kakim homeomorfizmom Z na disk v R? in dani

orientaciji v C in D prenesemo s / na diska 4(C) in 4(D). Ni težko videti, da je odvisno

samo od Cin D (nič pa od /), ali sta orientaciji v 4(C) in 4(D) skladni. Zato lahko defini-

ramo, da sta C in D orientirana skladno, če sta 4(C) in 4(D) orientirana skladno.

4.3. Lema. Bodi D orientiran disk v ploskvi F in bodi x <int D. Potem obstaja ena in

samo ena lokalna orientacija ploskve F v točki x, ki priredi disku D vnaprej dano orientacijo.

Z drugimi besedami, vsak orientiran disk na ploskvi določa neko lokalno orientacijo

ploskve v vsaki svoji notranji točki.

Dokaz. Če je C poljuben tak disk v F, da je x e int C, potem presek int C NI int D vsebuje

po 3.3 tak disk B, da je x ec int 5. Orientirajmo B skladno z D, potem pa še C skladno z B.

Če tako orientiramo vse možne diske C v F, za katere je x e int C, res dobimo neko lokalno

orientacijo ploskve F v točki x.
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4,4. Posledica. Ploskev ima v vsaki svoji notranji točki natančno dve možni lokalni orien-

taciji.

— Velja opomniti, da dva orientirana diska na ploskvi, katerih notranjosti imata neprazen,

toda nepovezan presek, lahko določata v nekaterih skupnih notranjih točkah isto lokalno

orientacijo, v nekaterih pa različni lokalni orientaciji.

Recimo, da je F gladka ploskev v R?. Potem v poljubni točki x e int F obstaja normala

ploskve. Po 4.2 je lokalna orientacija ploskve v točki x dana z izbiro smeri vrtenja v ploskvi

okoli točke x. Ta smer vrtenja pa natančno določa (po »pravilu desnega vijaka«) neko

smer na normali ploskve v točki x (in obratno). Zato lahko lokalno orientacijo za F v točki

x podamo z izbiro enotskega vektorja na normali ploskve F v točki x. Dokaj jasno je, kako

zdaj definirati globalno orientacijo za F: kot skladno izbiro lokalnih orientacij, tj. kot tako

izbiro enotskih vektorjev na vseh normalah ploskve, da se njihove smeri zvezno spreminjajo

od točke do točke. Tudi v splošnem bomo definirali globalno orientacijo ploskve kot skladno

izbiro lokalnih orientacij v vseh notranjih točkah ploskve. Natančneje:

4.5. Definicija. (G/obalna) orientacija ploskve F je taka izbira orientacij za vse diske v F,

da vsaka dva diska (katerih notranjosti imata neprazen presek) določata v vsaki točki, ki

leži v preseku njunih notranjosti, isto lokalno orientacijo.

Iz 4.3 zlahka sledi

4.6. Lema. Naj bo 4D,, D,, D;, ...; taka (končna ali neskončna) družina diskov v ploskvi

F, da njihove notranjosti pokrivajo int F. Potem vsaka taka izbira orientacij za te diske, da

vsak par D;, D; določa v vsaki točki iz int D; int D; isto lokalno orientacijo, natančno

določa neko orientacijo ploskve F.

Ta lema je koristna iz praktičnih razlogov. Na vsaki ploskvi je namreč nepregledna

množica diskov, medtem ko je recimo vsako kompaktno ploskev mogoče pokriti že z

notranjostmi končno mnogih diskov (v resnici vedno zadostujejo že trije diski).

S tem, da smo orientacijo ploskve definirali, seveda nimamo še nobenega zagotovila,

da orientacije ploskev obstajajo. Res nekatere ploskve ne premorejo nobene orientacije.

4.7. Definicija. Ploskev F imenujemo orientabilno, če ima kako orientacijo. Če pa na F

ni nobene orientacije, je F neorientabilna.

Primer orientabilne ploskve je ravnina. Še več; prav lahko je videti, da je orientacija

ravnine, kot smo jo definirali v 2. odstavku tega razdelka, in orientacija ravnine po definiciji

4.5 v bistvu ista stvar. Tudi vsaka ploskev, ki je homeomorfna kaki ploskvi v ravnini, je

orientabilna; to sledi iz tehle dveh očitnih resnic:

4.8. Trditev. Naj bo F orientabilna ploskev in G neka ploskev, ki je homeomorfna F,

Potem je tudi ploskev G orientabilna.

4.9. Trditev. Bodita F in G ploskvi in naj bo G c F. Če je ploskev F orientabilna, je orien-

tabilna tudi G.

Tudi neorientabilne ploskve obstajajo; nekaj primerov bomo pokazali v prihodnjem

razdelku.

Naj bo F ploskev in x, točka v int F. Izberimo si lokalno orientacijo za F v točki x,.

Kako bi to lokalno orientacijo razširili do globalne orientacije? Bodi x poljubna točka v

int F. Veriga majhnih diskov od x, do x je tako (končno) zaporedje diskov D,, D,,..., D,, v

F, da velja:

(a) x, eint D,, x eint D,,

(b) zai — 1,2,...,njeint D,., Ni int D, > 0 (na to lastnost zaporedja se nanaša beseda

»veriga«),
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(c) za i — 1,2,..., n leži D,., U D, v nekem disku na ploskvi (to je »majhnost« diskov).

Če imamo tako verigo od x, do x, lahko vzdolž nje prenesemo lokalno orientacijo iz

Xo V x. Lokalna orientacija v x, namreč določa neko orientacijo za D,; iz zgornjih zahtev

(b) in (c) sledi, da v D, obstaja natančno ena orientacija, ki je na int D, int D, skladna

z dobljeno orientacijo v D,; analogno pravkar dobljena orientacija v D, določa neko orien-

tacijo v D, itd.; končno D, določa po 4.3 neko lokalno orientacijo ploskve F v točki x.

Ni težko pokazati, da za vsako točko x ecint F obstaja veriga majhnih diskov od x,

do x. Točki x, in x zvežemo s potjo v F (glej 3.5). Če vsako točko te poti (mišljena je slika

poti, kajti pot je v resnici preslikava) pokrijemo z notranjostjo nekega diska, dobimo odprto

pokritje poti. Ker je pot kompaktna množica, lahko izmed vseh teh diskov izberemo končno

kolekcijo diskov, katerih notranjosti tudi že pokrivajo pot. Lahko je videti, da se dajo ti

diski uvrstiti v zaporedje tako, da sta izpolnjeni zgornji zahtevi (a) in (b); če smo začeli

z dovolj majhnimi diski, bo izpolnjena tudi zahteva (c). Od tod zdaj sledi:

4.10. Trditev. Orienrtabilna ploskev ima natančno dve orientaciji.

Dokaz. Za orientabilno ploskev, recimo /, obstaja vsaj ena orientacija, tj. skladna izbira

lokalnih orientacij. Če hkrati izprevržemo vse lokalne orientacije, očitno spet dobimo sklad-

no kolekcijo lokalnih orientacij. Zato ima Z" najmanj dve orientaciji. Več jih pa ne more

imeti, kajti z lokalno orientacijo v eni točki je globalna orientacija natančno določena.

Izberimo neko globalno orientacijo in vzemimo v poljubno izbrani notranji točki x, ustrezno

lokalno orientacijo. Točko x, lahko povežemo s poljubno drugo točko x z neko verigo

majhnih diskov in vzdolž nje prenesemo lokalno orientacijo iz x, V x. Očitno mora pri tem

vsak disk iz verige dobiti orientacijo, ki se ujema z izbrano globalno orientacijo ploskve;

zato se mora tudi lokalna orientacija v x, ki jo dobimo s prenosom lokalne orientacije

iZ x6, ujemati z lokalno orientacijo v x, ki jo določa izbrana globalna orientacija. Trditev

4.10 je dokazana.

Zgornji premislek nam da neko metodo za prepoznavanje orientabilnih oziroma ne-

orientabilnih ploskev. Izberimo poljubni točki x, in x v int F in neko lokalno orientacijo

v x.. Če si izberemo verigo majhnih diskov od x, do x, lahko vzdolž nje prenesemo lokalno

orientacijo IZ x, V x. Toda različne verige od x, do x nam lahko dajo različne lokalne orien-

tacije v x. Če dobimo pri vseh možnih verigah isto lokalno orientacijo v x in če velja to

za vsako točko x iz int F (v resnici velja za vsako, če velja za eno), potem izbrana lokalna

orientacija V x, natančno določa neko lokalno orientacijo v vsaki točki ploskve in očitno

so vse te lokalne orientacije med seboj skladne; ploskev je torej orientabilna. Če pa pri

kaki točki x lahko dobimo dve verigi majhnih diskov od x, do x, ki določata v x različni

lokalni orientaciji, je ploskev neorientabilna.

Bodita C,, C,,..., C,, 10 D,, D,,..., D,, dve verigi majhnih diskov od x, do x. Zaporedje

Co, Ci, .e., Cp Dp Dyojs »». Do je tedaj sklenjena veriga majhnih diskov od x, do x.

Če prenesemo vzdolž nje lokalno orientacijo iz x, nazaj v x,, bomo dobili v x, začetno lokal-

no orientacijo v tem in samo v tem primeru, ko dobimo s prenosom lokalne orientacije iz

xe V x vzdolž izbranih dveh verig isto lokalno orientacijo v x. Vidimo, da velja: >

4.11. Trditev. Ploskev F je orientabilna natanko tedaj, ko ima tole lastnost: če prenesemo

lokalno orientacijo vzdolž poljubne sklenjene verige majhnih diskov iz x, €int F nazaj v x,

dobimo v x, začetno lokalno orientacijo.

V resnici je dovolj, če pri tem gledamo samo verige, sestavljene iz diskov, ki jih jemljemo

iz kake take družine diskov, da njihove notranjosti pokrivajo int F in da vsaka dva diska,

katerih notranjosti se sekata, ležita v kakem disku na F.

4.12. Opomba. Orientacijo in orientabilnost mnogoterosti višjih dimenzij moremo

definirati rekurzivno. Recimo, da že imamo definicijo za dimenzijo m — 1. Orientacijo
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m-razsežne krogle definiramo kot orientacijo njenega roba, ki je (m — 1)-mnogoterost

(primerjaj 4.1); potem pa pri uvedbi pojma orientacije za poljubno m-mnogoterost uporab-

ljamo pojem orientacije m-razsežne krogle enako, kot smo pri definiciji orientacije za po-

ljubno ploskev uporabljali pojem orientacije diska. V vsaki dimenziji m > 2 obstajajo

orientabilne in neorientabilne mnogoterosti. |

4.13. Opomba. Podobno kot smo definirali prenos lokalne orientacije vzdolž verige

majhnih diskov, moremo definirati — z malo več truda — prenos lokalne orientacije vzdolž
poljubne poti, in sicer za mnogoterosti vsake dimenzije. Velja trditev, analogna 4.11, da je

(povezana) mnogoterost orientabilna natanko tedaj, ko se pri prenosu vzdolž poljubne pen-

tlje (tj. sklenjene poti) lokalna orientacija ohrani. Vzemimo povezano m-mnogoterost M in

poljubno točko x, <int M. Da se pokazati, da če se pri obhodu neke pentlje (od x, do x,)

lokalna orientacija ohrani, velja isto za vse homotopne pentlje, natančneje, za vse pentlje,

ki predstavljajo isti element fundamentalne grupe z,(M, x,) kot izbrana pentlja. To pomeni,

da v z,(M, x.) obstaja neka podmnožica 0(M, x,), ki sestoji iz homotopskih razredov

pentelj, pri obhodu katerih se lokalna orientacija ne spremeni. Lahko je videti, da je

o(M, x.) podgrupa edinka v 7,(M, x,). Če je mnogoterost ZM orientabilna, je seveda
o — m,. Če pa je M neorientabilna, je o prava podgrupa v 7, (in ima indeks 2, kot se

takoj vidi). Od tod sledi, da je vsaka enostavno povezana mnogoterost orientabilna — saj

grupa 771(M, x,), ki v tem primeru vsebuje samo enoto, nima nobene prave podgrupe.

5. Primeri orientabilnih in neorientabilnih ploskev

Omenili smo že, da so ploskve, ki ležijo v R?, orientabilne. Tu bomo pokazali še dve

sklenjeni orientabilni ploskvi.

Sfera S? je orientabilna. Pri dokazu te trditve uporabimo 4.6. Sfero namreč lahko po-

krijemo že z notranjostma dveh diskov — malo povečane »severne« in »južne« hemisfere.

Bralcu prepuščam nalogo skladno orientirati ti dve hemisferi.

Drugi primer sklenjene orientabilne ploskve je forus (sl. 3), to je ploskev, ki jo opiše

krožnica v MR?, če jo zavrtimo za 360?" okoli osi, ki leži v ravnini krožnice in ki krožnice

ne seka. Druga definicija torusa: to je ploskev, ki jo dobimo iz pravokotnika abed (sl. 4)

tako, da zlepimo stranico ab z de in stranico ad z be; pri prvem lepljenju namreč nastane

iz pravokotnika plašč valja, pri drugem pa iz plašča valja nastane torus. Iz roba pravokotnika

nastane unija »meridianske« in »longitudinalne« krožnice na torusu, iz vseh štirih oglišč

pa presečišče teh dveh krožnic (sl. 3).

d C A

Bh AB

a —b »—
A

SI. 3 Sl. 4 SI. 5

S podobnimi lepljenji bomo imeli v prihodnje še opraviti. Zato bomo pravilo, po katerem

je treba stranice zlepiti, pri risanju na kratko podali tako, da bomo vsaki stranici, ki ju je

treba zlepiti, označili z isto črko in obenem naznačili s puščico, kako moramo eno stranico

položiti na drugo, preden ju zlepimo: položiti ju moramo tako, da se smeri puščic ujemata.

Lepljenje iz prejšnjega primera podamo torej s sliko 5.
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