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AKSIOMA RASTOJANJA I AKSIJALNA SIMETRIJA

KAO OSNOVE U ZASNIVANJU

GEOMETRIJE U RAVNI NA PRESLIKAVANJIMA

RADOMIR ŽIVKOVIČ, Sarajevo

AMS Subj. Class. (1970) 50—01, 50 A 05

U članku je prikazano kako se geometrija u nastavi na drugom stepenu, po metodi i sadržaju,

može grupisati oko dva glavna pitanja: oko aksiome rastojanja i oko aksijalne simetrije. Aksioma
rastojanja omogučuje brže ulaženje u gradivo, a izometrijska preslikavanja se svode na proizvod

aksijalnih simetrija, odakle slijede bitne osobine tih preslikavanja. Takav pristup, u poredenju sa

tradicionalnim, vodi na jedan racionalniji put u nastavi geometrije.

AXIOM OF DISTANCE AND AXIAL SYMMETRY AS FOUNDATION

IN BUILDING PLANE GEOMETRY FROM MAPPINGS

In this article it is shown how the geometry at the second level of education can be groupped
by its method and contents around two main issues: the axiom of distance and axial symmetry.

The axiom of distance enables faster approach to the material; isometric mappings reduce to the

product of axial symmetries, from where the essential properties of these mappings follow. Such

approach compared to the traditional one leads to more rational ways in the teaching of geometry.

I. UVOD

DM

Posljednjih decenija nastava geometrije u osnovnoj i srednjoj školi u žiži je preispiti-

vanja i traženja novih pristupa. U srednjoj školi dugo se održao jedan geometrijski sistem

koji je bio zasnovan na Euklidovim Elementima. Taj sistem sve više trpi kritike i napušta

se. Razlozi su uglavnom dvojaki. Prvo, sistem nije predstavljao solidnu logičku zgradu,

jer se često oslanjao na iskustvo. Drugo, sistem je zastario u tome smislu što su novija

strujanja u matematici prolazila mimo njega. Danas se smatra da i na prvom i drugom

stupnju obrazovanja matematiku treba učeniku ponuditi preko pojmova: skup, relacija,

funkcija (preslikavanje).

Meni se čini da se danas mogu razabrati slijedeča dva nastojanja u modernizaciji nastave

geometrije na drugom stepenu.

1. Ne napuštajuči okvire Euklidove geometrije, treba postiči bolje logičko sredivanje

te geometrije. Polazeči od nekih početnih izreka, treba, po zakonima formalne logike,

izvoditi nove stavove, gledajuči ipak da izreke i stavovi imaju svoje iskustvene ilustracije

i realizacije u fizičkom prostoru. Nadalje, geometrijske elemente i figure treba posmatrati

kao skupove tačaka, na koje se primijenjuju neka preslikavanja, istražuju se strukture tih

preslikavanja, pa se to koristi u izučavanju osobina geometrijskih figura.

Kao primjer jedne zapažene monografije o takvoj izgradnji planimetrije može se navesti

knjiga pod [1]. Kako kaže i njen autor, knjiga ima ponešto od udžbeničke i metodičke

literature, a ponešto od stručnog i naučnog istraživanja, ali ne spada ni u jednu od tih

kategorija. Kod nas je napisan i prvi udžbenik [2] u tom smislu.

2. Može se uočiti i nastojanje da se prede na teren algebre, pa geometrije u dosadašnjem

smislu riječi nestaje. Vektorski prostori osnova su za takvo zasnivanje geometrije. Kao

primjer udžbenika koji je napisan u tom smislu neka bude navedena knjiga [3]. To je udžbe-

nik za završni razred gimnazije u Francuskoj, a po svom nivou nedostižan je za naše prilike
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u bližoj budučnosti. O jednom negativnom mišljenju na takvo izvodenje geometrije i u

samoj Francuskoj može se pročitati u časopisu [4].

U ovom članku izniječu kako ja u osnovi, ne ulazeči u detalje, zamišljam jedan školski

kurs planimetrije na drugom stepenu, koji bi mogao odgovarati našim prilikama. U for-

miranju ovakvog gledanja največi uticaj imala je knjiga [1], i manjim dijelom knjiga [5].

Da odmah napomenem da se gradivo i metoda koncentrišu oko dva glavna mjesta: oko

aksiome rastojanja i oko aksijalne simetrije.

TI. AKSIOMA RASTOJANJA IZMEDU DVIJE TAČKE, NEKI ODNOSI

KOD KRUŽNICE

Zamišljeni kurs počeo bi se bitnije razlikovati od ranijih i postoječih, od časa uvodenja

sljedeče aksiome.

AKSIOMA 1. Svakom paru tačaka X i Y odgovara jedan i samo jedan nenegativan broj

XY, koji zovemo udaljenost (rastojanje) izmedu tačaka X i Y, tako da važi:

XY—O0€3X— Y, XY— YXiXZ<XY- YZ;

AKSIOMA 2. a) tačke A, B i C kolinearne su onda i samo onda ako je

AB — AC 4 CB, ili BC— BA - AC, ili AC — AB -- BC,

b) tačke A, B i C nisu kolinearne onda, i samo onda, ako je

AB < AC - CBiBC < BA 4 ACiAC< AB -- BC,

C) od tri različite tačke A, B i C, B je izmedu A i C onda, i samo onda kada je AC — AB 4 BC.
Zatim se definiše dužina duži kao rastojanje izmedu krajnjih tačaka duži, pa za dužinu

duži važe osobine navedene u aksiomi 1. Iza toga se uvodi aksioma o nanošenju duži, a

onda se obradi uporedivanje duži i operacije sa dužima.

Nakon definisanja kružnice k(0, r) i kruga K(0, r) i posmatranja particije ravni koju

proizvodi svaka kružnica u ravni, treba uvesti sljedeče dvije aksiome.

AKSIOMA 3. Duž čija je jedna krajnja tačka u unutarnjoj, a druga u vanjskoj oblasti

kružnice, ima jednu, i samo jednu, zajedničku tačku s kružnicom.

AKSIOMA 4. Kružni luk čija je jedna krajnja tačka u unutarnjoj, a druga u vanjskoj

oblasti kružnice, ima jednu, i samo jednu, zajedničku tačku s kružnicom.

Iz aksiome 3. slijede ove dvije teoreme.

TEOREMA 1. Poluprava čija je početna tačka u unutrašnjosti kružnice, ima s tom kruž-

nicom jednu, i samo jednu, zajedničku tačku.

TEOREMA 2. Prava koja sadrži neku tačku u unutrašnjosti kružnice ima s tom kružni-

com dvije zajedničke tačke.

Nakon toga može se posmatrati medusobni položaj izmedu dviju kružnica. Ovdje ču

iznijeti samo slučaj kada kružnice imaju dvije zajedničke tačke. Dokazi se izvode koristeči

se aksiomama o rastojanju i nekim jednostavnim odnosima izmedu brojeva.

TEOREMA 3. Dvije kružnice k(A,a) i k(B,b) imaju dvije zajedničke tačke ako je

a—b<AB<a -bl(a<b).

Dokaz. Izvedimo dokaz ilustrujuči ga slikom 1.

a—b>0
— |> 5205445
AB>a—b
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Zato je odredena prava AB (Aksioma). Dalje važi

ABAK(A, a) — (X,, X,: (Teorema 2).

Pošto važi poredak (X,AB), pri čemu nije (X,AB), iz aksi-
o o te,

ome 2. c) slijedi Xa

Bi ošiia |
— — BX, >aAB > 0 (zijo Pn >bOS LEK,

b Sl.1

Za tačku X, važi poredak (AX,B) ili X, — B ili (ABX,). U prva dva slučaja iz aksiome 2. c)

i pretpostavke teoreme slijedi:

AB — AX, 4 X,B5 X,B — AB—aAB | > XB < ba Xek,B,b, 2)
AB<a-Jb-3 AB—a<b

gdje k,(B, b) označava unutrašnjost kružnice k(B, b). Do istog zaključka došli bismo u

slučaju poretka (ABX,). —

Iz odnosa (1) i (2), na osnovi aksiome 4., slijedi da svaki od dvaju kružnih lukova X,X,

imaju s kružnicom k(B, 5) po jednu, i samo jednu, zajedničku tačku. Iz odnosa a — b <

< AB <a - b, prema tome, slijedi da kružnice imaju dvije, i samo dvije, zajedničke tačke,

kada se kaže da se kružnice sijeku.

II. IZOMETRIJSKA PRESLIKAVANJA

Preko pogodnog primjera učenici se mogu upoznati sa bijektivnim preslikavanjem,

a onda se to preslikavanje definiše.

DEFINICIJA 1. Za preslikavanje t skupa S na skup S' kažemo da je obostrano jedno-

značno ili bijektivno ako ono svaku tačku X e S preslikava u jednu i samo jednu tačku X'e S',

i ako je svaka tačka skupa S" slika jedne i samo jedne, tačke skupa S.

Zatim se daje pojam recipročnog preslikavanja, kompozicija (proizvod) preslikavanja

i identično preslikavanje.

Sada se na pogodnom primjeru ilustrira izometrijsko preslikavanje, pa se onda daje

njegova matematička definicija.

DEFINICIJA 2. Za preslikavanje kažemo da je izometrijsko ako ono očuva udaljenost

izmedu tačaka.

Na osnovi definicije zaključuje se da skup svih izometrijskih preslikavanja ima struk-

turu grupe.

IV. AKSIJALNA SIMETRIJA

1. Pojam osne simetrije

Sada smo na centralnoj temi izlaganja. Osno simetrično preslikavanje možemo pribli-

žiti učeniku preko modela papira koji se presavija po jednoj pravoj, pokazujuči otiskivanje

tačaka ravni papira. Zatim se aksiomom uvodi slijedeče preslikavanje.

AKSIOMA 5. Postoji izometrijsko neidentično preslikavanje ravni na samu sebe, pri

kome dvije zadane tačke ostaju stalne (nepokretne).

Nakon aksiome 5., koristeči se teoremama o odnosu izmedu dvije kružnice (II, po-

kazujemo konstruktivno kako se odreduje tačka X' pridružena proizvoljnoj tački X pri
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preslikavanju zasnovanom na aksiomi 5. Ako su nepokretne tačke A i B, tada, zbog izo-

metrije, mora biti 4X' — Axi BX' — BX, paje

X' sk(A, AX) A kB, BX),

tj. tačka X' je presjek kružnice središta A i radiusa 4Xi kružnice čije je središte B i radius BX.

Sada se daje definicija osno simetričnog preslikavanja.

DEFINICIJA 3. Osna simetrija u odnosu na pravu a je izometrijsko neidentično preslikava-

nje ravni na tu ravan, pri kome su sve tačke prave a nepokretne. Prava a zove se osa simetrije.

Oslanjajuči se na način konstruisanja tačke X' koja je slika tačke X pri opisanom pre-

slikavanju, izričemo teoremu o jedinstvenosti posmatranog preslikavanja.

TEOREMA 4. a) Jedino izometrijsko neidentično preslikavanje pri kome dvije tačke

A i B ostaju nepokretne je simetrija u odnosu na pravu a < AB;

b) simetrija s, preslikava svaku od poluravni čija je granica a na suprotnu poluravan.

2. Osno simetrična slika duži, prave, kružnice i ugla

Neka su na slici 2 tačke A' i B' osno simetrične slike tačaka A i B u odnosu na pravu a.

Šta je slika duži 4B? Ako je tačka X (unutarnja) tačka duži AB, dokažimo da je tačka

X' —<s(X)E AB'.

X Xec AB(X £ A, X dB)

H A ——B. z na osnovi aksiome 1. d)
— AX -- XB — AB

t OH na osnovi izometrije s,
A X' NE XB' — A'B

pi h B' t na osnovi aksiome 1. d)

A TV. sl.2.—, XEAB'(X' Sb A, X' $B)).

Dakle važi: Xe AB <3 X ec AB', tj.

slika svake unutarnje tačke duži AB je unutarnja tačka duži 4'B', i obrnuto, svaka unutarnja

tačka duži A'B' je slika neke unutarnje tačke duži AB. Prema tome važi sljedeča teorema:

TEOREMA 5. Osno simetrična slika duži AB je duž A'B' čije su krajnje tačke osno si-

metrične krajnjim tačkama duži AB.

Iz teoreme 5., definicije dužine duži i jednakosti dvije duži, i činjenice da je osna sime-

trija izometrija, slijedi

TEOREMA 6. Osna simetrija preslikava duž u jednaku duž.

Obzirom na način dokazivanja teoreme 5. uvida se tačnost slijedeče teoreme:

TEOREMA 7. Osno simetrična slika poluprave je poluprava, prave prava, pri čemu se

za tačke očuva odnos »leži izmedu«.

Na što preslikava osna simetrija s, kružnicu

k(0, r) na slici 3? Dokažimo da je preslikava na

x kružnicu jednakog radiusa.

p Xek(, r)

T po definiciji kružnice

OX <—r

T zbog izometrije s,

0X.—r

4 T po definiciji kružnice

Sl. 3 | Xek0', r).
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TEOREMA 8. Osno simetrična slika kružnice je kružnica jednakog radiusa.

Lako se opaža da nakon teoreme 8. mogu da se iskažu slijedeče njene posljedice.

TEOREMA 9. 4a) Ako su središta dvije kružnice jednakih radiusa simetrična prema nekoj

pravoj, tada su i te kružnice simetrične prema toj pravoj.

b) Kružnica je osno simetrična prema svakoj pravoj koja sadrži središte kružnice.

c) Figura koja je unija dvije kružnice je simetrična prema pravoj koja sadrži središta tih

kružnica. Ako se kružnice sijeku, tačke presjeka simetrične su prema toj pravoj.

Pogledajmo još šta je osno simetrična slika ugla AOB, prema slici 4. Osna simetrija s,

preslikava krake OA i OB na poluprave O'A' i O'B' (Teorema 7). Neka je « AOB kon-

veksni neopruženi ugao, a X proizvoljna tačka iz oblasti tog ugla. Tačkom X može se

povuči prava p tako da siječe krake u nekim tačkama M i N (Povučemo p Il M,N,, pri

čemu su tačke M,e OA, N, e OBi različite od O. Tada postojanje tačaka M i N osigurava

teorema: »Prava koja siječe neku pravu m siječe svaku pravu koja je paralelna sa m'«.

Prema teoremi 7. poretku (MXN) odgovara poredak (M'X'N'"). Tako zaključujemo da se

oblast ugla AOB preslikava na oblast ugla A'0'B', i obrnuto, pri čemu se konveksnost

ugla očuva."

TEOREMA 10. Osna simetrija preslikava konveksni ugao na konveksni ugao.

B M N —
(6)

ji pb X
MŠ

TA MI—

SI. 4 N' Sl. 5

3. Normalne prave, pravi ugao

Neka su, prema slici 5, tačke A i B simetrične prema pravoj Db. Pošto je, dakle, s,(A) — B

i sg(B) —A, to je s,(AB) — BA <a, tj. s,(a) — a, što znači da je prava b osa simetrije

prave a. Dokažimo da je i prava a osa simetrije prave b. Uzmimo proizvoljnu tačku C eb

i C £a. Tada je AB < AC - BC <— 2r [Aksioma 2. b)], pa kružnice k(A, AC) i k(B, BC)

imaju još jednu zajedničku tačku D (Teorema 3). Posmatrane kružnice su simetrične prema

pravoj b [Teorema 9. a)], pa je

Deb, (D)

a simetrične su i prema pravoj a [Teor. 9. c)], odakle je D — s,(C) i C — s,(D), pa je

sa(CD) — DC. (2)

Pošto je uzeto C eb, a prema (1) je Deb, slijedi da je CD < b, tj. s,(b) <— b, što znači

da je a osa simetrije prave 0. Zato važi

TEOREMA 11. Ako je prava b osa simetrije prave a, tada je i a osa simetrije prave b.

Sada se daje definicija normalnih pravih i definicija pravog ugla.

" Naknadno sam uočio da je ovu teoremu zgodnije dokazati koristeči činjenicu da osna sime-

trija poluravan preslikava na poluravan i da je presjek konveksnih skupova konveksan skup.
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DEFINICIJA 4. Ako je prava b osa simetrije prave a kažemo da je prava b normalna

na pravoj a, i pišemo b | a.

Iz prethodne definicije .i teoreme 11. slijedi simetričnost relacije normalnosti pravih,

tj. akoje b | a, tadajeia | b.

DEFINICIJA 5. Konveksne uglove što ih odreduju normalne prave zovemo pravim uglo-

vima.

Nakon ovoga može se izvesti konstrukcija normalnih i paralelnih pravih, može se obra-

diti simetrala duži, udaljenost tačke od prave, udaljenost paralelnih pravih te odnos prave

i kružnice.

V. PODUDARNOST FIGURA

1. Definicija i neke osobine relacije podudarnosti

DEFINICIJA 6. Za figuru f kažemo da je podudarna (kongruentna) figuri f" ako se figura

f može preslikati izometrično na figuru f'.

Iz grupnih osobina izometrijskog preslikavanja slijede osobine refleksivnosti, simetrič-

nosti i tranzitivnosti relacije podudarnosti, pa je to relacija ekvivalencije.

2. Pravilo podudarnosti trouglova SSS

TEOREMA 12. Dva trougla su podudarni ako su sve tri stranice jednog trougla jednake

odgovarajučim stranicama drugog trougla.

Dokaz. Neka su na slikama 6, 7 i 8 nacrtani trougli ABC i A'B'C', tako da je

AB — AB,AC — AC i BC—BC.

Dokažimo da postoji izometrija i u obliku jedne osne simetrije, ili kao proizvod dvije ili

tri osne simetrije, koja trougao ABC preslikava u trougao A'B'C'.

Neka je A -E A'. Odredimo osu simetrije a vrhova A i A'.

1%. Neka je pri tome s,(B) — B' (sl. 6).

a) Ako je, uz to, s,(C) — C', tada je

s,(A ABC) — A AB'C', pa je i — s,
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b) Ako je s,(C) — C, s: C', tada simetrala b tačaka C, i C' prolazi tačkom A' (jer je

po uslovu 4C — A'€', a zbog izometrije s, je 4C — A'C, pa je A'C, — AC). Na isti način

slijedi da b sadrži tačku B'. Zato je

S,54A ABC) — AB'C', pa je i — s,s,.

2%. Neka je s,(B) — B, E B'. Tada simetrala 5 tačaka B, i B' prolazi tačkom A'.

a) Ako je, pri tome s,(C;) — C, < C' (sl. 7), tada je

S,sA.A ABC) — A AB'C', pa je i — sys,.

b) Ako je C, -E C' (sl. 8), tada simetrala c tačaka C, i C' sadrži tačke A' i B'. Zato je

S.S,S5AA ABC) — A AB'C', pa je i — 5,555

Ako je A < A', simetrala a je bilo koja prava koja sadrži tačku A, a ostalo sve ide kao

i maloprije.

Tako je, u vezi s definicijom 6., pravilo SSS o podudarnosti trouglova dokazano, tj. važi

AB — AB'

AC — AC, € A ABCE A AB'C..

BC —BC'

3. Podudarnost, mjerenje i uporedivanje uglova. Drugo i treče pravilo podudarnosti trouglova

Ovdje je najvažnija teorema o »nanošenju« zadanog ugla, tj. o konstrukciji ugla a' koji

je podudaran datom uglu a, tako da mu jedan krak bude zadana poluprava O'M. (sl. 9).

Stvar se svodi na konstrukciju tačke B' (ili B") u kojoj se sijeku kružnice kK(O', 0 A" —

— O4ik(A, A B' <— AB). Tada je, naime A OBE A O'A'B' (po teoremi 12.). Izome-

trija i koja preslikava A OAB na A O'A'B' pre-

slikava 4 a na 4 AO'B', pa je, prema defini- B

ciji 6., Z

K a SR <s4a. VA

Tako imamo teoremu o »nanošenju« ugla. geo
TEOREMA 13. Svaka poluprava je zajednički 0 A

krak dva i samo dva ugla koji su podudarni datom

uglu i simetrični su u odnosu na pravu koja sadrži

datu polupravu.

Sada je lako dokazati podudarnost pravih i

podudarnost opruženih uglova. Zatim se obra-

duje bisektrisa ugla, račun sa uglovima, mjera ugla (površno), uporedivanje uglova

i jednakost unakrsnih uglova.

Pravila o podudarnosti trouglova SUS i USU lako se dokazuju koristeči se teoremom

o nanošenju ugla.

VI. ROTACIJA, CENTRALNA SIMETRIJA I TRANSLACIJA

1. Rotacija

DEFINICIJA 7. Rotacija je preslikavanje kod koga je u ravni zadana nepokretna tačka

O i orijentisani ugao < a, i koje svakoj tački X ravni pridružuje tačku X' te ravni tako da

bude: — —
OX — 0Xi 4 XOX'— ka.
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Tačka O je centar, a $. x je ugao rotacije.

Na osnovi definicije 7. uvidamo da skup svih rotacija oko jednog centra čini grupu.

Bitne osobine rotacije slijede iz teoreme koja daje vezu izmedu rotacije i osne simetrije.

TEOREMA 14. Svaka rotacija r« jednaka je proizvodu dvije osne simetrije ss, čije ose

prolaze tačkom O, tako da je « ab — $ « x (pri čemu se osa a može uzeti proizvoljno).

Dokaz. a) Neka je zadana rotacija rg

(sl. 10). Tada je

raX) — X', (

0X'—< 0X i 4X0X'< ka. (2)

Neka je a, a > 40) proizvoljna prava. Ako

je tačka X, — s,(X), tada je 0X, <— 0X,
4X V — .

pa je, zbog (2), 0X, — 0X, i simetrala b

duži X,X' sadrži tačku O. Zato je X' —

— s,(X) — s5s(X), pa je, zbog (1),

SI. 10 ro — S5Sa.

Lako je uočiti da je, zbog simetrija s, i s, <4 X0X' — 2 « AOB, tj.

4 4 — 2 <4 ab.

Može se dokazati da, uz odabranu pravu a, položaj prave b ne zavisi od tačke X. Neka

je, naime r4(Y) — Y', pa pošto je < YOY' — 4 XOX' — «a, to je

4 YOX — 4 YOX'. (69)

Zatim je k Y,OX, — s,(4 YOX), pa je

4 YOX — —<£ Y,OX,, LO9)

jer osna simetrija preslikava ugao na suprotni ugao. Iz odnosa (1) i (2) slijedi da je

k YOX' — —< Y,0X,, a pošto je 0X' — s,(0X,)), slijedi da je prava b osa simetrije i

krakova OY' i OY,, čime je tvrdnja dokazana.

b) Dokažimo da važi i obrnuto. Neka je na slici 10 dat proizvod s,s, osnih simetrija

Sa i s, Čije se ose a i b sijeku u tački O. Tada se lako vidi da važi

0X'(— 0X) — 0Xi 4 XOX'—2 « ab,

pa se tačka X' može dobiti kao slika tačke X pri rotaciji r4, gdjeje < x — 2 4 ab. Time je

teorema 14. dokazana, a može se simbolički zapisati ovako:

[40 —40)A k ab—3 Ko] 5 rd — sps,.

Pošto je proizvod osnih simetrija izometrija, i pošto proizvod dvije osne simetrije dovodi

do direktno podudarnih figura, iz teoreme 14. slijede ove posljedice:

a) rotacija je izometrija; ona duž preslikava u jednaku duž;

b) rotacija preslikava pravu u pravu, a polupravu u polupravu;

c) rotacija preslikava figuru u direktno podudarnu figuru.

2. Centralna simetrija

DEFINICIJA 8. Rotaciju čiji je ugao rotacije opruženi ugao zovemo centralna simetrija.

Iz teoreme 14. slijedi da se svaka centralna simetrija može svesti na proizvod dvije osne

simetrije (čije su ose normalne).
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Centralna simetrija ima osobine a), b) i c) u 1., pri čemu je sada osobina b) specifična,

što izražava slijedeča teorema.

TEOREMA 15. Centralna simetrija preslikava pravu u paralelnu pravu, a polupravu u

paralelnu polupravu suprotnog smjera.

U dokazu ove teoreme koristi se aksioma paralelnosti.

Sada se mogu dokazati neke teoreme o centralnoj simetriji dvije paralelne prave, od-

nosno o centralnoj simetriji pruge, odakle slijedi Talesova teorema.

Navešču i dvije istaknute teoreme o vektorima u vezi sa centralnom simetrijom.

TEOREMA 16. Centralna simetrija preslikava vektor u suprotan vektor.

Teorema slijedi iz teoreme 15. i aksiome o nanošenju duži.

TEOREMA 17. Kod ekvipolentnih vektora AB i CD važi:
—— — —— ——>

AB — CD e5 AC — BD.

Ova teorema koristi se za dokazivanje da zbir vektora 4 i D ne zavisi od toga na koji

vektor iz klase vektora ekvipolentnih sa ž nadovežemo vektor iz klase vektora ekvipolentnih

sa b. Ta teorema koristi se i za dokazivanje komutativnosti zbira vektora, kao i za izvodenje

nekih osobina translacije.

3. Translacija

DEFINICIJA 9. Preslikavanje koje proizvoljnoj tački X ravni pridružuje tačku X' tako

da je vektor XX' ekvipolentan datom vektoru m zove se translacija.

Lako se uvida da je translacija bijektivno preslikavanje. Skup svih translacija čini grupu.

Osnovne osobine translacije slijede iz sljedeče teoreme koja daje vezu izmedu transla-

cije i osne simetrije.

TEOREMA 18. Svaka translacija tj, identična je proizvodu s,s, dvije osne simetrije para-

lelnih osa koje su normalne na ii, tako da je ab — 1m (pri čemu se osa a | mM može uzeti

proizvoljno).

U teoremi je ab oznaka za vektor koji je normalan na a, usmjeren je od a prema Bb,

a dužina mu je jednaka širini pruge ab.

Dokaz. a) Neka je na slici 11 zadana translacija 4). Tada je

iž(X)—< X,XX'—<m, ()

Povucimo neku pravu a | / i odredimo tačku X, <— s,(X). Tačke X, X, i X' kolinearne

su (jer je XX, | a i XX' | a), pa je simetrala b duži X,X' paralelna sa a. Sada je X' —

— s,S4(X), pa je zbog (1)

bž — SbSa«

NI k gMo ano
Osim toga je MN — 1 XX', ti.

—> | —>
ab — 1m. ab

b) Dokažimo da važi i obrnuto. Neka je zadan proiz- ki TI b
vod s,s, osnih simetrija čije su ose a i b paralelne. Tada je "— "—-

X' — s,s,/X) i XX' — 2ab.
Translacija r;, čiji je vektor translacije 75 — 24), pre- SI. 11

slikava tačku X u X', pa je

SbSa — ba.

Time je teorema 18. dokazana. Ona se može simbolički zapisati ovako:

[a||b | mA ab — gimi] 5 rž — s.s,
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Iz teoreme 18. slijede osobine a), b) i c) navedene kod rotacije. Neke posebne osobine

translacije izražava slijedeča teorema i njene posljedice.

TEOREMA 19. Translacija preslikava vektor u ekvipolentni vektor.

Ova teorema slijedi neposredno iz teoreme 17. Posljedice teoreme 19. su: translacija

preslikava duž u paralelnu duž, pravu u paralelnu pravu, a polupravu u paralelnu polu-

pravu istog smjera.

VII. OSVRT NA IZLOŽENO

1. Aksiomatsko uvodenje rastojanja dosta je prirodno. Osobine rastojanja uvedene

tom aksiomom svojina su iskustva učenika. S druge strane uvodenje te aksiome omogu-

čava da se zaobidu neka druga razmatranja, koja se ranije nisu dala izbječi, kao što je

mjerenje duži, posmatranje odnosa izmedu stranica trougla (jer je to sadržano u aksiomi),

aksiome neprekidnosti (jer su na odreden način implicirane u aksiomi rastojanja i njenim

posljedicama).

Istina, u vezi s mjerenjem može se prigovoriti da se lišavamo jedne pogodne šanse da

na najjednostavnijem slučaju mjerenja (duži) upoznamo učenike s iracionalnim brojevima.

Evo nekih odgovora na to. Prvo, to mjerenje može se posmatrati i u algebri. Drugo, pitanje

mjerenja jedno je od najtežih pitanja u srednjoškolskoj matematici. Spoznajne mogučnosti

učenika nisu još dovoljno razvijene, pa oni bitne momente kod mjerenja usvajaju samo

površno. Najzad, u školama u kojima se matematika radi sa manjim brojem časova (srednje

stručne škole), upravo treba izbjegavati iole detaljnije razmatranje mjerenja.

2. Mislim da nema osobite poteškoče da se aksijalna simetrija uvede strogo. Odnos

izmedu kružnica, obraden iza aksiome rastojanja, vodi na konstrukciju, definiciju i teoremu

simetrije. Kada se izvedu osobine osne simetrije i definiše normalnost pravih, kada se obradi

simetrala duži, udaljenost tačke od prave, udaljenost izmedu paralelnih pravih i odnos prave

i kružnice, tada su pripremljena najvažnija mjesta za sva kasnija izlaganja: poudarnost,

rotaciju, centralnu simetriju i translaciju.

Moguč je i drugi pristup rotaciji, centralnoj simetriji i translaciji. Ta preslikavanja mogu

se definisati direktno kao proizvod dvije osne simetrije. Uglavnom tako se i radi u knjigama

[1] i [2]. Tada osnovne osobine tih preslikavanja (osobine a), b) i c) u VI, 1.) slijede nepo-

sredno iz definicija, a naše definicije 7., 8. i 9. izlaze kao izvedeni stavovi. Mom pedagoškom

ukusu više odgovara uvodenje ovih preslikavanja preko dednicija 7., 8. i 9. Prvo zbog toga

što su učenici i u osnovnoj školi ta preslikavanja upoznali na isti način (iako manje strogo),

pa im je tako definisanje prirodnije. Drugo, definisanje preko proizvoda osnih simetrija

može učenika dovesti do nedoumice: kakvo preslikavanje če biti proizvod tri i više osnih

simetrija, sa raznim kombinacijama u odnosu izmedu osa, tj. hoče li se dobiti neka izometrija

koju učenici ne poznaju. Najzad, na osnovi definicija 7., 8. i 9. jednostavnije se uočavaju

grupne osobine posmatranih preslikavanja.

3. Uočimo da u ovakvom pristupu nema govora o aksiomama kretanja. K ongruencija

nije zasnovana na kretanju, nego na izometrijskom preslikavanju. Nedoumice tu nema.

Aksijalna simetrija, rotacija, centralna simetrija i translacija su geometrijska kretanja.

Mogucče je i poželjno to i naglasiti nakon upoznavanja tih preslikavanja. Prije matematičkog

definisanja pojmova, korisno je te pojmove prethodno približiti učenicima ilustracijama

iz fizičkog prostora i života. Meni se, medutim, čini da je izbjegavanje termina »kretanje«

do odredenog časa upravo pedagoški opravdano. Tu je iskustvo učenika previše jako, pa

mnogi od njih ostanu uvijek vezani za teren fizičkog premještanja, a od tako sputanog

pogleda na kretanje u geometriji do vulgarizacije dokazivanja stavova nije daleko.
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Izbral iz »Naših razgledov«, dne 22. februarja 1974

Ciril Velkovrh

Ali je konec znanosti blizu?

»Mislim, da so že napravili 99% znanstvenih odkritij, ki se nanašajo na človeške zadeve.

To nikakor ne zmanjšuje pomena znanosti, zahteva pa precej drugačen pristop...«

M. Burnet, After the Age of Discovery, New Scientist, 52 (1971) 96.

Opomba: Sir Macfarlane Burnet je znan avstralski imunobiolog in Nobelov nagrajenec, ki je

zbudil 1947 in 1971 pozornost s knjigo Dominant Mamal (Vladajoči sesalec).

Odklanjanje rokopisov

S. A. Goudsmit, urednik revije Physical Review Letters, večkrat zapiše kako krepko.

V zadnjem uvodniku je ugotovil, da je njegova revija, ki objavlja kratke aktualne prispevke

v obliki pisem, prinesla 1973 za 20% manj prispevkov kot leto prej. Število rokopisov, ki

so jih avtorji poslali v objavo, pa se je zmanjšalo samo za 3%. Iz tega sledi, da so 1973 od-

klonili še več rokopisov (60%) kot leto prej (50%). Goudsmit se pritožuje nad velikimi

stroški, ki jih zahteva poslovanje uredništva zaradi odklanjanja rokopisov." Vzroke za to

išče v dejstvu, da pošljejo v zadnjem času vsak rokopis dvema neodvisnima recenzentoma

ali v resničnem znižanju ravni rokopisov. Zajedljivo omenja dve možnosti za pocenitev

poslovanja; pri obeh naj bi odpravili recenzije. Pri prvi bi objavili vse poslane rokopise

in bi potrebovali v uredništvu samo uradnika, ki bi na rokopis udaril žig z datumom. Pri

drugi pa bi objavili samo prispevke najbolj znanih fizikov in bi potrebovali le računalnik,

ki bi mu posredovali podatke o najpogosteje citiranih fizikih iz indeksa citiranih del. (Science

Citation Index, ki ga izda vsako leto Institute for Scientific Information v Philadelphiji,

vsebuje seznam citiranih virov v člankih iz dva tisoč znanstvenih revij.) Obe možnosti

sta po Goudsmitovem mnenju enako nesprejemljivi. Če bi objavili vse, bi bila znanost

»prepoceni«, če pa bi se ozirali samo na indeks citiranih del, bi bilo znanosti kmalu konec.

Posebej se Goudsmit jezi na sociologe, ki zagovarjajo misel, da prispeva k znanosti samo

maloštevilna elita. Po njegovem mnenju je indeks koristno pomagalo pri iskanju po litera-

turi, ne bi ga pa smeli zlorabljati v druge namene, na primer pri izbiri kandidatov za službo.

Janez Strnad

Te zadrege žal (včasih zmanjka rokopisov) ali na srečo (ni dodatnih stroškov) pri Obzorniku ni.
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Obzornik mat. fiz. 21 (1974) 6

NEKAJ O ALGEBRSKI TOPOLOGIJI

PETER PETEK

AMS Subj. Class (1970) 18—01

V tem članku — in še dveh" — namerava avtor predstaviti bralcu klasični primer iz algebrske

topologije — homologijo simplicialnih poliedrskih kompleksov.

SOMETHING ON ALGEBRAIC TOPOLOGY

In this article — and two more — the author intends to present a "classical" subject of algebraic

topology, the homology of simplicial polyhedral complexes.

C. Homologija simplicialnih kompleksov

V pričujočem tretjem poglavju o algebrski topologiji združimo in uporabimo vse,

kar je bilo povedano v prvih dveh. Prvo poglavje je bilo čisto algebrsko, drugo geometrijsko;

tretje združi geometrijo in algebro.

Vsakemu simplicialnemu kompleksu bomo priredili kompleks verig in temu poiskali

homološko grupo; simplicialni preslikavi bo ustrezala verižna preslikava in nato homo-

morfizem Abelovih grup.

Predno se lotimo definicij, izrekov in dokazov, po domače povejmo, kaj dela homo-

logija. Luknje šteje v topoloških prostorih! In ker so luknje lahko hudo različne — luknje

različnih dimenzij — mora biti tudi homologija lepo stopničasta. Če je topološki prostor

sestavljen iz dveh točk, zija med tema dvema točkama prepad — luknja dimenzije ena.

Krožnica ima v sredi luknjo dimenzije dve. In znotraj žoge je votlina — trodimenzionalna

luknja. Vendar, pozor! Luknja dimenzije x da generator v homološki grupi dimenzije

n—1.

Na sliki B. 2. narisani polieder ima luknjo dimenzije ena med obema kosoma 4a,, d,,

a;, A,, as) in (a«, a;, as) in luknjo dimenzije dve znotraj praznega trikotnika (a,, 4;, da).

Po tem »gospodinjskem« uvodu se prileže nekaj strožjega.

Imejmo simplicialni kompleks €. Nad njim zgradimo kompleks verig C takole: verige

dimenzije z naj bodo formalne linearne kombinacije (s celimi koeficienti) z-simpleksov

iz C. Ali z drugimi besedami: grupa C,, je.prosta Abelova grupa nad množico z-simpleksov

C,, kompleksa C. V negativnih dimenzijah vzemimo trivialne grupe. Potrebujemo še pred-

pis za mejo v kompleksu verig. Dovolj bo, če vemo za mejo simpleksa. Spomnimo se, da

smo v B. z 0;(4) označili -to stranico simpleksa a in zapišimo: ni

Definicija 1. Bodi a simpleks v £. Njegova meja (kot verigev C) naj bo da — >(—1)'

0,(a). izl

Torej je meja simpleksa tisto, kar si geometrijsko predstavljamo pod mejo — vse stra-

nice simpleksa — vendar upoštevamo pri tem orientacijo stranic v meji. Če naj bo 0 res

meja, kakršna pritiče kompleksu verig, mora biti 0? — 0.

Izrek 2. Kvadrat meje 0: C > C iz definicije 1 je trivialen: 0? — 0.

Posledica 3. (C, 8). je nenegativno stopničast kompleks verig.

Ker dobimo take komplekse verig iz geometrijskih situacij, jim bomo rekli kar geo-

metrijski kompleksi verig.

" Prva dva članka s tem naslovom sta izšla v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) str. 26 in 135.
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Dokaz izreka 2. Naj bo a — (a,,:,... 4,,4$ n-simpleks v kompleksu €. Pri računanju

kvadrata meje se pojavijo simpleksi dimenzije (m — 2), ki so stranice simpleksa a. Poka-

žimo, da se pojavi vsak (n — 2)-simpleks iz meje simpleksa a natanko dvakrat in sicer

enkrat z znakom plus, enkrat z znakom minus. (z — 2)-simplekse dobimo tako, da izpu-

stimo dve od oglišč, a; in a; (i < j). Označimo tako dobljeni simpleks z 0;(4). Izpustimo

pa lahko najprej prvo oglišče in potem drugo ali obratno. Ločimo štiri primere:

(a) Obe oglišči sta lihi. Če izpustimo najprej oglišče aj z večjim indeksom, ostane oglišče

a; liho in simpleks d;a ima isto orientacijo kot a. Če pa najprej izpustimo a;, postane a;

sodo oglišče in ko izpustimo še tega, se orientacija obrne.

(b) Obe oglišči sta sodi. Če izpustimo najprej večje in potem manjše oglišče, se orien-

tacija dvakrat obrne in se ujema z orientacijo a. Sicer pa se obrne le enkrat. .

(0 a; je liho, a; sodo. Izpustimo najprej a; in potem a;. Prvič se orientacija obrne, drugič

ne; pristanemo v nasprotni orientaciji. Pri zamenjanem vrstnem redu postane vmes a; tudi

liho oglišče in orientacija ostane.

(d) a; sodo, a; liho. Spet — ko izpustimo večjega in nato manjšega, se orientacija enkrat

zavrti. Če pa najprej manjšega in nato večjega, sledi dvakratni obrat orientacije.

Zdaj ko smo se prepričali, da je vse v redu, je jasno, kaj je homološka grupa simpli-

cialnega kompleksa.

Definicija 4. Homološka grupa simplicialnega kompleksa H,(C) je homološka grupa

prirejenega verižnega kompleksa 4,(C).

Kako je s preslikavami? Vzemimo simplicialno preslikavo f: € — ?. Kakšna naj bo

prirejena verižna preslikava f.: C > D? Lahko se je odločiti za izrojene simplekse. Na

teh naj bo f. kar nič. Če simpleksa a — (a;,, djg, ... Air), ii < in < ... < i, preslikava f

ne izrodi, se a preslika povratno enolično na simpleks B — 4b;,, bja, ... b;,$,ji < ja < ... <r

seveda ne nujno prvo oglišče v prvo, drugo v drugo itd. Če hočemo slike f(a;,) urediti,

moramo uporabiti sodo ali liho permutacijo o. V prvem primeru je slika verige a kar veriga

B, v drugem pritaknemo še negativni znak: f. (a) — (—1)"P. (Simbol (—1)" nam pomeni

--1, če je permutacija o soda, in —l, če je liha).

Izrek 5. Simplicialni preslikavi f: € > ? prirejena preslikava f.: C — D je verižna

preslikava.

Za dokaz moramo preveriti, da komutira z mejo f. 8 — df.

Vzemimo simpleks a <— 4a,, ax, ... a,), ki se preslika v simpleks B — 45,, b,,... bs) (s S r).

Če je s < r—1, sta oba kompozita df. in f.0 trivialna, ker f izrodi simpleks a in vse nje-

gove stranice, ki mu tvorijo mejo.

Naj bo zdaj s < r— 1. Simpleks a se izrodi, zato je df.(a) — 0. Naj se preslikata a;

in a; oba v b;. Stranici 0;(a) in 0;(4) sta tedaj neizrojeni. Recimo, da je c; permutacija

s — r —1 elementov, ki prevede (b,,b.,... 53) v (f(a), f(a2), ...f(a;.1), f(a;,), ...f(ap),

in o; analogna permutacija. Če sta a; in a; lihi oglišči, sta permutaciji o; in o; različnih zna-

kov. Oglejmo si namreč permutacijo 7, ki prevede (f(4,), ... f(a;.1), f(a;,1), ....f(a,)) v

(((a), ...f(aj.1), F(a;,1), ...7(ap). Če je npr. i < j, mora fi (a;) zamenjati mesto zaporedoma

z f(aj;.1), ....(a;,4) torej z j — i—1 elementi; ker sta j in i oba iste parnosti, je to število

liho in z liha permutacija. Slično sklepamo, ko sta oba indeksa soda ali različne parnosti.

Naj bo zdaj preslikava f na a neizrojena, torej s — r. Spet označimo s o permutacijo,

ki prevede (b,, b.,...b,) v (f(as),...f(a,). Stranica 0,(a) se preslika v stranico 8,65(8).

Zanima nas le, če sta orientaciji, ki ju dobimo po eni ali drugi poti, enaki.

Permutacijo o napravimo v dveh korakih. Najprej z zaporednimi sosednimi transpozi-

cijami prevedemo i v o(i) — za to potrebujemo | si) —i | transpozicij — nato pa še per-

mutiramo preostala oglišča s permutacijo c;. Če sta i in o(i) iste parnosti, potrebujemo
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