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STANJE MATEMATIČNIH ZNANOSTI"
(Nadaljevanje in konec)

MOS 01A65

Statistika

Statistiki z lahkoto prepoznajo druge statistike, čeprav so često presenečeni nad po-

dročji, na katerih delajo, in nad orodjem, ki ga uporabljajo. Minilo je že skoraj tričetrt

stoletja, odkar se je Karl Pearson preusmeril od grafične mehanike k uporabi algebre in

diferencialnih enačb pri problemih, ki nastanejo v analizi podatkov, ki jih dobimo pri

poskusih in opazovanjih. Matematično teorijo verjetnosti, ki jo imajo sedaj za del jedra

matematike, uporabljajo pri izravnavanju podatkov, najprej v geodeziji in astronomiji in

potem na mnogih drugih področjih in se tako vračajo na Gaussovo in Laplaceovo delo,

ki je bilo narejeno pred enim stoletjem.

Nekoč so mislili, da je statistika omejena na študijin obravnavanje velikih množic po-

datkov. Taki problemi so še vedno med najbolj vabljivimi. Problemi, kako zanesljivo spre-

meniti tri ali pet ali deset števil v primerno kvalificirane sklepe, so pa danes najmanj toliko

pomembni. Posamezniki, družbe, vlade, znanstveniki, inženirji, ekonomisti — vsi uporab-

ljajo veliko raznovrstnih statističnih metod, da ocenijo, »kaj pravijo podatki«, ter jih tako

vodijo v njihovih preudarjanjih in dejanjih. Kjerkoli je množica podatkov manj kot po-

polna ali se samo posredno nanaša na stvar, za katero gre, — v resnici je to skoraj povsod

— tam je prostor za statistiko, da razmota podatke in oceni sklepe.

Karl Pearson, »Student« (W. S. Gosset) in R. A. Fisher so imeli vodilne vloge v zgod-

njem razvoju matematične statistike široke uporabe. V letih med obema svetovnima voj-

nama so nove statistične metode in metode za urejanje poskusov veliko prispevale k razvoju

agrarne tehnologije. j

Spodbujana od Studenta in Shewharta sta J. Neyman in E. S. Pearson razvila prve

moderne matematične teorije formalno optimiziranega sklepanja na koncu tridesetih let

dvajsetega stoletja. V teh letih in v naslednjem desetletju se je matematična teorija vzor-

čenja razvila, da bi zadostila potrebam po proučevanju velikih skupin ljudi, farm, podjetij

in mnogih drugih populacij, z opazovanjem relativno majhnih vzorcev. Pregled vzorcev

je tako postal efektiven, učinkovit in nenadomestljiv.

Vojne potrebe po še učinkovitejših pregledih podatkov so pripeljale v eni noči brez

spanja Abrahama Walda, sprva čistega matematika, do osnovne teorije sekvenčne analize

in so bile vir njegovemu kasnejšemu delu v statistični teoriji odločitev. Potrebe raznovrstnih

problemov v geofiziki (valovi na oceanu, potresi, sunki vetra, ki motijo letala) in v tehniki

(na primer odkrivanje radarjev) so zahtevale novo orodje za izoliranje pojavov, ki jih je

označevala njihova frekvenca nihanja. Naglo se je razvila statistična spektralna analiza,

ki se je razširila na široko področje uporab, vštevši najnovejša poizvedovanja vlade o pri-

merni prireditvi ekonomskih časovnih serij, kot je nezaposlenost, za tisti letni čas.

Z nastopom modernega elektronskega računanja so se odprle nove možnosti skoraj

na vseh področjih statistike. Rutinske sezonske prireditve ekonomskih časovnih serij ne

zahtevajo več ekspertov; računalnik da odgovore v času, ki stane kvečjemu en dolar. Brez

" Prevod članka: The Mathematical Sciences: A Report Section II. The State of the Mathematical

Sciences, Int.J. Math. Educ. Sci. Technol., Vol..2, 345 —390 (1971). Zahvaljujemo se National

Academy of Sciences, Washington D.C., U.S.A., da je dovolila prevod.
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računalniške obravnave ne bi nikoli izmerili period naravnega nihanja zemlje in mnogo

manj bi vedeli o zemeljski notranjosti. Toda večine globalnih problemov v zvezi z uporabo

modernih računalniških sistemov za efektivno analizo podatkov se je komaj kdo šele lotil.

Računalništvo

Avtomatično računanje z veliko hitrostjo je staro komaj dvajset let. Vendar že pred-

stavlja eno od najdragocenejših znanstvenih in ekonomskih bogastev naroda.

Razvoj računalništva pospešuje prodor matematike na stara in nova področja človeko-

vega prizadevanja. Dejansko je bil prvotni namen razvoja računalnikov numerično reše-

vanje matematičnih problemov. Uspeh, ki so ga dosegli v tej smeri, je bil sijajen. Raču-

nanja, s katerimi so se trudile skupine ljudi cela leta, lahko sedaj opravimo v nekaj minu-

tah. Matematične probleme, za katere so mislili, da se ne dajo rešiti z učinkovitim nume-

ričnim postopkom, sedaj rešimo rutinsko. Na primer, pri vsaki izstrelitvi raket rešijo na

ducate nelinearnih navadnih diferencialnih enačb popolnoma avtomatično.

Numerično analizo, vejo matematike, ki se ukvarja z odkrivanjem in vrednotenjem

metod za matematično računanje, je poživil prihod računalnika, Toda numerična analiza

doslej ni mogla držati tempa s tehnološkimi dosežki. Računalniki so silno povečali po-

membnost nekaterih delov numerične analize, druge pa so naredili za zastarele. Velikansko

število aritmetičnih operacij pri reševanju enega samega problema je povzročilo celo mno-

žico težav, povezanih z omejeno natančnostjo in obsegom računalnikovih števil. Zadovo-

ljiva rešitev teh težav je privedla do vrste novih in dobrih algoritmov za reševanje mate-

matičnih problemov.

Važno je, da spoznamo raznovrstnost področij, na katerih je postalo računalništvo po-

membno orodje. Eno od teh je matematika, toda ta je relativno majhen del celotnega

obsega današnjega računanja z računalniki. Druga vključujejo eksperimentalno in teore-

tehnične konstrukcije (od transportnih sistemov do računalnikov samih), vzgojo, uprav-

ljanje z zalogami, policijske operacije, vesoljsko znanost, glasbeno izvajanje in vsebinske

analize dokumentov. Brez pridržka lahko govorimo o »kompjuterizaciji« naše kulture, ki

je že širša, čeprav ne tako globoka, kot »matematizacija«.

Moderni računalnik lahko dela mnogo stvari. Logično možnost, zgraditi univerzalen

računalnik, ki načelno lahko naredi vse, kar naredi poljuben računalnik, je najprej spoznal

A. M. Turing. To odkritje je vplivalo na delo matematika Von Neumanna, ki je prispeval

izredno pomemben predlog, naj računalniki shranijo svoja navodila skupaj s podatki.

Računalnike lahko uporabljamo za direktno posnemanje kompliciranih tehnoloških,

prirodnih in socialnih pojavov, kjer računalniški ukazi igrajo vlogo formul pri vzpostavitvi

formalnega modela. Taki modeli so tako resnično matematični, kot tisti, izraženi s formu-

lami. Seznami računalniških ukazov so lahko dolgi in komplicirano med seboj povezani,

pa so še vedno izvršljivi. Če moramo obravnavati mnogo podrobnosti, lahko dobimo pri-

mere obnašanja z direktnim posnemanjem, kadar ne moremo dobiti splošnih rezultatov

iz podobno kompliciranih seznamov matematičnih formul. Primeri problemov, ki so jih

obravnavali z direktno simulacijo, vključujejo prometno kontrolo na avtomobilskih cestah,

konstrukcijo telefonskega omrežja in konstrukcijo betonskih zaščitnih oklepov za nukle-

arne reaktorje.

Prav tako kot je zoologija proučevanje živali in živalskega obnašanja, tako je računal-

ništvo proučevanje računalnikov in računanja. Sedaj so izredno pomembni trije vidiki:

1. Konstrukcija in analiza računalnikovih sestavnih delov in celotnih elektronskih in

mehanskih sistemov, ki sestavljajo računalnike;
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2. Izdelava in analiza osnovnih jezikov in stalnih programov, ki so potrebni, da spre-

menimo goli računski stroj v produktiven računalniški sistem, vštevši kontrolne programe,

prevajalnike in programe, ki skrbijo za sočasno izvajanje več programov;

3. Metodologija reševanja problemov z računalniki, to je proučevanje metod, ki so

skupne pri reševanju obsežnih razredov problemov. Ena od takih metod je primerna upo-

dobitev obsežne in raznovrstne informacije. Sem ne spada izdelovanje individualnih pro-

gramov za reševanje posameznih problemov.

Računalništvo je obenem abstraktno in pragmatično. Osredotočenje na dejanske raču-

nalniške sisteme predstavlja pragmatično komponento; posebno pomembna so ekonomska

vprašanja, kot na primer odnosi med hitrostjo, natančnostjo in ceno predlaganega raču-

nanja na računalniku. Pri tem je pomembno tudi, kakšno konfiguracijo računalnika in

katere osnovne programe predlog predpostavlja. Teoretična vprašanja eksistence in izra-

čunljivosti, ki jih često bolje razumemo, dajejo pomembno pojmovno osnovo za prouče-

vanje bolj perečih problemov. Po drugi strani obravnava računalništvo informacijo na

abstrakten način. Pomeni simbolov in števil se lahko spreminjajo od uporabe do uporabe,

tako kot pri vsaki uporabi matematike. Tako imata računalništvo in matematika skupen

glavni cilj — ustvariti osnovno strukturo v jeziku notranje definiranih pojmov, ki ni vezana

na nobeno posebno uporabo. Znanstveniki, ki se ukvarjajo z računalništvom, so komaj

začeli ustvarjati tako osnovno strukturo in se v glavnem še vedno ukvarjajo s proučevanjem,

kaj lahko računalniki ekonomično opravijo in česa ne.

Do sedaj sta numerična analiza in teorija programerskih jezikov najbolj matematični

komponenti računalništva.

Optimalna alokacija, upravljanje in odločitve

Potrebe ekonomske teorije po rešitvah alokacijskih problemov, potrebe v upravljalski

praksi po metodah sprejemanja odločitev (ki se dajo navadno izraziti kot alokacijski pro-

blem) in potrebe tehniške operative po modelih vodenja so privedle do enega samega

kompleksa med seboj povezanih pojmov, problemov in rezultatov. Ti problemi se skoraj

v vsakem primeru izkažejo kot problemi optimizacije.

Posebno pomemben dogodek za matematičen razvoj na tem področju pomeni knjiga

Von Neumanna in Morgensterna: Teorija iger in ekonomskega zadržanja, ki je načela

strateške in matematične probleme simultane optimizacije dobičkov dveh ali treh antago-

nističnih igralcev ali antagonističnih ekonomskih partnerjev.

Razvoj tega področja se je začel v glavnem z linearnim programiranjem, kjer imamo

opraviti s problemom optimiziranja linearne funkcije več spremenljivk, ki ustrezajo dolo-

čenim linearnim neenačbam ali enačbam. V tridesetih letih se je v Sovjetski zvezi z line-

arnim programiranjem kot prvi začel ukvarjati Kantorovič; njegovi rezultati mnogo let

niso vzbudili nobene pozornosti. V Združenih državah pa se je malo kasneje ukvarjal s

takimi problemi Hitchcock. Širjenje tega področja je v ZDA leta 1947 vzpodbudilo Dantzi-

govo odkritje metode simpleksov, ki je omogočila reševanje zmerno obsežnih problemov

s takrat dostopnimi računalniškimi pripomočki. Uspešnost uporabe linearnega programi-

ranja v gospodarstvu je sprožila nepričakovano hiter razvoj tudi drugih področij matema-

tičnega programiranja. Razvilo se je nelinearno programiranje s posplošitvijo tako na-

menske funkcije kot tudi pogojnih neenačb. Nekateri problemi te vrste so bili taki, da so

zahtevali rešitve v celih številih; reševanje teh problemov je privedlo do teorije celoštevilč-

nega programiranja.

Tretja smer razvoja vsebuje probleme razporeditve: Kako naj x oseb razporedimo na

n delovnih mest, da bo njihov učinek največji? Kako naj več tovarn oskrbuje potrošnike

z blagom, da bodo prevozni stroški najmanjši? Prav kmalu se je pokazalo, da utegnejo
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biti problemi alokacije zelo težavni. Tak je na primer problem lokacije skladišč ob naj-

manjših prevoznih stroških; ali na primer problem trgovskega potnika: katera je najkrajša

pot, ki gre skozi vsako mesto na seznamu? Reševanje teh problemov otežuje dejstvo, da

jih ni mogoče kakorkoli razčleniti, ampak jih moramo obravnavati kot nedeljivo celoto.

Četrto smer razvoja predstavlja dinamično programiranje ali teorija večstopenjskih

odločitvenih procesov. Ta teorija obravnava probleme z določenim številom odločitev

v nekem časovnem razdobju. Obnavljanje zalog ob negotovem povpraševanju, kjer se je

treba vedno znova odločati, ali in koliko blaga naj naročimo, je tipičen tak problem; taki

so tudi planiranje proizvodnje, nadomestitev opreme, izkoriščanje vodnih zalog v zbiral-

nikih hidrocentral in še številni problemi čakajočih vrst.

Peta smer razvoja, ki jo živahno gojijo tako v Sovjetski zvezi kot v Združenih državah,

obsega optimalno upravljanje sistemov, pri katerih gre pravzaprav za določevanje poti.

Ko izbiramo pot rakete ob zahtevi najmanjše porabe goriva, je ta pot dejansko fizikalna.

Ko se odločamo, kako naj se spreminja temperatura v posodi za kemične reakcije, da bo

proizvodnja želene kemikalije največja, je pot le simbolična. V vsakem primeru je mate-

matični problem isti in pridemo do istih matematičnih rezultatov.

PRIMERI MATEMATIKE V UPORABI

Pred mnogimi leti je Auguste Comte trdil, da je znanost znanost samo, kolikor je ma-

tematična. Matematizacija fizikalne znanosti traja že stoletja, matematizacija bioloških in

upravljalskih znanosti pa šele krajši čas. Tehnika, ki je na fizikalni znanosti osnovana

tehnologija, že dolgo uporablja matematiko kot uspešno orodje. Matematizacija razno-

vrstnih drugih tehnologij pa je šele v pogojih.

Matematika in fizika

Fizika je eksperimentalna veda, ki obravnava materialni svet okrog nas. Njen namen

je, kot to fiziki danes razlagajo, opisati in korelirati množico eksperimentalnih pojavov

s sredstvi teoretičnih pojmov, ki so izraženi v matematičnem jeziku. Zakaj naj bi se dali

naravni pojavi opisati v jeziku matematike, je sporno. Toda neizpodbitno je, in navadno

res vzeto kot samo po sebi umljivo, da prirodne pojave tako opisujemo s sijajnim uspehom.

Ker fizika obravnava kvantitativne meritve, pride matematika v fiziko naravno kot

pripomoček pri računanju in kot orodje za logične operacije pri razvoju teorije. Tradicio-

nalne glavne veje matematike — algebra, analiza in geometrija — se na ta način široko

uporabljajo na mnogih področjih raziskovanja v fiziki. Takoj, ko so odkrili računalnike,

so jih fiziki začeli uspešno uporabljati kot pripomoček pri obravnavanju podatkov in za

reševanje numeričnih problemov.

Matematika ima v fiziki poleg pomembne vloge, ki smo jo pravkar opisali, še veliko

pomembnejšo na bolj osnovni ravni. Matematika dejansko daje mnogo osnovnih pojmov,

ki jih uporabljajo fiziki za opisovanje naravnih pojavov. Na primer, abstraktni matema-

tični pojem nekomutativnega množenja se nahaja v osnovah kvantne mehanike. Neevklid-

ska geometrija je začetna točka splošne relativnosti. So fiziki, ki mislijo, da je analitično

nadaljevanje matematičen pojem, ki je potreben za opis fizikalnega principa vzročnosti.

Ko pregledujemo razvoj fizike skozi stoletja, od prvih proučevanj astronomije in New-

tonove mehanike, preko formulacije elektromagnetnih pojavov ter teorije toplote in termo-

dinamike iz devetnajstega stoletja, do modernega razvoja relativnosti, kvantne mehanike

in fizike visokih energij, smo presenečeni nad vse bolj abstraktno in zapleteno naravo ma-

tematičnih pojmov, ki jih je bilo treba vpeljati za opis naravnih pojavov. Tak vtis je brez

dvoma privedel pokojnega britanskega fizika Jeansa do izjave, da je Bog matematik.
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Mnogi fiziki mislijo, da je osrednji problem, ki je sedaj pred njimi, namreč struktura

atomskih jeder in njihovih sestavnih delov (znana tudi kot fizika visokih energij), morda

rešljiv samo z uporabo matematičnih pojmov, ki jih doslej v fiziki niso uporabljali in ki

jih mogoče celo matematiki še ne poznajo. Bodi kakorkoli, vedno znova je bilo dokazano,

da so smisel za obliko in spoštovanje elegance, abstraktnost in posploševanje, ki so znaki

pristnosti dobrega matematičnega razvoja, često tudi značilnosti novih prodorov v fizi-

kalnem znanju. Dejansko tisto, čemur pravimo fizikalne ideje, često izhaja iz lastnosti

abstraktnih matematičnih pojmov, za katere se izkaže, da imajo široko razširjerio in glo-

boko zakoreninjeno uporabnost v naravnih pojmih. Ko je pregledoval medigro med ma-

tematiko in eno vejo fizike, je M. J. Lighthill pripomnil, da je pomembna naloga mate-

matike proizvajati nove fizikalne ideje.

Odnos med fiziko in matematiko nikakor ni enosmerna cesta. Medtem ko fizika upo-

rablja matematične pojme, dobiva matematika inspiracijo in stimulacijo, ki izvirata iz

potreb fizikov po novi matematiki. Vpeljava infinitezimalnega računa, diferencialne geo-

metrije, ergodične teorije predstavlja matematične dosežke, ki so jih stimulirali fizikalni

problemi. Citiramo iz nedavnega poročila fizikov:

Skozi stoletja tesnega stika sta teoretična fizika in matematika močno vplivali druga

na drugo v medsebojno korist. Teoretična fizika uporablja pojme, ki so se razvili v mate-

matiki, da izrazi opise naravnih pojavov. Matematiko pa v njeni smeri razvoja stimulirajo

problemi, ki jih postavlja fizika. Kaže, da je v zadnjih letih oslabel vpliv teoretične fizike

na razvoj matematike. Toda še vedno obstaja mnogo vidnih primerov matematičnega

razvoja, na katerega je vplivala fizika: na primer, teorija neomejenih operatorjev, teorija

upodobitev nekompaktnih grup in teorija distribucij. Prenaglo bi bilo misliti, da naravni

pojavi ne bodo v prihodnosti, kot so v preteklosti, spet izvor pomembnih smeri razisko-

vanja v matematiki.

Matematične znanosti v tehniki

Uporabe matematike v tehniki predstavljajo eno najbolj priznanih kot tudi eno najpo-

membnejših manifestacij splošne matematizacije naše kulture. Če gledamo relativno stare

panoge, kot so gradbeništvo in strojništvo, ali relativno nove, kot so nuklearna tehnolo-

gija ali elektronika, opazimo stalno naraščanje v obsegu in zapletenosti matematike, ki

jo te panoge uporabljajo. Teorija informacij je dobro znan primer. Vsebuje zelo globoke

matematične probleme, toda njen dramatični razvoj je vzpodbujala praktična potreba ko-

munikacijskih inženirjev ali elektronikov po rešitvi problema glede oddajanja dane skupine

sporočil skozi dano sredstvo. Moderni dosežki v aerodinamiki so odvisni od želje, da bi

zgradili letala in izstrelke, ki bodo leteli z vse večjimi hitrostmi. Opazili so, kot je bilo

pričakovati, da, čim bolj napredna je tehnologija, tem bolj zapleteni so osnovni pojmi,

ki jih vsebuje, in tem bolj so odvisni od matematike. Včasih je nemogoče razumeti pojme,

ki jih uporabljajo inženirji (celo tako osnovne, kot je impedančno vsklajevanje, redukcija

upora z interferenco in subharmonična rezonanca), ne da bi uporabljali matematiko.

Oblika, ki jo često zavzame povečana matematizacija, je razvoj bolj preciznih teorij,

da bi izrabili hkraten napredek v drugih smereh. Na primer, varnostni faktor 4 često upo-

rabljamo pri gradbeniških konstrukcijah. Tak varnostni faktor pa bi bil popolnoma ne-

mogoč pri konstrukciji večine izstrelkov. Izstrelki bi bili pretežki, da bi se odlepili od tal.

Včasih uporabljajo tako nizke varnostne faktorje kot 1,2 do 1,3. Da bi shajali s takimi

faktorji, moramo aerodinamične sile, naravne načine vibracije v telesu in razporeditev pri-

tiska veliko bolj natančno poznati, kot bi bilo to sicer potrebno. To pa samo pojasnjuje

splošno dejstvo, da morata napredek na teoretični strani in napredek na fizični strani iti

z roko v roki, če hočemo dobiti največjo možno korist od izpopolnjene tehnologije.
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Nove matematične metode, posebno v zvezi z računalniki, često uporabljamo v polo-

žaju, kjer bi bile staromodne »peš« metode prepočasne ali pretežavne. Na primer, analizo

matematičnih modelov obširno uporabljamo v modernem gradbeništvu — analizo, ki jo

omogoča obstoj velikih računalnikov. Matematična formulacija često vodi k linearnemu

programiranju. Napovedovanje poti satelitov, vodenih in kontroliranih, je druga dejavnost,

ki vsebuje skrbno matematično formulacijo in obsežno numerično računanje. Ko enkrat

program za računalnik dobro naredimo, potem je delo rutinsko in ponavljajoče se, toda

prvotna formulacija često vsebuje globok vpogled, ki ga lahko pridobimo samo z mate-

matično analizo.

Mehanika tekočin, eno od najbolj dognanih področij uporabne matematike, je po-

membna na več področjih tehnike. Hrup, ki ga dela reakcijsko letalo, in udarne valove, ki

so v zvezi z nadzvočnim letom, moramo razumeti do podrobnosti, preden lahko predlagamo

in naredimo popravke in izboljšave; nestabilnost pri izgorevanju vodi h kritičnim problemom

v razvoju raket; in sistematičnega napredka pri minimizaciji uničujočih učinkov tornadov

ne moremo pričakovati, dokler se ne bo zelo izboljšalo razumevanje atmosferske dinamike.

Področje elektronike in komunikacij je posebno bogato z uporabami matematike.

Nekatere od teh so kot reprezentativni problemi v drugih panogah tehnike. Na primer,

teorija integriranih vezij, tako linearna kot nelinearna, ima mnogo podobnih točk kot

istovrstna področja v mehaniki. Za zvezna sredstva so mnogi problemi iz teorije elektro-

magnetnega polja vsaj splošno podobni tipičnim problemom v mehaniki tekočin ali ela-

stičnosti. Na primer, osnova za konstrukcijo radijskih anten so lahko interferenčni efekti,

ki nastopajo pri konstrukcijah letal in ladij. Splošneje, proučevanje širjenja radijskih signa-

lov obsega množico posebnih problemov, ki so pritegnili tako velike matematične fizike,

kot je Sommerfeld, in tako velike matematike, kot je Hermann Weyl. Zadnja leta so nastala

še bolj komplicirana matematična vprašanja pri študiju plazem, panogi naraščajoče po-

membnosti na mnogih področjih elektrotehnike.

Najosnovnejše uporabe matematike v elektroniki in komunikacijah pa najdemo na

pojmovnem nivoju. Te praviloma izvirajo iz situacij, v katerih daje matematika najboljši

jezik za izražanje tako originalnega tehniškega problema kot končnega rezultata.

Mogoče najelementarnejši primer daje matematični pojem impedance. To je, čeprav

inženirji to le redko opazijo, strogo vzeto matematična umetna tvorba, nefizikalna »ima-

ginarna« količina, s pomočjo katere se dajo udobno izračunati realni tikovi in napetosti,

ki končno zanimajo inženirja. Njena raba postane nujnost, kadar obravnavamo, kot često

moramo, vezja, ki vsebujejo na ducate ali stotine elementov. Raba transformacijskih metod,

ki je že mnogo let ustaljena v komunikacijski tehniki, daje še drug primer. Prav pred krat-

kim se je pokazalo, da so pojmi iz matematične logike pomembna osnova za preklopna

in računalniška vezja. Toda najboljši primer je dala teorija informacij. Spoznanje, da sta

komunikacijska tehnika in matematična logika dva sistema, ki se oba ukvarjata v glavnem

z manipulacijo poljubnih znakov po formalnih pravilih, in ju je omogočila teorija infor-

macij, je silovito razširila obzorje komunikacijskega inženirja in mu na mah odprla veli-

kanska področja matematike kot vir idej za posamezne šifre in kodirne sheme.

Na splošno rečeno so moderni tehniški sistemi preveliki, prekomplicirani in preveč

natančno sestavljeni, da bi jih lahko načrtali z empiričnim testom. Da bi dobili primerno

zagotovilo za uspeh, moramo pred poskusom te sisteme temeljito matematično analizirati.

Primer iz znanosti o okolju: Numerično napovedovanje vremena

Znanosti o okolju vsebujejo znanosti o zemlji, oceanografijo, atmosferske znanosti,

telekomunikacijske znanosti in aeronomijo. Nekateri od najtežjih in najbolj zapletenih

problemov v znanostih o okolju nastanejo iz prizadevanja, da bi raziskali atmosfero in
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oceane s pomočjo matematičnih modelov v obliki determinističnih sistemov tekočin. To

vodi k nelinearnim parcialnim diferencialnim enačbam, ki so podrejene precej splošnim

in začetnim pogojem. Najuspešnejši poskusi obravnavanja teh problemov vsebujejo upo-

rabo hitrih računalnikov.

Posebno pomembne za vsakodnevno rabo so numerične metode za napovedovanje

vremena, ki jih sedaj redno uporabljamo.

Splošna ideja matematičnega napovedovanja vremena sega v prva leta dvajsetega sto-

letja. Podrobni začetni predlogi in poskusi v napovedovanju vremena s približno rešitvijo

ustreznih hidrodinamičnih in termodinamičnih enačb segajo nazaj do britanskega znan-

stvenika L. F. Richardsona v prva leta dvajsetega stoletja. Richardsonove napovedi niso

bile uspešne, v glavnem zaradi kršenja takrat še neznanega stabilnostnega kriterija za nu-

merične procese pri reševanju parcialnih diferencialnih enačb (ki so ga odkrili leta 1928

Courant, Friedrichs in Lewy). Drug razlog za neuspeh Richardsonovih napovedi so bili

nezadostni podatki. Tretja težava, ki bi bila skoraj gotovo onemogočila Richardsonove

prvotne predloge za numerično napovedovanje vremena (iz leta 1922), je bilo pomanjkanje

pripomočkov za hitro računanje.

- Tako so opravili vremenske izračune, za katere so leta 1948 potrebovali 24 ur, v letu

1951 že v petih minutah. Kasnejši napredek v konstrukciji računalnikov je šel vzporedno

z napredkom v raziskovanju numeričnega napovedovanja vremena. Relativno preproste

enačbe, ki so določale prve modele za atmosfero, so obsežno predelali in izpilili. V prvih

modelih ni bilo podrobnosti o vertikalni strukturi atmosfere, temveč samo vertikalno

povprečje njenega gibanja. Sredi leta 1962 pa je postal sistem, ki je dopuščal tri vertikalne

nivoje, glavni delovni model v National Meteorological Center. Spet tega je leta 1966

zamenjal model s šestimi nivoji.

Sklepne opombe

Omenili smo samo nekaj uporab matematičnih metod v panogah izven matematičnih

znanosti samih. Število takih primerov stalno narašča in često težko potegnemo mejne

črte med matematičnimi znanostmi in znanostmi, ki matematiko uporabljajo.

Vse velike dobrine ustvarjajo majhna zla. Vsako novo in močno orodje se zlorablja,

kakor tudi pametno uporablja. To je veljalo za tiskarstvo in mehansko silo, ko je bilo to

orodje novo. Danes se bodo našli na vsakem področju dejavnosti, kjer so matematika

ali statistika ali računalništvo novi, ljudje, ki bodo uporabljali to orodje nespametno, kot

sredstvo prepričevanja, kadar je dokazno gradivo nepopolno ali celo napačno tolmačeno,

ali kot sredstvo »blagoslavljanja« sklepov, ki ne zaslužijo podpore. Vse panoge, ki so sedaj

dobro prežete z uporabo matematike, statistike ali računalnikov, so trpele zaradi teh težav.

Tiste, ki so sedaj v razvoju, ali ki bodo v razvoju v bližnji prihodnosti, bodo morale tudi

trpeti. Take težave pogosto upočasnijo vgraditev matematike ali statistike ali računalništva

v novo področje uporabe. Bojimo se, da so ti odlogi neizbežni.

Protisredstvo, ki se je pokazalo uspešno, je povečan obseg matematične ali statistične

ali računalniške znanstvene izobrazbe za večino tistih, ki delajo na tem področju. Povečanje

nastopa v dveh delih, ki sta sicer ločljiva, pa sta navadno združena: na eni strani dovolj

znanstvene izobrazbe o ustrezni matematiki, da se da razumeti pomen, mogoče celo podrob-

nosti zahtevanih postopkov: na drugi strani, često še bolj pomembni, pa razumevanje,

kako se matematika ali statistika ali računalništvo prilegajo dejanskim problemom na

podobnih področjih. Zadnje obsega upoštevanje ene izmed spretnosti dejanskega uporab-

nika: zmožnosti za pametno presojo, kaj moramo upoštevati pri formalnih ali numeričnih

postopkih, kaj mogoče lahko zanemarimo in kaj je gotovo zanemarljivo. Nilahko, teh stvari

učiti eksplicitno: navadno se jih naučimo z izkustvom pri delu in postanejo tako odvisne

od vsaj nekega dela spretnosti pri ustreznih postopkih. Prevedla T B.
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REŠEVANJE SISTEMOV LINEARNIH ENAČB
POSEBNE VRSTE S POMOČJO

DISKRETNE FOURIEROVE TRANSFORMACIJE

JOŽE MALEŠIČ
MOS 65 F 05

V članku je opisana uporaba diskretne Fourierove transformacije in diskretne konvolucije za

direktno reševanje posebnih (cikličnih) sistemov linearnih algebraičnih enačb in za zmanjšanje
števila neznank pri sistemih linearnih enačb, ki se pojavljajo pri numeričnem reševanju robnih
problemov.

ON SOLVING CERTAIN SYSTEMS OF LINEAR EOUATIONS WITH MEANS

OF THE DISCRETE FOURIER TRANSFORM

In the article the discrete Fourier transform is used to solve systems of linear algebraic eguations

obtained by discretising boundary-value problems.

Predmet tega članka je opis direktne metode za reševanje sistema linearnih enačb takele

posebne oblike:

A, 42 M3... A, X, b,

Ay Ai Me... Ana Xa b,

A a A, A, see An-a X3 — b, (

Aa As Aa... Ai Xn b,

Vidimo, da so vsi koeficienti matrike podani že z n-terico števil A,, A,,... A,, ki se v

naslednjih vrsticah ciklično premika na desno. Produkt matrike in stolpca na levi strani

enačbe (1) imamo lahko za neko operacijo med dvema n-tericama števil: (A,, Ax, ... A,),

s katero je določena matrika, in n-terico (x,, x2, ... x,). Da se opaziti analogija (podrobneje

o tem en razdelek kasneje) med to operacijo in konvolucijo dveh funkcij

(4%>)(0) — f a(£— i)x()du
—- co

Znano je, da se da konvolucijsko enačbo

(a"x)(0) < b(b) (2)

kjer je x neznana funkcija, a in b pa sta znani, rešiti s pomočjo Fourierove transformacije

GA <3) — $ čis x(9ds

Postopek je takle: Vemo, da Fourierova transformacija preslika konvolucijo dveh funkcij

v produkt transformirank:

S(a" )() < (4590 —< 40-30

Zato na enačbi (2) uporabimo Fourierovo transformacijo:

4()' (0 <8)
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izračunamo Fourierovo transformiranko neznane funkcije x

X(B) < b(ola()

in x dobimo iz % z obratno Fourierovo transformacijo

X(t) — SA) (0) — (1/25) [ eš - Š(u)du

Podobno bomo reševali sistem (1), najprej pa moramo zgraditi Fourierovo transfor-
macijo in konvolucijo za n-terice.

Fourierova transformacija in konvolucija pri z-tericah

Naj bo x n-terica kompleksnih števil, x — (x,, x, ... x,). Njena Fourierova transfor-
miranka 9x — X je spet n-terica

(Ri a na)
kjer je

n

xp — Z, OHEDODY k<5l,2,...,n, co — ežniln
jsl

torej analogno kot pri funkcijah, samo namesto integrala je vsota.

Definirajmo še transformacijo 9:

— n

(Gx), — > OČ-DO-DY — k—51,2,...,n, wo < e-žnim
jsl

Izračunajmo [7 (Gx):
nnak n Bral k n H n k

G(9x), — Ž UH-VU-D a see ala Žan > ou- bim)

m<— <-l jizl si

Ker je

0, m s£ ky ]u-D(m—k) — (
jsl n,m < k

je

S(Gx); — n" x; < S(Gx),

in je (1/x) - G inverzna transformacija k S.

Preden definiramo konvolucijo dveh n-teric, naredimo še nekaj, kar nam bo poenosta-

vilo definicijo konvolucije: x naj zdaj ne pomeni več n-terice (x,, x,,... x,), ampak na obe

strani neskončno zaporedje

(SN, porom, xE Xn Xnjo <<.)

ki je periodično s periodo n

Xpgzn — Xp ZEZ

Z drugimi besedami, osnovno n-terico periodično nadaljujemo na obe strani.

Fourierova transformacija takega zaporedja naj bo Fourierova transformacija osnovne

n-terice.

— Konvolucija dveh zaporedij a in x naj bo zaporedje, označimo ga z a" x, ki ima tele
komponente:

a

(4" x); zna day Xj, KEZ
J<

Vidi se analogija s konvolucijo funkcij, če seštevanje zamenjamo z integriranjem.
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Tudi diskretna Fourierova transformacija preslika konvolucijo v produkt, točneje

(GE xx — a, M Z, ke Z

Dokaz:

—— n

(6? x), — Z ot DD. (" x),
m<1l

n n

— k-0(m—-). ." X;uci Zi me x Amai" Xj
msl j<

no on

— na > oi-D(mr1-)—) . apa o«-D(U-). xj

m<l jsl

bi n

— ]o«-D(-V . xj . pi gplk-V((m--1—)—1) ' Am g1-j

jsl msl

Zaradi periodičnosti zaporedja a in ker je co" — 1, je ta izraz enak

n n

Z ok-vwo-D., zeli »a, — Ž, ' d,, kar je bilo treba dokazati.
jsl m<

Zdaj imamo dovolj sredstev za reševanje sistema (1).

Reševanje sistema enačb (1)

Kot smo nakazali že v uvodu, se da leva stran v enačbi (1) pisati kot konvolucija dveh

n-teric, x in a

A, Aa As... A, Xi

An A Aa ee. Ana Xa

A, As Aa... di mi Xn

Komponente z-terice a dobimo s primerjanjem obeh strani v (3):

a, — A,

a, — A,

a; — A,a

a, — Ay-a

a, < As

Zdaj rešujemo konvolucijsko enačbo a " x — b

Po pravilu o Fourierovi transformiranki konvolucije dobimo

A AN MN

ad," X, < b,, k<1,2,...n
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Če so vsi či, £ 0 (kasneje bomo videli, kaj to pomeni), se dajo izračunati vsi ž,

X, — brd,
in iz njih neznanke x,,:

pa m MA

x < (l/n)93, x, < (1/n >, ok-dwm-D .B a,
k<1 |

Tako kot sistem (1) se da rešiti s pomočjo Fourierove transformacije sistem nelinearnih
enačb oblike

n

x"x—b, tj. > xyyyjiagob, k—<l,2,...n
JE.

Splošneje, sistem nelinearnih enačb m-te stopnje posebne oblike

P,,(x) <0

kjer je P,, konvolucijski polinom m-te stopnje, se da s Fourierovo transformacijo prevesti
na z navadnih enačb m-te stopnje

P,,/X;) —0, k<1l,2, ..Am

Lastne vrednosti in lastni vektorji matrike sistema (1)

Na enačbo Ax — a" x — 4x uporabimo Fourierovo transformacijo

dx,'X, <A, k<l,2,...n

Če vstavimo v to enačbo

žŽ<(1,0,0,...0), dobimo A — d,

Xž<(0,1,0,...0), A <a,

žŽ<(0,0,1,0,..0), A—<d
n

Torej so ti vektorji Fourierove slike lastnih vektorjev matrike A in so d,, da, ... d, njene
lastne vrednosti.

Matrika A ni singularna natanko takrat, ko so vsi a, LO.

Lastni vektorji niso odvisni od matričnih koeficientov, ampak samo od reda matrike z:

xD — (1/0 (1,1,1,...10)

x < d/nj, o, a",... a-|

x) — 1/1, GR, 2%, ... o?«-0)

..

x) — 4/n. (1, B«-B, gtr-b, .,, Bi-Ds

Uporaba opisane metode za sisteme linearnih enačb, ki nastopajo pri numeričnem

reševanju robnih problemov

Opisana metoda se da uporabiti tudi za nekatere sisteme linearnih enačb, ki nimajo
oblike (1) — z njo se da zmanjšati število neznank. Taki so sistemi, ki nastopajo pri nu-
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