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Pricujoca Stevilka Obzornika za matematiko in fiziko je posvedena pomembnemu kultur-
nemu jubileju, stoletnici rojstva velikega slovenskega matematika, profesorja Josipa Plemlja.

V slavnostni Stevilki so objavljena tri osnovna predavanja, ki so bila prebrana na med-
narodnem simpoziju ob stoletnici rojstva Josipa Plemlja. V prvem je orisana Zivljenjska pot
nasega pomembnega znanstvenika in uéitelja, drugo razclenjuje in vrednoti njegov najpomemb-
nejsi prispevek v matematicno zakladnico, tretje pa spremlja zgodovinsko pot teorije, ki je
zrasla iz Plemljevih idej, vse do danasnjih dni.

Mednarodni simpozij ob stoletnici Josipa Plemlja in tudi tisk te Stevilke Obzornika za
matematiko in fiziko sta omogoéila s finanéno podporo Izvrsni svet skupséine SR Slovenije
in Raziskovalna skupnost Slovenije s skladom »Boris Kidrié« kot zastopnik vseh republiskih
svetov za koordinacijo znanosti v Jugoslaviji.



JOSIP PLEMELJ

(Ob stoletnici rojstva)

Josip Plemelj se je rodil 11. decembra 1873 na Bledu kot sin mizarja in malega kmeta.
Ko je bil star eno leto, mu je oe umrl. Mati Marija r. Mrak je po o&etovi smrti s teZavo
preZivljala druZino. Zato je le po srenem nakljucju lahko poslala sina na Solanje v Ljub-
ljano. Tu je obiskoval gimnazijo od 1. 1886 do 1894. Po maturi se je vpisal na dunajsko
univerzo, kjer je Studiral matematiko in fiziko. Med njegovimi profesorji so bili Escherich,
Gegenbauer in Boltzmann. Promoviral je 1. 1898 z disertacijo Uber lineare homogene
Differeretialgleichungen mit eindeutigen periodischen Koeffizienten. Studije je nadaljeval
najprej v Berlinu (1899/1900) in nato v Goéttingenu (1900/1901) pri F. Kleinu in D. Hilbertu.

L. 1902 je postal privatni docent na dunajski univerzi. Eno leto je bil asistent za ma-
tematiko na tehniski visoki Soli (1906/7). L. 1907 je bil imenovan za izrednega in naslednje
leto za rednega profesorja na univerzi v Cernovicah. Po prvi svetovni vojni je bila 1919
ustanovljena slovenska univerza v Ljubljani. Plemelj je postal njen prvi rektor. Na ljub-
ljanski univerzi je bil profesor matematike do upokojitve 1. 1957. Umrl je 22. maja 1967
v Ljubljani.

Nadarjenost za matematiko je pokazal Ze v niZji gimnaziji. Kot etrtoolec je pomagal
osmosolcem pri maturitetnih nalogah. Posebno veselje je imel pri reSevanju tezkih kon-
strukcijskih nalog. Iz gimnazijskih let izvira npr. njegova konstrukcija pravilnega sedmero-
kotnika s trisekcijo kota. Z vi§jo matematiko se je zacel ukvarjati v peti gimnaziji. Zani-
mala ga je tudi astronomija, predvsem nebesna mehanika.

Glavna podroc¢ja, na katerih je Plemelj delal, so diferencialne in integralne enadbe,
teorija potenciala (harmoni¢nih funkcij) in funkcijska teorija.

Ko je Studiral v Gottingenu, je tam E. Holmgren porocal o Fredholmovi teoriji inte-
gralnih enacb. Gottingenska Sola se je z D. Hilbertom na &elu lotila raziskovanja novega
podrocja. Med prvimi, ki so tu dosegli uspehe, je bil tudi Plemelj. Objavil je ve¢ razprav,
ki so vzbudile pozornost tedanjega matemati¢nega sveta. NajpomembnejSe njegovo delo
iz uporabe integralnih enaéb v potencialni teoriji je knjiga Potentialtheoretische Unter-
suchungen (Leipzig 1911). Zanjo je dobil nagrado znanstvenega drustva kneza Jablonow-
skega.

Med najveéje uspehe Plemlja pa lahko brez dvoma Stejemo duhovito resitev Riemanno-
vega problema. L. 1905 je Hilbert prevedel Riemannov problem na neko resljivo inte-
gralno enaébo. Klju do svoje resitve je Plemelj nasel v izreku o robnih vrednostih anali-
ticnih funkcij (danes znan pod imenom Plemljeve formule). Te formule so omogodile
prevesti problem na preprost sistem linearnih integralnih enaéb. Njegove metode so postale

131



osnova za teorijo singularnih integralnih enacb, ki jo je razvila sovjetska $ola pod vodstvom
N. I. Mushelisvilija.

Pomembno je nadalje Plemljevo delo v teoriji uniformizacije algebrai¢nih enacb in v
teoriji univalentnih funkcij. Prvi je odkril ostro formulacijo Koebejevega izreka o anali-
tiénem raztegu slik. V teoriji diferencialnih enacb se je ukvarjal predvsem z enacbami
Fuchsovega tipa in s Kleinovimi teoremi.

Za. svoje delo je prejel ve¢ nagrad. Poleg nagrade kneza Jablonowskega je dobil 1. 1912
na Dunaju nagrado Richarda Liebena, 1. 1954 pa v Ljubljani PreSernovo nagrado. Dopisni
¢lan Jugoslavenske akademije v Zagrebu je postal 1. 1923, dopisni ¢lan Srpske akademije
nauka 1. 1930, dopisni ¢lan Bavarske akademije pa 1. 1954. Redni ¢lan Slovenske akademije
znanosti in umetnosti je bil od njene ustanovitve 1. 1938 dalje.

Delo na ljubljanski univerzi je pomenilo pravzaprav Zrtev za Plemljevo znanstveno
kariero. Povojne teZzave v stiku s svetom, strokovna osamljenost v majhnem mestu in
bolezen so povzrocile, da je bil od tedaj predvsem ucitelj matematike, manj pa ustvar-
jalec novega.

Za razvoj matematike in tudi drugih eksaktnih znanosti pri Slovencih pa je bil njegov
prihod v Ljubljano velikega pomena. Vzgojil je ve¢ generacij matematikov. Predaval je
poleg sploSnega tefaja matematike Se triletni ciklus, ki je obsegal diferencialne enacbe,
teorijo analitiénih funkcij in algebro s teorijo Stevil. Po drugi svetovni vojni je ta predavanja
izdal v treh knjigah: Teorija analitinih funkcij (Ljubljana 1953), Diferencialne in inte-
gralne enacbe, Teorija in uporaba (Ljubljana 1960) in Algebra s teorijo Stevil (Ljubljana
1962). Zadnja njegova knjiga Problems in the Sense of Riemann and Klein (v angles¢ino
jo je prevedel prof. J. R. M. Radok) pa je iz§la 1964. Obravnava podrocja, s katerimi se
je Plemelj najve& ukvarjal in najve prispeval za njihov razvoj.

Ivan Vidav

132



UPORABA NEKATERIH IZSLEDKOYV J. PLEMLJA

V TEORILJI SINGULARNIH INTEGRALSKIH ENACB
IN ROBNIH NALOG LINEARNE KONJUGIRANOSTI*
N. P. VEKUA, Matemati¢ni institut Akademije znanosti Gruzinske SSR, TBILISI, SSSR

1. Uvod

V svojem prispevku bi rad prikazal bistvo nekaterih rezultatov J. Plemlja in tisto upo-
rabo, razvoj in izpopolnitev, ki so jih ti izsledki doziveli v delih gruzinskih matematikov.
Ko govorim o Plemljevih rezultatih, mislim na tista dognanja, ki so objavljena v njegovi
cudoviti razpravi [1], natisnjeni leta 1908. To delo je odigralo veliko vlogo pri resitvi cele
vrste robnih nalog teorije analitiCnih funkcij, pa tudi pri utemeljitvi teorije sistemov sin-
gularnih integralskih enacb.

Na kratko bom poskusil povzeti navedene rezultate J. Plemlja in pokazati, kako se
uporabljajo v delih gruzinskih matematikov pri reSevanju tako imenovanih robnih nalog
linearnega konjugiranja in pri izgradnji teorije sistemov singularnih integralskih ena&b.
Povzetek in prikaz bom v glavnem naslonil na monografijo akademika N. I. Mushelisvilija
[2] in monografijo avtorja pri¢ujolega sestavka [3].

2. Homogena Riemannova naloga za veé¢ neznanih funkcij
s koeficienti, zveznimi po Holderju

Naj bo £ mnozica na kompleksni ravnini, sestavljena iz enostavnih sklenjenih gladkih
lokov brez skupnih tock, ki omejujejo omejeno povezano odprto obmod&je D+. Z D~ bomo
oznacili komplement unije 2+ U £ (ki je voble nepovezan). Pozitivna naj bo -tista smer
obhoda £, pri kateri je 2% na levi.

Imejmo funkcijo ¢(z), definirano na vsej kompleksni ravnini, razen v toc¢kah mnoZice
£. Rekli bomo, da je ¢(z) odsekoma holomorfna, e zado§éa pogojema: a) ¢(z) je holo-
morfna v 2% in v 97, razen kvedjemu v tocki z = 0. b) ¢(z) se da zvezno nadaljevati na
£: kakorkoli Ze se pribliZzuje z k # na £ po poti, ki leZi vsa v D (ali vsa v 27), vselej tezi
¢(2) k natanko doloCeni Jimiti ¢+(¢) (oziroma ¢=(z)).

V nadaljevanju bomo delali z vektorji in z matrikami. Rekli bomo, da je matrika zvezna,
da zadosCa pogoju H (Holderjevemu pogoju)?) itd., &e so take vse njene komponente. Prav
tako bomo ravnali z vektorji.

Zastavimo si nalogo:

Pois¢imo odsekoma holomorfni vektor ¢(z) = [p.(2), ¢:(2), ..., 0,(2)], ki ima konéni
red v neskonénosti in zado$éa robnemu pogoju

0o (te) = Guy (t0) 917 (t0) + Gag(te) 92 (f0) + ... + Gap(to) 0, (t5)
a=(1,2,...,n

)

ali v vektorsko-matriéni obliki
¢+(tu) = G(t) ¢~(t0) @

* Iz ruiGine prevedel France KriZanig.
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kjer je G(to) = || Go,4|| (@, B =1,2,..., n) dana matrika, ki je definirana na £, povsod
na £ neizrojena in zados¢éa pogoju H.

N. I. Mushelisvili imenuje zastavljeni problem homogeno nalogo linearne konjugira-
nosti?).

Bolj splo$na je ocitno naloga, pri kateri imajo G,s nezveznosti prve vrste v konénem
Stevilu tock na £. To, tako imenovano nezvezno nalogo, je prvi postavil B. Riemann v
posebnem primeru, ko so G,z odsekoma konstantne funkcije, vendar ni navedel nobene
poti za njeno resitev. Kot vemo, se da v ta posebni primer prevesti naloga o sistemu line-
arnih diferencialnih enab z racionalnimi koeficienti in z regularnimi singularnimi to¢kami
s predpisano monodromijsko grupo?®). Ob tem prevodu je B. Riemann tudi zastavil nalogo
(I) v opisanem posebnem primeru.

Nalogo (I) je prvi postavil in deloma resil D. Hilbert. Hilbertova resitev pa je zelo za-
motana in ne moremo ji priznati popolnosti.

Popolno in hkrati zelo bistroumno reSitev naloge (I) pa vsebuje razprava J. Plemlja [1].

Da bi pokazali vso lepoto Plemljeve resitve in nekaj njene uporabe, jo bomo opisali v
tisti obliki, v kakr$ni je obdelana v delu [4] in je ponovljena v [3].

Pripomnimo, da J. Plemelj ne uporablja vektorskih in matri¢nih oznacb, kar sorazmerno
otezuje njegova izvajanja, vendar pa, seveda, to ni bistveno.

Zaenkrat i§¢imo resitev ¢(z) naloge (I) z robnimi vrednostmi ¢*(¢) in ¢~(¢), ki zados$¢ajo
pogoju H. Kasneje bomo to omejitev opustili.

Naloga (I) je oCitno ekvivalentna tejle nalogi:

Najti vektor ¢~ (%,), definiran na 42, pokoren pogoju H in zahtevama:

1. Vektor ¢=(¢,) je robna vrednost vektorja ¢(z), ki je holomorfen v 9, zvezen vse do
£ in ima v neskonénosti predpisani glavni del y(z) = (¥1, 7z, ... V), Kj€r so vy, = 74(2)
(e =1,2,..., n) polinomi.

2. Vektor ¢t (z,), ki ga veZe s ¢~ (t,) linearna transformacija

ot (t0) = G(to) 9~ (1)

je robna vrednost vektorja ¢(z), holomorfnega v 2 in zveznega vse do £.
Z lahkoto pokazemo, da sta pogoja 1. in 2. ekvivalentna zahtevama

(1/2) p~(to) + (1/27i) .§ (t— to) ™ o= ()t = (to) @1
—(1/2) G(to) ¢~ (to) + (1/27i) LS (t—ty* G(t) = (t)dt =0 2,2)
PrepiSimo (2, 2) v obliki
(1/2) ¢~ (1)) — (1/27i) § (t— 1) G2 (to) G(2) = ()dt =0 2,3)
seStejmo (2, 1) in (2, 3), pa dobimo
¢~ (t) — (1/2ni) g (t— 1) [G*(t) G(t) — El 9~ (t)dt = (1) 2,4)

kjer je E matrika enote.

(2, 4) je o¢itno Fredholmova integralska enacba druge vrste (natancneje: sistem Fred-
holmovih integralskih ena¢b). Prav ni¢ tezko ni preskusiti, da vsaka (zvezna) reSitev te
enacbe zadosCa pogoju H.

1z dosedanjih razmisljanj povzamemo: brZ ko ima naloga (I) reSitev ¢(z), zados¢a ¢~ (¢,)
enacbi (2, 4).
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Radi bi Se zvedeli: 1. Ali vodi vsaka reSitev enacbe (2, 4) k resitvi naloge (I)? 2. Pod
kak$nimi pogoji je enacba (2, 4) resljiva?

Naj bo ¢~(¢) poljubna resitev enacbe (2, 4). ¢—(¢) vodi do reSitve naloge (I) natanko
takrat, ko zado3€a pogojema (2, 1) in (2, 2) hkrati. Uvedimo odsekoma holomorfni vektor
v (z), definiran talole ‘

w(2) = (1/2n) § (t — 2)* g~ (t)dt — y(2), pri z € D*
. 2,95
w(z) = (122)§ ¢ — 2 G@t) o= (t)dt, prize D~
L

O¢itno je w () = 0. Z novimi oznakami in z znanimi formulami Sohockega-Plemlja, pre-
piSemo (2, 1) in (2, 2) v ekvivalentno obliko: na £ je

yr(t) =0 y(t) =0

Odtod pa y(z) = 0 na vsej ravnini.
Z oznakami (2, 5) prepiSemo (2, 4) takole

vt (t) = G(to) ¥~ (%) an

Torej: Z refitvijo ¢~ (¢) integralske enacbe (2, 4) in z zvezami (2, 5) sestavimo funkcijo
w(z). Ce je w(z) identiéno enaka 0, vodi ¢~ (¢) k resitvi naloge (I). Ce pa w(z) ni identi¢no
enaka 0, je (netrivialna) reSitev naloge (II), z vrednostjo 0 v neskonénosti.

Nalogi (IT) pravi J. Plemelj spremljajoca naloga naloge (I).

Dosedanja razmisljanja strnimo v lemo:

Lema 1. Ce spremljajoéa naloga (II) nima netrivialnih resitev, ki so enake 0 v neskoné-
nosti, vodi vsaka reSitev integralske enacbe (2, 4) k resitvi naloge ().

Tako, kot smo priredili nalogi (I) integralsko enac¢bo (2, 4) za ¢~ (%,), priredimo sprem-
ljajo&i nalogi (IT) Fredholmovo integralsko enacbo za w+(#,). Ta enacba je

w(te) + (1/270) § (¢ — 1) [G*(ts) G(t) — E] y+ (t)dt = 0 (2,6
L
Ce se le omejimo na tiste reSitve naloge (II), ki so v neskoncnosti enake 0.

Poglejmo sedaj, kako je z reSljivostjo enacbe (2, 4). V ta namen opazujmo homogeno
enacbo, adjungirano k (2, 4)

vt (t) + (1/2mi) 1§ (t— 1) [G'(8o) G"=H(1) — Ely'+ (1)dt = O @,

kjer je G’ matrika, transponirana matriki G.
Zastavimo nalogo

@' (t0) = G (1) 9"~ (to) @)
ki je adjungirana nalogi (I), potem pa Se nalogo
Y (L) = G'(t) ¥ (%) Ir)

ki spremlja adjungirano nalogo (I'). Tako kot za (I), sestavimo Fredholmovo integralsko
enacbo tudi za (I'):

o'~ (to) — (1/2ni) g (t— 1) [G'(ts) G'~2(t) — E] ¢~ (t)dt = 0 2,8)

&e spet omejimo pozornost le na tiste reSitve naloge (I"), ki so v neskoncnosti enake 0.
Fredholmova integralska enacba, ki ustreza (II’) tako, kot (2, 6) nalogi (II), pa je vprav
integralska enacba (2, 7).
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Torej: homogena integralska enacba (2, 7), adjungirana ena&bi (2, 4), je Fredholmova
integralska enacba za nalogo (II'), ki spremlja adjungirano nalogo (I').

Po vsem tem lahko dokaZemo:

Lema 2. Ce niti spremljajoéa niti adjungirana naloga naloge (1) nimata netrivialnih re-
Sitev, enakih O v neskoncnosti, je Fredholmova integralska enacba (2,4) resljiva pri vsaki
desni strani (ki je vektor s polinomnimi komponentami) in vsaka reSitev te enacbe vodi k
resitvi naloge (I).

Drugi del trditve smo Ze dokazali (Lema 1). Dokazati moramo le e prvega. Najprej
ugotovimo, da naloga (I') spremlja nalogo (II'). Ker po pogoju naloga (I’) nima reSitev,
enakih 0 v neskon¢nosti, vodi po lemi 1. vsaka reSitev y'* (¢) integralske enacbe (2, 7) do
resitve naloge (II'). Tedaj pa je '+ (¢) robna vrednost vektorja w'(z) = (w1, ¥y ..., W)
holomorfnega v 2. Integralska enacba (2, 4) pa je, kot vemo, resljiva natanko takrat, ko
desna stran y(¢) zadosCa pogoju

LS y() W't (t)dt = LS Pw’t + vt + o+ yw,/HDdE=0 2,9)

kjer je 't (1) = (v, wo't, ..., w,/T) poljubna resitev enalbe (2, 7). Toda, kakor smo
pravkar videli, so w,'*, w.,'t, ..., v,/ robne vrednosti funkcij, holomorfnih v 2%, poleg
tega so i, ¥a, ..., ¥, polinomi. Tedaj pa je po Cauchyju pogoj (2, 9) izpolnjen vselej in
lema je dokazana.

Primer, ko so izpolnjeni pogoji leme 2., je na prvi pogled izjemen. Vendar pa, kot bomo
spoznali, se da na ta posebni primer prevesti tudi najsplosnejsi, in $e je za splo$no reSitev
dovolj, da znamo najti vse resitve, ki so omejene v neskonénosti.

Denimo torej zacasno, da so pogoji leme 2. izpolnjeni in vprasajmo po reSitvah naloge
(I), omejenih v neskon¢nosti: Po lemi 2. so vse te refitve doloCene z reSitvami integralske
enacbe (2, 4), ki ima na desni strani poljuben konstanten vektor y = (7, ¥, ..., 7,). Vektor
y je vrednost iskanega vektorja ¢(z) v neskonénosti: p(0) = y.

Enacba (2,4) pa je po tej isti lemi 2. resljiva pri poljubnih konstantah 7y, s, ..., 7,
Izberimo za y zapored vektorje (1,0,...,0), (0,1,...,0), ... (0,0,..., 1). Vsakemu od njih
ustreza reSitev enacbe (2, 4), ki jo imenujemo

Y7 = (%0, 0T, s 0), (@=1,2, ..,n) 2,10

Tem n reSitvam ustreza n reSitev naloge (I)

%9 (2) = (01, °Qa, ..., °0p) 2,11)
da je
lpria=p
By (00) = S = 2,12
Pa () = s {Opria;éﬁ (2,12)

Splosna resitev enacbe (2, 4) pri poljubnem y pa je ocitno
O =00+ ... T+ V"o O+ v (2,13)

kjer je "t1p=(t), ..., p~(¢) poln sistem linearno neodvisnih resitev homogene enacbe, ki
ustreza (2, 4) pri y = 0, koeficienti y1, 72, ... ¥n» Yn+1s -+ ¥m SO poljubne konstante — prvih
n med njimi so komponente vektorja y.

Resitev naloge (I), omejena v neskoncnosti, je nazadnje

0(2) = 7102 + ... +9,"02) + Vpp1 0@ + o F Vv M0 (2)
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kjer so '¢(2), *p(2), ..., "p(z) definirane Ze prej, **1p(2), ..., ™p(z) pa so refitve naloge (I),
enake 0 v neskonCnosti (ker pac ustrezajo y = 0). Lahko je videti, da so vektorji %¢(z)
=1,2,...,m linearno neodvisni.

Vrnimo se k splo$nemu primeru, ko pogoji leme 2. morda niso izpolnjeni. Za¢nimo
s preprosto ugotovitvijo:

Stopnja niCle v neskonCnosti je navzgor omejena s Stevilom s-= 0, ki je skupno za vse
resitve naloge (1).

Res! Homogena enacba, ki ustreza Fredholmovi enacbi (2, 4), naj ima s linearno ne-

odvisnih resitev, ¢(z) naj bo katerakoli resitev naloge (I), stopnja njene ni¢le v neskoné-
nosti pa enaka k. PokaZimo, da k ne presega s. Ker je k stopnja ni¢le v neskonénosti, so

vektorji ¢(z2), zp(2), ..., zZK"1p(2) reditve naloge (I), enake O v neskonénosti. Njihove robne
vrednosti ¢=(2), t¢~(¢), ..., t* 1o~ (¢) sestavljajo torej k resitev homogene enalbe, ki ustreza

(2,4) pri y = 0. Ker so te resitve linearno neodvisne, je £k < 5. To pa je vse, kar smo hoteli
dokazati.

Uporabimo to ugotovitev pri spremljajoci in pri adjungirani nalogi (I) in (I’). Po njej
obstoja Stevilo ¥ = 0, da niti (II), niti (I") nimata reSitve, ki bi imela v neskonénosti ni¢lo
stopnje > r.

Vrnimo se k nalogi (I) in vpragajmo po vseh njenih resitvah, katerih red v neskonénosti
ne presega r (po resitvah s polom v neskonénosti stopnje = r), kjer je r pravkar ugotovljeno
stevilo.

Naj bo ¢(z) ena od teh resitev. Vektor ¢*(z), definiran z

0*(2) = 9(2) prize DT, ¢*(2) =(z—a)"p(2) prize D~ (2,14
kjer je a poljubna izbrana tocka 2+, resi tedaj Hilbertovo nalogo
P*(t)) = (to— a)" G(2o) ¢* (%) @)

in je omejen v neskon¢nosti. Naloga (I*) se lo¢j od naloge (I) le v tem, da je matrika G(z,)
zamenjana z matriko (f, — a)" G(¢,). Tako smo iskanje resitev naloge (I) s konénim redom r
v neskoncnosti prevedli v iskanje tistih reSitev naloge (I), ki so omejene v neskonénosti. -

Prav ni€ tezko ni pokazati, da (I*) zado$Ca pogojem lem 1 in 2. Uporabimo, kar smo
naslonili na lemo 2, s formulami (2, 14) se vrnimo k re§itvi prvotne naloge, pa kaj lahko
pribijemo:

Izrek 1. Vsaka reSitev naloge (1), katere red v neskonénosti ne presega naprej predpi-
sanega dovolj velikega stevila r, se da razéleniti v

0(2) = 702 + ... +2,"0@) + Vpt1 " 0(2) + ... + V"0(2) 2, 15)

kjer s0 Y1, V2, ..., Ym poljubne konstante, p*(z), ¢*(2), ...., ¢ (z) pa linearno neodvisne parti-
kularne resitve. Prvih n med njimi zadoséa pogojem

lim, e 27780, (2) = 8 (a0, =1,2,...,1) (2, 16)
druge pa (teh ni, ée je m = n), imajo v neskoncnosti red, manjsi od r.

Ta izrek v doloeni meri reSuje homogeno nalogo, saj moremo za r izbirati kakor ho-
Cemo velika Stevila in s tem dosegati resitve z redom v neskoncnosti, ki ne presega poljubno
izbranega Stevila. Toda taka reSitev je nezadostna v naslednjem pogledu: s spreminjanjem
se spreminja tudi naloga (I), z njo ustrezna Fredholmova enacba, z r se spreminja tudi m
in lahko je videti, da narasfa Cez vsako mejo hkrati z r.

137



- Poudarimo skoraj oCitno lastnost prvih » reSitev, ki nastopajo v formuli (2, 15): ReSitev

19(2), 2¢(2), ..., "p(z) ne veZe nobena zveza
7:(2) *9(2) + q:(2) 20(2) + ... + g4(2) "0(2) = 0
kjer bi bili ¢g,(2), g2(2), ..., g,(z) polinomi, ki niso vsi identi¢no enaki 0.
Res! (2, 17) razpade v n pogojev (a =1, 2,...n)
7:(2) '0a(2) + 92(2) *0a(2) + ... + 44(2) "pa(2) =0
zaradi (2, 16) determinanta

1%, 2(019 --~9n¢l
1 2 n
detHB%H — P2y “Pas ey "P2

1 2 n
“Ons “Pns «-+s "Pn

ni identi¢no enaka 0, to pa je Ze dovolj za dokaz.

2,17

Z dosedanjimi izreki je J. Plemelj dokazal obstoj # reSitev x(z), *x(2), ..., "x(2), ki jih

odlikujeta lastnosti:
1°. Determinanta
4(z) = det || 8x4(2) ||
je v vseh kon¢nih tockah razli¢na od 0.
2°. Naj bo —i4 red resitve x%(z) v neskonénosti. Imenujmo
bx0(2) = 2B 5y (2)
pa ima determinanta
4°(z) = det || fx.° ||

v neskonénosti kon¢no vrednost, razlicno od 0.
Taki n-terici reSitev pravimo kanonske reSitve, matriki

X@) = || xa ||
pa kanonska matrika.
Ker je
byt (to) = G(to) B2~ (t0)
velja

Bxat (t0) = Goy(to) Exim (t0) + Gag (20) Exa=(20) + ... + Gaun(to) B2n (o)
ali
X+ (t)) = G(t)) X~ (t0)
Odtod povzamemo
G(t) = X (to) [X~ ()]
vstavimo v (I) in dobimo

XD ot () — X~ O e~ () =0
9(2) = X(2) p(2)

kjer je p(z) = (P1, P2 --+s Pn)s Pa = Pa(2) P2 so polinomi.
S tem koncujem prikaz Plemljevih dognanj o nalogi z zveznimi koeficienti.

odtod pa

2,18)

2,19

(2,20)

@,21)

(2,22)
@2,23)

2,24

2,25)

Pripomniti moram, da je naSel akademik N. I. Mushelisvili reSitev (glej [2]), ki je pre-
prostejsa od Plemljeve, tako, da je nalogo takoj prevedel v singularno integralsko enadbo.
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Tudi sam sem odkril dovolj preprosto reSitev te naloge, ko sem jo prevedel v Fredholmovo
enaébo, povsem razli¢no od Plemljeve (glej [3]). Vendar sem"v [3] povzel Plemljevo reSitev,
ker mi je bila zelo vsecC.

Kanonska n-terica seveda ni enoli¢no dolo¢ena (J. Plemelj se je zadovoljil s konstruk-
cijo ene same kanonske n-terice).

V delu [4], ki sva ga napisala z akademikom N. I. Musheli§vilijem (glej tudi [2], § 5),
obravnavava tudi zvezo med dvema kanonskima n-tericama reSitev iste homogene naloge
(I) in dokazujeva, da so Stevila x;, K3, ..., k,ista za vse kanonske n-terice reSitev.

Stevila x,, K3, ..., K, imenujeva delne indekse naloge (I), njihovo vsoto

K=K + K+ ... K,
pa sumarni indeks naloge. _
Razen tega dokazujeva formulo, ki jo je prvi odkril N. I. Mushelisvili

x = (1/27i) [In det G(#)]L, (2, 26)
Nadalje sem dokazal, da se vse kanonske matrike naloge (I) dobe s formulo
Z(z) = X(z) H(z) (2,27)
kjer je H(z) matrika s polinomialnimi elementi in

det H(z) = konst # 0
Naj bo
KiZKs Zoo. 2Ky =02 K11 S Kppo =00 =Ky
Imenujmo

A=kKi+ Ko+ ...+ Ky B=—nt1 + Kmyz + ... +K»)

Pokazati se da, da ima homogena naloga (I) natanko A linearno neodvisnih reSitev,
enakih 0 v neskon&nosti, adjungirana naloga (I') pa natanko u re$itev, enakih 0 v neskon¢-
nosti.

In Se: Ce je X(z) kanonska matrika naloge (I), je [X’(2)"* kanonska matrika naloge
(I'), delni indeksi adjungirane naloge so —«x;, —K,, ..., —k,. sumarni indeks pa —«.

3. Nehomogena naloga linearne konjugiranosti

Nehomogeno Riemannovo nalogo zastavimo takole:

Poiskati je treba odsekoma holomorfni vektor ¢(z) = [¢;, @3, ..., ¢,] s konénim redom
v neskonénosti, da bo izpolnjen robni pogoj na 2

ot (to) = G(to) 9~ (to) + g(to) (€))

Tu je G(t,) matrika, definirana, neizrojena in pokorna pogoju H na £, vektor g(¢,) pa je
prav tako definiran na £ in zados¢a pogoju H.

Potem, ko zgradimo primitivno matriko homogene naloge (I), reSimo (3,1) takole
(glej [3], § 8): Zaradi (2,24) povzamemo iz (3,1)

[XTI ot (o) — [X~ ()] 97 (20) = [XH (2] g(20)
Iz te formule pa zlahka dobimo
o(2) = (1/2ni) X (2) § (t—2 X+ (O g()dt + X(2) p(2) (3,2)
kjer je p(z) = (p1, P2 ..., Py) in SO po = pa(z) polinomi.
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S formulo (3,2) je dolo&ena splosna resitev nehomogene Riemannove naloge.
Za uporabo s6 posebno zanimive resitve, ki so v neskonénosti enake 0. Naj bo kot prej

K1 ZKy = 2Ky 20 2Ky S Ky = .00 =Ky (3,3)
A=K+ K+ ...+ K, p=—nr1+ Kmio+ ... + Kp) (3,4

Oznacimo
p(z) = (Prey=15 Prey—15 ++ - Px,,—l) 3,95
q(z) = (q—lcl—ls syt + s G—icp—1) 3,6)

kjer so p, in g4 polinomi stopenj a in f, ter p, =0, g3 = 0, Ce je a < 0, # < 0.

Velja tale izrek:

Izrek 2. Naloga (3,1) ima resitve, ki so v neskonénosti enake 0, natanko takrat, ko svo-
bodni élen g(t,) zadosSéa pogoju

LSg(t) X+ (O q(t)dt =0 (3,7

kjer je q(t) poljubni vektor oblike (3,6). BrZ ko je ta pogoj izpolnjen, je splosna resitev za-
htevane oblike dolo¢ena s formulo (3, 2), kjer je p(z) poljubni vektor oblike (3, 5).

4. Sistemi singularnih integralskih enacb z zveznimi koeficienti

Na doslej razvito teorijo lahko naslonimo osnovne izreke o sistemih singularnih inte-
gralskih enacb oblike

B=n B=n
ﬂZl Aap (t0) ps(to) +,321 (1/mi) g (£ — 1) K°up(to, ) pp(t)dt = fo(20)
ali krajSe
A(t) p(te) + (1/mi) 5 (t— t)™ K°(to, ) p(t)dlt = £(to) 4, 1)

kjer sta A = || Aop ||, K° = || K°44 ||, dani matriki, ki zado3¢ata pogoju H, f = (fi, fa ..., f;)
je dani vektor, ki tudi zados¢a pogoju H, p = (py, pa, ..., py) Da je iskani vektor, prav tako
iz razreda H.

Enacbo (4,1) prepis§imo

Ap = A(t) p(to) + (l/m')B(to)LS (t—t)p(t)dt + (l/m')g K(to, ) p()dt = f(t) (4,2)
kjer je

B(t) = K°(to, t0), K(to,t) = (t — to) 1 [K°(fo, 1) — K° (t0, 10)]

Oglejmo si najprej tako imenovani karakteristi¢ni sistem, ki ustreza sistemu (4, 2)

Mp = A(t0) p(to) + (1/mi) B(to) LS (t—t) ™t p(t)dt = f(to) “,3)
in Se sistem

Mo = A'(ty) 0(t) — (1/mi) § (t — toy B/ (1) o (£)dt = f7(to) 4,4
L

kjer sta A" in K’ matriki, transponirani 4 in K. Rekli bomo, da sta si sistema (4, 3) in (4,4)
adjungirana, kakrSnikoli sta Ze desni strani fin f”.
Enacbi (4, 3) in (4, 4) reS§imo kaj enostavno, ¢e uporabimo izsledke prej$njih razdelkov.
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Uvedimo odsekoma holomorfni vektor

0(2) = (1/2mi) g (t— z)™ p(r)dt @, 5)

po Sohocki-Plemljevih formulah je
pt) =t — 9 () (Ufn) Jt— w2 p(dt =9t t) + 07 (t)  (4,6)
Vstavimo te vrednosti v enacbo (4, 3), pa dobimo
ot (t) = G(to) 9™ (t) + g(t0) “7)
Gto) =S (1) T(t)  g(te) = 71 (ta) f(t0)

S=A+B T=A—B

kjer je
in

Privzemimo Se, da je povsod na 2
detS#0 detT#0 4, 8)

Ce sta izpolnjena pogoja (4, 8), pravimo, da sta enalbi (4,2) in (4, 3) normalni.
Tako smo enacbo (4, 3) prevedli v nehomogeno nalogo linearnega konjugiranja (4, 7):
vsaki reSitvi enacbe (4, 3) ustreza po (4, 5) resitev naloge (4, 7), ki je v neskon¢nosti enaka 0,
vsaki taki reSitvi naloge (4, 7) pa ustreza po prvi formuli (4, 6) reSitev enacbe (4, 3).
Oznacimo
Z(t) = [XT () S7H(t)) = [X~ ()] [T(#)]? 4,9

Ao(te) = (12 [S7Mt0) + T ()], Bo(t) = (1/2) [X+(t) — X~(t)] ~ (4,10)

Po vsem, kar smo povedali, povzamemo iz izreka 2:
Izrek 3. Enacba (4, 3) je resljiva natanko takrat, ko velja
LS fOZ@)q@t) dt =0
kjer je Z' matrika, transponirana k Z. BrZ ko je pogoj izpolnjen, je splosna refitev enaka
p(te) = Ao(t0) f(t0) + (1/mi) By(2o) { (t— 1) Z () f(t)dt + By(t0) p(to)

kjer sta p(z) in q(z) vektorja oblike (3,5) in (3,6).

Delne indekse x;, ks, ..., k, in sumarni indeks x naloge (4, 7) imenujemo delne indekse
in sumarni indeks enacbe (4, 3).

Integralsko enacbo (4, 4) prevedemo v Riemannovo nalogo s prav tako lahkoto, kakor
enacbo (4, 3), le po nekoliko drugacni poti. V ta namen uvedimo odsekoma holomorfni

vektor ‘//(Z) — (1/7") S (t— Z)-—1 B/(t) o'(t)dt (4, 11)
L

pa bo
B'(t0) a(te) = (1/2) [y (to) — v~ (10)]

(l/ﬂi)§ (t—1) B’ (t) o (t)dt = (1/2) [y* (20) + v~ (to)] 4,12)
Odtod preberemo, da je enacba (4, 4) ekvivalentna pogojema

24'(t)) o(te) = wt(to) + w (o) + 2f"(t0)
2B’ (1) o(to) = wt(te)) — v ()
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ta pa s seStevanjem in z odstevanjem prepisemo v

o(to) = S7(to) wt(to) + S7(t) f7(20)

a(te) = T (t)) Yy~ (to) + T (t) [/ (%) 4,13)
Primerjajmo desni strani, pa pridemo k nalogi
wt(t) = G(to) w(t) + [G*(t) — E1f" (1) 4, 14)

kjer je G’ matriki G transponirana matrika.
Homogeni nalogi
(1) = Gt 9= (1)  wH(to) = G (o) w(20) 4, 15)

ki ustrezata nehomogenima nalogama (4, 7) in (4, 14), sta si torej adjungirani.

Po vsem tem kaj lahko odkrijemo

Izrek 4. Homogeni sistem Mp = 0 ima natanko A, adjungirani sistem M’c = 0 pa na-
tanko u linearno neodvisnih resitev, kjer sta Stevili A in u doloceni s (3, 4). Ce so vsi k; = 0,
Jje sistem Mp = f resljiv pri poljubni desni strani.

Oglejmo si sedaj singularno enacbo splosne oblike (4,2). Iz dosedanjih rezultatov lahko
izpeljemo naslednje izreke (ki so analogni Noetherjevim) (glej [3], § 10).

1zrek 1. Stevilo linearno neodvisnih resitev homogene enache

Ap =0
je koncno.
Izrek II. Nehomogena enacba
Ap=f
je resljiva natanko takrat, ko velja za a =(1,2,...,1)
S r@0) 2o (tyar =0 (4, 16)
L

kjer je “c poln sistem linearno neodvisnih resitev adjungirane homogene enacbe A'c = 0 in

A = A'(t) o(t) — (1/ni) § (¢t — 1) B'(t) o (t)dt + (1/mi) § K' (2, ) o(2)dt
P L L

Izrek III. Stevili 1 in I’ linearno neodvisnih resitev adjungiranih homogenih enacb Ap =
= 0 in A’c = 0 sta povezani s sumarnim indeksom ustrezne karakteristicne enacbe Ap = 0

I—I'=k

5. Nezvezna Riemannova naloga in sistemi singularnih integralskih enacb
z nezveznimi Kkoeficienti.

Naj bo £ enostaven sklenjen gladek lok.

Oglejmo si robno nalogo (I) v primeru, ko zadosa G(¢) Lipschitzevemu pogoju povsod
na 2, razen morda v kon¢nem S§tevilu tock a,, a,, ..., a,, kjer doZivi skok prve vrste.

Vprafajmo po takih reSitvah ¢(z) = (¢4, @a. ..., 9,) naloge (I), ki se dajo po kompo-
nentah zvezno nadaljevati na £ tako iz 2% kot iz 9, razen morda v tockah a,, a,, ..., g;.
V okolicah izjemnih to¢k naj veljajo ocene (k = 1,2, ..., n)

(@) =C|lz—C|™ G, D

Cy je pozitivna konstanta, 0 = ¢ =1, C pa poljubna tocka a, a., ..., 4.
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V razpravi [1] je J. Plemelj obravnaval nalogo (I) v primeru, ko so Gy (o, =1,
2,...,n) odsekoma konstantne, ko imajo na vsakem zaprtem loku a,a,,; konstantno
vrednost. To nalogo je zelo ostroumno prevedel v prav tako nalogo z zveznimi koeficienti.

Splosno nezvezno nalogo se mi je tudi posreilo, v bistvu s Plemljevo metodo, prevesti
v nalogo z zveznimi koeficienti. (Glej [3], poglavje II).

Zgradil sem kanonske refitve doloCenega razreda in resil nehomogeno enacbo z nezvez-
nimi koeficienti.

Zasnoval sem dovolj popolno teorijo sistemov singularnih integralskih enaéb z nezvez-
nimi koeficienti. '

Seveda se ne moremo ustavljati ob teh nalogah kolikor-toliko podrobno. Ob uporabi
Plemljevih del bi morali navesti §e vrsto razprav, ki so nastale iz prikazane teorije. Po-
droben pregled teh del je v monografijah [2] in [3].

Iz tega, mocno nepopolnega pregleda Plemljevih izrekov je Ze razvidno, kakSen nepre-
cenljiv pomen imajo za razvoj naSega podrodja matematike.

6. Robne naloge in sistemi singularnih integralskih enac¢b s premikom

Naj bo sedaj £ enostaven, gladek, sklenjen ljapunovski lok %). Naj bo a(z) funkcija,
ki preslika £ na £ v obe smeri enoli¢no, njen odvod naj bo povsod razlicen od 0, tocki #
in a(?) pa naj potujeta po £ v isti smeri.

Zastavimo robno nalogo:

Poiskati je treba odsekoma holomorfni vektor ¢(z) = (@1, @2, ..., @») s konénim redom
v neskonénosti, da bo izpolnjen robni pogoj

ot (a(ty) = G(to) 9~ (t0) + g(to) 6,1)
kjer sta G = || G,z || in g(r) matrika in vektor razreda H.
S Plemljevo metodo lahko zgradimo primitivno matriko homogene naloge
ot (a(te) = G(to) 9~ (t0) 6,2

in vsa dognanja o nalogi (3, 1) prenesemo na nalogo (6, 1).

S temi izreki lahko obravnavamo sisteme singularnih integralskih enafb s premikom
([3], poglavje IV).

Iz pregledanih dognanj je zrasla vrsta del gruzinskih matematikov, kot so I. N. Vekua,
L. T. Magnaradze, B. V. Hvedelidze G. F. Mandzavidze, D. A. Kveselava, R. S. Isahanov,
G. N. Aleksandrija, S. S. Cakvetadze in drugi.

Nazadnje bi rad opozoril $e na tole: Leta 1946 je izSla knjiga N. I. Musheli§vilija »Sin-
gularne integralske enabe« (prva izdaja), v kateri je v vsem obsegu ponovljeno najino
skupno delo [4] (to delo je povzeto tudi v moji knjigi »Sistemi singularnih integralskih
enadb« [3]). V njem je, kot smo Ze povedali, prikazan Plemljev prispevek s podrobnimi do-
kazi in z uporabo.

PRIPOMBE PREVAJALCA

1) Funkcija f(z), definirana na mnoZici _7, zado$¢a na _/ Holderjevemu pogoju (je zvezna po
Hoélderju), ¢e obstojata pozitivni konstanti 4 in e, da je za poljuben par z; in z, iz

[f@)—fE) | < A|zz—z e

A imenujemo Holderjev koeficient, « Holderjev eksponent. Vse funkcije, ki zadoS¢ajo na _# HOl-
derjevemu pogoju, sestavljajo razred H, vse funkcije, ki zado§¢ajo pogoju z izbranim a, pa razred Hg.
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?) V literaturi sretamo tudi druga imena za isto nalogo. Najveckrat ji pravimo Riemannova
naloga [5*]. To ime uporabljamo tudi tu in tam v prevodu.

) Opazujmo homogeno linearno diferencialno ena&bo reda »
w® 4+ 0, @WED .+ ... + 0,(2)w =0

za kompleksno funkcijo kompleksne spremenljivke w(z). Koeficienti enatbe naj bodo racionalne
funkcije. Vse njihove pole in to¢ko oo zdruZimo v kritiéno mnoZico S = {ay, as, ..., a,,}. V okolici
regularne tocke z ¢ S velja eksistenéni izrek in vse resitve sestavljajo v taki okolici n-razsezni vek-
torski prostor. To strukturo ohrani mnoZica reSitev tudi pri vsakem analitinem nadaljevanju:
Vzemimo regularno tocko z in sklenjen tir skoznjo, ki oklepa natanko eno totko a € . Izberimo
Se linearno neodvisno n-terico resitev in jo analitiéno nadaljujmo vzdolZ izbrane poti. Po enkratnem
obhodu okrog singularne to¢ke a dobimo tako iz n-terice resitev w(z) v splosnem novo n-terico
reSitev w*(z). Vsaka n-terica reSitev pa se s prvotno linearno izraZa. Enkratnemu obhodu okrog
singularne toCke a ustreza torej linearna transformacija T, v prostoru resitev. Transformacije 7y,
a€ J generirajo grupo, ki ji pravimo monodromijska grupa enacbe.

Na ravnini, na kateri so dovoljeni obhodi okrog singularnih to¢k, reSitve niso enoli¢ne. Pa
povezimo singularne to¢ke z loki a;a;,,, ki se paroma ne setejo in razreZimo ravnino vzdolz teh
lokov. Tako smo onemogodili obkrozanje singularnih to¢k. Pri prehodu iz enega brega na drugi
breg prereza, pa utrpi prostor resitev linearno transformacijo. Da bo slika lepsa, poveZzimo 3e a,, z
a;, da dobimo sklenjen rez, ki deli ravnino v dva dela. ReSitve, ki so definirane znotraj reza, so po-
vezane z reSitvami, ki so definirane zunaj reza. Vsaki linearno neodvisni n-terici reSitev w*(z) iz
notranjosti, ustreza n-terica reSitev w—(z) v zunanjosti, da velja na rezu

w() = Cw*(t)
Matrika C je konstantna vzdolZ vsakega loka g;a;,,, na loku a,a, pa je kar identiteta.. (Podrob-
nosti glej v [6*].)

®) Krivulja x = r(¢) je ljapunovska, & ima v vsaki tocki definirano tangento, smerni vektor na
tangenti £(z) pa zadoi¢a Holderjevemu pogoju | E(f:) — E(#) | < 4 | x(t) —x (1) |e.
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O CAUCHYJEVIH INTEGRALIH IN O ROBNIH NALOGAH
LINEARNEGA KONJUGIRANJA
B. V. HVEDELIDZE, Matemati¢ni institut Akademije znanosti Gruzinske SSR, TBILISI, SSSR

Leta 1908 sta v reviji Monatshefte fiir Matematik und Physik iz§li dve razpravi Josipa
Plemlja z naslovoma:

1. Ein Ergdnzungssatz zur Cauchy’schen Integraldarstellung analytischer Funktionen, Rand-
werte betreffend.

2. Riemannsche Funktionenscharen mit gegebener Monodromiegruppe.

Ti dve deli sta odigrali pomembno vlogo pri obravnavi robnih lastnosti Cauchyjevega
integrala in pri ustvarjanju pripomockov za reSevanje robnih nalog (pod robno nalogo bomo
vselej razumeli robno nalogo teorije analiti¢nih funkcij kompleksne spremenljivke). V na-
vedenih delih je obravnavana naloga

Dt(t)=G@) P (t) tel (1)

kjer je I enostaven sklenjen orientiran gladek lok, G(¢) zvezna funkcija ali matrika, defi-
nirana na I', &+ (z) in &~ (z) pa analiti¢ni funkciji ali vektorja, definirani na omejenem in
na neomejenem delu ravnine, ki ju ograja lok I

Nalogo (1) sreCamo prvi¢ leta 1857 pri Riemannu. Riemann je obravnaval linearne
diferencialne enacbe z algebrskimi koeficienti in vpraSal po diferencialni enacbi s pred-
pisano monodromijsko grupo. To vpraSanje je prevedel v nalogo (1) za n parov iskanih
funkcij. Pri Riemannu ne najdemo nobenega napotka za reSevanje te naloge.

Leta 1873 je v Peterburgu iz§la doktorska disertacija J. V. Sohockega »O6 onpeneneHHbIX
uHTerpayax u GYHKUHUAK, yHOTpeOIgeMbIX NIPU PaslIOKEHUSX B pAAbIK. V njej je pravzaprav
na nek nadin resil robno nalogo

SHA)—&(t) =g(t), tel )
kjer je g(¢) funkcija, definirana na I". Ta naloga je pomemben posebni primer tele naloge
Dt(t) =G@t) D (t) +g(t), tel 3

ki vsebuje kot homogeni primer (ko je g(#) = 0) vprav nalogo (1). Po N. I. Musheli§viliju
pravimo tej nalogi naloga linearnega konjugiranja.

J. V. Sohocki je nalogo (2) resil s formulama, ki izraZata robne vrednosti Cauchyjevega
integrala

&(2) = (1/2ni) IS (c—2) p(n)dr @)
Ti dve formuli se, kot vemo, glasita -
PO = (112) 9(0) + (1/271) §c—0)o()de

)
&= (1) = —(1/2) p(2) + (1/27i) FS (t— 1)y p(2)dr

* Iz rus&ine prevedel France KriZanié.
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