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STANJE MATEMATICNIH ZNANOSTI
(Nadaljevanje)
MOS 01A65

Teorija grup. Grupe so med najpreprostejsimi in najpomembnejsimi algebrai¢nimi struktu-
rami. Eden od najelementarnejsih primerov grupe je mnoZica vseh pozitivnih racionalnih
Stevil, v kateri obravnavamo samo operacijo mnoZenja. Grupa je mnoZica elementov, v kateri
je doloCena ena operacija, ki jo imenujemo grupna operacija ali grupno mnozenje; ta ope-
racija se mora pokoravati istim formalnim pravilom kot navadno mnoZenje racionalnih 3tevil,
samo da ne zahtevamo komutativnega zakona (to je, ni treba, da sta ab in ba enaka). Cela
Stevila tvorijo grupo, ¢e je grupna operacija navadno seStevanje; ta grupa je neskon¢na
(vsebuje neskonno mnogo elementov) in komutativna. Nekoliko bolj kompliciran primer
je konc¢na grupa S, ki je sestavljena iz vseh permutacij prvih » naravnih $tevil.

Osnoven problem teorije grup je doloiti strukturo vseh konénih grup. Ker so sestavni
deli, iz katerih so sestavljene vse kon¢ne grupe, tako imenovane konéne enostavne grupe,
je vaZen del problema, da dolo¢imo strukturo teh grup. Pred kratkim je pri§lo pri tem
predmetu do odlocilnega koraka naprej z dokazom (Thompsona in Feita), da je $tevilo
elementov v konéni enostavni grupi ali prastevilo ali sodo $tevilo. Ta rezultat je Ze imel
daljnosezne posledice in mo¢no podpira upanje, da bo v bliznji pl‘lhOanStl eksplicitno
doloc¢ena struktura vseh kon¢nih enostavnih grup.

Grupe so bistveno vazne pri mnogih matemati¢nih raziskavah in v mnogih uporabah
matematike. Nekateri ljudje so prepri¢ani, da dajejo grupe natanen matematiden pomen
pomembnemu geometriiskemu pojmu simetrije.

Galois je uporabljal kon¢ne grupe za $tudij reljivosti algebrai¢nih enalb s koreni,
to je, s formulami, ki vsebujejo samo aritmeti¢ne operacije in korenjenje. Pokazal je, da lahko
enacbo reSimo s koreni le, ¢e koreni kaZejo dologeno simetrijo. Ta simetrija je vedno na-
vzoca pri enacbah 2., 3. in 4. stopnje, na splodno pa ne pri enabah vigjih stopenj. Na primer,
ni splo$ne formule za resitev enalbe 5. stopnje z radikali. (Do tega epohalnega rezultata
Je prisel pred Galoisom Abel, §e en matemati¢ni genij, ki je umrl mlad).

Teorija grup je pomembna v kemiji in fiziki. Teorijo konénih grup uporabljajo v krlstalo-
grafiji, v teoriji anorganskih kompleksnih jonov in v spektroskopiji. V dvajsetih in tridesetih
letih 20. stoletja so neskonéne grupe uporabljali v kvantni mehaniki. Zadnji dosezki v
ospredju fizikalnega raziskovanja so tesno povezani s pojmom simetrije in zato z grupami.
Pravzaprav fiziki sedaj uporabljajo precej komplicirane rezultate iz teorije grup.

Homoloska algebra in teorija kategorij. Moderno matematiko karakterizira vse vedja
uporaba algebre v drugih matemati¢nih panogah. Posebno presenetljiv primer je topologija,
veja geometrije, ki obravnava bolj kvalitativne kot kvantitativne vidike oblik geometrijskih
objektov. V zaletku dvajsetih let 20. stoletja so spoznali, posebno pod vplivom Emmy
Noetherjeve, da so metode, ki jih uporabljajo topologi, v osnovi algebrai¢ne. Toda prav tako
kot vsaka znanost, ki uporablja matematiko, ne izkori§¢a samo obstojetih matemati¢nih
teorij, ampak jih preoblikuje za lastne potrebe, so topologi razvili algebraino orodje, pri-
merno svojim potrebam. Naslednja stopnja je bil povratek k &isti algebri. Algebraiéne
metode, ki so jih ustvarili za potrebe topologije, so analizirali, uredili in $tudirali zaradi
njih samih. To je pripeljalo do dveh novih pododdelkov v algebri: do teorije kategorij in
homoloske algebre. Ti dve sta morda najbolj abstraktni veji v algebri. Kategorije dajejo
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jezik za obravnavanje vseh algebraiCnih sistemov danega tipa. Rezultat je, kot se tako
Cesto zgodi v matematiki, Siroka mnoZica uporab na mnogovrstnih matemati¢nih podrog&jih,
v tem primeru od logike do takih »uporabnih« podroéij, kot je teorija avtomatov.

Analiza

Analiza, najmlajSa izmed treh tradicionalnih panog matematike, sestoji iz poganjkov
infinitezimalnega rafuna, predmeta, ki so ga odkrili v 17. stoletju. Izum infinitezimalnega
raCuna, ki je obifajno povezan z imeni Newtona in Leibnitza, je bil pomemben dogodek v
zgodovini ¢lovestva in je omogocil moderno fizikalno znanost. _

Od ustvaritve infinitezimalnega racuna je analiza prodrla skoraj v vse dele matematike,
tako zaradi svojega notranjega bogastva, kakor zaradi svoje mnogostranske uporabnosti.
Njeni pododdelki so zaziveli lastna Zivljenja in se ¢esto ukvarjajo z njimi zaradi njih samih.
Izku$nja pa kaze, da teorija diferencialnih enac¢b skoraj vedno uporablja metode in ideje, ki
so se razvile v navidezno oddaljenih delih analize, kakor tudi v drugih vejah matematike.
Na kratko bomo omenili nekaj panog v analizi, ki so sedaj aktivne in pri katerih so bili
pred kratkim doseZeni pomembni rezultati.

Funkcije kompleksnih spremenljivk. Ze dolgo je, kar so spoznali, da postanejo dolo&eni
deli infinitezimalnega racuna razumljivi in harmoni¢ni samo, ¢e razsirimo sistem »realnih«
Stevil tako, da priklju¢imo »imaginarna« in »kompleksna« $tevila. Na primer, ta razsiritev
zdruZuje teorije elementarnih funkcij, kot so trigonometri¢ne funkcije, logaritemska in
eksponentna funkcija. Kompleksna analiza je teorija analiti¢nih funkcij kompleksnih
spremenljivk. To so funkcije, ki jih lahko predstavimo z doloenimi neskonénimi vrstami
(potencnimi vrstami). Kot neodvisna panoga se je teorija analiti¢nih funkcij razvijala iz
del Cauchyja, Riemanna in Weierstrassa v 19. stoletju. Riemannovo delo je uporabljalo
fizikalno in geometrijsko predstavo, toda mnoge znanstvenike je presenetilo, da se je kom-
pleksna analiza pokazala kot koristna panoga za tako veliko drugih podrocij v znanosti
(za elektrotehniko, dinamiko teko¢in itd.). V zadnjih letih se je pokazalo, da je pojem
analitiCnih funkcij koristen prav v osnovah fizike visokih energij.

Kompleksna analiza pojasnjuje prej izrazeno trditev o stekanju podroéij. Pred ved
desetletji je bila teorija kompleksnih funkcij uspevajofe podrocje, a s strogo opisanimi
mejami. Matematiki, ki so delali na tem podrocju, so bili v stikih predvsem med seboj
in veCina njihovega dela je bila za druge matematike le delno zanimiva. Danes pa uporab-
ljajo mnogi strokovnjaki v kompleksni analizi orodje iz topologije, geometrije in algebre,
po drugi strani pa njihovo delo zanima vedno vedji krog matematikov. To posebno velja za
delo v teoriji funkcij ve¢ kompleksnih spremenljivk, ki se je posebno razvilo v zadnjih
dveh desetletjih.

Harmoniéna analiza. Harmoni€no analizo lahko opiSemo kot del analize, ki je nastala
pri $tudiju nihanja strun. V 18. stoletju je Bernoulli poskusal predstaviti gibanje nihajoce
strune kot superpozicijo tako imenovanih preprostih harmoni¢nih gibanj, to je gibanj,
opisanih s trigonometri¢nimi funkcijami. Isto idejo je uporabil Fourier pri §tudiju prevajanja
toplote in kot rezultat je dobil superpozicije, ki so postale znane kot Fourierjeve vrste.
Kot lahko zvok, povzroCen z glasbenim instrumentom, raz€lenimo v superpozicijo &istih
tonov, tako lahko fiziki opiSejo mnoge komplicirane procese in stanja kot superpozicijo
lastnih funkcij — reSitev diferencialnih ena¢b — ki na neki nacin ustrezajo Cistim tonom.
Matematika tak$nih reprezentacij daje eno od osnovnih orodij za reSevanje diferencialnih
enaCb matemati¢ne fizike in je bila za generacije raziskovalcev v &isti matematiki izvor
zanimivih in teZkih problemov. To delo in njegove posplositve tvorijo podroéje harmo-
ni¢ne analize.
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Druga smer raziskovanja, ki izhaja iz problema, ki ga je postavil Bernoulli, je obstajala
bolj v poglobitvi kot v posplositvi. Bernoulli je v bistvu trdil, da lahko vsako funkcijo
predstavimo s Fourierjevo vrsto. Ta izjava je povzrofila mnogo polemik in je predvsem
vodila k razjasnitvi pojma funkcije, k prvi strogi definiciji osnovnega pojma integrala,
ki jo je podal Riemann, in pol stoletja kasneje k razsiritvi tega pojma po Lebesgueu. Zelo
specialno vprasanje v teoriji Fourierjevih vrst je vodilo Georga Cantorja k osnovanju teorije
mnozic. Najnovej$o posplositev pojma funkcije, Schwartzovo teorijo distribucij (glej spodayj),
je vsaj delno motivirala teorija Fourierjevih vrst.

Kljub vsej tej mnogostranski aktivnosti pa je najpreprostejsa in najnaivnej$a formulacija
Bernoullijevega vprasanja ostala odprta do leta 1965. Precizna formulacija je nujno stro-
kovna: Ali Fourierjeva vrsta vsake funkcije skoraj povsod konvergira? Ruski matematik
Kolmogorov je pred mnogimi leti dokazal, da je odgovor nikalen, ¢e dopu$éamo vse funk-
cije, za katere lahko tvorimo Fourierjevo vrsto po klasi¢nih pravilih. Toda $ele pred kratkim
je Carleson dokazal, da je odgovor trdilen, e je funkcija zvezna, in celo pri nekaterih
SibkejSih predpostavkah. To je eden izmed mnogih primerov starih in znanih problemov,
ki so bili pred kratkim re3eni.

Funkcionalna analiza. V tem stoletju se je razvila nova oblika analize, pri kateri so
funkcije klasi¢ne analize tocke v funkcijskem prostoru in je v navadi geometrijski jezik.
Najbolj znan je primer Hilbertovega prostora, ki si ga lahko zamigljamo kot prostor funkcij,
labko pa ga opiSemo tudi kot prostor z neskon¢no mnogo koordinatami, kjer je razdalja
podana s formulo, ki je analogna tisti, ki jo uporabljamo v analiti¢ni geometriji.

Glavni primeri $tudija so tako imenovani operatorji, ki so preslikave enega funkcijskega
prostora v drug funkcijski prostor. Problemi v funkcionalni analizi Cesto nastanejo pri inte-
gralnih enacbah, diferencialnih ena¢bah in pri drugih delih tako imenovane klasi¢ne analize.

Pomembna uporaba funkcionalne analize, ali natan¢neje, Hilbertovega prostora, se
pojavi v moderni fiziki. Kvantna mehanika je dejansko popolnoma osnovana na pojmu
Hilbertovega prostora. To so najprej spoznali na samem zadetku teorije. V tistem &asu
sta Schrodinger in Heisenberg predlagala dva navidezno razliéna matemati¢na opisa eks-
perimentalnih opaZanj. Izkazalo se je, da sta njuna dva opisa zgolj dva modela ekvivalent-
nih operatorjev v abstraktnem Hilbertovem prostoru. Ce primerjamo mnoZico kompleksnih,
jedrnatih in natanénih trditev kvantne mehanike, ki se izredno ujemajo z eksperimentalnimi
opaZanji, z visoko abstraktnimi matemati¢nimi pojmi, ki smo jih prvotno vpeljali in razvili
samo zaradi njihove matemati¢ne privlacnosti, kasneje pa uporabili kot jezik fizike, se ne
nehamo ¢uditi nad mocjo in tehtnostjo matemati¢nih abstrakcij.

Funkcionalna analiza je zelo aktivno podrogje raziskovanja. Primeri zadnjih dosezkov
vsebujejo teorijo reprezentacij, problem aproksimacij in rabo topoloskih metod.

Diferencialne enacbe. Ta del analize, ki med drugim prodira v precejinje dele matematiéne
fizike in klasi¢ne uporabne matematike, doZivlja v zadnjih desetletjih proces skoraj eksplo-
zivnega razvoja. Nobeno poro€ilo, ki ne presega okvira priroénika, ne more pravilno
oceniti vseh dosezkov; tu omenjamo samo nekaj najzanimivejih stvari, nakazemo pa tudi
nekatere od mnogih uporab diferencialnih enacb na uporabnih podrogjih.

Diferencialne enaCbe delimo v navadne in parcialne. Pri navadni diferencialni enacbi
je neznana funkcija, ali sistem funkcij ene same neodvisne spremenljivke. V veini uporabnih
primerov je ta spremenljivka &as. Pri parcialni diferencialni enagbi je neznana funkcija,
ali neznane funkcije, odvisna od ve& spremenljivk. V uporabi so te spremenljivke navadno
koordinate tocke v prostoru, Ceprav je ena od njih lahko &as. V geometrijskem jeziku
pomeni resiti navadno diferencialno ena&bo poiskati krivuljo, ki zado$¢a dolo&enim pogo-
jem; resiti parcialno’ diferencialno enatbo pomeni poiskati ploskev ali veGdimenzionalno
mnogoterost, ki zado¥¢a doloCenim pogojem.
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Moderna teorija navadnih diferencialnih enaéb vsebuje teorijo vodenja, ki je v tesni zvezi
z uporabo v tehniki. Osnovni problem je voditi neki sistem, kot na primer satelit, s pomocjo
dolotenih kontrolnih mehanizmov. Cesto Zelimo spraviti sistem v neko dologeno stanje
(na primer voditi izstrelek k tar¢i) z minimalno koli¢ino neke snovi (kot na primer, goriva).
To je problem v »Optimalni teoriji vodenja. Ceprav se je teorija vodenja razvila v glavnem
v zadnjih desetih letih, privladi mnogo raziskovalcev v matematiki in tehniki; na tem
podrodju je nastalo ved kot 400 publikacij, vstevsi Stevilne knjige. To je podrocje, h ka-
teremu so veliko prispevali Rusi pod vodstvom Pontrjagina, ki je bil prvotno topolog.

Eden od bolj klasi¢nih dosezkov pri navadnih diferencialnih enacbah je teorija stabilnosti,
za katero sta pred mnogo leti Poincaré in Birkhoff opravila veliko pionirskega dela. Mnogo
problemov, ki sta jih postavila, so pred kratkim resili matematiki v Rusiji (Kolmogorov,
Arnold) in v Zdruzenih Drzavah Amerike (Moser). Ceprav problem izvira iz astronomije
(stabilnost planetarnih tirov), so metode, ki so jih razvili za njegovo resitev, uporabne pri
projektiranju visokoenergetskega pospesevalnika in pri $tudiju nabitih delcev v magnetnih
poljih, takih, kot je zemljino. Tipi¢en problem je za dolgo zagotoviti nabitost delcev v
ozkih, cevastih vakuumskih komorah pospesevalnika tako, da se ne bi zadeli ob steno.
Nekatere od teh rezultatov so uporabili v teoriji tirov umetnih satelitov blizu splo$cene
zemlje.

Od vseh podroéij navadnih diferencialnih enacb je teorija strukturne stabilnosti vek-
torskih polj (sistemov diferencialnih ena¢b) na mnogoterostih (to je, ploskvah in njihovih
posplogitvah v vi§jih dimenzijah) morda zanimiva za najvecje Stevilo matematikov z drugih
podroéij. Pravimo, da je vektorsko polje strukturno stabilno, ¢e ostane sploSna oblika
krivulj reSitve nespremenjena, e vektorsko polje rahlo zmotimo. Leta 1959 so razvrstili
strukturno stabilne sisteme na navadnih ploskvah in dokazali, da lahko vsako vektorsko
polje na taki mnogoterosti poljubno dobro aproksimiramo s strukturno stabilnim. Toda
Smale je pokazal, da ta aproksimacijski izrek ne velja na mnogoterostih, katerih dimenzija
je ve&ja kot tri. Ce velja na mnogoterostih dimenzije tri, danes 3¢ ne vemo. Upamo, da nas
bo vztrajno delo pripeljalo do splo3ne teorije o klasifikaciji vektorskih polj.

Najnovejsa teorija o linearnih parcialnih diferencialnih enacbah je pridobila z ustvarit-
vijo novega jezika, jezika »distribucij« ali posploenih funkcij, ki ga je vpeljal L. Schwartz.
Primer distribucije je znana Diracova delta funkcija, d(x).

Nova generacija matematikov se je naucila gledati na parcialne diferencialne enacbe z
vidika distribucij in je ustvarila novo vejo te stare panoge, ki ima obilo lepih in tehtnih
rezultatov. Oglejmo si primer! Vsaka linearna parcialna diferencialna enacba s konstantnimi
koeficienti oblike Lu = f, kjer je f katerakoli funkcija ali posplosena funkcija, ima reSitve
(Ehrenpreis — Malgrange). Tega izreka ne moremo $e naprej posplositi. Ce enacba nima
konstantnih koeficientov, potem ni nujno, da resitev eksistira. Dejansko so bili pred nekaj
leti strokovnjaki presene€eni, ko je Hans Lewy odkril preprosto linearno parcialno dife-
rencialno ena¢bo, ki sploh nima resitve.

Toda narava ni vedno linearna. Pretakanje stisljivih tekofin, viskozno pretakanje,
magnetohidrodinamika in fizika plazme, splo$na relativnost in druge panoge vzpodbujajo
matematike, da resujejo nelinearne probleme. Teorija nelinearnih parcialnih diferencialnih
enalb je trenutno zelo aktivna panoga. Dosegli so vazne korake naprej, toda e vedno
ostane ogromno dela. Kaze, da je veliko modernega dela pri parcialnih diferencialnih
ena¢bah namenjenega samo dolo¢enemu krogu ljudi, in $e pred nekaj leti bi menili, da
tako delo ne bo zanimivo za uporabo, kjer hotemo resitev, izraZzeno v izvedljivi obliki,
recimo z zadosti preprosto formulo. Z nastopom modernih ratunalnikov se je to spremenilo.
Ce problem, ki vsebuje diferencialno enacbo, teoreti¢no zadosti razumemo, potem, vsaj
natelno, lahko dobimo numeri&no resitev s strojem. Ce pa matemati¢nega problema ne ra-
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zumemo, potem se lahko zgodi, da ne dobimo reSitve niti z najvedjim strojem in z neome-
jenim Stevilom strojnih ur.
Drug primer iz teorije parcialnih diferencialnih enacb je izrek o indeksu. Recimo,
da ho¢emo resiti linearno enacbo
Lu=f

kjer je L kompliciran operator, ki lahko vsebuje odvajanja, integracije itd., # je neznanka,
ki je lahko mnoZica $tevil, funkcija ali mnoZzica funkcij, in f sestoji iz danih podatkov.
Na splosno bomo dobili resitev le, ée f zado$éa doloenemu Stevilu pogojev. Recimo,
da je to $tevilo kon¢no in ga imenujemo A. Toda tudi Ce je problem splo$no resljiv, lahko
da regitev ni edina; recimo, da je resitev odvisna od B parametrov. Stevilo 4 — B imenujemo
indeks problema.

Najpreprostej§i primer je sistem # linearnih algebrai¢nih enacb z m neznankami. Z
lahkoto pokazemo, da je v tem primeru indeks 4 — B enak n — m. Problem indeksa ima
pomen tudi, kadar so enacbe diferencialne enacbe, toda do prav pred kratkim so ga mogli
resiti le v relativno preprostih primerih. Ta tezki problem sta pred tremi leti posplosila,
zadela obdelovati in ga refila Atiyah in Singer. Formula, ki sta jo dobila, izraza razliko
A — B z doloCenimi topoloskimi invariantami podrocja in ustreznih enacb. V delu nista
uporabljala samo najpopolnejSega in najnovejega orodja analize, ampak tudi rezultate
in metode iz diferencialne geometrije in topologije. Izkazalo se je tudi, da je ta indeksna
formula vsebovala kot posebne primere ve¢ pomembnih rezultatov na drugih podrocjih
matematike in njihove .posplositve. Popolnoma nemogoce je pripisati ta lepi dosezek eni
matematiéni panogi.Prav toliko pripada analizi kot geometriji in topologiji in ima moc¢ne
zveze z algebro.

Verjetnostni racun. Verjetnostni racun, ki je nastal v Sestnajstem in sedemnajstem sto-
letju iz precej neresnih vprafanj ralunanja verjetnosti pri igrah za denar, se je v zadnjih
desetletjih eksplozivno razvil. Po eni strani so to teorijo, ki obravnava »matematiko nakljuc-
ja«, postavili na trdno osnovo, zaradi ¢esar jo imamo za znanost, ki je tako deduktivna in
tako stroga kot geometrija in algebra. Po drugi strani je njen obseg uporabnosti brezmejno
zrasel.

Pred kakimi §tiridesetimi leti je verjetnostni ratun nujno obstajal iz kupa loCenih pro-
blemov. Pod Gaussovim vplivom so pripisovali preve¢ pomembnosti tako imenovani teoriji
napak, predmetu, ki je sedaj skoraj pozabljen. Namesto tega se je verjetnost premaknila
v nove smeri, tako da je razvila teorijo stohastinih procesov in moderno fluktuacijsko
teorijo. Nepri¢akovani rezultati teh teorij so vpeljali Cisto nove vidike in odnose, odprle
pa so tudi nove poti raziskovanja. Verjetnostni rafun igra pomembno vlogo pri presenet-
Jjivo mnogih matematiénih panogah. Primeri takih panog so: teorija mere, funkcijski
prostori, klasiéna teorija potenciala, Hilbertovi prostori, teorija informacij in parcialne
diferencialne enacbe. Ta seznam lahko razSirimo, toda naj zadostuje, ¢e pripomnimo, da
uporabljamo verjetnostne metode za dokaze v logiki. Nekateri zadnji dosezki obetajo osno-
vanje nadaljnjih novih zvez med logiko in verjetnostjo.

Enak, modan in ploden pretok idej lahko opazimo med matemati¢no verjetnostjo in
razli¢nimi uporabami. Tehnoloski problemi (teorija informacij in napovedi, teorija Suma)
so stimulirali pomembne dele verjetnostnega ra¢una in moderna verjetnost igra pomembno
vlogo v industriji in v kontroli kvalitete in v tehniki zanesljivosti, kakor tudi v naravoslovnih
in druZbenih znanostih. Nadalje tvori verjetnost osnovo moderne teorije statisticne inference.

Geometrija. Trije preokreti v zgodovini geometrije so dolocili tok matematike in vpli-
vali prek mej matematike in celo znanosti na splo§no. Prvi preokret se je zgodil v Gréiji,
ko so spremenili v deduktivnho znanost zbirko geometrijskih dejstev in pravil, zbranih
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pri starih civilizacijah vzhoda. Ta dogodek je pomenil rojstvo deduktivnega sklepanja.
Drugi preokret je bilo Fermatovo in Descartesovo odkritje analitiéne geometrije; pokazala
sta, kako lahko toCke predstavimo s pari ali trojicami $tevil in geometrijske like z algebraié-
nimi ena¢bami. To odkritje je premostilo prepad med geometrijskimi in aritmeti¢nimi
pojmi, ki so prevladovali v gr§ki matematiki, in pripravilo tla za odkritje infinitezimalnega
raCuna. Tretji preokret predstavlja odkritje neevklidske geometrije Gaussa, Bolyaia in
Lobalevskega (in Riemanna v nekoliko drugadni zvezi). To kaZe, da Evklidovi aksiomi
niso samo ob sebi razumljive resnice, kot so stoletja domnevali, in da so moZne konsistentne
geometrije, zgrajene na drugih aksiomih. Rezultati tega odkritja so bili velikanski za &lo-
vekovo miSljenje. Nas pa zanimajo samo posledice tega odkritja za matematiko. Ena od
teh je aksiomati¢na metoda, ki napolnjuje vso moderno matematiko. Isto velja za matema-
ti¢no logiko in rabo formalnih jezikov. In konéno velja isto za vso mnozico razli¢nih geo-
metrij, pri katerih zaénemo tako, da predpostavljamo samo nekatere znane lastnosti
prostora vsakodnevnega izkustva, potem pa nadaljujemo z razvijanjem logi¢nih posledic.
Na kratko si bomo ogledali nekaj pododdelkov moderne geometrije.

Algebraiéna geometrija. Danes se velina dijakov v srednji $oli seznani s to panogo,
ko Studirajo stoZernice (elipse, parabole in hiperbole).

Algebrai¢na geometrija obravnava resitve sistemov algebraitnih ena&b, uporabljajod
geometrijski jezik. Osnovni namen je dose¢i popolno razumevanje celote resitev. Da bi
to dosegli, je potrebno razsiriti okvir tistih delov algebre in geometrije, ki tu nastopata.
Moderna algebrai¢na geometrija prouduje enacbe, katerih koeficienti niso navadna realna
ali kompleksna $tevila, ampak tudi elementi bolj splosnih obsegov ali kolobarjev. Obravnava
geometrijske konfiguracije, ki niso definirane s takimi ena¢bami samo v ravnini ali navadnem
tridimenzionalnem prostoru, ampak tudi v ve¢dimenzionalnih prostorih.

Ena od privla¢nosti algebraiCne geometrije je njena tesna zveza s teorijo §tevil; v&asih
uporabljamo zamotane algebrai¢ne in geometrijske konstrukcije, da bi dobili $tevilsko-
teoretine rezultate.* AlgebraiCna geometrija sedaj uspeva in privlagi nekatere najbolj
nadarjene mlade ljudi, ki so se zadeli ukvarjati z matematiko. Omenjamo dva nova dosezka.

Zelo znan problem je bil, ali je mozZno, &e je danih k — n neodvisnih algebraiénih enacb
s k neznankami, predstaviti vse resitve tega sistema z gladkim geometrijskim objektom.
(Natancneje, ali lahko transformiramo mnoZico, dolo&eno s tem sistemom, v gladek objekt,
s tem da uporabimo tako imenovane biracionalne transformacije?). Pritrdilni odgovor za
n = 1 so nasli v devetnajstem stoletju. Za n = 2 je dal Zariski priblizno pred 30 leti prvi
Cisto algebraicni dokaz za sisteme s koeficienti, ki so kompleksna $tevila. Deset let pozneje
je resil primer n = 3. Pred kratkim je Hironaka pritrdilno resil splogni primer (poljuben #).

Drug dosezek Cisto drugaCne narave je sistematiéna obnovitev osnov algebraine geo-
metrije, ki jo sedaj vodi Grothendieck v Franciji. Njegovo delo, ki pelje tudi k resitvam
pomembnih konkretnih problemov, je vplivalo na mnoge mlade matematike, vkljuéno
s tistimi, ki delajo na drugih podrogjih.

( Nadaljevanje sledi)

* Na primer, »Fermatov zadnji izrek« (trditev, narejena v sedemnajstem stoletju in do sedaj
dokazana samo v dolcéenih posebnih primerih) lahko tzkole razloZimo: naj bo n celo §tevilo,
vedje od 2 in mislimo si algebrai¢no ploskev x” + y” = z" v prostoru x, y, z; ali so na tej ploskvi
kake druge tocke s celoStevilénimi koordinatami kot tc&ke (0, 0, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)? Fermat je
trdil, da jih ni.
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TEORIJA DIVIZORJEV IN ENOLICNA FAKTORIZACIJA
V KOLOBARJIH
JOZE GRASSELLI

AMS Subj. Clas. (1970) 12 A45—12 B10
Opisana je teorija divizorjev in njen pomen za enoli¢no faktorizacijo v kolobarjih.

THE THEORY OF DIVISORS AND UNIQUE FACTORIZATION IN RINGS

An exposition of the theory of divisors and its meaning for the unique factorization in rings
is given.

1

Vsako celo racionalno $tevilo, ki ni 0, 1, —1, je do vrstnega reda mnoZiteljev enoli¢no
izrazljivo z zmnoZkom prastevil. Pomembnosti tega dejstva ni treba posebej poudarjati,
saj na njem sloni vsa elementarna teorija $tevil. Ali imajo tak¥no izraZavo tudi elementi
splosnejsih kolobarjev, kot je Z? Ob tem problemu imata zaletek teorija idealov in teorija
divizorjev. Ogledali si bomo, kako se reSuje problem z divizorji. Najprej je treba zbrati
nekaj pojmov v zvezi s kolobarji in polgrupami.

2

Imejmo komutativen kolobar K z identiteto in brez deliteljev ni¢a. Identiteto bomo
zapisovali z 1, element ni¢ z 0, splo$no pa elemente z malimi latinskimi ¢rkami. Nobenih
teZav ni, opredeliti v X nekatere pojme, ki jih sreCamo pri celih racionalnih $tevilih.

Pravimo, da je element a € K deljiv z elementom b € K, & je v X takien element c,
da je a = bc. To zapiSemo v znakih b | a in beremo b deli a. Elementa b, c sta delitelja
elementa a. Ker je zmeraj a = 1 - g, je identiteta delitelj za vsak element a € %. 1z te enacbe
se tudi vidi, da delitelji identitete delijo vsak element kolobarja. Delitelji identitete so enote
kolobarja in jih oznaujemo z u, u,, u, itd. Posebej je identiteta 1 enota. Prav lahko se ugo-
tovi, da je produkt enot enota. Elementa, ki se razloujeta samo za enoto kot faktor, sta
asociirana. Element p, ki je razliCen od 0 in od enot in nima drugih deliteljev kakor enote
in s p asociirane elemente, je nerazcepen. Ce se vsak element, ki ni 0 ali enota, izraZa s pro-
duktom nerazcepnih elementov, je K kolobar s faktorizacijo. Faktorizacija je enoliéna,
Ce iz produktov

a=p,..p, In a=q...q

kjer so py, ..., Pys 91, ..., g5 Nerazcepni elementi, sledi, da je njihovo Stevilo obakrat isto
= sin da je vsak element v prvem produktu asociiran nekemu elementu drugega produkta.
Zaradi komutativnosti se sme vzeti, da sta kar vsaka nerazcepna elementa p;, ¢; z istima
indeksoma asociirana. ,
Ce je torej kolobar X z enoli¢no faktorizacijo, se vsak element a € X, ki ni 0 ali enota,
izraza
a = up™ ... p/ (€))
Tu je u enota, py, ..., p, paroma neasociirani nerazcepni elementi, #,, ..., n, naravna $te-
vila. Elementi na desni strani v (1) so do asociiranosti natanéno dolo¢eni.
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Problem, ki smo ga omenili v razdelku 1, se lahko 3ele zdaj natanéno opile: Pri kaksnih
pogojih ima kolobar ¥ enolicéno faktorizacijo?

Ponazorimo vpeljane pojme na dveh preprostih zgledih!

Naj bo K = Z. Enoti sta tukaj $tevili 1, —1. Celemu Stevilu # asociirani element je
—n. Nerazcepni elementi so pratevila, faktorizacija v Z je seveda enoli¢na.

Kot drugi zgled vzemimo mnozico Q[x], tj. kolobar vseh polinomov v x, ki imajo za
koeficiente racionalna $tevila! Enote so vsa od 0 razli¢na racionalna $tevila. Polinom a
€ Q[x] ima zato neskonéno asociiranih elementov. Nerazcepen element je vsak nad obse-
gom Q nerazcepen polinom. Iz osnov algebre je znano, da ima kolobar Q[x] enoli¢no fak-
torizacijo.

Povrnimo se k splosnemu kolobarju %. Navedli smo definicijo nerazcepnega elementa
in enoli¢ne faktorizacije. V splosnem seveda ni treba, da kolobar nerazcepne elemente ima.
Ce pa jih ima, $e ni regeno, da je faktorizacija enoli¢na. Zgledov, ki to potrjujejo, ne bi
navajali.

'V kolobarju se na obiajen nac¢in definira najve&ja skupna mera elementov. Ce ¢ ] a
inc ] b, je ¢ skupni delitelj za a in b. Element g je najvedja skupna mera elementov a, b, &e
vsak njun skupni delitelj deli g. Enak sklep kot v Z pokaZe, da v kolobarju z enoli¢no
faktorizacijo za vsaka dva ali ve¢ elementov najvedja skupna mera obstaja. Za poljuben
kolobar to ni ve¢ res.

Naslanjajo¢ se na deljivost, se v X uvede kongruentnost elementov. Vse velja prav
enako kot za kongruence v Z, zato le nekaj opazk. Naj bo ¢ od 0 in enot razli¢en element

. K
v %. Kongruenca a= b (mod ¢)

pomeni, da je element @ — b deljiv s ¢. Po modulu ¢ razpadejo elementi kolobarja % na
raziede ostankov. V istem razredu so elementi, ki so med sabo kongruentni. Naj bo a
razred, ki vsebuje element a. Razred O sestavljajo npr. vsi elementi, ki so deljivi s c. Ce je
a kak element iz razreda 2, d element iz razreda d, je razred, ki vsebuje a + d vsota a + d
in razred, v katerem leZi ad, je produkt ad. Za tako setevanje in mnoZenje sestavljajo
razredi ostankov kolobar.

Zdaj pa Se opredelitev proste polgrupe. Naj bo G za mnoZenje komutativna polgrupa
z identiteto. Kar je bilo zgoraj povedano o deljivosti elementov v kolobarju, velja brez
sprememb tudi za elemente polgrupe G. Zato je mozno govoriti o nerazcepnih elementih
in o enoli¢ni faktorizaciji v G. Ce je polgrupa G z enoli¢no faktorizacijo in razen iden-
titete nima drugih enot, pravimo, da je prosta polgrupa. Od identitete razli¢ni elementi
proste polgrupe se torej dobe kot konéni produkti vseh moznih potenc nerazcepnih elemen-
tov, pri Cemer so potencni eksponenti naravna $tevila.

3

Mnozica X* = X — ‘0 od 0 razli¢nih elementov kolobarja X je za mnoZenje komu-
tativna polgrupa z identiteto 1. Ce ima % enolino faktorizacijo in pomeni 2 mnoZico vseh
paroma neasociiranih nerazcepnih elementov iz %, je mnozica &, ki vsebuje 1, elemente
iz 7 in vse konéne produkte elementov iz /2, za mnoZenje prosta polgrupa.

Priredimo vsaki enoti u iz X* v € element 1, vsakemu nerazcepnemu elementu iz %*
pa sociirani nerazcepni element iz ! Po (1) pripade potem vsakemu elementu a iz X*
natan¢no doloCen element v €. Dobljena upodobitev Z* na € je homomorfizem. Kajti
produktu ab elementov a, b iz K* je zaradi enoliéne faktorizacije prirejen v € kot slika
element, ki je kar produkt slike elementa 2 s sliko elementa b. Ce torej-a | b v K*, slika
elementa a deli sliko elementa b v ¢. Prav tako pa iz deljivosti nekega elementa iz € z dru-
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gim elementom iz ¢ sledi deljivost ustreznih originalov v %*. Najdeni homomorfizem se
odlikuje torej po tem, da sta sliki deljivi natanéno tedaj, &e sta originala deljiva.

Opisani homomorfizem je poseben primer teorije divizorjev. Tako se namre¢ imenuje
vsak homomorfizem -polgrupe X* v prosto polgrupo, ée ohranja deljivost v omenjenem
smislu. Obrnimo se k definiciji!

Imejmo prosto polgrupo G za mnoZenje, elemente zaznamujemo z a, b, ¢ itd., iden-
titeta naj bo e. Za element a € G, a # e, je potem

a=p™"..p" 2

Tu so ps, ..., P, razlini nerazcepni elementi v G, n, ..., n, naravna $tevila. Kot vemo,
je zapis (2) enoliCen do vrstnega reda faktorjev.

Imejmo Se homomorfizem A: K* — G polgrupe * v G! Elementu a € %* po homo-
morfizmu 4 prirejeni element /(a) v G zaznamujmo z (a)! V G so lahko poleg elementov,
ki so slike elementov iz &*, Se drugi elementi. Ni torej nujno, da je vsak element iz G slika
kakega elementa iz K *.

Teorija divizorjev X* — G za kolobar K je homomorfizem a — (a) polgrupe X* v prosto
polgrupo G, ki izpolnjuje zahtevo:

1°. Element a iz K* je v kolobarju X deljiv z elementom b iz K* natanéno tedaj, ée je
element (a) deljiv v polgrupi G z elementom (b).

Da iz a|b v X sledi (a) | (b) v G, pove Ze definicija homomorfizma. Bistvo zahteve je
torej v tem, da iz () | (b) v G vedno lahko sklepamo na deljivost a | b v X.
" Elementi proste polgrupe G, ki nastopa v teoriji divizorjev, se imenujejo divizorji ko-
lobarja K. Divizorji, ki so slike elementov iz X*, so glavni divizorji. Nerazcepne elemente
v G imenujemo pradivizorje. Homomorfizem ¥* — G na elementu 0 ni definiran. Po do-
govoru se vzame, da vsak divizor iz G deli 0.

Primer iz zaletka tega razdelka kaZe, da za kolobarje z enoli¢no faktorizacijo teorija
divizorjev vedno obstoji. Polgrupa G je tamkaj opisana polgrupa &.

Kako globoko povezuje teorija divizorjev glede deljivosti polgrupi X* in G, se vidi
iz naslednjih dveh lastnosti.

2°. Ce sta elementa a, b iz K deljiva z elementom a iz G, sta tudi vsota a + b in razlika
a— b deljivi z a.

Deljivost elementa a iz K* z elementom a iz G pomeni, da je (@) deljiv z a. Gre torej
za ugotovitev, da iz a |(a) in a|(b) sledi a|(a + b) oziroma a|a—b).

3°. Ce se mnozica elementov v X, ki so deljivi z a € G, ujema z mnoZico elementov v
K, ki so deljivizbe G, jea=b.

Razli¢na divizorja iz G se torej ne moreta ujemati v vseh elementih, ki jih v & delita.
Ako je torej a # b, je v K tak element a, da divizor () ni deljiv z enim od obeh elementov
a, b.

Dokaz lastnosti 2° in 3° je precej obseZen in ga bomo izpustili. Naj bo samo omenjeno,
da je prvotno pri Borevitu in Safarevi¢u teorija divizorjev definirana tako, da sta poleg
1° tudi 2° in 3° vzeta med aksinome, ki jim mora homomorfizem % * — G ustrezati. Leta 1970
je Skula pokazal, da sledi 2° iz 1° in 3°. Da je mogo&e 2° in 3° izpeljati iz 1°, je pred kratkim
ugotovil Gundlach.

Ce ima kolobar % teoriji divizorjev %* —> G in H* —>G,, se da na podlagi 2° in 3°
dokazati, da sta polgrupi G in G, izomorfni. Ker izomorfne polgrupe ne $tejemo za razlicne,
je torej teorija divizorjev, kadar obstoji, ena sama. Za kolobar z enoli¢no faktorizacijo
tedaj ona, ki je doloCena s polgrupo &.
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Pomen teorije divizorjev se vidi iz izreka:

Komutativen kolobar z identiteto in brez deliteljev ni¢a ima enoliéno faktorizacijo na-
tan¢no tedaj, kadar premore teorijo divizorjev, v kateri so vsi divizorji glavni.

Da kolobar z enoli¢no faktorizacijo teorijo divizorjev premore, je bilo ugotovljeno
Ze v zaCetku tega razdelka.

V obratni smeri privzemimo, da je za kolobar ¥ teorija divizorjev podana z neko
prosto polgrupo G, katere vsi elementi so glavni divizorji! Ker so v G vsi divizorji glavni,
ima vsak element iz G po homomorfizmu %* — G original v X*. Ugotoviti se da, da se
vse enote iz % upodobe v identiteto polgrupe G. O&itno se 1 preslika v e. Ce je « enota
v %, velja u ] 1 in po 1° od tod () | e ali (#) = e. Kajti edini delitelj za e v G je e. Neraz-
cepni elementi iz X in samo ti pa se preslikajo v pradivizorje polgrupe G. Naj bo namreg
pradivizor p € G po homomorfizmu slika nekega elementa p € X*, (p) = p. Obstoj takega
elementa p sledi iz privzetka, da so vsi divizorji glavni. Ce element ¢ € ¥* deli p, iz ¢ [ P
po 1° sledi (¢) ] p. Ker je p nerazcepen element, je (c) = e ali pa (¢) = p. Ako velja prva
enacba, je ¢ enota v K ; ako velja druga enacba (c¢) = p, je zaradi (p) = p torej (c) = (p)
in element ¢ je asociiran s p. Iz deljivosti ¢ | p sledi torej, da je c enota ali pa elementu p
asociiran element. Ker je bil ¢ poljuben delitelj za p, pomeni to, da p nima drugih deliteljev
kakor enote in s p asociirane elemente. Zato je p nerazcepen element v K.

Element g iz X* ima v G sliko (a). Zaradi enoli¢ne faktorizacije v G je (@) = p; ... Ps,
pradivizorji na desni ni treba, da so razlicni. Pravkar smo videli, da so pradivizorji p;,
..., D slike praelementov py, ..., ps iz X, ki so do asociiranosti natan¢no doloceni. Iz (a) = p,

o Ps = (1) ... (ps) = (p1...ps) sledi a = up, ... p, pri Cemer je u enota v K. Dobili smo
faktorizacijo elementa a v %. Ce zdruzimo morebitne enake elemente, je Ze tu oblika (1).
Ker je teorija divizorjev ena sama, kak3ne druge razcepitve biti ne more.

Izrek, ki smo si ga ogledali, premika vpraSanje o enoli¢ni faktorizaciji kolobarja na
vpraSanje obstoja teorije divizorjev za ta kolobar, ki mora biti tak¥na, da so v njej vsi
divizorji glavni. Pravo vlogo izreka odkrije seveda Sele ugotovitev, da je za mnoge kolo-
barje teorijo divizorjev res mogoce sestaviti.

Ce kolobar % premore teorijo divizorjev X* — G, vsi divizorji v G pa niso glavni,
% nima enoli¢ne faktorizacije. Toda vsakemu od 0 in enot razliénemu elementu a € ¥ pri-
rejeni element (a) v G ima enoli¢no faktorizacijo. Ce faktorizacijo elementov @ nadomestimo s
faktorizacijo njihovih slik (a), imamo v takem razSirjenem smislu spet doseZeno enoli¢nost
faktorizacije. Seveda gre tu za faktorizacijo v G. Pradivizorji, ki nastopajo v razcepitvi
(a), sploh ni treba, da so slike elementov iz K.

4

Obstoj teorije divizorjev za kolobar X se navadno ne dokazuje neposredno, temvec s
pomocjo eksponentov. Uvedbo tega pojma narekuje tale razmislek:

Vzemimo, da ima kolobar % teorijo divizorjev X* —G! Za elementu a € X* prirejeni
glavni divizor (a) v G velja tedaj enoli¢en razcep (2). Ce se postavi a° = e za vsak divizor
a iz G, se more (2) zapisati s produktom po vseh pradivizorjih p v G

(@) =1 p»®@ 3

V (3) je v,(a) = 0 za pradivizorje p, ki jih v razcepitvi (a) ni; Ce pa se pradivizor p v raz-
cepitvi (a) pojavi, je vp(a) naravno $tevilo. Zaradi (2) je za vsak a € L* le kon¢no mnogo
$tevil v,(a) od O razlitnih. Ce je tudi be K*, je

®) = I p® @
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